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Theorie der adiabatischen Invarianten allgemeiner
Differentialsysteme. :

Von
Harald Geppert in GieSen, z. Zt. Rom. ')

L ’

Wie so viele mathematische Probleme verdankt auch die Frage nach
den adiabatischen Invarianten mechanischer Systeme ihren Ursprung der
Quantentheorie, und fiir ithre Zwecke wurde auch das erste auf sie beziig-
liche Theorem, der Sommerfeldsche Satz von der adiabatischen Imvarianz
der Phasenintegrale, bewiesen?). Dafl diese Frage, unabhingig von den
Stromungen der modernen Atomtheorie, auch fiir die Probleme der
Ilassischen Mechanik von Wichtigkeit ist, hat man erst neuerdings erkannt,
und man verdankt Herrn Levi-Civita®) eine sehr elegante, umfassende
Theorie der adiabatischen Invarianten mechanischer Systeme, die die Basis
fiir eine durchdringende mathematische Behandlung des ganzen Komplexes
bildet. Die Levi-Civitasche Theorie unterliegt zwei wesentlichen Einschrin-
kungen: Erstens gilt sie nur fiir Hamiltonsche Differentialsysteme, und
zweitens setzt sie voraus, daf die bekannten Integrale derselben in Invo-
lution (im Lieschen Sinne) liegen, und es erhebt sich naturgemiB a poste-
riori die Frage, wie weit die erhaltenen Resultate von den genannten
Bedingungen unabhiingig sind. Bei der Untersuchung derselben zeigte sich,
daB der Begriff der adiabatischen Invarianten viel weiter zu fassen ist als
bisher und auf allgemeine Differentialsysteme iibertragen werden muS,
und daB8 sich alsdann eine weitreichende, in das Gebiet der Funktional-
analysis zu verweisende, mathematische Theorie desselben entwickeln 1aBt 9,

die reich an analytisch belangreichen Ergebnissen ist. Ihr sind die fol-
genden Zeilen gewidmet.

*) Fellow of the International Education Board.

%) Vgl. Burgers 1. 2. und die bei Born 1. wiedergegebenen Beweise.

%) Vgl. Levi-Civita 1. 2.

‘) Vgl die zusammenfassenden Noten: Geppert 1. 2. 3.
Mathematische Annalen. 102, 13



194 H. Geppert.

Threr Natur entsprechend hat die zu entwickeinde Theorie zwei Seiten,
eine mathematische und eine physikalische. Wir werden in unserer Be-
handlung das Hauptgewicht auf die erstere legen, ohne den Kontakt mit
den physikalisch wichtigen Problemen aufzugeben ; dieser wird sich be-
sonders in den die Mittelbildung betreffenden Fragen und der Klassifizierung
der Systeme nach Imprimitivititsordnungen bemerkbar machen. Zun&ichst
setzen wir den allgemeinen Begriff der adiabatischen Invariante eines be-
liebigen Differentialsystems auseinander; diese Invarianten werden selbst
durch ein neues Differentialsystem bestimmt, dessen nicht identisch be-
friedigte Integrabilititsbedingungen die notwendigen und hinreichenden
Voraussetzungen fiir die Existenz der adiabatischen Invarianten bilden.
Es ist eine beachtenswerte Tatsache, dal sich fiir eine ausgedehnte Klasse
von Fillen die Invarianten direkt angeben lassen, wodurch das Gibbs-
Hertzsche Theorem verallgemeinert wird. Die entwickelte Theorie ist reich
ar* Anwendungen auf die Mechanik auch nichthamiltonscher Systeme.

§ 1.
Der Begriff der adiabatischen Inmvariante.

Wir gehen aus von einem Differentialsystem erster Ordnung der Form:

dx,

(1.1) =X;(,...7,]a,...q,) (7=1...n)

1

in den Variablen z,...2,. Die X, seien (in dem zu betrachtenden Ge-
biete) stetig derivierbare Funktionen, die auBler den genannten Variablen
noch gewisse Parameter a,...a, enthalten; wir setzen sie — ohne daf dies
fiir die folgenden Begriffsbildungen wesentlich ist — als von ¢ frei voraus.
Sind die Parameter a,...a, konstant, so besitzt das System Ldsungen,

die man formal schreiben kann:
(1.2) iz=xi(t—t0, Coailp_y]@y-..a,) (¢=1...n),

wobei 2,,¢,...c, _, die n Integrationskonstanten bedeuten; sie sind im
Klemen eindeutig und daher in einem gewissen Bereich auflésbar in der
Form: -

(1.3) fi(zy...2,|a,...a,)=0¢, (z=1...n —1),
' fo(@y- ., |0, ...q,) =t—1,.

Es wird zweckmiBig sein, sich -diese Beziehungen im Raume R, der
z,...x, zu deuten; interpretieren wir ¢ als Zeit, so stellen die Glexchungen
(1.2) die Bahn eines sich im R, bewegenden Punktes P dar, dessen Ge-
schwindigkeitskomponenten durch (1.1) als Funktionen des Ortes gegeben
sind. Wir wollen diese Trajektorie oder Integralkurve in Zukunft mit T
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bezeichnen. Die ersten » —1 der Gleichungen (1.3) reprisentieren n —1-
Hyperflichen des R, der Dimension n —1, und & erscheint als deren ein-
dimensionale Schnittkurve. Dies alles gilt nur in einem Gebiete des R,,
in dem die Gleichungen (1.2) regulir und eindeutig auflésbar sind.

Sind nun die Parameter a,...q, nicht mehr konstant, sondern auch
Funktionen von ¢, so kann man zwar den Lésungen des Systems i. a. die
Form (1.2) bzw. (1. 3) belassen, muB dann aber auch die ¢, ¢,...c,_,
als Funkfionen von ¢ ansehen, und zwar bestimmen sich letztere aus den
auch der Storungstheorie zugrunde liegenden Differentialgleichungen:

I3 (4
de, of: da, dit, ofx da, .
(1.4) E%:-Zlaayﬁ’ Tg_"z/jaa,ﬁ (f=1...n—1),
=

y=

-

zn deren Integration wir zweckmiBig in aani (¢ =1...n) die Relationen

(1.2) an Stelle der z, substituieren, wodurch wir etwa die Gleichungen:

(15) g ity 0 ylaya)  (i=1..m;v=1..0)

finden mogen. Das System (1.4) geht dann iiber in:

4 o
(1.6) de;= ) ¢, da, dig=— g, da, (i=1..n—1),
v=1 »=1

in dem nur noch die Variablen ¢, 2, Cy-Cy_y5 Q... @, vorkommen. Diese
Gleichungen sind, wie aus (1.4) ersichtlich, bei vorgelegten a,(t) integrabel,
und die ¢, (t) resultieren aus ihnen als fonctions de ligne beziiglich der
@, (t); damit letstere zu gewchnlichen Funktionen der @, werden, ist hin-
gegen erforderlich, da§ die Gleichungen (1.6) fiir beliebige @, unbeschrankt
integrabel seien, was weitere Integrabilititsbedingungen impliziert. Die
Beziehungen (1.6) liefern zusammen mit (1.2) die Trajektorien der 80"
storten“ Bewegung. Man kann sie also, wenn man vom Falle konstanter
Parameter als Grundlage ausgeht, als eine andere Form der Gleichungen
(1.1) auffassen. ‘

An Stelle dieses Differentialsystems (1.6), dessen Betrachtung nichts
Neues geben wiirde, legen wir im folgenden ein anderes Differentialsystem
zugrunde, das aus (1.6) dadurch hervorgeht, dafl man die Koeffizienten ¢,
einer Funktionaloperation beziiglich ¢ unterwirft. Wir wollen hier speziell
solche Operationen heranziehen, die den Charakter einer Mittelbildung
tragen, jedoch ist auch das allgemeinere Problem einer beliebigen Operation
der Behandlung zuginglich. Es sei also 7'— Ty...T, ein beliebiges, aber
festes Intervall der Variablen ¢, iiber das wir die Mittelbildung erstrecken,
F(t—1,, 01"'%43“1'--%) die . Verteilungsfunktion der letzteren, so

13*



196 H. Geppert.

setzen wir generell fiir eine von ¢—1¢,, ¢,...c, ;, @,...a, abhingende
Grofle « als ,Mittelwert“:

tot Ty
(1.7) =@ = +j;’ a(t—15,0y.-C4_1{0y...0,) F(t — ¥, ¢,...0,_,]@,...q,)d?
T o+ T
F(t—t,¢...0c,_10,...a,)dt,
to+To

natiirlich unter der Voraussetzung, daB die auftretenden Integrale einen
Sinn haben®). Die Integration in (1.7) verstehen wir so, daB sie sich
nur auf das in « und F explizit auftretende Argument ¢ — 7, bezieht und
demnach die Gréflen ¢y, ¢,...c,_,, a,...a, als Konstanten behandelt.

Durch Anwendung der Operation (1.7) auf die Koeffizienten von
(1.6) entsteht das neue n-gliedrige Differentialsystem:

(1.8) do,= 3¢, da, dt,=— 35, da, (i=1...n—1),
v=1 r=1

das nur noch die Variablen 2, ¢,...c,_,, a,...a, enthilt, und in dem
a,...a, die Rolle der unabhingigen Variablen spielen. Es bildet die
wesentliche Grundlage der folgenden Theorie. In das Gebiet der Physik
verweisen wir die Frage, unter welchen Bedingungen das System (1.6)
durch (1.8) praktisch ersetzt werden kann; es wird dies immer dann der
Fall sein, wenn die Parameter sich gegeniiber der Bewegung des Punktes P
In einer zu prazisierenden Weise ,unendlich langsam“ oder ,adiabatisch“
indern ®). Wir setzen natiirlich die Existenz der @, voraus, wozu not-
wendig ist, da 7 im Regularititsintervall von (1.2) liege. Wir bezeichnen
(1.8) kurz als das gemsitelte System.

Das gemittelte System ist nicht immer komplett integrabel, wir werden
vielmehr seine Integrabilititsbedingungen, die sich in Einschrinkungen fiir
das urspriingliche System (1.1) &uBern, zu besprechen haben. Wir defi-
nieren nun:

Definition 1. Jede Invariante des gemiitelten Systems heiBt eine
adiabatische Invariante.

Fir eine adiabatische Invariante J(¢,¢,...c,_,|a,...a,) ist also
charakteristisch das simultane Bestehen der folgenden o Differentialglei-

chungen:
STy 27 2J
(1’9) ?76)1'?—37‘)@7)7_{_37;:0 (1’:1"‘9)'
i=1 ] v 'y
%) In der Physik hat man bisher nur den Fall der einfachsten Mittelbildung:
F=1 in Erwégung gezogen, doch bedeutet unser allgemeiner Standpunkt keine Er-
schwerung.
%) Vgl. hierzu die Note in Levi-Civita 3.
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Die Systeme (1.8) und (1.9) sagen dasselbe aus und besitzen die gleichen
Integrabilititsbedingungen.

Nennen wir eine GréBe ,im Mittel invariant“ gegeniiber dem System
(1.1), wenn der durch (1.7) erklirte Mittelwert ihrer totalen Ableitung
nach ¢ vermoge (1.1) verschwindet, so konnen wir die obige Definition
auch durch die folgende ersetzen:

Definition 2. Eine fiir alle Werte der % (v=1...9) tm Mittel

invariante Funktion der Integrationskonstanten und Parameter des Systems
(1.1) heift eine adiabatische Invariante desselben.

Man hat nimlich nur zu beachten, daB nach (1.6)

oJ ) da,
—2]2361 Piy — at, ‘zvnv +El:}_gl_
r=1 1—1
ist, und die Definition 2 fordert, da J von # nicht explizit abhangen soll,
das Bestehen des Gleichungssystems (1.9).

Diese zweite Definition ist die urspriinglich von den Physikern ange-
nommene Begriffsbildung; denn fiir sie handelte es sich darum, Groflen zu
finden, die bei beliebiger adiabatischer Anderung der Parameter invariant
bleiben, wobei das ,unendlich schwach“ der Anderung dadurch prizisiert
wird, daB an die Stelle der gewohnlichen Invarianz die Invarianz im
Mittel treten darf. Dies hat praktisch den Vorteil, da man im System
(1.9) zu Gleichungen gelangt, die viel leichter zu integrieren sind als die
urspriinglichen Beziehungen (1.6); wir werden, wie sich noch zeigen wird,
in der Lage sein, in einer groBen Klasse von Fillen ihre Integrale wirklich
anzugeben.

Die durch (1.7) definierten Mittelwerte hingen i. a. noch von f, ab;
wir wollen uns aber im folgenden ausschlieBlich auf solche Fille be-
schrinken, in denen dies nicht eintritt, nimlich in denen das Intervall 7
nicht von #, abhingt, und unser Interesse in erster Linie auf die Fille

konzentrieren, in denen die Mittelwerte iiber unendliches Intervall erstreckt
werden, also
to+ T

(1.10) &= lim f a(t~ty,¢,.0,_y1a,a)FE—by 5.0, _sla,...a,)d2

P> ¢,
o+ T

: zf F(t—15,¢,...0,_,]a,...a,)dt

zu setzen ist, weil hier unsere Theorie besonders schéne Resultate liefern
wird. Man kann dann das Problem der adiabatischen Invarianten etwas enger
fassen und sich auf die Aufsuchung solcher Invarianten beschrinken, die
von 1, unabhingig sind, d.h. solcher Funktionen J (¢y---¢,_sl0,...a,),
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fiir die die Gleichungen

(1.11) 25—

identisch befriedigt sind.

Da jede Funktion einer oder mehrerer adiabatischen Invarianten
wieder eine solche ist, wird es geniigen, die unabhingigen partikuliren
Lésungen von (1.11) zu finden, deren gréBtmégliche Anzahl # —1 sein
wird; sie werden die Grofen ¢,...c,_, mit den Parametern in Beziehung
setzen. Die Gleichungen (1.11) setzen die Existenz der ,, und diese
wieder die eindeutige Auflésbarkeit von (1.2) im Gebiete 7' voraus; sollte
diese Bedingung fiir eine Reihe von GréBen @, nicht erfiillt sein, so kann
trotzdem das Problem seinen Sinn behalten, indem man J von den ent-
sprechenden ¢; als unabhingig voraussetzt. Schlieflich entnimmt man aus
(1.11) den trivialen Satz:

Satz 1. -Jedes von den Parametern freie Integral f,(z, ...z,) =g,
des urspriinglichen Systems ist eine adiabatische Invariante.

Q

§ 2.
Zwei Beispiele.
Bevor wir uns der allgemeinen Theorie zuwenden, mégen hier zwei

Beispiele Platz finden, die wir spiter von andern Gesichtspunkten aus be-
handeln werden.

1. Beispiel. Die eindimensionale elastische Bewegung kann, wenn a,
die Elastizititskonstante bedeutet, folgendermaBen dargestellt werden:

dz, dxs
C A I TR Tt

Die Integrale sind:

a

1 5 z,
fi= x1+'iz:x'5:cl’ f; = arctang Va, - =t—1.

Nimmt man F=1, T—=oco oder, was auf dasselbe hinauskommt, gleich

der Periode i—f der Bewegung, so wird
2

und (1.11) lautet:

deren allgemeine Lésung
(2.1) J=7F(a,c})
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ist; d.h. bei adiabatischer Variation der Elastizitdtskonstanten sndert sich
die Amplitude der Schwingung umgekehrt proportional der vierten Wurzel
aus der Elastizitdtskonstanten.

2. Beispiel. Das Differentialsystem
dz, 2 dzs
Ty =0t =%
besitzt die Integrale
ai o _
fizxf+‘tﬁx2=6v fz"“"—gé'=t_t0’

und die (elliptische) Tra3ektor1e ist nur dann reell, wenn 7 —7, zwischen

den Grenzen ——al—c;— und +* liegt. Nehmen wir dieses Intervall als T
1 %2 l 3
und F =1, so lautet das System (1.9) folgendermalien:
od | 268 _ 2480 _,
Ga, " 3 a,0c, va, 3 agdc, >

es ist komplett integrabel und besitzt die Losung
(2.2) J=1(5 e )

als adiabatische Invariante.

Auf das spiter zu behandelnde Beispiel des geddmpften Oszillators
wollen wir hier nur verweisen.

§3.

Zweidimensionale Systeme.

Indem wir uns nunmehr dem allgemeinen Problem zuwenden, werden
wir vorerst den Fall der zweidimensionalen Systeme (n =2) erledigen,
weil er sich vollkommen behandeln 148t und einen Leitfaden fiir die fol-
genden Betrachtungen abgibt. Es handelt sich also um das System

dz, d
(3.1) o =Xz, z3]a, ... a,); §%=Xg(%,%f¢l;-n%),
dessen Integral (wir lassen den Index 1 weg) lautet:
(3.2) f(zy, %, ]ay ... q,)=0c,
und das mithin die Gleichung
(3.8) ax 1+""X_o

befriedigen muB. Man entnimmt dieser Beziehung die Existenz einer
GroBe p derart, daB

4
(3.4) 5£=_ﬂer -('2£=,uX1

0%,



200 H. Geppert.

ist. Die Integrabilititsbedingung von (3.4) erfordert, daB u eine Losung
der Gleichung

ay. 4+ 8X X\
(8:5) 55 (X) o (X=X 2o+ X, 2 4 u (524 25) —o,
d. h. daB u ein sogenannter Jacobischer Multiplikator des Systems (3.1)
sel. Vorerst ist u jedoch nicht ein beliebiger Multiplikator, sondern eben
derjenige, der durch die Gleichungen (3.4) eindeutig festgelegt ist; u ist

eine Funktion von z,,2,/q,...q,.

Wir wollen annehmen, daf die Trajektorie ¥ frei von allen Singu-

larititen sei, derart, daB im besonderen die beiden Ableitungen —;i und aa 5

nicht gleichzeitig verschwinden; dies besagt dann, daB ux zufolge (3.4)
lings ¥ und damit wegen der Stetigkeit auch in einer gewissen Umgebung
von T niemals verschwindet, wenn wir annehmen, da X,, X, daselbst
sich regular verhalten. u hat also in seinem Regularititsgebiet lings T
ein bestimmtes Vorzeichen. Das Bogenelement von ¥ laBt sich dann
wegen (3.1) und (3.4) auf die Form bringen:

(8.6) ds— Vda; +dal —dt- VX! +x;_—- F(—’) +(5L) =t

Ty
R 4

wobei wir gesetzt haben:

. s [Bf\2, (Of
37 ra= () +(G2)-
Unseren Voraussetzungen gemil verschwindet auch I',, lings € niemals

und kann — indem der Richtungssinn von s nach fortschreitendem ¢
orientiert wird — als mit x4 von gleichem Vorzeichen angenommen werden.

Diese Beziehung (3.6) versetzt uns in die Lage, die bisher in unsern
Definitionen auftretenden Mittelwerte nach ¢ durch riumliche, iiber T zu
erstreckende Integralbildungen zu ersetzen. Bei diesem Ubergang tritt dann
an Stelle des Intervalls 7' der Variablen ¢ — ¢, vermége (1.2) ein rdum-
Liches Intervall S auf ¥ fiir die Variable s; ferner mull die bisherige Ver-
teilungsfunktion F(t — 4, ¢, |a, ... a,), vermége (1.3) durch eine eindeutige
regulire riumliche Verteilungsfunktion F(z,, z,|a, ... a,) ersetzt werden,
so dal die zugrunde gelegte Operation (1.7) iibergeht in

(3.8) &=.[u(x1,xeial.,.ae)F(xl,x.,lal... £ ds fF(xl,xe[al a)I“,dé
5

Hier ist eine Bemerkung iiber u einzufiigen; u war bisher ein durch (3.4)
eindeutig bestimmter Multiplikator von (3.1). Nun gilt aber der leicht
zu beweisende Satz, daB der Quotient zweier verschiedener Multiplikatoren
eine Invariante des urspriinglichen Systems ist, mit andern Worten: auf
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der Trajektorie ¥ wunterscheiden sich die Multiplikatoren nur um einen
konstanten Faktor. Da letzterer in (3.8) sich forthebt, darf daselbst nun-
mehr u jeden beliebigen Multiplikator, d.h. jede Losung von (3.5) bedeuten.

Ist das System (3.1) ein Liouvillesches System, d. h. verschwindet
seine ,Divergenz“:
(3.9) e
so zeigt (3.5), daB u —konst. gesetzt und demnach x aus (3.8) und
allen folgenden Beziehungen gestrichen werden kann. Ein Spezialfall der
Liouvilleschen sind wiederum die Hamiltonschen Systeme 7).

Infolge von (3.8) nehmen die Bestlmmungsglelchungen (1.11) der
adiabatischen Invarianten die Form an:

2

(3.10) o | 2 Fh-ds+ 2 fF“'d.s_ (»=1...0).

dc aa,.
S

Der wichtigste zu betrachtende Fall ist der der einfachen Mittelbildung
F=1. Bevor wir an die Losung dieser Gleichungen gehen, miissen wir
ihre Integrabilititsbedingungen untersuchen.

§ 4.
Die notwendigen Integrabilititsbedingungen.

Die Bedingungen fiir die vollsténdige Integrabilitit des Systems (1.11)
oder, was auf dasselbe hinauskommt, der ersten n —1 Gleichungen (1.8)
lauten in unserm zweidimensionalen Falle:

d _ d _ o _ 0 _ _ 0 _ _ 9 _
(A1) TP~ 2 P13 =50 a5 Pra T Prag Pre— Pragg Pra =0
(,4=1...90).

Fithren wir voriibergehend die Bezeichnung ein:

4.2) —| P gs: | e —
(4.2} g SfFPmds, g,——:!aavFI,mds (r=1...0),

so kann man (4.1) in die Form setzen:

4.3 99x _ 902\ 99« , 09 291 | o9

( ) g(aa;. 6a,,}+g(5c_raa> — 9. ( +6ag)~
(2,4=1...9),

und es ist unsere Aufgabe, die hierin auftretenden Derivierten wirklich zu

berechnen.

S 3357) ?I’C;'x;e andere Ableitung von (3.8) fiir letztere findet sich bei Levi-Civita 1,
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Das zu betrachtende Stiick S der Trajektorie T moge sich von dem
Punkte P,, der dem Werte ¢ — ¢, = T, entspreche, bis zu P, der fiir
t —t, = T, angenommen wird, erstrecken, derart, da 7, — 7T, = T das
Mittelungsintervall bedeutet. Erstreckt sich die Mittelung iiber die gesamte
unendlich lange Trajektorie, so ist im folgenden die Betrachtung der Rand-
punkte Py; P, iiberfliissig. Sowohl 7} als 7} sind Funktionen von ¢|a,...a o
Es wird dann zweckmiBig sein, neben der Kurvenschar (3.2) der Tra-
jektorien ¥ die der sogenannten Synchronen (vgl. (1.3)):

(4.4) fa(%ys 2, ] @ ... @) =t —t, = konst,

die wir generell mit © bezeichnen wollen, einzufithren und jeden der zu
betrachtenden Punkte als Schnitt einer T mit (mindestens) einer & auf-
zufassen. Die Randpunkte werden auf T von den Synchronen

4.5 filz, 2, la,...a)="T, bzw. T
) 2 1 2. o 0 1

ausgeschnitten. Andern wir nun ¢ allein um d¢ und lassen a,...qa, fest,
so geht T in eine neue Trajektorie T’ mit der Gleichung

(4.6) ' f(2, 2, |a,...a,) =c+dc

itber, und deren Randpunkte P;, P, werden von den Synchronen

(4.7) fy (2 2yl 0y a) =Ty + 22 de baw. T, + 22 de

ausgeschnitten.

Wir ordnen jedem Punkte P von ¥ den auf seiner Normalen n
liegenden Schnittpunkt mit €’ zu und nennen diesen P’; diese Zuordnung
138t den Punkten P, bzw. P, zwei Punkte P, bzw. P, entsprechen, die
im allgemeinen von Py, P, verschieden sein werden. Um die in (4.3) auf-
tretenden Derivierten nach ¢ zu berechnen, miissen wir die Integrale g,
lings €' von P, bis P, erstrecken und den lings ¥ genommenen Wert
derselben subtrahieren. Wir konnen also schreiben:

(4.8)' 0 d;»odo{i%{#(}{l Pf)}

die beiden ersten Summanden nennen wir die (infinitesimalen) Randglieder,
der dritte 148t sich vermége unserer normalen Zuordnung P — P’ leicht
berechnen. Es sei nimlich d'n die normale Verschiebung P’'— P und
ihre Komponenten d’z,, d'z,, also

\ 1 of )1 of
(4.9) dxl_l‘,,, az,d dxg—rw P d

und es mogen durch Akzente alle auf I’ bezughchen GroBen bezeichnet
werden; dann ist bis auf GréBen zweiter Ordnung:
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’ 1 af d 1 af @&
ds——-]/d(xl—f—dx)—;—d(xg-rdaza) —ds{l__ﬁ_r afds( 2,) — Fgé’a},tﬁ's(

L10) = d8{1+ I {ZZ‘ (axg> —2 azjgx,z :x}: foi + iz (8-’2) }} ’

Lo L[ () o LA ST

Aus (4.6) und (4.9) folgt aber andrerseits:

2 0 ’
ngid %+ 3 fd , =1, dn=de,

somit
(4.11) d'n= ic—; d'a, = %ﬁidc, d'z, = 1 o de,
Ty Iy Bz e o,
und damit sind wir in der Lage, den dritten Summanden in (4.8) hinzu-
schreiben.

Wir berechnen noch die Randglieder. Die Koordinaten von Pj sind
nach (4.11)

Py 2, +

1 of
2

12 0%

° 1
do/, %+ o ch

diejenigen von P; dagegen finden sich aus den beiden Gleichungen (4. 6)
und (4.7). Bedeutet namlich (6'z,, 6'z,) den Vektor P, P;, so ist in P,

‘°fa afézg——dc,
af.z of oT(,
szt 2L de,

also, wenn wir voriibergehend

= of ofy _ of ofy

setzen:
, dc(df, Bf oT . _de( df,  Of 8T,
(4.12) “1“5(5&5‘5‘55;%”) 5%_.—%“( =t ac)
Aus den wegen (8.1) folgenden Gleichungen
of af af. o
(4.13) T Xt Xa=0, RX +RX, =1

folgt, da8 § + 0 ist. Die Komponenten von PP, sind demnach:

1(8f, _ of o, 1 af® L[ afy , of T, 1 af\®
d DA ) B 8 I S Fla y O o\t 9T
c{% (am2 Dz, 80) Ik 3¢1}%’ dc{g< Bx:+3x1 aco> szaxs}i
und daher die Linge dieser Strecke:

= 0
BB =grlraGe — (L 5+ 1L 34|

— o VT T X[ L (S 2% B1 PRI

8¢ Iy \ez, 8z, B, By

2, )}
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Ein entsprechender Ausdruck findet sich fiir den andern Randpunkt;
die Randglieder in der Summe (4.8) haben also schlieBlich den Wert:

2f p, VXX [Zos L (2L 2h  OF aszvPo
oa, Iy, dc r 0z, dzx, oz, 02,/ . p,

Damit sind wir endlich in der Lage, den Ausdruck fiir T zZusammen-
zusetzen; man hat nach Vorangehendem:

2= [ok - B - )

de ?a,” b \ozf  dz3/\\oz, 0z
S

+ J"FPL( R A e IR

3 i P
3 \day 0%, 8w, ' B0, 0%, dxy

6/' au Bf L ou of
(4‘14) Saa,, ]" <8x1 oz, | 0z bx2>d's
of u ("F of ﬂ‘i)d
611,‘1“1 oz, oz, 0z, 0x, §
S
2 gy VK 0T, L of of.  of oh
o¢ I3 \oz, 8z, ' 8z, ox,

In gleicher Weise leisten wir nun die Berechnung der Denv1erten von g
und g, nach a;. Geht a, in a, 4 da, iiber, wihrend alle iibrigen GroBen
festbleiben, so tritt an Stelle von T die Kurve * mit der Gleichung
(4.15) f(zy, %, a, ... q, + da;...a,) =c,
und die Randpunkte werden auf ihr durch die Synchronen

(4.16) fo(xy, 2, |a,...q; + da;...a,)=T, —l——da,1 bzw. Tl—,- ‘da‘1

ausgeschnitten; wir bezeichnen sie mit P Pl, wihrend P P* die normal
iiber P,, P, auf T* liegenden Punkte bezeichnen sollen. Jedem Punkte P
von T ordnen wir den auf seiner Normalen liegenden Punkt P* zu und
bezeichnen mit d*n den Vektor PP* dessen Komponenten

1 1 0
4.17) d*s, = - sLd*n,  d*a,— 5L
sind. Eine zu (4.8) entsprechende Zerlegung fiithrt auch hier zum Ziel
Nun folgt aber aus (4.15) und (4.17)

of % of % _ x __of
s a—xld ZI—‘!—Rd $2=F1?dn ~~dal,
also
*p = — O da,
(418) d’n——-—mrw,
* 1 a8f of x 1 af af
d 'z, = ~r axlﬁdap d z, = ~ % o b



Adiabatische Invarianten allgemeiner Differentialsysteme. 205

Die auf T* beziiglichen GréBen erhalten im folgenden einen Stern;
dann ist nach (4.10), worin nur d*n statt d'n zu substituieren ist:

w19) avo=as 12 [ELCT) 2 R L ST+ ELGE) T

in gleicher Weise findet man aus der auf (4.10) folgenden Formel, wenn
man beachtet, da a, in f auch explizit auftritt:
1 1 , day 8f [0°f (6 \? a°f af of faf“]
r* Tlé{l Bl }:‘; da; Laxf <.3—901) 2 37, 0%, 0%, 0%, | dag (6:::2)
da;rof o%f af o*f
- r; [?fv; oz, 0a; | 0z, 0%, 04, }

und mittels dieser Formeln sind wir in der Lage, die dem dritten Sum-
manden von (4.8) entsprechenden Terme hinzuschreiben.

Es bleiben wieder die Randglieder zu bestimmen. Wegen (4.18) hat
Py die Koordinaten
Pr . lafafdz,l, o L of of

1T moe, 3.—1‘1’22%;57;‘ @ -

Py hingegen mége die Koordinaten 2, -+ 6%2,|° haben, dann folgt aus (4.15)
und (4.16):

ax T a0
2 , 0 8(T, —
—31;2— 0% —;—5% 6%z, = 0L, — 1) a"mf?)dal,
giiltig in P,, und demnach:
6%z —dax( ofy of _ f o(Ty— m)

(4.21) * d% a;g a«: a? oa; /)’
* , __da of, 0 of o(T—1y)
07wy, = ( axlaa;+ax1 8a12)‘

Die Komponenten des Vektors Py Py sind also
1 (ofy of | of o(T,— 1 af @
dal[—g(_ﬁ_f; __f(_,_@)_}_ of afy

0x,0a; ' dx, day pz ax, 3a;,_§’

Yref,of | af 8(T,—1.) 1 8f 3f
da‘"[ %(8%8%_’— ga;2>+ T2 oz da

und daher die Linge dieses Vektors:

das [9(Ty—fy) 1, af of, . of @
PP = %I‘m{ 2z 2+6a;.(8~’£ 6z1+8x26£:>]

— 2T~ 1, 2 2
da, VX 4 X3 [P0 s (G4 LA
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und ein entsprechender Ausdruck gilt im andern Endpunkt. Damit lauten
beispielsweise die den beiden ersten Summanden in (4.8) entsprechenden

Randglieder in der Zerlegung fiir %’—

F#VX3+X:[3<TO.,—f2>+ 1 af<af o, éiﬁf«z)]f

I, da; r caz \0x, Bz, 0, 02,
und analog fiir Z:, wo nur der Faktor a—ai hinzutritt.

Setzt man alles zusammen, so findet man endlich:

oo [ DG - G s i

oz, 0x, 8%, 0%, dx,
62 2
N ] g SETAPR

J ffg aalaxlga—:; 8aydz, 0%,
of o 1 (o of | om af>
(422) Sa‘a;F;gGm‘x:“" 95, 52) 48

1

of w (0F 8f o oF 6]"
aa;,ff <uw1 o, T Bz, Bx ds + aa;_+‘u8a;
S

' VXEE X 0T —f) |, 1 of (3 of, | of ofu\]|P
1 1 2 |9Lo,1— T2 Ol | O] 9]
- Fp I, | dmy T I om <ax, 9z, ' 0z, 59{;2)}

k4

Py
und:
og. _  (ofof 0% af\n , , O°f of of
da; aa,,ﬁa;,Fr {(a:ﬁ ax2)<(ax1> —(@ >+4ax1 9.5, 0, 6x2}d8
of o*f of 3*f of
g oay, rk (60&;,6:1:1 8z, ' a0z, 55;) ds
of o*f of o f af
aa;, r (aa,‘axl dx; ' Oa, 0w, 6x2>d8
af aof ou 8f | dp of
(4'23) 8a,‘ da; FF (62:1 ox, o, 8x2> a

of of n (&F_qi aFa_f)dS

~Joava ;“ oz, oz, T oz, 9,

+ “< 6a1+ 3%) ‘d—,- afF1ds

da,ba;

Po

+ 2 py va+X:{am.1~z;>+ Lo (21 36, | 21 211

I, day 2 Bay \ bz, 0, | B2, 0%, lp,
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Diese etwas langlichen Formeln versetzen uns in die Lage, die Inte-
grabilititsbedingungen (4.8) in extenso hinzuschreiben, Man findet zunéchst
aus (4.14), (4.22) und (4.23) die einfachen Gleichungen:

%_m=f{af3(u1")_ﬁja(uﬁ’)}_l~ds
S

da; da, da, oa, day da, f Iy,
(4.24) — ”
Lop VB {ALATa 1D _ of (T f "
Iy, oa, day, oy oa, P, ’
(125 a_g_u_L_a_g_fawm_g_d L F VXf+X§{a<Tn.l—r;> L of 9Ty, [P
-25) dc ' da, -S da, I8 T FHM T, da, | da, dc } .

Wir wollen uns im folgenden ausschlieflich auf den Fall beschrinken,
daB in diesen beiden Gleichungen die auf P, und P, beziglichen Rand-
glieder fiir sich verschwinden, was eine jetzt zu interpretierende Bedingung
fir T, 7, darstellt. Das von uns geforderte Verschwinden ist offenbar
identisch damit, daBl in den Endpunkten P, P, die Beziehungen

(4 26) a<f2"To.1> __?j_aTo.x (% — 1

oa, " da, dc

gelten. Aus (4.12) und (4.21) entnimmt man dann, daf daselbst

...0)

’ *
(4.27) n_tn

’ *
8z, 0 m,

wird, d. h. daB. dann die Punkte P, P, und P} bzw. P,, P,, P;* auf einer
Geraden liegen. Umgekehrt, liegen diese Punktetripel je auf einer Geraden,
so mul (4.27) gelten, und aus (4.12), (4.21) entnimmt man, da, wie schon
oben bemerkt, & <=0 ist, das Bestehen von (4.26). Man kann das auch
anders ausdriicken: Nehmen wir niimlich an, die Randpunkte ligen je auf
einer von den a,...a , unabhingigen Kurve € mit der Gleichung

(4.28) I(z,, 2,) =0,

so missen alle Randpunkte mit gleichem Index auf der Tangente an §
n P, 'bzw. P; liegen, indem niimlich aus (4.28) folgt

8'x, o g?z;,;, T
es mufl also (4 26) gelten; und umgekehrt, wenn die Randpunkte auf
einer Gera.,den liegen, so werden sie von einer Kurve, deren Gleichung die
@, ..., nicht enthilt (z B. eben jener Geraden) ausgeschnitten. Unsere For-

de,rung beziiglich des Verschwindens der Randterme ist also gleichbedeutend
mit der Annahme:
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Forderung: Das Mitielungsintervall 8 ersireckt sich entweder wber
die unendliche Ldnge der Trajekiorien, oder wird auf diesen wvon eimer
festen, die Parameter nicht enthaltenden Kurve ausgeschnitien.

Wir haben dabei die beiden Kurven, die P, und P, ausschneiden, in
eine einzige zusammengefallt, was stets erlaubt ist.

Ist dieses Postulat erfiillt, so geben (4.3), (4.24) und (4.25) schlieBlich
die Integrabilitatsbedingungen:

FLds- f/afaw) af 3 1 ds# any s f’(/"’)ids
12 12

day da;  ba; day da, I
S

1aa,‘ da; da, da, ffp
+f"fF-— IM—‘-d =0 (%, i=1...0).

oa,

4.29)°

Verwenden wir die Bezeichnung (3.8), so kénnen wir ihnen folgende, sehr
iibersichtliche Form geben:

(4.30) ﬁg@y_ﬁ’_a_r_.alogﬂ’_ a_fialogyF_z_}‘_.alogyF (s d=1..

da, day da, da; da; da, day 9)’

in der sie eine gewisse Permutabilitit von Mittelbildung und Multiplikation
fordern.
Wir beschlieBen diesen Paragraphen mit dem

Satz 2. Die notwendigen und hinreichenden Bedingungen fir die
Ezxistenz der adiabatischen Invarianten etnes zwetdimensionalen Systems
lauten (4. 30).

o

§ 5.
Hinreichende Existenzbedingungen.

Wir wenden uns nun der Deutung und Verwertung des Gefundenen zu.
Lings ¥ konnen wir die GroBen g—,; algi“F

meters ¢ — ¢, ausdriicken; setzen wir voriibergehend:

als Funktlonen des Para-

of dloguF

E=ax’ da, '—ﬁx (x:l. Q)’
so konnen wir eine Zerlegung vornehmen:
a 01 F
(5.1 he—ani—t), TEL—p 4 (-1),

worin k_, j, Funktxonen ihres Arguments bezelchnen, deren Mittelwert iiber
das Intervall 7 genommen verschwmdet Die Bedingung (4.30) erhilt
dann die Form:

(5.2) k= hyj, (,h=1...0).
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Was sie bedeutet, kann man sich etwa an dem Falle einer periodischen
Losung, in dem A, und §_ zu Fourierreihen werden, klarmachen; doch
wollen wir sie nicht in ihrer Allgemeinheit behandeln, sondern drei Spezial-
falle herausgreifen, die der weiteren Analyse zuginglich sind:

Fall I. Es sind alle

B (t—1,)="0 C(x=1...0),
d. h auf T ist g- konstant, es muBl also
b
(5.3) A =, (flay--a,) (x=1...0)

sein. Dann folgen neben (3.8) durch Differentiation nach @, noch die
Gleichungen .

of 0X, | of 0%, .
(5.4) Ezaax 55;;‘:2* ) (%——1...9),

d. h. f ist nicht nur Integral des urspriinglichen Systems (8.1), sondern
auch der ¢ folgenden:

dz. 2X dz, 28X,
(5.5) T " da  ar " oa (x=1...0),

was besagt, daB f gegeniiber den Parametern ein stationires Integral ist.
In den Gleichungen (1.8) verschwindet die Funktionaloperation, sie werden

mit (1.6), d. h. hier mit
e
do=32 4a,

»=1

identisch. Weiterhin ergeben (3.3) und (5.4) die Proportionen:

X, : X, = 2% 2% (x=1...0),

da, * oa,

e () =

woraus folgt, daf auf der Trajektorie T der Richtungsfaktor

da, _ X

dz, X,
eine Funktion von Zy, ¥, allein ist. Man kann mithin die Kurvenschar
der T von den Parametern unabhingig wihlen und ein Integral f(z,, 2,)
von (3.1) finden, das die Parameter iiberhaupt nicht enthilt und fiir das
dann nach Satz 1 ¢ die adiabatische Invariante wird. Dieser Fall ist also
erledigt.

Fall II. Fiir einen bestimmten Multiplikator 4 ist in (5.1)

i (1 —1)=0 (x=1...0),
Mathematische Annalen. 102. 14
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also lings ¥ ist 8 IOg“F konstant, mithin:
al F
(5.6) —%%<=%Umr”%) (x=1...0).

Diese Bedingung ist im besonderen dann erfiillt, wenn die ¢ Gleichungen

ologulF
da,

(5.7) =0 (x=1...0)

gelten, also u#F von den Parametern gar nicht abhingt — ein Fall, mit dem
wir uns gleich eingehender beschiftigen werden. Die Beziechungen (5.6)
lassen eine einfache Deutung zu, wenn die Verteilungsfunktion F =1 ist.
Es bezeichne nidmlich

(5.8) 0%, | 3%

ox, o0z,

die Divergenz des Systems (3.1), dann kann man (3.5) schreiben:

(5‘9) ology,X +al°g"X2+A0=O,

und die Differentiation nach @, gibt, wenn (5.6) mit F =1 besteht:
dlogudX, L ologudX, , 84, 0 (y: 1

— e ——— =

0z, da, ozy 4da, ' Oda,

(5.10)

was besagt, daB u auch ein Multiplikator der Systeme (5.5), oder mit
andern Worten ein gegeniiber den Parametern stationdrer Multiplikator ist.
Aus (5.9) und (5.10) folgt, daB8 in der Matrix

X, X, 4,
aX, X, 04, (z——-l...g)

ja, O0da, dla.

samtliche dreireihigen Determinanten verschwinden miissen. (5. 7) ist speziell
erfillt, wenn F =1 und x = konst., also das System (3.1) ein Liouville-
sches ist. Damit ist als Spezialfall unserer Untersuchungen der auf Gibbs
und Hertz®) zuriickgehende Satz bewiesen:

Satz 3. Ein zweidimenstonales Hamiltonsches Differentialsystem be-
sutzt ber einfacher Mittelbildung eine adiabatische Invarianite.

Fall IIL 7. (t — t,) = konst. h_ (2 —1,) (x=1...9),
wobei die Konstante fiir alle x die gleiche ist. Aus (5.1) folgt dann, da8

(5.11) zl%i"'—lv=p(f[al...ae);a—i+qx(f[a1...ae) (x=1...9)

%) Vgl. Gibbs 1., Hertz 1., S. 534—535.
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sen muf. Bestimmt man dann ein ¢ (f|a,...q,) derart, daB
dlogp(fla,...a,)

3 =p(fla,...q,)
ist, so gibt (5.11)
9l F: 1 8
el L g =Y, (fla..a) (x=1...0),

und da mit x zugleich auch u: ¢ ein Multiplikator von (8. 1) ist, kommen
wir auf den Fall II zuriick.
Wir fassen unsere Resultate zusammen:

Satz 4. Hinreichende Existenzbedingungen fiir die adiabatische In-
variante ernes zweidimensionalen Systems sind a) die Stationaritdt eines
Integrals, b) bei einfacher Mittelbildung die Stationaritit eines Multipli-
kators gegeniiber den Parametern.

§ 6.

Die Invariante der generalisiert-Liouvilleschen Systeme.

Bereits in (5.7) haben wir den Fall hervorgehoben, in dem ein Mul-
tiplikator u angegeben werden kann, derart, da uF von den Parametern
@, ... a, unabhingig ist; wir bezeichnen dann das System (3.1) aus einem
spiter ersichtlichen Grunde als generalisiert- Liouvillesches System. Fiir das-
selbe muB eine adiabatische Invariante existieren. Die Gleichungen (4.24),
(4.25) vereinfachen sich (unter Beibehaltung der Forderung des § 4) zu:

09y I} a ag.
(6.1) %2_621;’ 5;%+-%’1= (%, 2=1...0),

und es muB sich demnach eine Funktion V(¢|a, ... a,) finden lassen derart, daB

(6'2) 'gz‘]::ga %z—yx
ist; die Gleichungen (3.10) zeigen dann, daB V die gesuchte adiabatische
Invariante unseres zweidimensionalen Systems wird.

Wir koénnen ¥ leicht explizit angeben. Bezeichnet nimlich € eine
feste, von den @, ... a, unabbingige Kurve, die gema unserer Forderung
das Mittelungsintervall § auf T ausschneidet, bzw. eine beliebige feste
Kurve, wenn 7'— o ist, und ist B der von € und begrenzte Bereich
der z,, x,-Ebene, so ist

(6.8) J=V=[fuFdz, dz,,
B
Vorausgesetzt, dal dieses Integral einen Sinn hat. Der Beweis, da8 (6.2)

erfilllt ist, ist mittels der Entwicklungen des § 4 leicht zu fifhren.
14%
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Bei bloBer Variation von ¢ bleiben nimlich x4 F und € ungeindert,
nur die Trajektorie T geht in ¥ iiber; die normale Verschiebung der
Punkte P in P’ wird dabei durch (4.11) charakterisiert, und es wird also

v o, o 22 ey
—a?._sfﬂlf"dsdn.dc‘—!ﬁ"fgds——g,

man iiberzeugt sich leicht, da8 die Unterscheidung von Pj, P, bzw. P;, P,
fiir die Berechnung dieser Derivierten belanglos ist, indem die Dreiecke
Py Py P{ bzw. P, P{ P, unendlich klein von zweiter Ordnung sind (& kann
ja offenbar T nicht in P, P, beriihren, da sonst nach (4.12) § =0 sein
miifte). Bei bloBer Variation von @, bleibt nach Voraussetzung (5.7)
pF ebenso wie € unbeeinflult, und ¥ geht durch die normale Verschie-
bung d*n in T* iiber, so daB mittels (4.18) folgt:

da,

v 2
a—ax=f,uFdsd*n:daz=—f-fF[%ds: — 4,
S §

wie wir behauptet hatten. Wir haben also folgenden Satz gefunden:

Satz 5. Die adiabatische Invarianie eines zweidsmensionalen gene-
ralisiert-Liouvilleschen Systems ist V= [[ uF dz, dz,.
B

Ist € im besonderen periodisch und 7= oo oder gleich der Periode,
so wird man fiir B den von T eingeschlossenen Bereich nehmen kénnen.
Handelt es sich um einfache Mittelbildung: F =1, so fallen die Liouville-
schen Systeme (4, = 0, u = konst.) unter die betrachtete Klasse; sie lassen
sich im zweidimensionalen Falle (aber auch nur hier) in die Klasse der
Hamiltonschen Systeme transformieren?®), und Satz 5 fallt dann mit der
Aussage des Gibbs-Hertzschen Theorems'?) zusammen, dal das ,Phasen-
volumen*

V=[[d, dz,
adiabatisch invariant ist. Die Gleichung (5.7) verlangt dann, daB x von
den Parametern unabhingig sei, und fiir solche Systeme gilt ein Satz, den
wir spdter gleich fiir » Dimensionen beweisen und hier einstweilen nur
aussprechen wollen:

Satz 6. Ist u von den Parametern unabhingig, so gibt es eine von
den Parametern jreie Koordinateniransformation, die das urspriingliche
System in ein Liouwillesches iberfiihrt, und umgekehri.

Solche, die Parameter nicht enthaltende Transformationen sind natiir-
lich gestattet und fiir die Berechnung der adiabatischen Invarianten ohne

%) Vgl. Levi-Civita 1., S. 336.
10) Vgl. Gibbs 1., Hertz 1., S. 534535, Levi-Civita 1., S. 339—342.
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EinfluB, und man sieht daher, daf die genannte Klasse von Systemen im
wesentlichen mit der der Liouvilleschen Systeme zusammenfillt, und da-
durch erkldrt sich die am Anfang des Paragraphen eingefiihrte Bezeichnung.

§7.
Beispiele. Der gedimpfte Oszillator.
Die beiden Beispiele des § 2 lassen sich mittels der vorangehenden
Satze sofort erledigen.

1. Beispiel. Esist 4, =0, u = konst.=1; als B nehmen wir wegen
der Periodizitit das Innere der Ellipse

1
2 2 __ a2
x? 4+ - Ty =015

so daB
J=V=[[de,dz,=nVa c*
B

wird, was mit (2.1) iibereinstimmt.
2. Beispiel. Es ist
A0=—-—a;"%, n=%,
wir haben also den Fall des § 6 vor uns. Demgemif existiert eine adia-
batische Invariante. Als Kurve ¢, die die Endpunkte bestimmt, nehmen

wir die Achse z, = 0 und demnach als B den rechten (oder linken), von
der z,-Achse begrenzten Teil der Ellipse

2y @ o _
Xy T;g'.’bg =0,
so daB also nach Satz 5 folgt:
J=ffx1dx1dx2=§gz0;/ﬁ
B

ay
was mit (2.2) in Einklang steht.

3. Beispiel. SchlieSlich wollen wir, weil von physikalischem Interesse,
den gedémpften Oszillator behandeln; der harmonische Oszillator fillt unter
die klassischen Beispielet). Es bezeichnen a, und @, die Frequenz- bzw.
Démpfungskonstante des Oszillators; dessen Bewegung wird dann durch
die Differentialgleichungen:

dz, dz,
(7.1) H=ua, .Jf.,—_--z%‘xz——afxl

) ) Vgl. Born 1., Levi-Civita 1., S. 845; 2, 8. 13—14; wir verdanken den Hin-
wels auf dieses Beispiel Herrn Levi-Civita.
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wiedergegeben, deren Integrale lauten:
‘ z,=ce al-Wcosy(t —1,)

2y =—ce~=l=W {aycosy (t —1,) + ysiny (¢t —4)},

worin gesetzt ist:
y=7Yai —a;.
In aufgeloster Form lauten diese Gleichungen:

(7.2)

Qr T1+%,
Y

~a72 arctang

1 2
f(z,, xﬁfava-z)E;V72z3+(a2x1+x2) e =6,

ay Ty +

1

1
fg(xl,x‘_,{al,ag)s—7arctang =1— 1,

so daB man findet:

g;*¢11——%~°{a2(t~t0)Tsxn~y(t~t) ‘ ;z—;sm2y(t—t)}

'a%z‘?"w: 59775{2“37('5—to)+(2a§vaf)sin2y(t—-to)
(7.3) — 2a,y0082y (t — 1)},

Lo — gy = — B (8 — ) + 5 sin27 (¢ — 1) },

P gym @y (1—ty) — o5y (1—ty) + 2 sin 2y (¢ — 1)}

Die Trajektorie ist eine sich immer enger um den Nullpunkt wickelnde
Spirale; als die Endpunkte des Mittelungsintervalls bestimmende Kurve &
nehmen wir die z,-Achse, wihlen

_ - (‘Zn +1)= __nz
T,= T="—" T= .
und finden demnach die Mittelwerte (F =1 angenommen):

_ a,c . _ atctn+1) =,
?11=’"§£fs{a2”(n+1)'1"7}’ 931‘3:—1*_2;-“_—

so daB sich die adiabatische Invariante aus den beiden Gleichungen
(1.11), d. b

oJ oJ

5ot c{an(n+1)+7} _—574?29,3:0
J J
g—c—~afc(n+1)n —{—%;-2;'3:0

bestimmen miiBte. Man sieht aber soft;rt, da die Integrabilitdtsbedingung
(4.1) hier nicht erfiillt ist, indem deren linke Seite den Wert

a a,c
y&
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annimmt. Den gleichen Wert ergibt die linke Seite von (4.29), wenn
man beachtet, da die GroBe

@y X1+ Ty
bt

—g—«arctang
p=e 7

ein Multiplikator des Systems (7.1) ist.

Es gibt also keine adiabatische Invariante im absoluien Sinne, d. h.
keine GroBe, die bei beliebiger adiabatischer Anderung der a,, @, invariant
bliebe; womit iibrigens der Nachweis erbracht ist, da unsere Existenz-
bedingungen (4.30) nicht trivial sind. Das gleiche gilt a fortiori fiir
T= oo, weil da die auftretenden Mittelwerte iiberhaupt nicht existieren.

Aber eine andere Fragestellung fithrt zu bemerkenswerten Ergebnissen;
wir fragen: Kann man eine solche Funktion 1(a,,a,) angeben, daB bes
absoluter Konstanz won 1 eine adiabatische Invariante existiert? Dann
sind also die adiabatischen Anderungen von a,, @, nicht mehr beliebig,
sondern durch die Konstanz von 1 beschrinkt, und eine solche Invariante
wriigt den Charakter einer relativen adiabatischen Invariante. Wir werden
also statt a,, @, zwei Funktionen x(a,,a,) und i(a,,a,) einfilhren und
beachten, daB

of __ of da, | of Gay of _ of oday 4 or of oa,
% 8a1 % | oa, 9%’ 0L oda, 04 2a; o4

ist. Es gibt nur eine Gleichung fiir die adiabatische Invariante (vgl. (1.9)):

od of ad of,
(7.4) 56 7% T3t an 0,

indem die auf 1 beziigliche Gleichung nach unserer Voraussetzung weg-
fallt. Wir wihlen der Einfachheit halber 7'= co; dann sind %, 1 so zu
wihlen, daf mindestens einer der Mittelwerte in (7.4) existiert, d. h. ent-

weder in ?f oder W 2 die Glieder mit ¢z — ¢, wegfallen, also

2
(7.5) —a, “1+ a,52—0 oder ~a1~5‘£‘—+a2—a%=0
wird. Setzen wir noch fest, da8 etwa
6(x,4) _
a(ax: as) 1
seln soll, so gibt die erste Gleichung (7.5) die Werte
1 Q
(7-6) ngaf, 12&::
und die zweite die Transformation
1 03
(7.7) 75:41 Zl1+:? lzdf—-—agzye.
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T Falle (7.6) erhalten wir aus (7.4) die Gleichung

oJ ay 8J
— o5t +4x(1—2%)-20 =0,

J = f(alcga—lz)) = f(al cf 01—2(%) )3

dies ist also die Invariante des geddmpften Oszillators, wenn das Ver-
halinis %’;— absolut konstant bleibt. Im Falle (7.7) fithrt die Gleichung

Gof2x-27 —y7-20 — ¢
0 F
auf die Invariante

J=f(to+é-;~,l@in2x) =f(2y%t, —a,),

die dann als solche gilt, wenn die reduzierie Frequenz y konstant bleibt.

1L
§8.

Klassifizierung der n-dimensionalen Systeme.

Auf den im vorangehenden entwickelten Ausfithrungen aufbauend
wenden wir uns pun der Behandlung n-dimensionaler Differentialsysteme
vom Typus (1.1) zu und werden zunichst eine Klassifizierung der sich
darbietenden Probleme vornehmen. Eine erste Unterteilung ergibt sich
daraus, daf das Mittelungsintervall 7' entweder endlich oder unendlich
groB ist, also man die Definition (1.7) bzw. (1.10) zugrunde legt. Wir
verwenden nimlich in unsern Betrachtungen als wesentlichen Bestandteil
die Integrale (1.3) des Systems, die aus der Auflésung der eindeutigen
Beziehungen (1.2) entstanden sind; aber die Eindeutigkeit sowohl, wie die
Auflosharkeit sind Eigenschaften im kleinen, die jeweils nur fiir ein be-
schrénktes Intervall der Variablen # — #,, und damit der Trajektorie gelten.
Die in (1.7) bzw. (1.10) zugrunde gelegten Definitionen der Mittelbildung
verlangen aber mehr, sie fordern die Kenntnis der Integrale f; im groBen,
némlich im ganzen Intervall 7 oder co. Solange 7' endlich ist und in diesem
Intervall die X, regulir sind, ist diese Unterscheidung nicht wesentlich,
denn ihm entspricht auf der Trajektorie ¥ ein endliches Stiick S, das wir
als singularititenfrei voraussetzen wollen, und das durch eine endliche
Anzahl der oben erwihnten Eindeutigkeitsbereiche iiberdeckt wird. Lings
dieses eindimensionalen Bogens 8 sind die f; also entweder eindeutig oder
hochstens endlichvieldeutig und man kann S als endliches Stiick der
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Schnittlinie der » —1 Hyperflichen
(8.1) f(2...2,laq...q,)=¢ (7=1...n—1)

des R, deuten. Durch Projektion auf die Koordinatenebenen (z; z,)
geht S in ein endliches Bogenstiick der z;z,-Ebene iiber; wir werden nun
spiter gerade diese Projektionen zu betrachten haben und es ist daher
naturgeméB, daB wir auf sie die im § 4 beziiglich des zweidimensionalen
Falles gemachte Forderung iibertragen, dergemif die Endpunkte des
Mittelungsintervalls von einer festen, die Parameter nicht enthaltenden
Kurve ausgeschnitten werden. In den R, zuriickprojiziert besagt dies,
daB die Endpunkte von § auf einer parameterfreien Hyperflache:

D(x,...z,)=0
liegen miissen. Wir fassen also zusammen als ersten Fall:

A. T ist endlich, S ebenfalls, die f, ldngs S sind endlichvieldeutig.
Die Endpunkte von S liegen auf einer parameterfreien Hyperfliche.

Dieser Fall entspricht also im groSen und ganzen den bisherigen Be-
trachtungen. Wir nehmen nun zweitens an, es sel T=occ. Wie schon
oben bemerkt, kommt es uns auf das Verhalten der f, im grofen an, und
dariiber ist bis heutigen Tags sehr wenig bekannt. Unsere Kenntnis dar-
iiber beschrénkt sich im wesentlichen auf den Poincaré-Carathéodoryschen
Wiederkehrsatz, der folgendes besagt: Liegen die Trajektorien von (1.1),
wenigstens fiir die in Betracht kommenden Werte der Konstanten und
Parameter, in einem zusammenhéngenden Gebiet @ des B, von endlichem
MaBe, und kann ein Multiplikator u gefunden werden, der in @ positiv ist
und hochstens in einer Nullmenge verschwindet, so kommen fast alle Tra-
jektorien jedem ihrer Punkte unendlich oft beliebig nahe!?). Es liegt da-
her nahe, anzunehmen, daf in diesem Falle die Trajektorien entweder
geschlossen, also periodisch sind, oder fast alle Trajektorien eine gewisse
Mannigfaltigkeit @ dicht erfiillen. Die Integrale (1.3), die diese Tra-
jektorien bestimmen, spalten sich dann, eventuell nach vorheriger Kom-
bination, in zwei irreduzible Gruppen, deren erste diejenigen m unter ihnen
umfaft, die lings der ganzen Trajektorie T eindeutig oder endlichvieldeutig
sind :

(8.2) fi(@, ...z, |0 ...a,) =c¢, (A=1...m)

und deren zweite die lings T unendlichvieldeutigen Integrale enthalt, die
also praktisch belanglos sind. Die Gleichungen (8.2) bestimmen im R,

) *®) Vgl. Poincaré 1, Kap. 26; Carathéodory 1. Uber das Wenige, das dariiber
hinaus bekannt ist, orientiert Smekal 1, 8.179—181; Levi-Civita 1, S.331.
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eine 7 — m - dimensionale Mannigfaltigkeit @, und wir werden uns nur
mit solchen Systemen befassen, die die sogenannte quasi-ergodische Hypo-
these befriedigen: Fast alle Trajektorien erfilllen die Mannigfaltigkeit @
dicht. Es gibt solche quasiergodische Systeme??®). Beziiglich @ wollen wir
annehmen, daf es eine geschlossene Mannigfaltigkeit des R, bilde.

Die-Zahl m, die eine charakteristische Konstante des Systems bildet,
bezeichnen wir als seine Imprimitivititsordnung?*). Die Trajektorien eines
primitiven Systems erfiillen also ein Stiick des R, dicht und besitzen gar
kein eindeutiges Integral, bei ihnen hat die Frage nach adiabatischen In-
varianten offenbar keinen Sinn. Bei m-fach imprimitiven Systemen wird
man nach solchen Invarianten suchen, die die m Konstanten ¢, ... ¢, mit
den Parametern a, ... a, in Beziehung setzen, und demnach, einer Be-
merkung am SchluB des § 1 zufolge, in den Gleichungen (1.11) nur die
diesbeziiglichen Glieder beriicksichtigen. Der grofite Wert m =n —1 wird
angenommen, wenn alle Integrale des Systems endlichvieldeutig sind;
@ reduziert sich dann auf den eindimensionalen Schnitt der Hyperflichen
(8.1), d. h. auf ¥, und somit ist in diesem Falle die Quasiergodenhypo-
these trivial. Wir fassen zusammen:

B. T ist unendlich; das System ist von der Imprimitivitatsordnung m
und erfillt esne geschlossene n — m - dimensionale Mannigfaltigkert quasi-
ergodisch,

Wir werden in drei Unterfalle teilen:

B1. m =1, das System ist einfach imprimitiv;

B2, 1< m<n-—1, das System ist m-fach imprimitiv;

B3. m=mn —1, alle Integrale £, sind endlichvieldeutig, @ =< ist
eindimensional.

SchlieSlich bietet sich als letzte Moglichkeit die dar, daB das System
keine Quasiergodizititseigenschaft besitzt, wie dies insbesondere bei Auf-
treten von Singularitéiten zutreflen kann; solche Systeme entziehen sich,
soweit man nicht auf Grund der Kenntnis ihrer Integrale ebenso verfahren
kann, wie wir es in den Fillen A und B tun werden, unserer Behandlung;
wir miissen sie im folgenden ausschliefen.

C. T ist unendlich; das System besitzt keine Quasiergodizitdtsergen-
schaften.

An Hand dieser Klassifikation wenden wir uns nun dem Problem der
adiabatischen Invarianten zu.

13) Beispiele enthalten: Cherry 1; Levi-Civita 1, S.326—328.
14} Wir schlieBen uns damit der Bezeichnung von Levi-Civita 1, 8. 330 an, wih-
rend sie in Levi-Civita 2 um eine Einheit verschoben ist.
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§9.
Problemstellung fiir einfach - imprimitive Systeme.

Die im vorangehenden erdrterten topologischen Voraussetzungen be-
ziiglich der Trajektorien haben nur den einen Zweck, die in (1.10) de-
finierte, auf ¢ beziigliche Funktionaloperation in eine riumliche, auf @
beziigliche Operation zu verwandeln, in #hnlicher Weise, wie wir es in
(3.8) fiir zweidimensionale Systeme durchfithren konnten. Die wirklich
genuine Generalisierung der zweidimensionalen Systeme sind die einfach-
imprimitiven; alle iibrigen Fille werden wir durch Reduktion mittels der
bekannten Integrale auf zweidimensionale oder einfach-imprimitive Systeme
zuriickfiithren kénnen.

Das System (1.1) sei einfach-imprimitiv und besitze das endlich-
vieldeutige Integral

(9.1) f(zy...2,la,...q,)=c,

durch das die » — 1-dimensionale geschlossene Hyperfliche & charakte-
risiert wird. Die Verteilungsfunktion F wollen wir fiir den Augenblick alg
konstant annehmen. Wir wollen dann erreichen, daf an Stelle der De-
finition (1.10) eine Mittelbildung, d. h. eine Integration, iiber @ tritt, was
zufolge der quasiergodischen Verteilung der Trajektorien iiber & mdglich
ist. Es fragt sich nur, welche Verteilungsfunktion miissen wir dieser Mittel-
bildung zuordnen oder welches ist die eindeutige Dichte x, mit der wir
jedes Flichenelement d® zu multiplizieren haben?

% mufl eine gewisse Invarianzeigenschaft erfiillen, es muf namlich
wauf den Trajektorien mitgenommen werden®, d.h. sind d®, dP, zwei
Elemente von @, die infolge der Gleichungen (1.1) auseinander hervor-
gehen (in dem Sinne, daB, wenn allen Punkten von d® der Wert ¢ =1,
zugeordnet wird, d P, die Gesamtheit der Punkte darstellt, die auf den
entsprechenden Trajektorien zum Werte ¢ = #, gehoren), so mufl

(9.2) 2xdP=2xdP,

sein; dies folgt daraus, daB der Mittelwert (1.10) unabhingig von f,,
d. h. vom Ausgangselement d® sein muf.

Wir zeigen nun, daB es im wesentlichen nur eine Funktion » gibt,
die dieser Invarianz geniigt. Gilte nimlich dasselbe von einer andern ein-
deutigen Dichteverteilung 1, so miilten xd®, AdP also auch x:1 gegen-
iber (1.1) invariant, mithin letztere Grofle ein Integral des Systems (1.1)
sein. Da dieses aber nach Voraussetzung nur ein endlichvieldeutiges In-
tegral, ndmlich £, besitzt, mufl also

% h=Y(f(x,...2,|a,...0,)),
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also dieses Verhiltnis auf @ konstant sein; auf einen Proportionalitits-
faktor kommt es aber bei der Dichte nicht an, demnach gibt es im
wesentlichen nur eine Dichtefunktion sx. %)

Man kann die (n —1)-dimensionalen Flichenelemente d @, d @, leicht
zu Raumelementen dz, dv, des R, erginzen, die auseinander infolge von
(1.1) hervorgehen. Dazu betrachten wir neben der Fliche (9.1) die Hyper-
fliche @ mit der Gleichung
(9.3) f(zy...2, @, ...a,) =c-+dc;
wir ordnen jedem Punkte P von & den auf seiner Normalen liegenden
Pankt P’ von @’ zu und bezeichnen den Vektor PP’ mit d'n; diese
Zuordnung ist, weil wir @ als geschlossen und frei von Singularititen an-
nehmen, iiberall eindeutig. Die Richtungkosinus der Normalen sind

n

1 8f ,. . [of\?
(9.4) o (G=1...n); 1*1":._2’(\7%) ,
und daher die Komponenten von d’n:
ro 1 of 40 .
) %= e dn;
andrerseits folgt aus (9.1), (9.3) und (9.4):
n
S gy, =T, d'n=dc,
s e ?=1 o
mithin
(9.5) dn=2 d'z, = LA ge.
I, Iy, om,

Nennen wir nun dv=d®d'n das iiber d® liegende Raumelement
der zwischen @ und &’ liegenden Schicht, so geht es infolge der Glei-
chungen (1.1) in das iiber d®, liegende Schichtelement dz, —d®,d'n,
iiber, da die in der Schicht beginnenden Trajektorien dieselbe nie verlassen
kénnen und iiberall dicht ausfiillen. Aus (9.2) folgt dann, da

#x@Pdc=2ul), dtv =x,dD,dc = (xI},),dz,,
also die Grofe
(9 6) H==x I in
die Beziehung befriedigen muf:
pdr = p,dz,,
d. h. in moderner Ausdrucksweise: f ndz ist eime Integralinvariante des
Systems (1.1). Nun gilt der leicht zu beweisende Satz1%), daB, wenn diese

15) Vgl. Levi-Civita 1, S.337f.
16y Vgl. Poincaré 1, S, 41f.
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GroBe eine Integralinvariante ist, dann der Faktor u ein Jacobischer
Multiplikator von (1.1) sein, d.h. die Diﬁerentialgleichung

n

bij 0X;
(9.7) a;: X, - Ho
3=1 7=1

=0

erfiillen muBl, und umgekehrt gibt jeder Multiplikator eine Integral-
invariante. Mithin folgt aus (9.6)

(9.8) A_f‘l‘;

wo u jeden beliebigen eindeutigen bzw. endlichvieldeutigen Multiplikator
von (1.1) bedeuten kann. Es gibt im wesentlichen nur einen solchen
Multiplikator w, da der Quotient zweier solcher ein endlichvieldeutiges
Integral von (1.1), also nach Voraussetzung eine bloBe Funktion von f
und demnach auf @ konstant ist.

Wir setzen im folgenden voraus, daf es eine endlichvieldeutige Losung u
von (9.7) gibt und daf p auf @ — abgesehen von endlich vielen Punkten —
nicht verschwindet, also ein bestimmtes Vorzeichen hat, das wir als positiv
wihlen. Wir werden spéter (§ 11) sehen, dal diese Voraussetzung gleich-
bedeutend ist mit der Aussage: Die die Trajektorie im kleinen definieren-
den Funktionen £, ...7,_, sollen lings derselben keine Singularititen be-
sitzen. An die Stelle der Mittelbildung (1.10) tritt dann also (immer
noch F =1 angenommen) die Definition:

(9.9) a=fa(x1---xnfal--%)l%d@:ffl:nd@
& b

Ist F==1, so tritt hier noch unter das Integralzeichen die durch (1.3)
transformierte, endlichvieldeutige Verteilungsfunktion F(z,...z,|a,...a,)
hinzu, so daB

c‘c=ftx(x1...xn{al...a,e)F(xl...x”]al...ae)l—%d¢:fF(xl...xnjal...aQ)I%dQ
#

4

wird.

Damit gehen wir in die Differentialgleichungen (1.11) der adiabatischen
Invarianten ein und beriicksichtigen nur die auf ¢ und @, beziiglichen
Differentiationen. Dann lautet dieses Differentialsystem:

(9.11) o, ;’aflﬂn dd 427 fF"dqs_o (»=1...0),
@

das die evidente Generalisierung von (3.10) bildet. Wir werden seine In-
tegrabilititsbedingungen und seine Loésung spéter untersuchen.
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§ 10.
Problemstellung fiir 72 - fach imprimitive Systeme.

Ist das System (1.1) m-fach imprimitiv, d.h. gestattet es die m endlich-
vieldeutigen Integrale

(10.1) fi(#y...z,'a,...a,)=¢ (i=1...m),

die die geschlossene n — m-dimensionale Mannigfaltigkeit @ bestimmen, so
fithren &hnliche Uberlegungen wie oben zum Ziel. Die Dichtefunktion x
mul wieder der Invarianzeigenschaft (9.2) geniigen und ist damit bis
auf einen konstanten Faktor auf @ bestimmt, da der Quotient zweier
solcher Dichten ein endlichvieldeutiges Integral des Systems, also eine
Funktion der f,...f, sein muB.

Wir erginzen wieder d @, d®, zu Raumelementen des B, und ver-
fahren dazu folgendermaBen: Neben & fithren wir die Mannigfaltigkeit &’
ein, die durch die Gleichungen

(10.2) fi(z,...2, a,...0,)=c,+dc (A=1...m)

definiert wird und mit @ zusammen eine von den Trajektorien dicht aus-
gefiillte Schicht bildet, die von diesen nicht verlassen wird. Die Normalen
auf den Hyperflichen (10.1) haben die Richtungskosinus

(10.3) "fl V_J "f’ (t=1..m;2=1...m),

sie stehen natiirlich auf jedem in @ enthaltenen Vektor senkrecht. Wir
bestimmen ferner n — m weitere Funktionen » (z,...z, '@,...q,) derart,
daf die Hyperflichen
(10.4) u (2,...2, a...q,)=¢ (j=1...n—m)
samtliche Flachen (10.1) orthogonal schneiden und selbst zueinander ortho-
gonal sind, d. h. daB

%n
(10.5) ng—i-ai= (G=1..n—m, A=1...m),
i=1
c d
ruj U . . .
(10.6) ¢=§1 o an =0 (j+x=1...n—m)

gilt. Eine solche Wahl der Funktionen u; ist stets mdglich. Die Normalen-
richtungen auf (10.4) berithren zufolge (10.5) die Mannigfaltigkeit @ und
bilden demnach in einem Punkte deren 7 — m-dimensionale Tangential-
mannigfaltigkeit. Betrachten wir neben den Flichen (10.4) noch die
folgenden:

(10.7) u(z,...z,la,...a,)=c +dq; (j=1...n—m),
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so gilt fiir je ein Paar zusammengehoriger Flichen (10.4) und (10.7) nach
(9.5), daB das dazwischen liegende Normalenstiick die Lénge

d'nj:{g?(?u')} dg;

lv]»-l

ox;

besitzt. Das Element d @ ist definitionsgemifl gleich dem seiner Tangential-
mannigfaltigkeit, und dessen Grofie wiederum ist zufolge der Orthogonalitit
der d'n, gleich

- %
(10.8) d@—-]]dn _{]]2(“')} eede, .

=1 1=1

Die 2n Flachen (10.1), (10.2), (10.4) und (10.7) definieren in ihrem
Schnitt ein Raumelement dz des R, ; die lineare Unabhéngigkeit der Funk-
tionen f;, u; gestattet, diese GrofBen als neue Koordinaten des R, einzufiihren
und demnach zu setzen:

ro 1"~fm> 1- - %n—-m -t
(10.9) d't:dxl...dxnzuo(f a(xl.’l.t.x,,)u )].dcl...dcmdcl...dcn

Andrerseits folgert man aus (10.5), (10.6), daB:

thefonsmey S

j=1 i=1

—-m"

) 'F;rzb,ﬂ:

worin

2, = Det N1k 0 _ (2(h . fu)\’
) R f_t > . <a(x1:b,,)>

das Quadrat der letzthingeschriebenen Matrix bedeutet. (10.9) gibt also
in Verbindung mit (10.8)

(10.10) dr =

L dd.de,...de,

mR

als Ausdruck fiir das Raumelement der zwischen @ und @’ liegenden Schicht.
Aus (9.2) ergibt sich also

xdPdc,...dc,==T, dv == d® dc, ...dc,= (=T, ) d1,,
woraus man, wie in § 9, folgert, daB die Grofie
(10.11) /u:Pm,n:v

ein Multiplikator des vorgelegten Systems sein muf, und umgekehrt gibt
jeder auf @ endlichvieldeutige Multiplikator 4 — der durch diese Forderung
bis auf einen konstanten Faktor festgelegt ist — durch (10.11) eine giiltige
Dichtefunktion
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Die an Stelle von (1.10) anzuwendende Funktionaloperation lautet
sonach in diesem Falle:

(10.12) 7= [P gl
@

und die spater zu behandelnden Differentialgleichungen der adiabatischen
Invarianten werden:

ot fF»«d@ —0 (v=1...0).

. 1
(10.13) _Z' o f PP dd -
=1
§ 11.
n—1-fach imprimitive Systeme.
Der Klassifikation des § 8 entsprechend bleiben noch die Fille A und B 3

zu besprechen, die unabhingig von allen topologischen Voraussetzungen und
der Quasiergodenhypothese sind. Man kennt die Integrale

(11.1) fi(#...w, a;...a,) =c¢; (1=1...n—1)
und folgert aus den Identitéiten

2y of, . .
(11.2) 5z, X,=0 (t=1...n—1)

=1

die Relationen:

(11.8) x, =W 2(fy---fuzs) :(—;y&_,

o 0@y Ty X1 Ty)
worin u einen Proportionalititsfaktor bedeutet und wir gesetzt haben:

%ﬁiz__ a(flnﬂfn——l)

0(2y .o Ty Ty e @)

Da die §§; nicht unabhéngig voneinander sind, muBl u eine leicht zu findende
Gleichung befriedigen; es ist némlich:

n n
0 0 0,
D)= 1y

-
.
|
-

n—

2>

/+l+1' azfx a(fln-fu—lfx—rl'”fn—l)

5x,- axl 5(%1.. PR B 7 IR NI i 7 S I .x,,)

I
i
M

4=1 x=1 I=1
n n—1 =n
§7 5‘7( 1)7+l+z % fe O(fr - fucilegr- - Tn-1)
a8 5.5 02; 02 O(®y oo @iy Xipy .o - Bpmg Xppy e ¥y)

0

I

2
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wie man durch Vertauschung von 7 und ! in der zweiten Summe erkennt;
4 geniigt also der Differentialgleichung

n n n
2 : 24
(11.4) D g nX)=3 X —u i =0
i=1 i=1 =1

ist mithin ein Jacobischer Multiplikator des Systems (1.1). Fiihren wir
dessen Divergenz

n
(11.3) 4y = 3%

ein, so kann man (11.4) auch in die Form setzen

(11.6) Z X, 580 4 g, =0,

Wir wollen auch hier, wie in den vorangehenden Paragraphen, die
Forderung stellen, daB ux auf der Trajektorie (auBler eventuell in endlich
vielen Punkten) nicht verschwindet. Ware u lings T Null, so besagte dies
nach (11.8), da wir die X, daselbst als reguldr voraussetzen, daB lings ¥
sémtliche ; verschwinden, und dies wiederum, daB die Gleichungen (11.2)
linear abhingig sind, also etwa eine Relation

a("_l ya 2f (i=1...n)

0x; * 6x

mit konstanten «, besteht. Geometrisch driickt dies aus, da die Integral-
flache

n—2
1 —Zaxfx = konst.
x=1
des Systems (1.1) lings T singuldr ist. Tnsere Annahme fordert also,
dap keine mogliche Integralfliche die Trajektorie als singuldre Linie besitzt.
Die gleiche Uberlegung hat auch fiir die vorangehenden Paragraphen Geltung,
nur daf sie dort ¢m klesnen gilt.

Nunmehr folgert man aus (1.1) und (11.3), daf8

S da;
(11.7)  di= d"' =(—1)u ‘”‘ ]/j —u Fds ,
2"8.22 n—-1,n

=1

worin ds das Bogenelement der Trajektorie T in B, bezeichnet und gesetzt ist:

(11.8) T g “2%@ [6(961 Al cfond —!z'

= L1y X )

Mathematische Annalen. 102. 15
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Einer bekannten Identitdt zufolge stimmt F _1,, mit dem Ausdruck iiber-
ein, der aus der im vorigen Pa.ragraphen definierten GroBe r, ., fir
m =mn — 1 hervorgeht; man kann ihr eine geometrische Bedeutung unter—
schieben durch die Bemerkung, da8

. B X
(_1> T, i '"lup :

n—1,n

die Richtungskosinus der Tangente an ¥ sind. Auf Grund von (11.7) tritt
an Stelle von (1.7) die Mittelbildung:

(11.9) o’c:faFrf nds:

§ N
worin S das dem Intervall 7 von ¢ entsprechende Stiick der Trajektorie
bzw. fiir 7= co die Gesamtlange der letzteren bezeichnet. Die Differential-
gleichungen der adiabatischen Invarianten lauten demnach in diesem Falle

n—1

, N oJ of; w oJ uw
(11~ 10) 2%’]‘80’7 Fﬁ—l.nds—rm-flﬂrn—ln
N S

=1

ds=0 (v=1...9).

§ 12.
Die Invarianten einfach-imprimitiver Systeme.

Nachdem so die Differentialgleichungen der adiabatischen Invarianten
in allen Féllen aufgestellt sind, wollen wir zunichst ihre Integrabilitiits-
bedingungen und mégliche Losung fiir einfach-imprimitive Systeme unter-
suchen. Bezeichnen wir analog zu (4.2):

(12.1) g= fF“dqs g,= | Lrlao,
in
@

so lauten die Integrabilititsbedingungen des Systems (9.11) genau wie
(4.8). Um sie in expliziter Form zu gewinnen, fithren uns die §§ 4, 6 zu

einem Kunstgriff.

Es sei im Innern von @ eine stetige Ortsfunktion G (%,...2,/q,...a,)
vorgelegt; wir betrachten dann das Integral
(12.2) H=[G(z,...x,la,..a,)dze,...d=,,
wo sich die Integration iiber das ganze Innere von & erstrecken soll, und
wollen seine Ableitungen berechnen. Um 9H finden, miissen wir neben

dc
& die durch (9.3) definierte Hyperfliche @ betrachten und haben mit

den dortigen Bezeichnungen:

oH S
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wie aus (9.5) folgt. Um dagegen gf zu ermitteln, fithren wir neben @

die Fliche @~ ein, deren Gleichung
(12.4) f(%...0,00,...a,+da,...a,)=c¢

lautet, und deren Punkte P* wir uns aus denen P von @ durch die normale

Verschiebung d*n entstanden denken, deren Richtungskosinus durch (9.4)
gegeben sind, und deren Komponenten demnach lauten

% 1 of % .

d x, = 171; 'a—x; d'n 5

andrerseits gibt uns (12.4):

2;{ d*z,=T1,,d" =—:7:day,
=1
also
by OF 1 vy L of of
(12.5) d'n=— b T;daw d'z, = T 3a, ba, da,.

Bei der Berechnung von 8 it zu beachten, dal durch die Variation

da,
von a, nieht nur @, sondern auch die Funktion @ im Innermn von @

variiert, so dal} also

o’ :fa- d®d*n: da +fiG—dx1 .da
N, v a, n

(12.6) —— [z Gp-dd [ 2 aa,. iz,
[

wird. Vergleicht man diese Formeln mit den Integralen g, g,, so liegt es
also nahe, das Integral

(12.7) V=[Fudz,...d=,,

iiber das Innere von @ erstreckt, einzufiihren. Dann ist niamlich nach
(12.3) und (12.6)

2V 8V 8(F,
(12.8) g=22, g = -———f—fmf)d:vl...dxn,

oc - da,

woraus folgt, indem man wieder (12.3) und (12.6) heranzieht, daB:

ot _s0i_ {3 2(Fu) _ of S\ 1 g
I3

da;  oa, \ba; 8a, éa, ba; [Ii, ’
(12.9)

g 09« o(Fu) 1

da, + dc ”““f‘ﬁfﬁdé
gilt.

15*
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Die Integrabilitatsbedingungen (4.3) lauten demszufolge explizit:
fF - fof o(Fw) _ of 3(Fw)\ 1 44
Iia

af 3(Fu) 1
(12.10) +f% n,.‘mf o0, 1,0

o(Fu) 1 B
faa) nn faa,‘ d@mo (%,l-19>.

Unter Benutzung der Bezeichnung (9.10) kénnen wir somit den Satz
formulieren:

Satz 7. Die notwendigen wund hinreichenden Bedingungen fir die
Existenz einer adiabatischen Invarianie eines einfach-smprimativen Systems
lauten :

37 2locuF 37 slocuF 3F dlocuF  3f DlosnF
(12.11) oL 2logwk  of ‘dlogul _ of dloguF  of ologuF

oa, oa; da, da; da; da, day, 0a,,
(2, A=1...0).
Ein Vergleich mit (4.30) zeigt, dal sie die gleiche Form haben wie
im zweidimensionalen Falle, und daher lassen sich entsprechende Erdrte-
rungen ankniipfen wie dort.

Die Voraussetzung, daB & im R, geschlossen sei, ermoglicht die Fest-
stellung, dafl auf & sowohl die Koordinaten z, ...z, ,, als auch alle

of und dloguF
oa, da,

Funktionen derselben, im besonderen , nach n» — 1 reellen

Parametern #,...¢, , in mehrfache Fourierreihen entwickelbar sind. Setzen

n—1
wir dann
P af dlogul .
(12.12) Rza”—}—hx(x]...x,, , o =g, +7j.(z,...2,)
(x=1...9),
worin
o of _ dloguF
%= ba,’ '3"—_5%
f UIOO“F bedeuten,

x

so sind die %_, j, Funktionen, deren Mittelwert uber @ Verschwmdet, und
man kann (12.11) die Form geben:

(12.13) by =My

was sich auch als Relation zwischen Fourierkonstanten schreiben laSt.

Drei Spezialfille treten denen des § 5 an die Seite; die Entwicklungen
sind die gleichen wie dort, wir sprechen nur die Resultate aus:
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Fall L. h,(2,...2,)=0 (x=1...0).

Aus den Gleichungen (1.8) verschwindet die Funktionaloperation, sie
werden mit (1.6) identisch. f ist ein gegeniiber den Parametern statio-
nires Integral, d. h. nicht nur Integral des Systems (1.1), sondern auch
der o Systeme

de, #X,
(12.14) d_j=a_a; (x=1...0),
wofiir notwendig ist, daf in der Matrix
X ... X,
0X, 90X, (x=1...0)
\ba, T ba,
alle n-reihigen Determinanten verschwinden.
Fall II. Fiir einen bestimmten Multiplikator x ist
j (.. .2,)=0 (x=1...90),
also
dloguF
(12.15) ‘;gaj =¥ (fla,...a,) (x=1...0).

Fiir F=1 folgt, daB u ein stationdrer Multiplikator, d. h. auch ein solcher
der Systeme (12.14) ist. Notwendig ist dazu, daf in der Matrix

X,...X,, 4,
0X, 08X, o4, (x=1...9)

da, " da,’ da,

sémtliche (n -+ 1)-reihigen Determinanten verschwinden. Dies ist im be-
sonderen fiir Liouvillesche Systeme (4, = 0), speziell Hamiltonsche Systeme,
der Fall.

Fall IIL j.(2,...2,) =konst.h_(z,...2,) (z=1...0)
1Bt sich wie in § 5 auf den vorangehenden Fall zuriickfiihren.
Zusammenfassend tritt also dem Satz 4 der folgende an die Seite:

Satz 8. Hinreichende Bedingungen fiir die Extstenz der adiabatischen
Invarianie eines einfach-smprimitiven Systems sind: a) die Stationariidt
des endlichvieldeutigen Integrals, b) bei einfacher Mittelbildung die Sta-
tionaritdt eines Multiplikators gegeniiber den Parametern.

§ 13.
Die generalisiert-Liouvilleschen Systeme.

In (12.15) ist als besondere Moglichkeit die enthalten, daf
(13.1) ol _g (x=1...0)

oa,

ist; wir wollen dann das System als generalisiert-Liouvillesches bezeichnen.
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Aus (12.8) einerseits und (9.11) andrerseits folgt, daB die Gleichungen
der adiabatischen Invariante die Form annehmen

oJ oV 2TV (»=1...0),

dc oa, oa, dc

d. h. aber:
(18.2) J=V=[Fudz,...de

ist die adiabatische Invariante unseres Systems. Dem Satz 5 tritt also
der folgende an die Seite:

Satz 9. Die adiabatische Invarianie eines einfach-imprimzitiven gene-
ralistert- Liouvilleschen Systems ist

V=[Fudz, .. d«,

Handelt es sich um einfache Mittelbildung (F=1), so ist in der be-
trachteten Systemklasse speziell die Klasse der Liouvilleschen Systeme ent-
halten, fiir die 4, =0, u = konst. ist; fiir sie reduziert sich die Invariante
auf das von @ eingeschlossene Volumen des B, . Als besondere Moglich-
keit sind hierin wieder diejenigen Hamiltonschen Systeme enthalten, die
auler dem Energieintegral kein weiteres endlichvieldeutiges Integral be-
sitzen und fiir die unser Satz mit der Aussage des Gibbs-Hertzschen
Theorems'?) zusammenfillt, daB das Phasenvolumen der Energiefliche adia-
batisch invariant ist. Allgemeiner umfaf3t (13.1) bei einfacher Mittelbildung
die Systeme, die einen von den Parametern unabhingigen Multiplikator
gestatten, und diese sind, wie der Satz 6 behauptet, durch eine von den
Parametern freie, also erlaubte Transformation in Liouvillesche Systeme
iiberfiihrbar.

Wir beweisen nunmehr diesen Satz 6. Fiihren wir zundchst statt der
x; ...z, neue Koordinaten &, ... &, ein, die regulire, umkehrbare, die Para-
meter @, ...a, nicht enthaltende Funktionen der z, ...z, sind, so trans-
formiert smh das System (1.1) in ein neues System

df":H:Z:—%X (=1...n);

wir verlangen, dafl dieses transformierte System vom Liouvilleschen Typus
sei, also seine Divergenz verschwinde:

d i=1 653 =1 i=
oder:
n 25 5 O 02 0E
< 073, 1131 La !=
(13.3) ?’223,‘32},351 h‘l—;%-yﬁx;,;-l’a—&—a_x—x:o

%) Vgl. Levi-Civita 1., S. 339—342.
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Andrerseits gelten die Identititen

n
LE7 dx; 08,
B, —2_1 08, dx, i’

aus denen man folgert:

a__xl . 3(5,. ( 1)2-—7.6(51“-5i—1§z-r—1-~5n)
38, a(z,.. x,,) 0(%y . X1 %1 Xn)

und daher erhilt (13.3) die Form:

K3 8251 a 51 >z 151 1 - n %
S’X 22( 1)i+ ( + ) 2

l||

== 02, 027, 0 (2, ... %5 1 %111 x,,) - 8(96, =

oy

oder endlich:

Y 8 8(& ... &Y
(13.4) 26—‘_{ % (7 ... %y }=
woraus sich durch Vergleich mit (11.4) findet, da8 die Funktionaldeterminante
8(6 .. 5
(13.5) B

ein Multiplikator des Systems (1.1) sein muf. Die linke Seite ist nach
Voraussetzung von den Parametern unabhingig, und das gleiche muf so-
mit beziiglich eines der mdglichen Multiplikatoren von (1.1) gelten.

Gibt es umgekehrt unter den Multiplikatoren von (1.1) einen — wir
nennen ihn u —, der von a,...a, unabhingig ist, so kann man stets eine
Transformation der « in die & finden, deren Funktionaldeterminante (13.5)
gleich u, und die frei von den Parametern ist. Sie fithrt dann, obigen
Gleichungen zufolge, das System (1.1) in ein solches von Liouvilleschem
Charakter iiber. Damit ist der Satz 6 bewiesen.

§ 14.
Die Reduktion der imprimitiven Systeme.

Wir wenden uns nunmehr der Behandlung der allgemeinen m-fach
imprimitiven Systeme, also in der Klassifikation des § 8 gesprochen, der
Fille A, B2 und B3 zu, fiir deren Invarianten die Differentialsysteme
(10.13) und (11.10) charakteristisch sind. Wir kennen also die m un-
abhiingigen Integrale von (1.1):

(14.1) f(2...x,la...a,)=¢, (i=1.m<n—1),
die im R, die geschlossene Mannigfaltigkeit & bestimmen. Es ist der

nichstliegende Gedanke, die Kenntnis dieser Integrale zur Erniedrigung des
Ranges des urspriinglichen Differentialsystems nutzbar zu machen, um da-
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durch auf ein einfach-imprimitives oder zweidimensionales System iiber-

zugehen.
Dazu fithrt folgendes Verfahren: wir nehmen die Integrale
(142) fpf;"'f;_l, x+1"'fm

und lésen sie nach m — 1 von den z, ...z, auf, was wegen ihrer Un-
abhéngigkeit stets moglich ist. Diese Variablen, deren Wahl natiirlich von
abhéingen kann, selen mit z,...z,,_, bezeichnet. Dann gibt also die Auf-
losung auf @ das Bestehen von m — 1 Beziehungen der Art:

(14.83) z;=vy, (%,...2,,0,...a,/¢,...C,_,¢ . ...c,) (i=1...m—1),

ei

die identisch den folgenden Gleichungen geniigen:

(14.4) [i(Wige W1 s Ty 2, 0y 1,) = ¢,
(A=1...c—1,%x+1...m).

Da die GroBen (14.2) Integrale von (1.1) sind, folgen einmal die weiteren
Identitéten:

(14.5) ‘z’*’“-za"”"x X, (i=1...m—1),
I=m

die man sich natiirlich in den Variablen z, ...z, geschrieben denken mu8,

andrerseits bleibt ein System von n — m -1 Differentialgleichungen iibrig:

dz, .
(14.6) {t—;—X](w“...me]M,xm...xﬂ}al...ag) (j=m...n),

das nach unsern Voraussetzungen ein einziges bekanntes endlich-deutiges
Integral zuldaBt, namlich

(14.7) (Wi W10 B Zn) = €

also einfach-imprimitiv bzw., wenn m = n — 1, zweidimensional ist.
Dieses Integral ist nichts anderes als die durch Elimination der
Z,...x, , aus (14.1) hervorgehende Beziehung, d. h. stellt geometrisch
gesprochen die Projektion @* der Mannigfaltigkeit @ aus dem R, der
%,...x, auf den n — m--1-dimensionalen Koordinatenraum R der
x,,...x, dar; woraus erhellt, daf diese geschlossene Mannigfaltigkeit @ *
invariant ist gegeniiber der Wahl des Index x, vorausgesetzt, dal die
Variablen, nach denen aufgeldst wird, dabei die gleichen bleiben. @* wird
geméB unsern topologischen Voraussetzungen von den Trajektorien des
Systems (14. 6) quasiergodisch bedeckt bzw. fallt mit diesen in der (2, _,, z,)-
Ebene zusammen. Man wird nun statt des urspriinglichen Systems (1.1)
diese reduzierten Systeme (14.6) untersuchen, und wir werden einmal die
adiabatischen Invarianten der letzteren aufsuchen und dann nachsehen,



Adiabatische Invarianten allgemeiner Differentialsysteme. 283

unter welchen Bedingungen diese auch Invarianten des urspriinglichen
Systems sind.

Es wird dazu zweckmiflig sein, vorerst einige auf das System (14.6)
beziigliche Beziehungen aufzustellen. Alle GréSen kénnen in unsern Rech-
nungen in zwei verschiedenen Formen auftreten: Einmal als Funktionen
der x,...x, al...ae und frei von den ¢,...c,, ein andermal als Funk-
tionen der z,,...%, @...@,'¢;...0,_ 1€, ;- -+ O in dieser letzteren Form
geschrieben, in der sie also d1e Pro;ekblon auf R* darstellen, wollen wir sie
mit einem Stern versehen. Ferner wird in unseren Ausfithrungen die Matrix

(14.8) p= (k. 25 (G=1...m)

dx, 0%y,

eine Rolle spielen. Die durch Streichung der Zeilen p,q,r... und der
Spalten 4, u... hervorgehenden Determinanten wollen wir durch

| Djrii.
bezeichnen,
Wir bestimmen zunichst die Divergenz von (14.6); es ist:

Mg

(14.9) 4, =

891:, dx; oz,

||M§

n
po 61/;,,, 20X,
-J 4—J ax).

J=m

I
8

J

Aus (14.4) folgen andrerseits die Gleichungen

a—ﬂa—i@—# B O Omoyn O (j=m...n; A+Lz=1...m),

bz, oz, 0xym_, Oz, ox,

deren Aufldsung ergibt:

x—1
(14.10) """”—;(—%—J—{_}] 134 i — P 1) 20 D/z},

Z;

A=1 i=a+1
also
m—1 n n
1 z—laX ;@f -y 10f1 s 83X
425,32 [g zDM_A}H( 5oL+ 5.

Nun sind aber’ die f,...f,, Integrale von (1.1), d.h. es gelten die Iden-
titdten

(14.11) me_o (i=1...m),

durch deren Differentiation na.ch 2, man findet:

jmg_& yaflax yafz X,
J= J=

= oz, oz, < Bz, 0x; ax,ax,
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so daB schlieBlich folgt:

1 X, r \ +20f o af,,
o 5T St § oo
=1 y=1 =1 i=n-1
1yt ST 8*f; S 8*f; 50X,
VT 4 it +i G i .
TEZXJ};LZ (=1 IWLZD;"'—A 2;1( 1)’ b0, 0w, D Z'ﬁ
J=1 i= =1 e =,

n n
3 X, alog D,
=3 e+ X xR,

7 oz
=1 J=1 7

oder, wenn 4, die Divergenz des urspriinglichen Systems bedeutet:

n
dlog D,
(14.12) A,=d,+ Z’Xi gi .

Fiir diese Ableitung ist die Bemerkung wichtig, daf D, nicht ver-
schwinden kann, weil wir die Auflosbarkeit der Gréflen (14.2) nach den
Z,...%,_, voraussetzen. Der Formel (14.12) entnimmt man beildufig
die Tatsache, da die Divergenz des reduzierten Systems mit der des ur-
spriinglichen identisch wird, wenn D, ein Integral von (1.1) ist, und
speziell den

Satz 10. Ist das wrspriingliche System von Liouwvilleschem Typus,
so gilt das gleiche vom reduzierten System dann und nur dann, wenn D,
ein Integral des ersteren 7st.

Nunmehr sind wir in der Lage, den Multiplikator u, des reduzierten
Systems (14.6) zu finden, dessen Differentialgleichung lautet:

Bx
oder
n m— ia n
7 Mn O, ' x —
—>J ZT oz Ty a X K - 0’
j=m ¢=1 J=m

was unter Benutzung von (14.10) und der aus (14.11) folgenden Identitét

n "f m— laf
'] ; P __
‘2’8_5; __Z (2=1...m)
. . J=m J=1
die Gestalt annimmt:
m—1
1 duy, Tri af}, P K la/’-), 2

_paxZX{Z( 1) S Dl 21( 1+5@‘Dw~}

Zaltx XJ —}"IU”A‘ — O,
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oder %
(14.13) X+ a4, =0;

o
=1 t

in Verbindung mit (14.12) folgt hieraus:

ZaIOg(ﬂxD)X +A =0,

=1
d. h. bezeichnet u, einen Multiplikator des urspriinglichen Systems, so ist
(14.14) so=F-

ein solcher des reduzierten Systems (14 6).

Das System (14.6) ist — wenn wir ganz von seinem Ursprung absehen
und es fiir sich allein betrachten — ein einfach-imprimitives #—m--1-dimen-
sionales System, dessen rechte Seiten die Parameter a,...a,{¢,...c,_; ¢, ;...c,,
enthalten, und diese Parameter sind auf eine zweifache Weise hineinge-
kommen: einmal waren die @, ...q, schon in den X; enthalten, sodann
kommen sie, wie auch die ¢ durch Ausfithrung der Substitution (14.3)
noch einmal zum Vorschein. Wir wollen ihr Auftreten im Integral £*
und Multiplikator u. eingehender untersuchen. Aus den Identititen (14.4)
folgt zundchst durch Differentiation nach ¢,

afﬂ Oy, I afj a‘/’m—1x . .
Eéjacz"%“‘ T e, 00 =d; (i=l.x—1 x+1..m)

woraus sich durch Auflésung findet:

i
D?. *

(—1)"** 2 wemn 1< x,
9 ix Dx
(14.15) o :
2’1—/'.+1'Dx1 .
(—1) Ho» wemn 1>z
Ferner folgt: ”
a % in ®»
(14.16) a’; _2‘;’;* Dix— (— 1) (3zx)
und:

-1
1 4 ; Bt
dur v ou B [EZ(MI)H DiuGars wemn A<,
(14.17) 288 _ N10m Dy J 7T
: dc;, « dx; 8¢y m—1
=1 1 . ;. O,
“;2(—1)””11),21 ”i, wenn A > x.

=1

In dhnlicher Weise gibt die Differentiation von (14 4) nach @, die
Gleichungen

_é_f;y a¢1u+ /L A fi Opm-yn of;

oz, da, axm-, “oa,  %a,

(G=1l..x—1,2-4+1...m; »=1...9),



236 H. Geppert.

aus denen folgt:

- z—1 m
R . a . . a .
(14. 18) aa"flxx: 1 l(_ 2‘7(_— 1)%4'}.@27. D;'fx_:_ E' (__1>'L+la£ﬂ. D:}]-
4 d A=1 > A=l ¥

Mithin wird:

#—1
afF 6f,, By . w+1 Dy 8fy x+2 Dy 8fr | B8f.
Zax ba, —}—8—;,,——%'(_1) D, 3a, +2( 1) D, ba, - T %a,

ba,
v i=x+1

(14.19) Z( 1)<+ 20 Do

va, D,

Beildufig folgen hieraus in Verbindung mit (14.16) die Formeln

(14.20) 0fF b VUL OLE (»=1...0),

da, oa, =~ da, dc;

in denen der Akzent an der Summe das Auslassen des Gliedes 1 = an-
deuten soll. SchlieBlich wird:

m—1

du} - T O OWin a.“’x:___ry
Dol

y( 1 t+A+1 a.un D}_,v

’b——l

da, ot ox; ba, ' da,
1=

Q)

m of m—1 s
974 2 l‘n
+ 2 aavZ( z+ D Jl
A=nt1 =1

(14.21) %7 3_&»:_2 ofs out

da, da, ?a, b0y

§ 15.
Existenzbedingungen der adiabatischen Invarianten.

Das System (14.6) mit den Parametern @,...q,, ¢,...c, ;¢  ,...C,
und dem Integral (14.7) kann eine adiabatische Invariante J, besitzen,
die dann gemaB (9.11) durch das Gleichungssystem definiert ist:

6Jf-fﬁF*,und@ + fF*y:d@*zo

oc c *
* tha;“ P F

(lz—-l...x—l,x—f—l...m),

*

66;

(15.1)
aJr
oc,

worin I'* das Analogon der durch (9.4) definierten GréBe I',,, fiir £ be-
deutet; J. ist eine bloBe Funktion der @y-.-@, € ...C,. Die hier auf-

tretenden Integrale iiber die Projektion @* lassen sich leicht in solche
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iiber @ umformen. Man beachte, daB nach (10.10) das Raumelement
des R, die Grofe

dr=dg,...de, = - dOdf,dfy...df,
andrerseits nach (9.5) das Raumelement von R* den Ausdruck
d1*=dxm...dxﬂ———j};d¢*df;

besitzt, woraus die Beziehungen — vgl. (14.14) —

ao 1 do* 4P ao*
(15:2) i L

folgen. Durch Ubergang von der Projektion auf die Mannigfaltigkeit @
konnen wir also den Gleichungen (15.1) die Gestalt geben:

aJr f ary F do - aJ

ac, dcy — I,

d®=0

Tm,

(153) (l=1...z—1,x1—1...m),

aJ; [of) “ _ _
acx;fm f}r o dp—0 (r=1...0).

Das reduzierte System war von uns eingefilhrt worden, um die Be-
rechnung der adiabatischen Invarianten des urspriinglichen Systems (1.1)
zu ermdoglichen. A priori wire man geneigt zu behaupten, dal jede adia-
batische Invariante des reduzierten Systems eine solche des urspriinglichen
ist; wir werden jedoch sehen, daff dem nicht so ist, daB dazu vielmehr
gewisse Bedingungen erfiillt sein miissen. Unsere Frage lautet also: Wann

ist eine Losung von (15.3) auch eine solche von (10.13)? Da natiirlich
~ ¥

OBJC" =+ 0 ist, gibt die Elimination der Derivierten von J aus (15.3) und
(10.13) die Bedingungen:

dcy m n

(15.4) Zf"’f* Fido. fafl “© go

+f ofs afIF”O -d9- IF o -dP=0 (v=1...0),

3 8a,, Ua,,

die mittels (10.12), (14.16) und (14.19) die einfache Form annehmen:

(15.5) 2(—1);'{¥@—E~u}=0 (v=1...9).
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Satz 11. Die notwendigen und hinreichenden Bedingungen dafir,
daf eine adiabatische Invariante des reduzierten Systems auch eine solche
des wurspringlichen sei, lauten:

A=1

Beispielsweise ist (15.5) erfiillt, wenn gewisse unter den f, in der

Sprechweise des § 12 stationdre Integrale und die ergéinzenden %i auf @

konstant, also Funktionen von f,...f, sind. Der Fall, dafl sdmilicke
812
oa,
stationdr gegeniiber den Parametern sind, ist trivial, denn dann verschwinden
die Mittelbildungen in (10. 13) bzw. (1.8), J wird die gewohnliche Invariante
von (1.6), und fiir diese gibt es kein Analogon der Reduktionsbedingungen
(15.5); eine andere Moghichkeit fiir das Erfiilltsein von (15.5) ist die,
dafl sémtliche

(A=1...m, »=1...0) auf @ konstant, also alle bekannten Integrale

(15.6) = (fyefyltya)  (A=l..x—1 »+1..m)

sind; auch dies 148t sich deuten. Benutzt man nimlich zur Reduktion
statt der Integrale (14.2) die folgenden: f,...f, ., f,_,...f, und sind
diese nach den gleichen Variablen z, ...z, _, auflésbar, so sind die Multi-
plikatoren u, (A=1...m) simtlicher m reduzierten Systeme nach (14.14)
und (15.6) bis auf einen auf & konstanten Faktor mitemander identisch.
Nach (14.13) wird dies im besonderen eintreten, wenn die Divergenz 4,

fiir alle m reduzierten Systeme die gleiche ist.

Ist also (15.5) erfiillt, so wissen wir, dal die adiabatische Invariante
des reduzierten Systems auch eine solche des urspriinglichen ist, und wir
haben demmnach nur noch die Existenzbedingungen fiir erstere, d.h. die
Integrabilitdtsbedingungen von (15.1) hinzuzuschreiben. Dazu ziehen wir den
Satz 7 heran und erhalten drei Gruppen von Bedingungen:

offologuf F*  off dlogulF* _ affologu'F*  off alogu}F*

(a.) da, Ba, da, éa,  8a, da, da, ?a,
(ou=1...0),
) off dlogul F*  ofs dlogutF* _ aff alogut F*  ofF alogut F*
(15.7) ac, oa, ae; a4, = da, 0 ?a, N

(A=1...2—1, x+1...m),

© of dlogui F*  ofF dlogui F*  afy dlogul F* _ ofF odlogus F*
( dc,  dc dc; dc, @ o¢;, dc, dcy,

(j,Ai=1...2—1,x+1...m),
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worin wir nach den vorangehenden Bemerkungen die Mittelbildung im
Sinne von (10.12) iiber @ erstreckt denken konnen. Mittels (14.16) bis
(14.20) und (15.5) lassen sie sich auf eine, allerdings wenig iibersichtliche
Form bringen, in der das Auftreten der gesternten Gré8en vermieden wird.
Sind die Jo(0—1)+(m —1)¢ +3(m —1)(m —2) Bedingungen (15.7),
sowie die o Glelchungen (15.5) erfiillt, so wissen wir nach vorangehendem,
daB das reduzierte System (14.6) eine adiabatische Invariante besitzt und
daB diese zugleich eine solche des urspriinglichen Systems (1.1) ist. Die
Gesamtheit dieser Bedingungen ist stérker als die der Integrabilitits-
bedingungen von (10.13), die in extenso eine sehr komplizierte Form
haben?®), bietet aber den Vorteil iibersichtlicher Handhabung.

Zwei Spezialfille, in denen die Beziehungen (15.7) befriedigt sind, sind
erwihnenswert:

¥ ok * %
O %:A}(ﬁ*... f ay..a); 28T B (5 a0
G=1...2—1, x+1...m; v=1...9),

d. h. die linken Seiten sind auf @ konstant;

. 3 of.
JdI) %7;—_4()‘1*...7”; a..-a,); f —B(ﬂ. .f;{al...ae).
Der Fall der Proportionalitit der 1inken Selten in (I), IF) 1aBt sich wie

in §12 auf die beiden eben genannten Moglichkeiten reduzieren.

Falll. Ist F=1, so ist, in fritherer Ausdrucksweise gesprochen, u
ein stationdrer Multiplikator des Systems (14.6). Sind simtliche 4 =0,
so ist also

dut F*
(15.8) ‘=0 (j=1l..z—1, x+1...m),

de,
und das besagt nach (14.17) — denn eine #hnliche Gleichung wie jene
gilt auch fiir u* F* — daB

. Bu.F .
15.9) "gxi =0 (i=1...m—1)
gelten muf. (14.21) gibt dann weiter
dur F*  du,F
Lt =10
so daf also
. dlogu, ’
(15.10) tte L — B,(fy 1) (r=1...0)
sein mufl. Sind auch alle B =0, so wird demnach
(15.11) Pl (r=1...0),

18) In dieser Beziehung ist zu erwihnen, daf Fermi 1 die Aufstellung dieser
Bedingungen fur Hamiltonsche Systeme versucht; er beweist nur ihre Existenz an
einem Beispiel.
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was in Verbindung mit (15.9) besagt, dall die Grofe

=t
w F= D,;F

von x,...%, _,, @ ...a, nicht abhdngen darf. In friherer Ausdrucksweise
ist dann das System (14.6) von generalisiert-Liouvilleschem Typus. Hinzu
tritt dann noch die Reduktionsbedingung (15.5); hat diese die besondere
Form (15.6), so sind alle moglichen reduzierten Systeme (wenn D, == 0 ist)

vom generalisiert- Liouvilleschem Typus.

FallII. f£¥* ist ein stationdres Integral des Differentialsystems (14.6),
und aus den Gleichungen (15.1) verschwindet die Funktionaloperation.
Dieser Fall tritt im besonderen ein, wenn simtliche 4, B, verschwinden,
d. h. nach (14.16) und (14.20), wenn

(15.12) D,=0 (Adkx=1...m)
und

. of _ of.
(15.13) xSy (v=1...0),

m—1> NOCh von a, ...a, abhingt. Wegen
(15.12) sind dann die Reduktionsbedingungen (15.5) identisch befriedigt.
f, ist dann also auch ein stationdres Integral des urspriinglichen Systems.

Tritt die oben erwahnte Moglichkeit des gleichzeitigen Bestehens von
(15.9) und (15.11) ein, so gibt uns der Satz 9 direkt die adiabatische In-
variante des reduzierten, und damit des urspriinglichen Systems

d. h. wenn f, weder von z, ...

*
& F*dz,,...dw,
D}

J=J,,*=fy,§‘ﬁ’*dxm...dxn=
¥

1%

(15.14)
=| - Fdz,,...dz,.
%

Es ist giinstigstenfalls moglich, durch Ausfithrung der m vorhandenen Re-
duktionen auf diese Weise simtliche m verschiedenen Invarianten zu be-
rechnen, die die ¢;...c,, mit den a...a, in Verbindung setzen; dies wird
némlich dann der Fall sein, wenn sdmtliche reduzierten Systeme wvom
generalisiert- Liouvilleschen Typus mit wesentlich verschiedenen Multipli-
katoren sind. In den Fillen A und B3 der Klassifikation des § 8 ist
entsprechend der Satz 5 anzuwenden. Wir fassen zusammen:

Satz 12. Aufer der notwendigen Reduktionsbedingung (15.15) sind

hinreichende Bedingungen fir die Existenz einer adiabatischen Invariante

eines m-fach imprimitiven Systems a) daf %")j oder b) daf f, von
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Ty ...,y G -..q, nicht abhingt. Im ersten Falle ist

sz”—gfdxm...dxn
Q)* %

etne adiabatische Invariante.

Dieser Satz gestattet viele Anwendungen, wir wollen nur einen Spezial- .
fall erwihnen:

Satz 13. Sind das wrspriimgliche, wie alle m reduzierten Systeme
vom Liouvilleschen Typus und D, 40 (x=1...m), so ist der Raum-
tnhalt der Projektion

szidxm...dx

k3

bei einfacher Mittelbildung adiabatisch invariant.

Denn dann sind alle u, auf @ konstant, das gleiche gilt von y,, mit-
hin von D, und (15.5) ist identisch erfiillt.

§ 16.
Ein Beispiel.

Als Beispiel, das die vorangehende Theorie illustriert, wollen wir die
durch das System

dxy dx dz
(16.1) =02, —ay2;5 ] =08, — 0,25 =0, — 0,72,

charakterisierte ebene elliptische Schwingung behandeln. Das System ge-
stattet die beiden Integrale:

h=x + &, +2,=c, f=0a72]+ar]+a1=nc,
wir befinden uns somit im Falle B3. Wir nehmen einfache Mittelbildung
F=1 und T=occ. Zur Berechnung der adiabatischen Invarianten stehen
uns hier zwei Wege zur Verfiigung: 1. die direkte Methode des § 1 unter
Benutzung der z; als Funktionen von ¢ —i,, und 2. das Verfahren des
§ 15 mittels Reduktion auf eine zweidimensionale Koordinatenebene.
Ad 1. Retzt man zur Abkiirzung
k*=a,a,+a,a,+a,a,, k’=c,h’—a a,0;c?,

so gibt die Integration von (16.1) die Beziehungen

1 E a,a,c
z, = a,cosh(t—1 hsmh (i —t : —Z—L,
1 h‘“’?%—%—az\ ( o)'T ( o)j“l‘
1 E o \ L oa agc
z, = a,cosh(t—1t,)—hsinh(t—1 ‘—‘“,
2 hzl’al—r(lzl 1 ( ) ( 0)]
.x3=————hl—2k]/a1+a.zcosk(t~—to —}“%&fc‘

Mathematische Annalen, 102. 16
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In der Bezeichnung (1.5) wird somit:
1y = Py = P33 =0,

Goy = 2h“{2a" a; 01‘1"]‘3 (@ + @)}, Pyy= 2h“{2a a;c; Pk (@, +ay)},

— 1 2.2 .92 -
23 = 7;{2‘7’1‘“501“’1" kz(al +ay)}-
Damit ist das Gleichungssystem (1.11) aufzustellen, und man verifiziert

leicht, dafl seine beiden Integrale lauten
(16.2) J=c,; J2=-’}:—:.
Ad 2. Zunéchst ist nach Satz 1 ¢, eine adiabatische Invariante, also
J =c,.
Zur Reduktion verwenden wir f;, d.h. setzen

=Y =0 — Xy — T,

so daB sich (16.1) auf das folgende System reduziert:

dz .
T W% T (@, +a3) x5 — ay ¢
(16.3) Z
z
”,T;: — (@, + @)z, — a2+ a0,

mit dem Integral

(16.4) " =1} =(a, Lay)xl+ (a, +a)) 22 +2a, 2,7,

— 2a, ¢, (g + ;) +a, ¢ —c, = 0.
Sind @, a,, @, positiv, so ist die Trajektorie im R, der Schnitt des
Ellipsoids f, mit der festen Ebene f,, also eine Ellipse; ®* ist deren

Projektion auf die z,, z;-Ebene, also auch eine Ellipse. Das reduzierte
Syster (16. 3) ist, wie das urspriingliche (16.1), von der Divergenz Null, also

Mozﬂezl'

Die Reduktionsbedingung (15.5) ist wege: —(é =0 erfiillt, desgleichen nach

Satz 12 die Integrabilititsbedingungen, Die Invariante ist der Fléchen-
inhalt der Ellipse ®%, der sich zu

J‘_,‘:Tl"};i

berechnet. Die Reduktion mittels f, hingegen ist nicht anwendbar.
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