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Abrifl einer arithmetischen Theorie der Galoisschen Korper.

(Zweite Mitteilung.)
Von
Oystein Ore in New Haven (Conn,, U. 8. A)).

In der ersten Mitteilung®) ist zundchst der einfachste, reguldre Fall
der Zerlegungsgruppe untersucht worden, wo also hohere Verzweigungs-
gruppen nicht vorkommen. Weiter wurde in A, Kap. 2 die Grundlage fiir
die Behandlung des srreguldren Falles gegeben, indem gezeigt wurde, daf
bei relativ-zyklischen Korpern vom Primzahlgrade p das volle Restsystem
(mod P*), wo P ein Primidealteiler von p ist, immer durch Adjunktion
einer Wurzel einer binomischen oder einer trinomischen Normalkongruenz
(mod P“) erhalten werden kann. Die Form der Normalkongruenzen hingt
nur von der Relativdifferente des Korpers ab.

In dieser zweiten Mitteilung werden nun diese Resultate fiir den
Aufbau einer Theorie des irreguliren Falles angewandt, welche wieder zum
Studium der Zerlegungsgruppe dient.

Anstatt der Reihe der Verzweigungsgruppen wird zuerst eine Kom-
positionsreihe der Zerlegungsgruppe betrachtet; dementsprechend erhilt
man eine Reihe von relativ-zyklischen Korpern vom Relativgrade p, welche
ich Irregularkérper genannt habe und welche die Reihe der Verzweigungs-
korper enthdlt. Daraus folgt der Hauptsatz, daf man den vollstindigen
Restbereich (mod P®) durch sukzessive Adjunktionen der Wurzeln von
binomischen und trinomischen Normalkongruenzen von der Form

P — %z‘h A ra — B m,_, =0 (modP%)
oder
x? — B 7 ;=0 (mod Pa)

) Math. Annalen 100 (1928), 8. 650—673. Diese Abhandlung wird im folgenden
kurz mit A bezeichnet.
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aufbauen kann. Weiter werden die Verzweigungen u,*) durch die Kon-
stanten der Normalkongruenzen bestimmt, woraus sofort unter Anwendung
der Dedekind-Henselschen Ungleichung obere Grenzen fiir die u, angegeben
werden konnen. Als Schluflstein von Kap. 1 wird bewiesen, dafl die Nor-
malkongruenzen fiir ein gegebenes Primideal entweder alle binomisch oder
alle trinomisch sind, und daB im trinomischen Falle der Exponent r,=r
eine von 7 unabhingige Konstante ist. Als eine Anwendung hiervon folgt
fiir die Verzweigungen
U= py=...=1—7r (mod p),

worin der Satz von Speiser®) enthalten ist, daf alle Verzweigungen ein-
ander (mod p) kongruent sind.

In Kap. 2 wird diese allgemeine Theorie zu einer vollstindigen Unter-
suchung des binomischen Falles angewandt. In diesem Falle ist

=0 (modp—1), p=2 P +1 (=12..5)

und die Verzweigungsgruppe ist zyklisch. Die vollstindige Struktur der
Tragheitsgruppe (Satz 16) und Zerlegungsgruppe (Satz 17) wird bestimms.
Die Form der Zerlegungsgruppe ist verhaltnismaBig kompliziert, aber gruppen-
theoretisch interessant. Im binomischen Falle wird die Trigheitsgruppe
nur fiir p =2 Abelsch.

In einer letzten Mitteilung sollen verschiedene andere Fragen der
arithmetischen Theorie der Galoisschen Kérper behandelt werden, speziell
wird der trinomische Fall eingehender studiert.

Kapitel 1.
Normalkongruenzen fiir die Irregularkorper.

§1.

Einfithrung der Irregularkirper.

Fiir den reguliren Fall ist in A, Kap.1 die vollstindige Beziehung
zwischen Gruppeneigenschaften und Gleichungseigenschaften aufgestellt.
Dieselbe Aufgabe soll nun in dem schwierigeren Falle behandelt werden,
wo auch hohere Verzweigungsgruppen vorkommen.

Den Galoisschen Korper K erhilt man (vgl A, Kap. 1,§1) aus dem
Regularkérper K, (= erster Verzweigungskorper) dadurch, daB man durch
sukzessive Adjunktionen die Reihe der hoheren Verzweigungskérper

(1) K,= Ky,, Ky,, ..., Ky,, =K

2) Man vgl. A, Kap. 1, § 1.
%) A. Speiser, Die Zerlegungsgruppe, Journ. f. Math. 149 (1919), S. 174—188.
Diese Arbeit wird im folgenden als Speiser zitiert.



Arithmetische Theorie der Galoisschen Kérper. 285

aufbaut. Hier ist allgemein Ky, ein Relativkrper vom Grade p%- zu Ky, ,

wobei also

(2) s+8+...+s=s,

wenn die Ordnung e des betrachteten Primideals P die Form e=¢,p°

(65, p) =1 hat. Weiter sei

(8) Gy=Gy, Gy,, ..., Gy, =1

die Reihe der entsprechenden Verzweigungsgruppen, wo bekanntlich die

8i-1y

Faktorgruppe Gy, [Gy,; Abelsch und vom Typus p, p, ..., p ist. Wie friiher

werden die Zerlegungsgruppe und Trigheitsgruppe mit G5 und Gy bezeichnet.
Im folgenden erweist es sich nun sehr oft als vorteilhaft, nicht mit

den Gruppen (1), sondern mit einer Kompositionsreihe der Gruppe G,

(4) (G, =) Gy, 6y, Gy ..., G, =1

zu operieren, wobei allgemein die Gruppe @; die 7-te Irregulargruppe
heiBen soll. Die Faktorgruppe @;_,/G; ist zyklisch von der Ordnung » und
die Gruppe G, hat folglich die Ordnung p*~°. Entsprechend (4) erhilt
man eine Reihe von s Irreqularkérpern

(5) (Ky,=) Ky, Ky, ..., K,= K,
wobei K, ein zyklischer Relativkérper vom Relativgrade p zu K, _, ist.

Der Relativgrad zu Ky von K wird e, p’, wihrend der Galoissche Korper
K ein Relativkorper vom Grade p°~* zu K, wird.

Die Kompositionsreihe (4) wird in der folgenden Weise definiert: Es
sel S, eine Substitution in Gy,, welche nicht zu Gy, gehort. Wenn dann #
eine Primzahl in bezug auf P in K ist, so folgt nach der Definition von Gy,

(6) 8,:n=n-+w,a" (mod P4,
wo u, die in A, Kap.1,§1 definierte Verzweigung von Gy, ist. Durch
Wiederholung erhilt man aus (6)
8:7=n-4roa (mod P,
so daB speziell Sf eine Substitution in @y, ist.

Es folgt nun leicht, da8 man genau s, (mod P) linear unabhingige
Zahlen

(7) @y, 0y, ..., g
so bestimmen kann, daB, wenn S eine beliebige Substitution in Gy,
ist, wird

S8:7 =n+ an* (mod P"‘H),
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wobei « die Form
€ =10, T 1oy ...+ 5 w5

mit ganzen rationalen r; hat. Wenn daher S, eine Substitution ist, fiir die
8;:n=a+ w;z* (mod P,
so kann man die ganze Verzweigungsgruppe Gy, in der Form
Gy, = ST 8% ... 85 Gy, (r;=0,1,...,p—1)
darstellen, wobei immer 87 eine Substitution in Gy, ist, und weiter
8,8, =28;8,8%,
wo 8® in Gy, liegt.

Diejenigen Substitutionen in Gy,, welche S, nicht enthalten, bilden
eine Gruppe p°~*-ter Ordnung, und diese ist die erste Irregulargruppe G,.
Die Gruppe G, ist offenbar ein Normalteiler von @, und G,/G, ist zyklisch
von der Ordnung . Ebenso bilden diejenigen Substitutionen, welche
weder S, noch 8, enthalten, die zweite Irregulargruppe &, von der Ord-
nung p°”* usw. Durch eine ihnliche Behandlung der niichsten Verzwei-
gungsgruppen erhilt man leicht:

Satz 1. Man kann in der ersten Verzweigungsgruppe s Substitutionen

(8) 8, 8,5, ..., 8,
so bestimmen, dafy die Gruppe in der Form
G, =8{8:"... 8" (r;=0,1,...,p—1)
dargestellt werden kann. Die i-te Irregulargruppe ist dann durch
(9) G=28%... 8" (r;}=0,1,....,p—1)

defindert, wobes fir alle 1 smmer Sl in einer Gruppe G; (j =7 -1)
enthalten tst.

Es ist einleuchtend, daB in (8) die s, ersten Substitutionen S; in Gy,
die s, néchsten in Gy, usw. liegen. Fiir die Irregularkérper K, welche den
Irregulargruppen (9) entsprechen, werden wir der Bequemlichkeit wegen
die kiirzere Ausdrucksweise anwenden, daB K, zwischen den Verzweigungs-
kérpern Ky, und Ky, liegt, wenn K, ein (echter oder unechter) Unter-
kérper von Ky, , aber nicht von Ky, ist.

Eine Verzweigungsgruppe ist bekanntlich ein Normalteiler von allen
vorangehenden Verzweigungsgruppen, sowie von der Trigheitsgruppe Gy
und Zerlegungsgruppe Gz. Eine Irregulargruppe ist, wie man leicht sieht,
ein Normalteiler von allen vorangehenden Irregulargruppen, aber allgemein
nicht von Gz und G;. Wenn 8, ; eine Substitution ist, fiir die

8;,1:n=a-+ oat (mod P*T)

k3
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ist, so folgt leicht mit den Bezeichnungen in A, Kap.1, §54%)

(10) T8, T:n=mn+ @rh?* @Dz (mod P*)
(11) Z78,,, % m=n+ @f 2?0 gir (mod PUH),
wo

% (p—1) pf-1
2():’2"";0"—‘7 bo—":T.

§2.
Normalkongruenzen fiir die Irregularkdrper.

Im folgenden sollen nun die Eigenschaften der Irregularkirper ein-
gehender studiert werden. Nach einer Bemerkung in A, Kap. 1, § 3 folgt
sofort, daB wenn P, das Primideal im Regularkérper bezeichnet, worin P
aufgeht, so besteht in den Irregularkérpern eine Zerlegung

P,=P?=P! —...=P!=P?,

wobei jedes Primideal P, den Relativgrad 1 hat. Da nun K, nach der
Definition ein relativ-zyklischer Korper vom Relativgrade p zu K, , ist,
so kann man die Resultate aus A, Kap.2,§4 anwenden. Man erhilt
daraus eine Reihe von Tatsachen, welche in dem folgenden Hauptsatz
zusammengefaBt werden kénnen:

Satz 2. Wenn =, _, eine Primzahl in K, , in bezug auf P,_, ist,
so kann man tmmer eine Primzahl m; tn K in bezug auf P, so be-
stimmen, daf x;, fir ein beliebig hohes o entweder eimer bz'nomz'scken
Kongruenz

(12) 2 — 7, ,B;_,=0 (mod P%) (1=1,2,...,8)

1

oder einer trinomischen Kongruenz
(13)  a?— sovafilan—m B, =0 (modP%) (i=1,2...5)

gendigt. Der binomische oder trinomische Fall tritt ein, je nachdem die
relative Supplementzahl o; von P; in bezug auf K, , durch

(]

(14) Qi:“eopi
oder
(15) g=6p+r< eopi (1£rn<p—1)

gegeben ist; dabes ist also bekanntlich o; dadurch definiers, daf die Re-
lativdifferente von K; in bezug auf.K;_, genaw durch P}'*% teilbar sein

) Entsprechende Formeln kommen bei Speiser vor. Vgl Speiser, Formel I
u II, § 3. -
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soll. In jedem Falle ist

(16) 0;=0 (modp—1)

und werter im trinomischen Falle

(17) b;=0 (mod p —1).

Die Zahl B;_,, welche also in K, _, liegt, kann immer in der Form

o &
1

(18) Biy=14r0m ... 7o 1gl

geschrieben werden.

§ 3.
Bestimmung der Verzweigungen.

Die Normalkongruenzen des Satzes 2 sind nun die wichtigsten Hilfs-
mittel fiir das Studium der arithmetischen Eigenschaften des Galoisschen
Korpers.

Die erste Aufgabe, welche hier behandelt werden soll, ist die Bestim-
mung des Zusammenhanges zwischen den Supplementzahlen o, und den in
A, Kap. 1, § 1 definierten Verzweigungen u, . Die Verzweigung u, einer
Verzweigungsgruppe Gy, war dadurch festgelegt, daB wenn S eine Substi-
tution in Gy,, n eine Primzahl in bezug auf P bedeutet, so ist

8:7 =z -+ wa" (mod P,

wo o nicht durch P teilbar ist.

Aus A, Kap. 1, § 5 folgt, da eine beliebige Primzahl z in K einer irredu-
ziblen Kongruenz
19) Fa)=a"+ 7002”7+ .. .+ 72,0 =0 (modP*?)
im Regularkdrper geniigt, und die Zahl F; (z) wird genau dieselbe Potenz
von P enthalten wie die Relativdifferente von K in bezug auf K.

Es seien nun
(20) TE=TT, Tgy sy Tps
die verschiedenen Primzahlen, welche man erhilt, wenn man auf z die
p?® Substitutionen der Regulargruppe G, anwendet. Diese sind natiirlich
alle Wurzeln von (19) und man erhdlt daraus sofort
(21) Fo(n)=(n—a,) (n —73)...(% — 7ps ) (mmod P?).
In (21) sind aber p* — p*-5 Faktoren genau durch P**, weiter ps—51— ps=5-5
genau durch P“* teilbar usw. und die Relativdifferente wird folglich genau
durch P“° teilbar, wo

(22) 4y =(p*—p* ) pu,+(p* s —ps s 8)u, + ...+ (p% —1) .
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Da die Differente des Regularkérpers genau durch P? " teilbar ist, er-
halt man den bekannten Hilbertschen Satz:

Satz 3. Die Differente des Galoisschen Korpers K ist genaw durch
p4 teslbar, wo

d=e—p*+ (p* —p* ) p + ...+ (p% =D p,.

Unsere Aufgabe war aber speziell die Relativdifferente eines Irregular-
kérpers K, in bezug auf K;_, zu berechnen. Betrachtet man zundchst den
ersten Irregularkdrper K, so folgt leicht nach der eben angewandten Me-
thode, da die Relativdifferente von X in bezug auf K, genau durch P4:
teilbar ist, wo

4y = (p* =p* ) py + o+ (P — Dy,

und allgemein beweist man, da8 die Relativdifferente von K in bezug auf
K; genau durch P% teilbar ist, wo

d;=(p*~i—prammwu, 4+ (P — 1)y,
wenn K; zwischen Ky, und Ky, liegt.
Daraus folgt aber sofort nach einem bekannten Satz iiber Differenten,
daBl die Relativdifferente von K in bezug auf K, , genau durch

P 44— 4, — P?“' @-Duy

teilbar ist, und man hat den Satz:

Satz 4. Wenn der Irregularkérper K, zwischen Ky, und Ky, liegt,
so st die Relativdifferente von K; in bezug auf K, , genau durch
P2 V% telbar.

Dieser Satz gibt sofort die Relation zwischen den Verzweigungen u,
und den Supplementzahlen g,. Die Relativdifierente von K, zu K;_, ist
nimlich andererseits genau durch P?7'*¢ teilbar, also nach Satz 4

p—1+o=(p— 1y,
und nach (16)

%
Sl

Satz 5. Wenn K, zwischen Ky, und Ky,, liegt, besteht zwischen der
Verzweigung u, und der relativen Swupplementzahl o, die Beziehung

&;
(23) ,u,,=p_1+1.

Fir alle Korper K, zwischen Ky, und Ky, hat daher o, denselben Wert,
und die Reihe der Zahlen
(24) %41 (6=1,2,...,8)

p—1
Mathematische Annalen., 102. 19

My =
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stommi mit der Reihe

8 N Sk
(25) Hagsoooflys Hoseesflas con Pyynn fhy
wberein.
Aus Satz 5 flieBen schon verschiedene wichtige Eigenschaften des

Korpers. Die Gleichung (7) in A, Kap. 1 zeigt sofort, daB
(26) 6. S,
Weiter leitet man aber unter Anwendung der Dedekind - Henselschen

Ungleichung obere Grenzen fiir die Verzweigungen ab, welche das Resultat
von Speiser®) verscharfen.

Aus (14) und (15) folgt némlich o, < e,p?, und aus der Identitit
der beiden Reihen (24) und (25) ergibt sich dann

8+1
mé[??}+1 &é[%{1]+Ln-

und es besteht der allgemeine Satz:
Satz 6. Fir die Verzweigungen p, hat man die obere Begremzung
Site ot 8pyt1

€ P
(27) b o2

Speziell ist also fiir die grofite Verzweigung

e P’ sﬁi _{ e J
:u'kg [ p—l J +1 - (p——l)psl‘-l + 15

1+1 (r=1,2;..., k).

also sicher

(28) m< 5]+

wie von Herrn Speiser bewiesen.

§ 4.
Einteilung der Normalkongruenzen.

Es soll nun gezeigt werden, da8 das System der Normalkongruenzen,
welche nach Satz 2 das vollstindige Restsystem (mod P®) in K definieren,
eine ganz spezielle und einfache Form haben mufB. Dies folgt ans dem
folgenden wichtigen Satz, der in diesem Paragraphen bewiesen werden soll:

Satz 7. In der Reihe der Normalkongruenzen, welche nach Saiz 2
die sukzessiven Irregularkirper definieren, sind entweder alle Kongruenzen
binomisch
(29) 2? —m;_, B;_, =0 (mod P%) (t=1,2,...,8)

%) Speiser, § 3, S.183.
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oder alle trinomisch
(30)  @P—lahagtiz—m_ B, =0(modP®)  (i=1,2,...5),

wober der Exponent r von 1 unabhdngig ist.

Durch diesen Satz kann man also immer die Untersuchungen in zwei
Fille zerlegen, je nachdem das Primideal P einer Kette von binomischen
oder einer Kette von trinomischen Kongruenzen entspricht.

Um den Satz 7 zu beweisen, wird angenommen, da8 z; eine Primzahl
ist, welche der Kongruenz (12) oder (13) geniigt. Nach A, Kap. 2, §4
haben dann die iibrigen Losungen die Form

(81) m+ 1w, m+210al”, .., w4+ (p—1) e af” (mod P;"”“),
wo also wie friiher vorausgesetzt wird, daf K; zwischen Ky, und Ky, , liegt.
Man erhilt die Wurzeln (31) aus x;, indem man wiederholt die Substitu-
tion §; in @,_, anwendet.

Aus #; wird nun die Primzahl #; , in K, , abgeleitet, wo also =, ,
entweder einer Kongruenz

(32) x? — B,a; = 0 (mod P*)

oder einer Kongruenz

(33) P — ;,L i yz::«'in'!'l xTiv — '”iﬁi =90 (m()d Pa)
i+

geniigt.

Der Korper K, , liegt entweder zwischen Ky, und Ky, so wie X,
oder zwischen Ky, und Ky,,. Im ersten Falle ist aber nach Satz 5
0; = 0; 4> o daB die Kongruenzen fiir =, und =, , gleichzeitig binomisch
oder trinomisch sein miissen; im trinomischen Falle ist dann auch offenbar
r;=17;,.,, Wie bewiesen werden sollte.

Um den Satz 7 zu beweisen, ist es daher nur notwendig den Fall zu
betrachten, wo K, , zwischen Ky, und Ky, liegt.

Zuerst wird vorausgesetzt, daB s, einer binomischen Kongruenz geniigt,
und es soll gezeigt werden, daB dann auch z;,, einer binomischen Kon-
gruenz geniigen muB.

Nimmt man nimlich an, =z, ,, geniige der trinomischen Kongruenz (33),
so wendet man auf 7, , die Substitution S; in G;_, an und erhilt eine
neue Primzahl ],y = §;_; :7;,1. Da nun die Gruppe G;;; ein Normal-
teiler von @;_; ist, gehdrt auch mfy, zur Gruppe G;,, und ist also eine
Zahl in Kji;. Die Primzahl #{,; geniigt aber offenbar einer Kongruenz

1 fo. ’ a
(34:) x? — ;;;—;15?*-1,15 Cintlgplin Wiﬂ: =0 (mﬁd? )
in K;, wobei
(35) 7 =7+ waf” (mod PLHY)

19%
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eine der Zahlen in (31) ist, und B; geht aus B; hervor, wenn man =;
durch 7z ersetzt.

Unter Anwendung der Resultate in A, Kap.2, §3 kann man aber
zeigen, dafl die Kongruenz (34) in K, , nicht losbar sein kann. Wird
zunéchst nach (35)

mi=a;y;=n;(1+ Anf"""), A==0(modP,)
gesetzt, so erhilt die Kongruenz (34) die Form

(36) x? . %I bisy 7,;314,.1‘*‘1 nfz-n'{'l T2+1 mﬂq{ = O (mOd P )
wo .
(37) Bi' = Bi + Anf""* (mod P{”).

-1

Nun ist es aber immer mdoglich, eine Zahl y, =1+ B={*"" in K, so zu

bestimmen, daB
%pmﬁl. y{pﬂiu =1 (mod Pf),

und wenn man daher (36) mit p{? multipliziert und z an der Stelle von
yix schreibt, so folgt, daB auch die Kongruenz

(38) xp - 1 .tbi+1”fz+1+1x7'z+x ”’ O (mOdP )

Tita
gleichzeitig mit (34) in K, , losbar sein muB. Dabei ist also nach (37)
(39) Bi" = B yi? = B+ Aai”" (mod P{?).

Wendet man aber auf (38) den Satz 4 in A, Kap.2 an, so folgt sofort
nach (89), daB, wenn die Kongruenz (38) in K, , loshar sein soll, die
Bedingung

(40) #,— 147, =0 (modp)

erfiillt sein muB. Wenn aber n; einer binomischen Kongruenz geniigt, so
ist o;=0 (modp), und folglich nach Satz 5 u,=1(modp), so daB
nach (40) auch r,, , durch p teilbar wire, was offenbar nicht mdoglich
ist. Es ist daher bewiesen, daB, wenn z; einer binomischen Kongruenz
geniigt, die Kongruenz fiir z;,, und da.her fiir alle folgenden Primzahlen
binomisch ist.

Es bleibt folglich nur iibrig zu zeigen, daB, wenn =, einer trinomischen
Kongruenz geniigt, dann #; , keiner binomischen Kongruenz geniigen kann.
Um dies zu leisten, wendet man auf =, , die Substitution 8; an, und
wenn ;. , einer binomischen Kongruenz (32) gentigte, wiirde #/,1=8;:7;, ,
der Kongruenz

(41) 2? — ] B{ =0 (mod P*)
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geniigen, wo die Bezeichnung die frithere ist. Die Kongruenz (41) kann
dann weiter in der Form

(42) 2? — 7 B’ = 0 (mod P%)
geschrieben werden, wo wie frither
(48) Bi' = i+ Anl"™" (mod P{).

Wenn aber die Kongruenz (42) in K, , losbar sein soll, muf nach
Satz 2, A, Kap. 2 die Zahl
8’

— =1+ Aa{*"" (mod P{*)

eine p-te Potenz (mod P;') sein, und dies ist weiter, wie leicht aus (28)
folgt, nur dann moglich, wenn u,—1 durch p teilbar ist. Nach Satz 5
folgt aber daraus weiter, daf g, durch p teilbar ist, was nicht méglich
sein kann, wenn z; einer trinomischen Kongruenz geniigt.

Die Normalkongruenzen sind also alle entweder binomisch oder tri-
nomisch, und es bleibt nur zu zeigen, daB im trinomischen Falle der Ex-
ponent r, eine von 7 unabhingige Konstante ist. Es geniigt offenbar zu
zeigen, dal r,=r, , (mod p).

Dies folgt aber sehr einfach nach der eben angewandten Methode.
Man wendet im trinomischen Falle auf z; , die Substitution S; an, und
die so erhaltene Primzahl n/.,; wird einer Kongruenz (34) geniigen. Wird
weiter die Bedingung fiir die Losbarkeit dieser Kongruenz in K, , gesucht,
erhilt man die Relation (40). Nach Satz 5 ist aber u, —1 = — r; (mod p),
und daraus folgt in der Tat r,=r,,, (modp), wie bewiesen werden sollte.

Wenn man Satz 7 .mit den Sitzen 5 und 2 kombiniert, erhilt man
sofort den weiteren interessanten Satz iiber die Verzweigungen:

Satz 8. Im binomischen Falle ist

(44) ;ulE‘u%E...E‘ukE].(mOdp),
wihrend im trinomischen Falle
Q(45) luls,uga...zlukal'—r<modp).

Dieser Satz enthilt speziell das Resultat von Speiser®), da8 alle Ver-
zweigungen einander (mod p) kongruent sein miissen.

Zuletzt sei auch noch erwihnt, da8 man aus (15) und (16) noch die
weitere Relation .
(46) G,=¢C=...=¢=—r(modp—1)
erhilt.

%) Speiser, Satz 4, S. 183, .
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Kapitel 2.
Der binomische Fall.

§1.

Bestimmung der Verzweigungen.

Der binomische Fall soll nun eingehend studiert werden, und wie man
sehen wird, sind hier die Verhiltnisse besonders einfach und iibersichtlich.

Aus A, Kap. 2, Satz 5 folgt schon, daB, wenn der binomische Fall
eintreten soll, der Regularkérper K, die p-te Einheitswurzel (mod P“) ent-
halten muf8. Wenn aber die Primzahl #, in K, durch die binomische
Normalkongruenz (vgl. A, Kap. 1, Satz 6)
(1) x4 1%p =0 (mod P%)
definiert ist, so muf, als notwendige und hinreichende Bedingung, daB K,
eine p-te Einheitswurzel (mod P*) enthilt,

e, =0,=0(mod p—1)

sein.

Weiter folgt aus Satz 2, daB fiir den 7-ten Irregularkérper
(2) 0, =eyp’ (¢=1,2,...,9)
i1st, und da diese alle verschieden sind, folgt nach Satz 5, dafl die Reihe

der Verzweigungskorper mit der Reihe der Irregularkorper zusammenfillt,
indem allgemein

KizKVi“ (1:.:1,2,...,8).
Nach Satz 5 folgt weiter aus (2), daB die Verzweigung u, durch
Hi=;‘f'+1 . (i=1,2,...,5)

bestimmt ist.

Satz 9. Im binomischen Falle erhilt man den Galoisschen Kérper K
aus dem Regularkirper K, durch eine Rethe von s Verzweigungskorpern
von den sukzessiven Relativgraden p. Die Verzweigung p,; hat allgemein
den Wert

(3) /1,,=§'_—_’—’—i~—{—1 (6=1,2,...,5),
und die Konstanien des Regularkorpers miissen der Bedingung

(4) eo=0,=0 (mod p —1) ’

geniigen.

Zuletzt sei bemerkt, daB in diesem Falle natiirlich alle Zahlen s; in
(2), Kap. 1 den gemeinsamen Wert 1 haben, und dann zeigt der Satz 3,
Kap. 1, daB die Differente des Galoisschen Kéorpers durch P4 teilbar ist, wo

4= (s+1)e—1.
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§2
Siitze iiber die Verzweigungsgruppen.

Zuerst soll nun bewiesen werden:

Satz 10. Im binomischen Falle ist die Verzweigqungsgruppe zyklisch.

Dieser Satz wird unter Anwendung einer Methode von Herrn Fueter?)
einfach in der folgenden Weise bewiesen:

Im allgemeinen Falle, wo also das System der Normalkongruenzen
beliebig binomisch oder trinomisch sein darf, sei ¥V eine Substitution der
¢-ten Verzweigungsgruppe, folglich

Via=a+a*d (a), A (x)=a,+an-+t..
Durch Wiederholung folgt sofort

Viig=n-+2a"4 (a) + 2" 4,(n), A(n)=mas+...,

Viia=a+382"A4,(n)+ 32" 4, (a) + 2*" " 4,(x),

. . Ay ()= (2 —1)ag + ...,
und daher im allgemeinen
(8) Vria—at(])a 4@+ (5) 2" Ay (@) + oo 2?4, (),
wo
(6) A, (a)=agpw(2m;—1)...(p—Dpy—p+2)+....

Nach der Ungleichung (28), Kap. 1 wird nun das letzte Glied in (5)
fiir die Verzweigungsgruppe bestimmend, in der V;? liegt.

Nimmt man nun zuerst den binomischen Fall an, so geniigt u; nach
(3) der Bedingung
(7 pu;—p+1=p,,,,
und da in diesem Falle y;=1 (mod p), wird A4, (=) nicht durch P teil-
bar, so daB V=7V, , eine Substitution der (7 1)-ten, aber keiner
hoheren Verzweigungsgruppe wird; der Satz 10 ist dadurch bewiesen.

Im trinomischen Falle ist u; ==1 (mod p) und A4, (=) ist folglich

durch P teilbar; V7 gehort daher zu einer Verzwelgungsgruppe Gy, j>1,
wofiir

> p (i —1) +1
Da aber nach Satz 8 z;= —r 41 (med p) sein muB, erhilt man den

folgenden Satz, der zuerst von Speiser®) in einer etwas anderen Form
abgeleitet worden ist:

?) K. Fueter, Ein Satz iber Tteration von Potenzreihen und seine zahlentheo-
retische Anwendung, Vierteljahrsschrift &. Naturforschenden Ges. Zirich 1937 S 67—72.
) Speiser, Satz 5, S. 184.
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Satz 11. Eine Substitution VI gehort im trinomischen Falle zu
esner Verzwesqungsgruppe Gy, fir die

(8) pi=pu—r+1

§3.
Eindeutigkeit der Normalkongruenzen.

Ehe wir zu einer weiteren Untersuchung der Gruppen im binomischen
Falle iibergehen, sollen ein paar wichtige Hilfssdtze iiber die binomischen
Normalkongruenzen bewiesen werden.

Es sei
(9) z? — 7, ;= 0 (mod P%)
die definierende Kongruenz fiir den (¢ 4 1)-ten Irregularkérper K, ,. Die
Zahl B, hat nach Satz 2 die Form
(10) Bi=1+410m ... fo¥a],
e;p_i:l ist. Es kann nun gezeigt werden, daB die Primzahl n,
in K;,, sogar so gewdhlt werden kann, daf in (10) keine Glieder 2% z]
vorkommen, wo der Exponent j durch p teilbar ist.

Wenn niamlich

(11) 747 77, p<vy=

WO ¥ =

ey pi+1
p—1
das erste Glied dieser Art in (10) ist, kann man
1= 11 (14 wai)

setzen, und erhdlt fiir »/,, die Kongruenz

x? — m; f; = 0 (mod P%),
wo B den Wert
(12)  fi=B(+on)’ =+ pio’ 2" +...+ phoni+...
hat. Nach der Ungleichung (11) sind aber in (12) alle durch p teilbaren
Glieder durch hohere Potenzen von P als die Zahl #;” teilbar, so daf man
fiir §; die Kongruenz

Bi = i+ w” " (mod P{")

erhilt, Man braucht daher nur w so zu bestimmen, da8

®? 4 7% = 0 (mod P;)
ist, was offenbar immer méglich ist. In dieser Weise kann man nach und
nach alle Glieder (11) in (10) wegschaffen, indem diejenigen Glieder in g;,
welche hohere Potenzen als =] enthalten, nach A, Kap, 2, §2 fiir die Los-
barkeit der Kongruenz keine Rolle spielen. Das letzte Glied in (10) ge-
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hort auch zu den Ausnahmegliedern (11), aber es ist im allgemeinen nicht
moglich dieses Glied wegzubringen.

Wenn B, die Form hat, wo alle Glieder (11) fehlen, soll dies eine
reduzierte Darstellung fiir g, heifen. Die Bedeutung der reduzierten Dar-
stellung geht aus dem folgenden Satze hervor:

Satz 12. Es seien
(13) x? — 7, ;= 0, x? — ;i = 0 (mod P*)

zwes Normalkongruenzen, welche beide K, , definieren, und worin sowohl
Bi als Bi reduziert sind. Dann st

(14) Bi = Bi (mod PY)
und wester mup es eine Zahl o geben, so daf
(15) 1% =1" 4 0? — 07”* (mod P,).

Der Satz sagt kurz, daB die reduzierte Darstellung von
vom letzten Gliede, eine eindeutige ist.

Der Beweis ist einfach, Wenn die Kongruenzen (18) gleichzeitig in
K;_, losbar sind, gibt es nach A, Kap. 2, Satz 2 eine solche Zahl y; in K, da8

1

abgesehen

12

(16) Bi = y¥ B; (mod P*),
wo man natiitlich y; in der Form
(17) y; =1+ A=;, A==0 (mod P,)

schreiben kann. Tiir den Beweis des Satzes 12 ist offenbar nur der Fall
von Interesse, daf o < e"p ; ist. Wenn o< “p ist, erhdlt man aus (16)

(18) Bi=B:+ ﬁzAp o +ﬂsznz +... (mod P} )-

Hier sind die durch p teilbaren Glieder durch héhere Potenzen von P;

als 7;? teilbar und folglich kann B; in diesem Falle nicht reduziert sein.
Man hat daher in (17) ¢ = ;”’ , und in diesem Falle ist nach (18)

die Bedingung (14) erfiillt. Aus (18) erhilt man dann aber weiter
et

=t 1+ A% n] + pAnF‘_l (mod P,;'“),
und wenn man hier den Wert von p aus (1) einsetzt, schlieBt man weiter
1% = 1% 4 47 — 47™% (mod P,),
wie bewiesen werden sollte.
Man beweist auch leicht die Umkehrung des Satzes 12, da8, wenn

(14) und (15) erfiillt sind, die Kongmenzen (13) gleichzeitig in K, , 16s-
bar sein miissen.
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Man kann in (15) voraussetzen, daB w = @ (v) eine Zahl im Trig-
heitskorper ist. Alle Zahlen
®? — wr~% (mod p)
in Kp bilden einen Modul
M= (p, w? — w1~%)
und man hat daher nach (15)
% =1 (mod M).
Es folgt leicht, daf alle Zahlen im Trigheitskorper (mod M) in p Klassen
von p’~* Zahlen zerfallen. Denn eine Kongruenz

o

of —ort™ =0’ — wr™® (mod p)

kann nur dann bestehen, wenn
(0, — ©)? = (0, — @)z ™* (mod p),

woraus man sofort
&

: wl:_;a)—}—ktz':i (mod p) (k=0,1,2,..,p—1)
erhalt.

§ 4.

Reduktion der Normalkongruenzen.

Zuletzt soll noch gezeigt werden, wie man durch den Satz 12 eine
noch weitere Reduktion der Normalkongruenzen erreichen kann.
Als Beispiel soll zuerst die erste Normalkongruenz

(19) z? — o7y =0 (mod P%),

welche den ersten Irregularkérper definiert, studiert werden. Wie frisher
kann man annehmen, da8 g, in reduzierter Darstellung gegeben ist:

6P P
(20) o=1-t1%myd ..tz P gL
worin, vom letzten Gliede abgesehen, keine Exponenten von =, durch p
teilbar sind.

Wendet man nun auf die Wurzel =, der Kongruenz (19) eine Sub-
stitution 7' der Tragheitsgruppe an, so geht =, in eine Wurzel x{ der
Kongruenz

r—
(21) L& — Bimyt™ =0 (modP?), by —2; !
iiber, weo also nach (20)
(22) ﬂ(')::l+za’+b°n0—§-za‘+2b°n§—{—... .
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%
Die Zabl 7,77 geniigt aber nach (21) der Kongruenz

(23) x? — By = 0 (mod P*),

und diese Kongruenz muB gleichzeitig mit (19) in K, losbar sein. Da
aber nach (22) auch f; in reduzierter Form ist, so muf8 p;, abgesehen
vom letzten Gliede, mit B, identisch sein, und man hat daher fiir alle ¢

a;=a;+ b, (medp” — 1),
d. h. ¢ ist durch e, teilbar, und g, hat die einfache Form

&P

(24) Bo=1+1"nl+1%al*.
Ubt man weiter auf 7, die Substitution Z aus der Zerlegungsgruppe aus,
so geht 7, in ;7 iiber, und man erhilt daraus sofort .

a, =pa,+el, (modpf —1),

und wenn man hier den Wert %,= ﬂ%{—l—) einsetzt, kommt ohne
Schwierigkeit

4 = k=% (mod p),
wo k, eine rationale, nicht durch p teilbare Zahl ist. Naech (24) und (1)

erhilt daher g, die noch einfachere Form
2y 4

(25) Bo—1+kyp+7"al .

Im allgemeinen wird aber auch wegen der Bedingung (15) das letate
Glhed in (25) verschwinden. Durch die Substitution 7 geht ndmlich
dieses Glied in

az+ib°;0_?1 ;o‘?l
T 7,
iiber, und hier ist
. oD . pl—1
@, +1iby Ay t+ip
-1 p—1 __ a,
T =z = k;2" (mod p),

wo die rationale Zahl %, alle Werte 1,2,...,p —1 annehmen kann. Da
nun nach Satz 12 immer eine Kongruenz
k‘,za“ =1+~ 1% (modp)

bestehen muB, so folgt, wenn man p > 2 voraussetzt und daher k=2
wihlen kann,
"=’ — 7% (mod p),

d. h. ™ gehért (modp, w” — v ®w) zur selben Klasse wie die Zahl 0,
und nach §8 kann man damn die Zahl z, so wihlen, da das letate
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Glied in B, (25) nicht vorkommt. Im Falle p =2 kann man nach (25)
By=1- 2k, + 4w, schreiben, und wie friither zeigt man, daf die p’ mog-
lichen @, in zwei Klassen (mod 2, w? — ) zerfallen. Wenn f nicht
durch 2 teilbar ist, gehoren die Zahlen 0 und 1" zu verschiedenen Klassen,
indem eine Kongruenz
®?— w =1 (modp)

nicht Iésbar sein kann. Man kann daher in diesem Falle w,=0 oder
w, =1 annehmen. Wenn f gerade ist, wird man aber nicht immer das
letzte Glied als rational annehmen konnen.

Satz 13. Im binomischen Falle kann man die Primzahl 7, des
ersten Irregularkorpers so wdhlen, daff die Konstante B, durch

(26) Bo=1+k,p

gegeben ist. Eine Ausnahme bildet nur der Fall, wo p =2 und f gerade
1st; tn diesem Falle hat man auch die Moglichkeit

(27) Bo=1- 2k, + 47k

Im Falle p >2 (und wir beschrinken uns vorldufig nur auf diesen
Fall) wird §, durch die Substitutionen 7' und Z nicht geindert, und man
kann daher diese Substitutionen so wihlen, daf

bo 4
Tin,=1"n, Z:n,=1"a (modP).
Man kann nun durch Induktion fiir eine beliebige Normalkongruenz den
folgenden Satz beweisen:

Satz 14. Die Konstante §; der (¢-+1)-ten Normalkongruenz hat
fir p > 2 die Form

Bi=1+k A, + k47 +...,
(28) a

-,
Ai=1 z m°,

wo alle Koeffizienten k rattonal sind; speziell fehli das leizte Qlied,

Comitl
welches die Potenz m;*™'  enthalten sollte. Weiter ist
b 2o
(29) Pimy=7""""m,, Zimy,= "WH”H-J (mod P%).

Zunichst sei
(30) Bi=1+ %z}
die reduzierte Darstellung der Konstanten der (¢ -+ 1)-ten Normalkongruenz
(81) - 2% — .7, = 0 (mod P},



Arithmetische Theorie der Galoisschen Korper. 301

Nimmt man nun den Satz 14 fiir alle vorangehenden Normalkon-
gruenzen als bewiesen an, so folgt wie im Beweise des Satzes 13, wenn
man auf (31) die Substitutionen 7' und Z anwendet, daB B; in (30) die
Form (28) haben muB, wenn man vom letzten Gliede absieht. Durch
denselben Kunstgriff, wodurch das letzte Glied in B, weggebracht wurde,
zeigt man aber, daB auch in B, dieses Glied bei einer passenden Wahl
von m;,, zum Fehlen gebracht werden kann. Dann bleibt aber §; durch Z
und 7' ungeindert, ‘und es folgt sofort, daB diese Substitutionen so be-
stimmt werden konnen, daf die Kongruenzen (29) bestehen. Der Satz 14
ist dadurch vollstindig bewiesen.

Zuletzt sei noch erwihnt, daB man eine noch grofiere Reduktion der
Koeffizienten g, der Normalkongruenzen (31) erhilt, wenn man noch die
Bedingung ausniitzt, daB diese Kongruenzen auch dann losbar sein miissen,
wenn man auf 7, f; eine Substitution V;, j <4, einer der vorausgehenden
Verzweigungsgruppen ausiibt.

Aus diesen Betrachtungen erhidlt man den folgenden Satz, den ich
ohne Beweis mitteile:

" Satz 15. Man kann smmer die Konstante B; der (¢ 4-1)-ten Normal-
kongruenz fir p > 2 auj die Form
—1— I)A?"‘+p(tA+lA +..,

5, L
(32) (7t “

A—1 g
reduzieren, wo alle Koeffizienten 1 rational sind.
Aus (32) erhilt man z B. speziell fiir die Konstante der zweiten
Normalkongruenz
1 ~22(p-1)

Lo
ﬂ1=1—m1 » ﬂ;ow_1)+kp'l: pﬂ:o,

wo k -eine beliebige rationale Zahl ist.

Wie man sieht, gibt der Satz (382) eine erhebliche Reduktion der
Konstanten ;. Die Form (32) reprisentiert aber im allgemeinen nicht
die moglichst groBe Vereinfachung, und es ist wirklich méglich, eine ab-
solut einfachste Normalform anzugeben. Es wird aber hier zu weit fiihren,
diese Resultate abzuleiten. Sie sind aber, wie ich spiter erwihne, fiir die
Bestimmung der Trigheitsgruppe in speziellen Fillen von Wichtigkeit.

§ 5.
Bestimmung der Trigheits- und Zerlegnngsgrappe.

Nach diesen Vorbereitungen ist es im binomischen Falle moglich die
vollstindige Struktur der Zerlegungs- und Trigheitsgruppe anzugeben.
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Da nach Satz 10 die Verzweigungsgruppe im binomischen Falle zyklisch
ist, kann man eine solche Substitution V bestimmen, da8
G,=V* (k=0,1,...,p°—1).
Weiter ist aber nach (29) fiir i =s5—1
X 2
(33) Tin=1""n, Zin=+? n(modP)
und daraus folgt ohne Schwierigkeiten
=1, Z'=T% Z 'TZ=T".
Da @G, ein Normalteiler von G, und G, ist, so wird
(34) Z'VZ=v> T'VT=V"

und unsere Aufgabe ist vollstindig gelost, wenn die Konstanten 7, und z,
(mod p°) bestimmt sind.

Man kann zunichst die Eigenschaften von z, und z, (mod p) ableiten.
Wenn némlich

2 &p
Vigg=m, 1 2 it ..,

erhdlt man wie in (10), Kap. 1

_% +?',.:_1 e°p+
T*VT:im =mn, 4z P71 27l ge-1 L |

Hier ist aber

»'-1
d, = 7?71 (mod p)
eine rationale Zahl, und da z eine primitive Wurzel der Kongruenz
2”1 1=0 (mod p«)

ist, so folgt, daB 7, = d, (modp) eine primitive Wurzel der Kongruenz
2P t=1 (mod p)ist, d. h. ¢, gehort zum Exponenten p — 1 (mod p). Man
sieht auch leicht, dal durch eine passende Wahl von 7' die Zahl #, eine
beliebige der ¢ (p—1) zu p—1 (mod p) gehérenden Zahlen sein kann.

Aus (11), Kap. 1 erhilt man in derselben Weise z, = 1 (mod p).

Um aber die Konstante 7, vollstindig zu bestimmen, bemerkt man,
daB nach (34)

(35) Rl 4 Eal N A
Wenn nun
(36) a'=Vien=a-| Svan

gesetzt wird, erhilt man einfach nach (33)
at =) (-2

=T "V g =t I ”,
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und folglich ist
(37) n'——~zz”=2'z“"a“(1-—~

(]

1) (1 22
Lo 1),,:)‘

&7
Diese Differenz muBl aber natiirlich genau dureh Pr-1 ™ teilbar sein,
wo j eine der Zahlen 1, 2, ..., s bezeichnet. Wird aber in (37) »,= ;“_1_”1 +1
gesetzt, so verschwindet der entsprechende Koeffizient in dieser Summe,
und man hat folglich n’ ==n"”. Nach (35) ist daher

TNy =7
und 7, muB eine primitive Wurzel der Kongruenz
127 =1 (mod p°)

sein. Die Trigheitsgruppe ist dadurch vollstindig bestimmt.
Satz 16. Im binomischen Falle hat die Trdgheitsgruppe die Form

Gr=T'V! (:=0,1,...,,—1; §=0,1,...,p%),

<

T*=V""=1, T'VI=V",
und 1, ist esne primative Wurzel der Kongruenz
87— 1=10 (mod p*).

Dieser Satz ist nur fiir p > 2 bewiesen; durch einige einfache Uber-
tragungen auf den Fall p =2 zeigt man aber, dal der Satz auch fiir
diese Primzahl richtig bleibt.

Aus Batz 13 folgt nimlich, daB , durch die Substitution 7' nicht ge-

indert wird, wihrend x, in 7, v% iibergeht. Man kann daher 7' so wihlen,
)

daB T:m, =12z, und durch Induktion beweist man wie in (28), daB

2+l
Bi= o afe o teial

wo, abgesehen vom letzten Gliede, nur ungerade Exponenten vorkommen.
$; wird also auch durch 7' nicht geindert, und man erhilt in dieser Weise

bei einer passenden Wahl von 7'
bo

T:n =12z (mod P*),

woraus wie frither die Richtigkeit des Satzes 16 fiir p =2 folgt. Es sei
nebenbei bemerkt, daB die Trigheitsgruppe im Falle p =2 Abelsch wird,
und zwar zyklisch, indem die Exponenten ¢, und p* relativ prim sind.
Dies ist der einzige Fall, wo die Trigheitsgruppe bei binomischen Kon-
gruenzen Abelsch werden kann,
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Zuletzt soll noch die vollstindige Zerlegungsgruppe bestimmt werden,
und man braucht dafiir nur die Konstante z, in (84) abzuleiten. Nach
(84) folgt aber

z7'vag =v*
oder da Z' = T™, folgt aus Satz 16

Ty =7" =7,

indem @, nach Satz 9 durch p—1 teilbar ist. Man hat also

2{=1 (mod p*).
Da aber z,=1 (mod p), zeigt man leicht, wenn f nicht durch p teilbar
ist, daB 2, =1 (mod p?) sein muB. Wenn aber f genau durch p% teilbar
ist, kann man nur z, =1 (mod ps-%) schlieBen.

Satz 17. Im binomischen Falle p > 2 hat die volle Zerlegungsgruppe

die Form
(h=0,1,...,f—1; ¢=0,1,...,¢,—1)

Gz =2"T'V
(j=0’ 1)"'7ps_1)7

wo

Z=1% Te=V*=1, Z'T7Z—=17"
und
(38) Z7'VZ=Vv>  TT'VT=7V",

wo 1, eine beliebige primitive Wurzel der Kongruenz 3~ '—1=0 (mod p?)
bezeichnet, und z,=1 (mod p*~%), wenn f genau durch p® teilbar ist.
Wenn f nicht durch p teilbar ist, kann man in (38) einfach z,—1 setzen.

Es sei auch erwihnt, daB man wirklich Beispiele angeben kann,
Wo 2, in (88) nicht gleich 1 ist. Die vollstindige Bestimmung von 2z,
héngt mit der am Ende des § 4 erwihnten groStmoglichen Reduktion
der Konstanten f; zusammen, und ich werde bei einer spiteren Gelegen-
heit auf die Losung dieses Problems zuriickkommen.

Ebenso wird es hier zu weit fithren, noch den Erginzungssatz zu
Satz 17 fiir p — 2 ausfiihrlich zu beweisen. Es soll nur angegeben werden,
daB, wenn in diesem Falle f ungerade ist, die Zerlegungsgruppe genau die
Form des Satzes 17 hat, wobei in (88) z, =1¢,=1 ist.

(Eingegangen am 21. 12. 1928.)



