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Uber die Existenz von Reprisentantenbereichen in der
Theorie der Abbildung durch Paare von Funktionen
zweier komplexen Verinderlichen.

Von
Stefan Bergmann in Berlin.

In Analogie zu dem Abbildungssatz der Theorie der Funktionen einer
komplexen Verénderlichen hat Poincaré das folgende Problem?) gestellt:
Es sind zwei einfach zusammenhingende Bereiche % und B™ des P,?)
gegeben; es ist zu entscheiden, ob es ein Funktionenpaar

(1) X*X, %), Z%X, 2

von zwei komplexen Verinderlichen gibt, das B auf B abbildet®). Poincaré
zeigte, da eine solche Abbildung nicht stets méglich ist. Reinhardt*) hat
nachher mit ganz anderen Mitteln bewiesen, dal im allgemeinen eine Ab-
bildung von zwei Kreisbereichen aufeinander nicht méglich ist ®).

Unter der Voraussetzung, daB die Abbildung von B auf B* méglich
ist, wurde in der Arbeit: ,Uber unendliche Hermitesche Formen, die zu
einem Bereiche gehoren, nebst Anwendungen auf Fragen der Abbildung
durch Funktionen von zwei komplexen Veranderlichen“ ¢) folgendes gezeigt:
Man kann die Koeffizienten der Funktionenelemente des Abbildungspaares

1) H. Poincaré, Les fonctions analytiques de deux variables et la représentation
conforme, Rendiconti di Circolo Matematico di Palermo 23 (1907).

%) Mit P, werden wir den n-dimensionalen Raum bezeichnen,

3) Darunter versteht man folgendes: Wihrend X,Z alle inneren Punkte von 8
durchlinft, durchliuft X*, Z* alle inneren Punkte von $¥.

%) K. Reinhardt, Uber Abbildungen durch analytische Funktionen zweier Ver-
anderlichen, Math. Annalen 83 (1921), 8.211~255.

%) Weitere wertvolle Beitrige zur Theorie stammen von Behnke, Blaschke,
Carathéodory und Kritikos.

6) Math. Zeitschr. 29 (1929), S.641—677. Wir werden diese Arbeit im folgenden
als Arbeit H zitieren.
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in einfacher Weise durch die Werte (im Koordinatenanfangspunkte) der
Orthogonalfunktionen 2, (X, Z) und ¢ (X*, Z*) und deren Ableitungen
ausdriicken ).  Q,(X, Z) und ¢, (X* Z*) sind die zua B bzw. B*
gehorigen vollstandlgen Systeme von Orthogonalfunktionen®). Dadurch er-
halt man — zumindest im Prmmp — eine Methode, um zu entscheiden,
ob eine Abbildung von B auf B* moglich ist oder nicht.

Ein anderer Weg, ein solches Kriterium zu gewinnen, ist der folgende:
FaBt man die Gesamtheit derjenigen Bereiche, die durch (in bezug auf den
Punkt 0,0) normierte Abbildungen®) auseinander hervorgehen, zu einer
Klasse zusammen, so entsteht das Problem:

1. in einer Klasse einen ausgezeichneten Reprisentantenbereich 9 aus-
zusondern %), und

2. ein Verfahren anzugeben, welches das Abbildungspaar von B auf
9 zu berechnen erlaubt.

Behandelt man zunichst das zweite Problem, so ist diese Frage mit
der Aufgabe identisch, in der Klasse ein normiertes Kovariantenpaar')
v(X, Z), w(X, Z) zu bestimmen '?).

7) Man macht dabei die Voraussetzung, daB der Koordinatenanfangspunkt ein
innerer Punkt von B und B¥ ist.

8) Unter einem zu B gehorigen Orthogonalfunktionensystem versteht main ein
Funktionensystem, das die Orthogonalrelation | vi [fO.X,2) %X, Z)dew =3 (zj; ’;)
befriedigt. Unter [ [ [ [ wird stes ein uneigentliches Integral limes f [ f [ verstanden,

B n->»0 By

wobei B, eine Folge ganz im Innern von 9B gelegener Bereiche, die gegen B kon-
vergieren, ist.
9) Ein Funktionenpaar ¥, W heiflt in bezug auf den Punkt 0,0 normiert, falls

B VX, 2 (X, Z)T
7(0.0)=0, [*‘a‘f"]x_o‘ 1 [‘TZ—LM““’
Z=0 Z=0
B row(x,2)] fOW(X,2)7
wo,0=0, [Tp L=0_0, B L=o~1
Z=0 Z=0

ist.

10) Es darf selbstverstindlich in einer Klasse nur ein Bereich ¥ existieren.

1) Darunter wird folgendes verstanden: Bedeuten B und B** zwei Bereiche
derselben Klasse; X,Z baw. X**, Z** die sich entsprechenden (d.h. bei der Ab-
bildung ineinander iibergehenden) Punkte von B und $**; v (X, Z), w(X, Z) das zu B,

oY (XF*, 2%, w** (X**, 2**) das zu B** gehorige Paar, so soll
) ??(X,Z)’—-‘-’D**(X**,Z**), W(X,Z):—'w**(x**,z**)
sein,
%) Bei (X, Z) und w(X,Z) sind in B nur auBerordentliche singulire Stellen

zugelassen. Die Funktionaldeterminante aa éx Z)) darf nicht identisch verschwinden.
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Der Zweck der vorliegenden Arbeit besteht darin, zu zeigen, daf man
mit Hilfe des vollstindigen Orthogonalfunktionensystems @ (X, Z), das
za B gehort, ein derartiges Kovariantenpaar bestimmen kann; wie im §1
gezeigt wird, bildet

| Z0(X,2)8 Z0(X,2)2x 30X, 2)02

2 Qs §s 2 .Qs ES,X 2 .Qs ﬁs'z |
v’ (X, 2)= —o } 3 Q7 0 3 Qiz Eéx_ 30207 |
2 Q:(X,2)0s
(2) = -7 =<4
| 30X, 2)0 SQ:(X,2)%x 3 0:(X,2)02
g 2 0 Qs >0 E::,X >0 st’Z
i - — —_
w(X, Z)=c L D Qix 0 S Qix !25{ S QixQiz
3 R:(X,7Z) Qs

ein derartiges Kovariantenpaar. Es bedeuten darin:

(3) 2,=2,(0,0), ;XE[ML=O, ;ZE[ML

2

0 X 0Z
Z=0 Z=

{
oo

¢ eine Konstante und
=00
(4) Z=23.
§=1

Um die Moglichkeit einer Abbildung von B auf B* festzustellen
bildet man das zu B bzw. B* gehorige Kovariantenpaar v, w baw. »*, w*.
Durch ein solches wird B auf den Reprisentantenbereich seiner Klasse,
den Bereich %, B* auf A* abgebildet. Eine Abbildung von B auf B*
ist dann und nur dann moglich, wenn N mit A* duberesnstimms.

Im §2 wird auf die Frage der Bildung eines vollstindigen Ortho-
gonalfunktionensystems zu einem Bereiche eingegangen. In der Arbeit:
nZwel Satze iiber Funktionen von zwei komplexen Veréinderlichen“ wurde
mit Hilfe des Auswahlprinzips die Existenz eines vollstindigen Orthogonal-
tunktionensystems zu jedem Bereich B bewiesen. Da es aber wiinschens-
wert erscheint, ein konstruktives Verfahren zur Herstellung von vollstindigen
Systemen anzugeben, wird im §2 fiir eine Reihe von einfach zusammen-
héngenden Bereichen (die mit 3 bezeichnet werden) der Approximations-
satz bewiesen: Man kann jede im abgeschlossenen Bereiche R reguldre
Punktion gleichmdfig in jedem ganz im Innern wvon R gelegenen Teil-
bereiche R’ durch Polynome approximieren®).

Eine ausfithrliche Definition der Bereiche i befindet sich im Text
auf S.443. Aus dem Approximationssatz folgt (genau wie im Falle einer

13) Es ist eine Verallgemeinerung des bekannten Rungeschen Satzes: C. Runge,
Zur Theorie der eindeutigen analytischen Funktionen, Acta Mathematica 6 (1884), S.229.
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komplexen Verinderlichen), daf das durch Orthogonalisierung von
(5) 1,X,7,X%X2,2°,...

erzeugte System in R vollstindig ist.

Bei dieser Gelegenheit benutzen wir eine Integraldarstellung der Funktion
in R. Diese Darstellung erlaubt zu ersehen, daf es gewisse Gebiete R*
gibt, die eine ausgezeichnete zweidimensionale Berandungsfiiche € besitzen:
An keiner Stelle der (dreidimensionalen) Berandung kann der Absolutwert
{f(X, Z)| einer in R* reguliren Funktion groBer sein als das Maximum
von |f(X, Z)| auf €. :

Es 148t sich daraus fiir diese Gebiete ein Analogon des Schwarzschen
Lemma erschlieBen.

§1.

Uber die Reprisentanten von Klassen von Bereichen.

Es 148t sich bekanntlich durch ein normiertes Funktionenpaar nicht
jeder Bereich B auf einen anderen B* abbilden. Die Gesamtheit derjenigen
Bereiche, die durch (in bezug auf einen festen Punkt) normierte Funk-
tionenpaare ineinander iiberfilhrbar sind, fassen wir zu einer Klasse zu-
sammen.

Wie in der Einleitung erwdhnt wurde, besteht unsere Aufgabe darin,
einen ausgezeichneten Reprisentanten in einer Klasse auszusondern und
ein Verfahren anzugeben, zu einem Bereich dasjenige Funktionenpaar zu
finden, welches die Abbildung von 5 auf den Reprisentantenbereich leistet.

Wir beschrinken unsere Untersuchung auf die einfach zusammen-
hingenden*), ganz im Endlichen gelegenen, von endlich vielen reguliren
dreidimensionalen Mannigfaltigkeiten berandeten schlichten Bereiche 8B, die
den Punkt 0,0 im Innern enthalten. Wir fithren gewisse Matrizen ein und
werden uns der iiblichen Symbole des Matrizenkalkiils bedienen.

Es sei
ng (X: Z) st 2’98 (X: Z) Q:X Z‘Q& (X’ Z} SIZ
2,2 2,02 0,0,
W a@z=| TS IHEx o IO
ZQsX«Qs ZQsX-QsX Z'st sZ
30/, 0, 30,;0.x 592/,9/,

14) Unter einem einfach zusammenhingenden Bereich wird hier stets ein zu-
sammenhingender Bereich verstanden, in dem jede ein-, zwei- oder dreidimensionale
geschlossene Mannigfaltigkeit, die ganz in dessen Innerem liegt, sich in dem Beremh
stetig auf einen Punkt zasammenziehen li8t.

Mathematische Annalen. 102. 28 ;
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eine Matrix, worin 2 (X, Z) [s=1,2,8,...] das vollstindige Ortho-
gonalfunktionensystem zu B bedeutet; es gelten ferner die Abkiirzungen
(3) und (4) der Einleitung und die Abkiirzungen

(2) a=a(0,0),
(3) K(X, Z; a, b) =8;V:Qs (X, 2) 2, (a, b).

Die unteren Indizes bei den Matrizen sollen die fehlenden Kolonnen
und Zeilen angeben, wobei die romischen Zahlen sich auf die fehlenden
Kolonnen, die arabischen auf die fehlenden Zeilen beziehen. Nebeneinander
und untereinander stebende deutsche Buchstaben, z B. (a,b); (g i),
bedeuten, dafl die entsprechenden Matrizen formal nebeneinander bzw. unter-
einander sufgeschrieben sind. Der Strich iiber einer GriSe bedeutet den
Ubergang zu der konjugiert Komplexen.

Es gilt nun der

Satz. Die Funkiionen
la, (X,2)] K(0,0;0,0)

(4) ’I)(X’ Z) = K(X,Z; 0,0) ]ail
—_ la,(X,2)} K(0,0;0,0)
w2 = %@ 720,00 Jal

bilden ein normiertes Kovariantenpaar (vgl. FuBnote 1), 8. 431).

Der durch (4) erzeugte Bildbereich von B hat die Eigenschaft, daf
er allein durch die Bereichklasse (zu der B gebort) bestimmi ist.

Diesen Bereich kénnen wir somit als den Reprdsentanten-
bereich der betreffenden Klasse verwenden.

Wir werden diese Reprasentantenbereiche im folgenden mit A be-
zeichnen. (Die Représentantenbereiche brauchen natiirlich im allgemeinen
nicht schlicht zu sein.)

Beweis des Satzes. In der Arbeit H wurde gezeigt, daBl es zu B
eine und nur eine in B reguldre Funktion = (X, Z) gibt, die, an Stelle
von t eingesetzt, dem Integral

(%) J[J]+(X, 2)¢(X, Z) do

einen Minimalwert erteilt, wobei zum Vergleich alle in % reguléren Funk-
tionern mit der Nebenbedingung

(6) £(0,0) =1

herangezogen werden. dw bedeutet dabei das (vierdimensionale) Volumen-
element.
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(X, Z) wurde als die Minimalfunktion bezeichnet. (X, Z) ist be-
kanntlich
K(X,Z;0,0)

u(X, 2)= K(0,0;0,0) "

Wir wollen zeigen, da8 eine andere, dhnliche Variationsaufgabe eine nnd
nur eine Losung besitzt: Es soll eine Funktion 4™ (X, Z) gesucht sein,
die ebenfalls dem Integral (5) den Minimalwert erteilt, wobei jetzt an-
statt (6) die Nebenbedingungen

— 2t(X, Z) _ roe(X,2) .
(7) £(0,0)=0, [ — lm"l’ %53 ]ho__o
Z=0 Z=0
gelten sollen.
Es ist
(8) u(l)(X, Z)=- [B,a(X,Z)[’
lai]

0
wo b die Matrix {‘1’} bedeutet.

0

Den Beweis dieser Behauptung fiihren wir Schritt fiir Schritt dem
entsprechenden Beweis (S.649—657) in der Arbeit H gleich. Wir be-
trachten die folgende (endliche) Extremumaufgabe:

Wir wollen in dem Ausdruck

(9) U,(X, 2)= 3 4,2,(X, 2)

die Konstanten 4 so bestimmen, daf derselbe, an Stelle von ¢ in das

Integral (5) eingesetzt, (5) zu einem Minimum macht, wobei zur Kon-

kurrenz nur Ausdriicke von der Form (9), die die Nebenbedingungen (7)

befriedigen, zugelassen werden. Bezeichnet man mit a® (X, Z) die Matrix (1),

wobei jetzt die Summationen 3, im Gegensatz zum friiheren, Ss,?p bedeuten,
§=1

so ist die Losung dieser Aufgabe uj’ (wie die formale Rechnung zeigt)

6% __|b,aP(X,Z)|
(10) uy (X, Z)-—W

gleich, und der Wert des Minimums 1

0 I’1'() l (p)’
b, alP a
11 o __ 1% ) 1'Hi3
( ) 4 }al(m‘ f“lmf ’

wo b, iiblicherweise die Transponierte zu b, bedeutet,
28*
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Wir wollen nun zeigen:

1. Es existiert
(12) vV (X, Z)—hmes (X, Z).
Die Konvergenz der einzelnen in der Matrix (1) auftretenden Summen
ZQ (X,2)Q,, 2 .Q Qly, .. folgt aus der Endlichkeit und der gleich-
ma.Blgen Konvergenz des Kernes Z].Q a, b)|® (vgl SatzI und II der

Arbeit H). »“(X, Z) stellt in ]edem ganz im Innern von B gelegenen
Teilbereiche %B,, eine regulire Funktion dar.

2. Es gibt keine Funktion 2™(X, Z), die die Nebenbedingungen (7)
|
erfiillt und dem Integral (5) einen kleineren Wert als 4, = limes 1’ = %
P> [Hhat}
erteilt: Denn aus der Vollstindigkeit des Systems 2 (X, Z) folgt, dal
man zu jedem ¢ ein p bestimmen kann, derart, dafl

(13) ffffh‘”(x Z) h™(X, : Z)da)— lffffh“’(X Z)Q(X, Z)do!’<¢

wird. Bezeichnet man mit 45" (X, Z)

14  rP (X, 2) EE?)S (X, Z)f{jffk“’(X, 2)0.X, Z)do,

so ist nach dem Hilfssatz 1 der Arbeit H (8. 649)

[k (X, 2))g_o— (BP(X, 2))z_,= el < l/ ,
Z=0 Z=0 b
on\(X,2) ) R (X, Z)J ,
(1) [ "X "Jx=0"[‘ X g, x lexl < rb’
Z=0 Z=0 @
ahV (X, Z)I [ah‘“ (X, zq
Y4 4
[ 0Z  dzx_, EY/ reo 2z ez | < ey
Z=0 Z=0 ab

Berechnet man den Minimalwert M, von (5), den ein Ausdruck von der
Form (9) unter den Nebenbedingungen

, ot(X, Z)1 , 0t(X, Z ,
(16)  1(X, Z)g:gzs, [~%§ij=0=1 + e, [—(a—z )]x= —¢
Z=0 Z=0
erteilt, so erhilt man
0 & |
(17) u—— e
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wobel ¢ die Matrix
e={¢, 1—{—&&, sé}

81

und ¢’ die dazu Transponierte {1 + ‘E:r} bedeutet. Es ist somit

’
¢z

(18) ﬂf A9 (X, 2)h® (X, Z) deo > — limes

P> i al“”l

Da man &', ¢x, ¢z beliebig klein machen kann, folgt, daB:

(1) fii13

ist, w. z. b. w.
3. Es 1st

’

(20) ffffu“’(X Z)u® (X, Z)dw = — ,:‘;

Denn in jedem (ganz im Innern von B gelegenen) Teilbereiche B, ist bei
geniigend groBem p

s=p iL |12

I
iiu(l)(X’Z)ge }ZQ(X Z) 013]

s=1

i
jés’
i

wo [, die Matrix { Q,, Qlx, .Qs'z} bedeutet, und

P

fﬂ f |u® (X, 2)| dw<ffff 5’9 (X, Z)

2
dw + ¢ (Volumen von B,,) <

axs

"e

s=p |15 ' i
<ffff y.Q (X, 2) “;“’” f dw —+ ¢ (Volumen von B) =
s-—l 1.
(21) —. .
sl 1
7 {] 05 l + & (Volumen von B) < i?ﬁ%— + & (Volumen von 8B) =
§=1 a, !

|0 {i
= —-——%‘—ﬁb—j—s(Volumen von B).
Da man & beliebig klein machen kann, folgt (20),

4. Da das System Q (X, Z) in B vollstindig ist, ist fiix ¥ (X, Z)
die Vollstindigkeitsrelation erfiillt.
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5. Es soll nunmehr der Eindeutigkeitsbeweis der Ldsung der
Variationsaufgabe gefiihrt werden. Sei G (X, Z) eine Funktion, die den
Nebenbedingungen (7) geniigt und fiir die

r
(22) ﬂf ¢(X,2)6(X,2) dw ‘]‘jl?*
ist. Wir werden zeigen, daf
(23) 6(x, z)= — 120 & A0
sein mufl. Wir fiihren noch die folgenden Abkiirzungen ein:
- D(X,2)={30r(X,2)0,, 3% X2z, I (X, 22},
b=5(0,0), &r(X,2)= "’—Q—g‘»@ i =[00 (X, 2)],_,
Z=0
X=23.
s=1

Da Q(X, Z) in B vollstindig ist, folgt, daB man zu jedem ¢ ein p derart
finden kann, daf§

(25) JIff6(x. 2)8X 2 dw - Yo, "<,
=J[J16X 2)2,X 2)do.

Betrachten wir nun die Funktion

(26) 6,~ 39,2,(X.2).

Nach dem Hilfssatz I der Arbeit H folgt, daB @&, die Nebenbedingungen (16)
erfilllt. Man kann ferner die zweite Ableitung von @, im Koordinaten-
anfangspunkte in der Form

N b(@)
s=p
o7 (a G, (X, Z]:! _ Y [aZ.QS(X,Z):l _ e/ a R@O)—N R(zo)
( ) 2 X" X=0 s-z-{ %o 2X* X=0 x“(p)‘ + +
Z=0 Z=0

darstellen. Wir wollen zeigen, daB
(28) limes B> = 0

P>
ist. Um dies einzusehen, betrachten wir das Minimum des Integrals (5),
wobei an Stelle von ¢ ein Ausdruck von der Form (9) zu nehmen ist, der

sowohl die Nebenbedingungen (16) wie auch die Bedingung

§=p
{a“’ ( 3 A4, 0,(X, Z>>
§=1
X2

(29) } =N, + ;>
X=0

=0

N
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erfiillen soll. Wie eine formale Rechnung zeigt, hat dieses Minimum den Wert

f

S

0 ¢
o a® @

|~

8=p

N, 3% 30l 0l

2
3 — 8@ 4 |REO® g,
(30) aip) == + | B0 ] 8¢
® ‘Sor
b 20 ngsp4

s=1

Da G, (X, Z) eine zulissige Konkurrenzfunktion ist, gilt:

$=Dp 2
(31) 1912 80+ | RO 5.
Geht nun p gegen oo, so ist (wie eine formale Rechnung zeigt)
0 by 10 5]
)
(32) limes 8 — — limes 12 8L _ [h &
P> p>o a”] lay,

\? konvergiert gegen eine positive, von 0 verschiedene Zahl: Suchen wir
namlich das Minimum von (5) bei den Nebenbedingungen

(33) 1(0,0)=0, [ﬂ%’%@}ko: 0, [at(fz,z)}x-o | [Puns) ta(;z)]

Z=0 Z=0

Il ll

so erhalten wir limes 8" als den Wert des offenbar positiven Minimums.
P>

(Nach dem Hilfssatz I der Arbeit H muB nimlich limes 85 >

P> 700
WO o, den Abstand des Punktes 0,0 von der Berandung bedeutet.) Da
nach (22) und (25)

5 sein,

0 by]
f
hmesZ]gs b‘ 4l
P> s=1 als
und limes Si” groBer als 0 ist, so folgt aus (30) und (32), daB
P>
(28) limes B =0

. P>
ist, w.z. b. w.

Genau auf dieselbe Weise 1i8t sich fiir jedes v, u zeigen, daB

. @, (X, Z) ot 115,a?(X, 2)]
34 h A At R ] —_ s
( ) pﬁu:f[ oX%aZ* Lé:g p—)fos [3X"BZ'“ ( }a{mi )]éag
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wird. Nach dem Satz II der Arbeit H und Punkt 1 dieses Beweises
konvergieren in der Umgebung des Punktes 0, 0

(35) 370,2,(X,Z) gegen G (X, 2)
s=1
- 5,07 (X, 2) b,a(X,2)!
(36) — «———————} oY gegen — ~————————-i " .

Nach (34) konvergieren ferner in der Umgebung des Punktes 0,0 alle
Ableitungen von 82=pgg 2 (X, Z) gegen die entsprechenden Ableitungen von
$=1

__5,eP(X, 2)]
raf” '

Da vV (X, Z) und G(X,Z) in der Umgebung des Punktes 0, 0 reguliir
analytisch sind, folgt daraus (23), w.z.b.w.

Auf gleichem Wege wie die Existenz und die Eindeutigkeit der Lo-
sung % (X, Z) bewiesen wurde, 1iBt sich zeigen, da auch die folgende
Variationsaufgabe eine und nur eine Losung besitzt: Es ist diejenige
Funktion gesucht, die (5) den Minimalwert erteilt, wobei als Nebenbe-
dingungen die Relationen

. _ 6t (X, 2) _ 3¢ (X, Z) .
(37)  t(0,0)=0, [FELE] o, [ —1
Z=0 Z=0
zu nehmen sind. Die Losung dieser zweiten Aufgabe sei mit «® (X, Z)
bezeichnet.

Wir gehen nunmehr zu dem zweiten Schritt des Beweises iiber: Seien B
und B* zwei Bereiche des X Z- bzw. X*Z*-Raumes, die zu derselben Klasse
gehdren, d. h. es gebe ein normiertes Funktionenpaar X* (X, Z), Z* (X, Z)
das B auf B* abbildet.

Verpflanzt man die Minimalfunktion % (X, Z) in den X*Z* Raum
und multipliziert man mit der Funktionaldeterminante (d. h. bildet man
u[X(X* 2*), Z(X* Z%)] ;(’g-——’éz%)), so ist dieser Ausdruck der Minimal-
funktion u*(X*, Z*) von B* gleich. Denn:

1. Das Funktionselement um den Koordinatenanfangspunkt von

* 7%, * piyq 0(X, Z)
u[X(X* 2°), 2(X°2") S
= (1+~“10X*+“01Z*+-“) (A4 By X + o Z*+...)
=144, X*+A4,2%+...

hat an der Stelle X=0, Z=0 den Wert 1.
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2. Die Funktion u[X (X* 2*), Z(X*, Z*ﬂa?g“"’%

tegral [[[[[¢(X* 2*)°dw,,.,. den Minimalwert 1* =1 '5). Denn es ist:
%‘
(X, 2)

(38) JLIS|uix (X 2%, 2K 2% 220 ooy, o= J[[] 10X D) oy,

Nach dem Satz ITT der Arbeit H gibt es zu jedem Bereich nur eine
Minimalfunktion «*(X*Z*). Mit anderen Worten: es ist
u[X(X* 2%, Z2(X* 2%)] 8(X,Z) _

erteilt dem In-

39 w* (X%, 2%) 2(X*,2%)
Das Funktionselement von

[é8) ¥ * vy 0(X, Z)

(40) u® [X(X%, 27, 2(x% 2] 28D

=[X X+ X2+ 1+ B X¥ 48,27+ .. ]

=[X*+ B,y X**+ B, X*Z*+...]
um den Punkt X*=0, Z*=0 befriedigt die Nebenbedingungen (7),
Auf Grund der frither bewiesenen Eindeutigkeit der Loésung der ent-
sprechenden Variationsaufgabe gibt es eine und nur eine Funktion
w®*(X*, Z*), die dem Integral (5) unter den Nebenbedingungen (7) den
Minimalwert erteilt. Auf gleiche Weise wie frither schlieBen wir, daB
(41) WO [X(X*, 2%), 2(XY, 2] 0(X,2) _ 1

w®* (X¥, Z%) 8(X*,2%)

ist. Aus (39) und (41) folgt, daB fiir zwei Bereiche derselben Klasse
B und B*

(42)

wD*[X* 2% w0 [X(X% 2%, 2(X* 2% w®(X,Z)

wFXN 2P u[X(XF 2, 2(3% 2% w(X, %)

ist. Bezeichnen wir mit »*(X* Z*) den in (42) links stehenden, mit
v(X, Z) den rechts stehenden Ausdruck, so ist »(X, Z) eine Kovariante,
d. h. es ist

(42%) v(X, Z) =v*(X*, 2*).

Eine zweite Kovariante erhalten wir in w (X, Z) = %ﬁ.

v(X,Z) und w(X,Z) bilden eir normiertes Funktionenpaar. Die

Funktionaldeterminante gg}”g) ist bestimmt nicht identisch Null. Wir

haben somit eine Abbildung auf einen Bereich gewonnen, der von der
Wahl des Ausgangsgebietes 8 unabhingig ist. Durch » und w wird somit
der Bereich 8 auf den Reprisentantenbereich ¥ abgebildet.

15} 1 ist eine Invariante firr alle Bereiche, die zu derselben Klasse gehdren.
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Ein Reprisentantenbereich 9 ist dadurch ausgezeichnet, dafl das durch (4)
gegebene, zu ¥ gehorige Funktionenpaar sich auf v = X, w = Z reduziert.

Korollar. Ein Reinhardischer Kreisbereich ist ein Reprdsentanten-
bereich, was man z. B. durch die unmittelbare Ausrechnung der durch (4)
gegebenen Funktionen ersehen kann.

Gehort somit der Reinhardtsche Kreisbereich & zur Klasse, so wird
(4) das Abbildungsfunktionenpaar liefern, das B auf & abbildet. Die Ge-
stalt von ® kénnen wir in diesem Falle mit Hilfe der im § 2 der Arbeit H
angegebenen Formel feststellen.

§ 2.
Uber die Approximation der Funktionen von zwei komplexen
Verinderlichen durch Polynome.

In der Arbeit ,Zwei Sidtze iiber Funktionen von zwei komplexen
Verinderlichen“ wurde mit Hilfe des Auswahlprinzips die Existenz eines
vollstindigen Orthogonalfunktionensystems zu jedem zusammenhingen-
den Bereich ¥ nachgewiesen. Es entsteht das Problem, zu einem gegebenen
Bereich ein konstruktives Verfahren anzugeben, um ein derartiges System
zu bilden.

Ein naturgemidfer Weg dazu besteht im Falle der einfach zusammen-
hiangenden Bereiche darin, daf man den Rungeschen Satz iiber die Ap-
proximation von analytischen Funktionen durch Polynome?®) auf den Fall
von zwei komplexen Verdnderlichen iibertragt. Aus diesem Satz folgt dann
mithelos die Tatsache, daB das durch die Orthogonalisierung von

(1) 1,X, %, X% X2,2°, ...

erzeugte System in dem betrefienden Bereiche vollstéindig ist.

Herr Almar hat in seiner Dissertation ,Sur quelques problémes de
la théorie des fonctions de deux variables complexes“?) diesen Satz fiir
gewisse Klassen von Bereichen nachgewiesen'®) und die (unbewiesene)

16) C. Runge, Zur Theorie der eindeutigen analytischen Funktionen, Acta Mathe-
matica 6 (1884), S.229.

*%) Arkiv fér matematik, astronomi och fysik 17 (1922/23), Nr. 7, 8.1-70.

18) Herr Almar stiitzt sich dabei auf eine Verallgemeinerung der Mittag-Leffler-

(nm)= oo
schen Darstellung einer Funktion: Ist X ¢, X*Z™ das Funktionselement der
nm)=0

Funktion f(X,Z) um den Koordinatenanfangspunkt, so 148t sich — Wle Herr Almar
zeigt — f(X,Z) in gewissen Bereichen in der Form

(nm)=co
C,
limes X" Z"
a»o(n%vor[l-l"“(’m*r”‘)]

darstellen.
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Vermutung ausgesprochen, daf dieser Satz in Gebieten, die Herr Almar
als quasikonvex bezeichnet, richtig ist.

Im folgenden soll ein Beweis des verallgemeinerten Rungeschen Satzes
gefiihrt werden, der eine Integraldarstellung der Funktion benutzt und der
dem Rungeschen Beweis nachgebildet ist. Der Beweis bezieht sich eben-
falls nur auf gewisse Klassen von Bereichen. (Darunter befinden sich auch
Bereiche, die von dem Almarschen Beweis nicht erfaft wurden.)

Die Integraldarstellung (6) der Funktion, die in gewissen (weiter naher
definierten) Gebieten gilt, erlaubt aus dem Verlauf der Funktion auf ge-
wissen (zweidimensionalen) Fliachen auf den Wertevorrat der Funktion
in dem (vierdimensionalen) Gebiete zu schlieBen. AnschlieBend an den
Beweis werden wir aus dieser Integraldarstellung einige einfache Folgerungen
ziehen.

Wir fithren den Beweis fiir den einfachsten Fall durch, doch liBt
sich — wie in der FuBnote!®) hingewiesen wird — derselbe bedeutend

verallgemeinern.
Seien uns zwei analytische Ebenen etwa die Ebene
(2) Z = konst. = ¢,
und
(8) X + m Z = konst. = ¢,

gegeben. Seien ferner B und B’ zwei ebene, einfach zusammenhingende,
konvexe Bereiche, die von den reguliren Kurven ¢ bzw. C' berandet sind.
B liege in der Ebene (2), B’ in (3). Es bedeute @, ¢, den laufenden
Punkt von B; 2, ¢, von 0; (¢, —mz®),2? von B’; (¢,—mz®),2®
von ('. P bedeute einen Bereich des P,, dessen Inneres aus der Ge-
samtheit aller Punkte X, Z besteht, die die Relationen

4 X+mZ=2%+me,
2

( 4*) ' Z o= @
befriedigen. € bedeute eine (zweidimensionale) Fliche, die aus der Ge-
samtheit aller Punkte X, Z besteht, die die Gleichungen
(5) X—f—mZ=x(b)+mc2,
( 5 *) Z—=2 »
befriedigen. Wir verstehen unter R einen solchen einfach zusammen-

héingenden Teilbereich von B, dessen (dreidimensionale) Berandungsmannig-
faltigkeit © enthilt. Es gilt nun der

Satz. Eine im abgeschlossenen Bereiche R reguldre Funktion f(X,Z)
lipt sich in jedem ganz im Innern von R gelegenen Teilbereiche R’ von R
gleichmdfig durch Polynome approximieren.
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Beweis. Nach Poincaré kénnen wir f(X, Z) in P in der Form

- 1 f(z,2)dr
(6) (X, 2) = "m{f[z_zmx—xmm(z_z)}

darstellen®).  dz bedeutet darin j{; ;‘4’) ANdM, wobei =z (N, M),

z=2(N, M) die Parameterdarstellung der Fliche € ist.
Wir ersetzen in (6) das Integral durch eine endliche Summe

[ (@k,2,) 4
(7) ZI:Z{Z—Zk]{(X-—I‘ka)\+:z(Z_zk)].

Man kann bei einer geniigend feinen Unterteilung der Fliche € erreichen,
daB der Unterschied zwischen (6) und (7) gleichmiBig in jedem ganz im
Innern von P gelegenen Teilbereich P’ kleiner als eine vorgegebene kleine
Zahl ¢ wird.

Wir gehen nunmehr dazu iiber, den einzelnen Summanden

I (@, %) dn
[Z — %] [(X —2) +m (Z %))
durch ein Polynom (in X, Z) in R’ zu approximieren.
1. Wir wollen zunichst uns iiberlegen, daB (X — z,) +m (Z — 2,) (wo
x,, z, ein Punkt von € ist) nirgends im Innern von § verschwindet. Jeder

1%) Vgl. etwa Picard und Simart, Théorie des fonctions algébriques de deux
variables indépendantes, Paris 1897, I. Bd., ITL. Kap., § 5, S.55.
Die Formel (6) ist ein Spezialfall der Darstellungen

. 1 [0B(X,2) 9Q(X,2) 3R(X,Z) aQ(X 2) f(z,2)dv
(6% f(X,2)=- [ 27 oX 53X }.H‘Q[(X—x),(Z—-—z)}R[(X—x),(I

wo @ und P Polynome sind, die im Koordinatenanfangspunkt eine gewohnhche Null-
stelle haben und sonst mrgends im Gebiete verschwinden, bzw. von

(6**) f(X»Z)=" s V4, - AxaﬁzszA (Xfixa;)‘i)(dzlz)] ?

wo A ein Polynom zweiten Grades ist.

Mit Hilfe der Darstellungen (6%) und (6**) 1a8t sich der Rungesche Satz fir
eine weitere Reihe von Gebieten beweisen.

Die Schwierigkeit, die in diesem Beweis auftritt, besteht eigentlich im folgenden:
Es ist im allgemeinen nicht méglich zu entscheiden, ob auf der Berandung eines
vorgegebenen Bereiches B eine Fliche € existiert, zu der sich ein Polynomenpaar
@ und R konstrnieren 1iBt, mit dessen Hilfe man jede in B regulire Funktion in
der Form (6*) darstellen kann, und wo die im Nenner stehenden Polynome fiir kein
(X,Z)=(29,2?) verschwinden.

Die Konvexitiat und die Regularitit von € und C’ sind bei diesen Uberlegungen
-nicht wesentlich.
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Punkt von @ geniigt den Gleichungen (5) und (5¥%). Die Ebene
(X—a,)+m(Z —2)=0 kann man ebenfalls in der Form
(8) X4 mZ=2z®-+me,
schreiben. Da zwei parallele Ebenen im Endlichen keinen gemeinsamen
Punkt haben konnen, so hat keine der Ebenen (8) einen gemeinsamen
Punkt mit der Ebene (4), also keinen Punkt, der im Innern von § liegt.
Ebenso zeigen wir, daB Z — 2, nirgends in ' verschwindet.

1
m (Z — zz) (X — x%)
mieren. Wir legen durch den Punkt z = mz, - 2, — mc, eine Tangente
an B. Durch jeden Punkt dieser Tangente legen wir eine analytische
Ebene
(9) X 4~ m Z = konst.
Die Gesamtheit dieser Ebenen liefert einen dreidimensionalen Raum, den
wir mit 7 bezeichnen. Eine dhnliche Uberlegung wie die unter 1. durch-
gefiihrte, zeigt, daB 7 keinen gemeinsamen Punkt mit dem Teilbereich '
hat. Im Punkte z,,z, errichten wir zu T eine Normale und legen eine
Hyperkugel, die 7 in z,,z, tangiert und deren Mittelpunkt somit auf
der Normalen liegt. Der Radius dieser Hyperkugel soll endlich sein, jedoch
so groB, daB P’ ganz im Innern dieser Hyperkugel liegt. Da

1

(10) E—wFm@ ==
im Innern dieser Hyperkugel regulir ist, 18t sich (10) in der Hyperkugel
in eine Potenzreihe entwickeln®’). Nehmen wir einen geniigend langen
Abschnitt der Reihe, so wird der Unterschied zwischen dem Abschnitt
und (10) gleichmiBig in R’ kleiner wie eine vorgegebene Grofe e. Wir

2. Wir wollen nunmehr durch ein Polynom approxi-

haben also (10) durch ein Polynom approximiert; ebenso 148t sich Ti_zi
in 98’ approximieren, woraus ohne Miihe unser Satz folgt®).

Es sollen einige weitere Folgerungen aus der Darstellung (6) gezogen
werden, wobei wir uns auf den Fall m = 0 beschrinken.

Der Absolutwert jeder in i (somit in ) reguldren Funktion f(X, Z)
wird an keiner Stelle in R gréBer als das Maximum von |f(X, Z)| auf €.
Denn: benutzt man die auf der Seite 443 eingefithrten Bezeichnungen, so
ist nach den Sitzen der (ebenen) Funktionentheorie:

[f(2®, 2] < Max. von | £(2®, 2®)| < Max. von | f(2®, 2®].

20) Vgl. dazu F. Hartogs, Zur Theorie der analytischen Funkt;ionen mehrerer
unabhingiger Verinderlicher, insbesondere iiber die Darstellung derselben durch
Reihen, welche nach Potenzen einer Veranderlichen fortschreiten. Math. Annalen 62

(1905), 8.9 oder W.F. Osgood, Lehrbuch der Funktionentheorie, BA. H, 1. Lieferung, ,

B. G. Teubner, Leipzig und Berlin 1924, S. 181
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Hat die Berandung von 8 nur die Fliche € mit R gemeinsam, so

wird |f(X, Z)} — [sobald weder Ea—fX noch g—% identisch Verschwinden]

an jeder Stelle in R Kleiner als das Maximum von [f(X, Z)| auf € sein.
Wir werden solche Bereiche mit :*, die Fliche € als die Maximum-
fliche von :* bezeichnen.

Durch eine Abbildung von ®* durch ein Paar von Funktionen von
zwel komplexen Verénderlichen gelangen wir zu einem neuen Bereich, der
ebenfalls eine Maximumfliche besitzt.

Werden zwei einfach zusammenhingende Bereiche, die Maximum-
flichen besitzen, aufeinander abgebildet, so geht die Maximumfliche des
einen Bereiches in die Maximumfliche des anderen iiber.

Es 146t sich in iiblicher Weise fiir die Bereiche R (wie auch fiir die
durch die analytische Abbildung aus ihnen erzeugte) das Schwarzsche
Lemma erschliefen:

Seien (X, Z) wnd ¢ (X, Z) zwed in R regulire Funkiionen, es se:
(X, Z)
v (X, Z)

Sei M das Mazximum von |f(X, Z)|, u das Minimum von |@ (X, Z)|
auf €. Es ist dann in jedem Punkte von R:

(1) (X, 2)| £ 5 o (X, 2)].

ferner

in R ebenfolls regulir.

(Eingegangen am 10. 1. 1929.)



