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Die Methode der Polarfunktionen und Konfigurations-
konstanten hioherer Ordnung im Gebiete der
Randwertaufgaben der Potentialtheorie*).

Von
Ernst Richard Neumann in Marburg.

Der Nachweis fiir die Anwendbarkeit der Methode des arithmetischen
Mittels von Carl Neumann zur Losung der ersten Randwertaufgabe der Potential-
theorie war bekanntlich zunéchst lange Jahre hindurch auf Gebiete beschrinkt,
die von konvexen Flichen o begrenzt werden?). Bei diesem Beweise handelt
es sich u. a. darum, zu zeigen, dafl gewisse nach bestimmtem Verfahren
sukzessive auf ¢ gebildete Funktionen ', f”, f””, ... sich einer Konstanten
nahern. Diesen Nachweis fiihrte C. Neumann in der Weise, dall er die
Schwankungen A(f™) dieser sukzessiven Funktionen f® betrachtete und
fiir sie bei konvexer Fliche o die Beziehung bewies:

(N) A K A(F" g, also  A(f")<L4-¢f,

wo A = A4(f) die Schwankung der vorgegebenen Randwertfunktion f be-
deutet, und ¢, eine der Fliche o eigentiimliche, also nur von den geo-
metrischen Verhiltnissen abhingige®) positive Konstante, die sogenannte

1) Ausfithrlichere Darstellung eines am 15. September 1925 auf der Mathematiker-
Tagung in Danzig gehaltenen Vortrages. Jabresbericht der Dtsch. Math.-Vereinigung
34, 2. Abt., S. 138—143.

2) Der Einfachheit halber werde ich mich auf réumliche Gebiete beschrinken. —
Zur Bezeichnungsweise sei bemerkt, da8 Innen- und AuBengebiet von ¢ mit § bzw. ¥
bezeichnet werden, Punkte innerhalb dieser Gebiete mit 7 (i) bzw. @ (a), Punkte auf
¢ selber mit s(8), oder aber sie werden, wenn ndtig, je nachdem man sie als Rand-
punkte von  oder ¥ ansieht, noch genauer durch die Doppelindizes is bzw. as an-
gedeutet. — Wenn Formeln gilltig sind im Gebiete § mit EinschluB8 der inneren
Randpunkte, so sprechen wir von ihrer Gultigkeit in §+o¢ (und analog beim AuBen-
gebiet).

%) Das soll nach dem Vorgange von C. Neumann durch die Marke g auch
duBerlich angedeutet werden — die also nichts mit den spater auftretenden Rand-
werten g; zu tun hat.
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Konfigurationskonstante ist, die bei konvexen Flichen einen echtgebrochenen
Wert besitzt, womit dann augenscheinlich der gewiinschte Beweis fiir kon-
vexe Gebiete im wesentlichen gefiihrt ist*).

Erst Poincaré gab den Anstof zur Erweiterung des Giiltigkeitsbereiches
der Neumannschen Methode, indem er nach dem Vorbilde von H. A. Schwarz
eigentiimliche Integrale J, (oder J®, wie wir schreiben werden) in den
Kreis seiner grundlegenden Betrachtungen zog?®), die hiniiberleiteten zur
Theorie der Integralgleichungen, deren man sich heute zu bedienen pflegt,
um die Allgemeingiiltigkeit der Methode des arithmetischen Mittels zu be-
weisen. — Zumal hier aber Integralgleichungen mit unstetigen und un-
symmetrischen Kernen auftreten, bedarf es bei diesem Wege eines ziemlich
weiten Ausholens, und es diirfte daher auch heute noch ein direkter Be-
weis fiir die Konvergenz der Methode oder eine Vervollkommnung der
ilteren Beweise, wie diese Arbeit sie bringen will, nicht wertlos sein, zu-
mal zu hoffen ist, daB diese Vervollkommnungen vielleicht auch wieder
der Integralgleichungstheorie zugute kommen werden.

Mit Hilfe der von mir eingefiihrten ,Polarfunktionen“ habe ich bereits
frither ¢), wenigstens fiir die eine in den Poincaréschen Betrachtungen ent-
haltene Tatsache, einen verhiltnismiBig einfachen Beweis geliefert, némlich
(beim Innengebiet) fiir die Formel:

() abs (W — W) < A, Y752,

in der die W™ die aufeinanderfolgenden Neumannschen Potentiale be-
deuten und A wieder eine solche nur von den geometrischen Verhiltnissen
abhingige Konstante ist. — Die Bedeutung dieser Formel besteht darin,
dafl sie gestattet — und darin mochte ich das wesentliche Prinzip der
Poincaréschen Beweismethode erblicken — aus dem bei weitem leichter zu
bewessenden Verhalten der Integrale J bei wachsendem Index Riick-
schliisse auch auj das Verhalien der Glieder linker Hand zu ziehen, aus
denen sich die Neumannsche Reihe (Losung fiir das Innengebiet) zu-
sammensetzt.

4) Hilbert hat in seinen Vorlesungen Ende der neunziger Jahre den Beweis der
Relation (N) von der Voraussetzung einer konvexen Begrenzungsfliche befreit (vgl.
Math. Annalen 55, S. 4), aber immer bliecben doch noch die konvexen Flichen die
wichtigsten und am leichtesten zu charakterisierenden, deren Konfigurationskonstante
kleiner als 1 ist, so daB die Methode im wesentlichen doch auf konvexe Gebiete be-
schrankt blieb.

%) La méthode de Neumann et le probléme de Dirichlet, Acta mathematica 20, 8. 59.

$) Zwei kurze Mitteilungen findet man in den Gottinger Nachrichten 1899 (8.291)
und 1902 (S.242). Wegen der ausfithrlicheren Darstellung vgl. unten die Angaben
auf S. 450.
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Auf dieser Grundlage (P) und #hnlichen Abschitzungen im Gebiete
der Robinschen Methode aufbauend, gelang es mir dann schon friiher
(einfacher wie Poincaré) viele der Konvergenzeigenschaften der Neumann-
schen und vor allem der Robinschen Potentiale herzuleiten. Doch ver-
zichtete ich dabei auf einen nicht unwesentlichen Vorzug des urspriinglich
C. Neumannschen Verfahrens, der auch der Poincaréschen Betrachtungs-
weise eigen war, wenn er hier auch durch Anwendung recht fernliegender
Hilfsmittel etwas teuer erkauft erscheint. Ich folgerte ndmlich in meinen
slteren Arbeiten die Konvergenz aus dem Verhalien von Faktoren, welche
shrerseits noch abhingen wvon den wvorgeschriebenen Randwerten, nimlich
der Poincaréschen Integrale (z. B. der /™). Dadurch kommt in die Kon-
vergenzbetrachtungen eine gewisse Unbestimmtheit. Im Gegensatz dazu
tritt z. B. bei C. Neumann von vornherein der rein geometrische Charakter
der Konvergenz deutlich zutage, die Konvergenz wird bei ihm aus dem
Verhalten eines rein geometrischen Faktors, eben der Konfigurations-
konstanten ¢, erschlossen, wihrend die gerade vorgeschriebenen Randwerte
bei seiner obigen Abschitzung (N) nur in einem allen Gliedern gemein-
samen Faktor, nimlich der Schwankung A, auftreten.

Ich werde nun im folgenden den Konvergenzbeweis auch fiir nicht-
konvexe Gebiete von vornherein mdglichst geometrisch (in diesem Sinne)
fithren ohne Heranziehung so fernliegender Hilfsmittel, wie sie Poincaré
benutzt, lediglich durch konsequenten Ausbau meiner Methode der Polar-
funktionen, und ich mdchte hier nur den Grundgedanken kurz andeuten:
Bei gegebener Fliche ¢ hingen die Glieder W — W"*? der Neumann-
schen Reihe (fiir das Innengebiet) augenscheinlich ab von den vor-
geschriebenen Randwerten 7, und sodann noch von der Lage des Auf-
punktes 7. Die Methode der Polarfunktionen lieferfe mir nun eine Ab-
schitzung dieser Glieder durch das Produkt zweier Fakioren, deren eimer
(/) immer nur von den Randwerten, der andere (l,) nur von der Lage
von ¢ abhing:

+ 1 i x;
abs (Wi(uw.) . m{x 2.+1)> < Z}V!(gl) VJ(z )

Diese Faktoren I§” wiren danach also etwa zu bezeichnen als rein
geometrische Funktionen, ndmlich Funktionen der Lage eines Punktes, die
im iibrigen nur von der vorgegebenen Fliche o abhingen. — Von diesen
Funktionen stellte sich nun heraus, da$ sie (unter ziemlich weiten Voraus-
setzungen iiber die Fliche o) fiir 4 >1 stetig bleiben selbst bei beliebiger
Anndherung von i an ¢ (,stetig in § + o), und so fithrte ich denn
frither das Maximum von lj ein, das dann natiirlich eine rein geometrische
Konstante ist, und gelangte so (fiir 1=1 und % =n —1) zu der obigen

Mathematische Annalen. 102. 29
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Abschitzung (P), wie sie in den Poincaréschen Betrachtungen steckt. —
Im folgenden werde ich nun von diesem Verfahren abweichen und gerade
den Index » des zweiten Faktors J festhalten, so daBl also die Rand-
werte f, nur in einem unverinderten Faktor (wie frither bei (N} in der
Schwankung 4) auftreten, und werde dann zeigen, dal der rein geo-
metrische Faktor 1$” mit wachsendem Index 1, und zwar gleichmiBig
fiir alle Lagen von ¢ in § -+ o, gegen O konvergiert. Indem ich jetzt
also das Schwergewicht auf den rein geomelrischen Faktor lege, beweise
ich, daB die Einzelglieder der Neumannschen Reihe zur 0 abnehmen. Aber
auch der Beweis fiir die Konvergenz der ganzen Reihe gliickt mittelst
rein potentialtheoretischer Uberlegungen, wobei schliefllich sogar wieder
eine #uBerst enge Beriihrung mit dem urspriinglich C. Neumannschen Ge-
dankengang mit der Konfigurationskonstanten hervortritt.

AuBerst einfach folgt aus diesen Betrachtungen dann auch die Kon-
vergenz der Robinschen Methode zur Losung der zweiten Randwertaufgabe,
ja diese Methode ist bei meiner Art des Vorgehens kaum von der Neumann-
schen zu trennen, die Beziehungen zwischen beiden Methoden spielen im
folgenden dauernd eine grofe Rolle. —

Wie aus dem Gesagten hervorgeht, werde ich mich im folgenden viel-
fach auf meine fritheren Untersuchungen zu berufen haben, die in den
beiden Jablonowski - Preisschriften ,Studien iiber die Methoden von
C. Neumann und G. Robin zur L&sung der beiden Randwertaufgaben
der Potentialtheorie und ,Beitrige zu einzelnen Fragen der hoheren
Potentialtheorie“ (bei Teubner 1905 und 1912) niedergelegt sind. Ich
werde die benutzten Tatsachen aber stets kurz auseinandersetzen, so daBl
das Folgende auch ohne Kenntnis jener Arbeiten verstindlich sein
diirfte. Wegen der Beweise im einzelnen — meist handelt es sich um
einfache Anwendungen der Greenschen Sitze — werde ich allerdings
stets nur auf jene Arbeiten verweisen. (Ich zitiere sie kurz als ,Studien*
und ,,Beitrige“.)

§1.

Die sukzessiven Neumannschen und Robinschen Potentiale und ihre
einfachsten Konvergenzeigenschaften.

Die Grundlage der Methode des arithmetischen Mittels, gleichsam die
Bausteine, aus denen sich die Neumannsche Losung der ersten Randweri-
aufgabe aufbaut, bildet eine Folge von Doppelbelegungspotentialen, zu
denen man in folgender Weise gelangt: Sind auf der geschlossenen Fliche o,
iiber die wir die Voraussetzung machen, dafl sie iiberall eine bestimmte
Tangentialebene und auBlerdem stetige Biegung und endliche Kriimmung
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besitzt [Stud. 8. 2], die stetigen Randwerte f, vorgeschrieben, so ist das

s

erste Potential W das einer Doppelbelegung vom Momente ;21; f, also

1
1 {,%g, 1 iebige

e (XM (o e
wo (do), das bekannte C. Neumannsche Symbol, die positiv oder negativ
genommene scheinbare Grofe des Elementes do von p aus bedeutet. Die
Werte dieses Potentiales in Punkten s von o selbst (bekanntlich das arith-
metische Mittel der inneren und &ufleren Randwerte W, und W, ) be-
zeichnen wir dann mit £ und bilden ein weiteres Potential W', indem
wir diese Werte 7, an die Stelle der fritheren f, treten lassen, und fahren
in dieser Weise fort. So kommen wir sukzessive zu dem folgenden Schema
~Neumannscher Potentiale W™ und Flichenfunktionen £™«:

1 1 ,
W, =5z [1.(d0), (Wit W) =g [ 1, (do), =1/,
WI 1 , r by 1 , .

? zﬂf fo(do)y, 3 (Wis+ "“s)='2‘;f fo(do),=f,",

v 1 1 ” ” 1 " "
W= [ 7o), 2R+ W) = o [ £de), = 1",

usw. usw.

Dann ist die (zunichst nur bei konvexer Fliche o als giiltig nach-
gewiesene) Losung der ersten Randwertaufgabe?) fiir das Innen- bzw.
AuBlengebiet dargestellt durch die beiden ,Neumannschen Reihen®:

@iso’f‘(Wi"W;) +(Wi”_ Wi’”)+ Tt

N
( l) y_-’a: C-— (Wa+ Wal)_—' (Wall+Walll) —_—

wenn C eine Konstante bedeutet, der sich, wie man beweisen kann, die
Funktionen £™ mit wachsendem 7 mehr und mehr nihern [vgl die Ein-
leitung).

Analog geht G. Robin bei der Losung der zweiten Randwertauf-
gabe vor. An Stelle der Doppelbelegungspotentiale W™ treten Poten-
tiale esnfacher Flichenbelegungen, und die Rolle der Randwerte nehmen
die normalen Ableitungen ein. Bezeichnen wir die urspriinglich (fiir die
normalen Ableitungen) vorgegebenen Werte mit g, so erhalten wir
das folgende Schema ,Robinscher Potentiale V™ und Flichenfunk-
tionen g™ «:

") Wegen der niheren Definition vgl. Studien 8. 18.
29%¥
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1 do 1 oV oV 1 1 ,
VP =2:ftfg"E ? ?{( ov )zs_}_(%—_)as_lsrfga{da] =4,
1 ¢ ,ds  1[7av vy 7 1 "
(%) V,,' = ﬂfg., 5 2 [(7;>i8+ (-a;—>as_] = g“‘fga [do],=9g.,",
1 do 1r787V” av” 1 ” "
Vp”:g; g:E;’ '2‘[( FP )M*l- (‘g‘)as] =57]9% [do],=g,”,
usw. usw,
L
wo das Symbol [do] in der Bedeutung von ————da steht (wéi,hrend
1
0 —
(da)s:—é—?‘-da war !). — Die Flichenbelegungen, von denen die Poten-

tiale ¥, V', V" usw. herrithren, haben dann samtlich die gleiche Masse:
g

’ 1 1
(o) 52 ) 9do =5 [9.d0=m (n=1,2,8,...).

Die Losungen der zweiten Randwertaufgabe sind dann (wie allerdings
in voller Allgemeinheit auch erst noch zu beweisen ist) dargestellt durch
die beiden , Robinschen Reihen®:

Q=—W+ V)= =V")—..
(%) I,

Pa:_m_é_a._( V)'—(V” III)_.’.

(IT = Pot. d. naturl.
Belegung, vgl. spiter).

Dabei sind beim Innengebiet die Werte g, aus bekannten .Griinden der

Beschrinkung m = é-lr—[fgada = 0 unterworfen anzunehmen, —

Fiir diese Neumannschen und Robinschen Potentiale W™ und V™
hat nun Poincaré in Anlehnung an H. A. Schwarz merkwiirdige Infegral-
ergenschaften bewiesen: Kombiniert man z. B. irgend zwei Neumannsche
Doppelbelegungspotentiale W™ und W* in einem Integrale von der Form

= | (i 290y 290y
(1) [99’ ] "f(ax ox oy 3y+ 8z Bz)d‘[’

hinerstreckt entweder iiber das Innen- oder AuBlengebiet von ¢ oder auch
itber das Totalgebiet T = + U, so hingt der Wert eines solchen Inte-
grals nie von den Einzelindizes » und 1 ab, sondern nur von ihrer'Summe
%+ A [Stud. 8. 75]. Wir setzen daher etwa

(2n) [WY, WP =J%*P oder auch ausfiihrlicher = J**(f),

um anzudeuten, daf diese Integrale J™ noch von den vorgegebenen
Randwerten f, abhingen. — Dabei sei noch bemerkt, daf die einfachen
Symbole J®™ stets die iiber das Totalgebiet ¥ hinerstreckten Integrale
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bedeuten sollen; wo ausnahmsweise einmal Integrale nur iiber das Innen-
oder Auflengebiet auftreten, soll das durch ein- bzw. zweimalige Uber-
streichung des J angedeutet werden [Stud. 8. 73].

Analog gilt im Gebiete der Robinschen Methode:

(2r) [V, 79 = L*** oder auch = L**¥(g)

mit entsprechenden Festsetzungen.

Alle GréBen J® und L™ mit geradem Index n sind augenscheinlich
(weil auch darstellbar als Integrale von Quadratsummen) positiv. Dariiber
hinaus 148t sich aber auch leicht zeigen, daB sie zwei Reihen dauernd
abnehmender Groflen bilden

(J=I"2) IV >0 > ...

>0

3 Stud. 8. 78],
®) L>I>LV>LV"> ... >0 : ]
woraus folgt, daB bei beliebigen Ausgangsfunktionen f bzw.g
(3" lim 7% wnd lim L®”

?—>» 00 Y>>

stets existieren.

Diese Schwarz-Poincaréschen Integraleigenschaften (2) habe ich nun
frither in folgender Weise verallgemeinert: Wie wir uns oben z. B. aus den
Randwerten f, die Reihe der Potentiale W, W', W usw. hergeleitet dachten,
genau so seien jetzt aus anderen (ebenfalls stetigen) Randwerten {, eine
neue Folge von Potentialen 2B, W', W” usw. abgeleitet. Dann gilt auch
noch fiir Integrale von der Form [¢, y], deren beide Bestandteile aus den
verschiedenen Reihen der W, W', W' usw. und der ¥, W', W" usw. ge-
wonnen sind, die Eigenschaft, nur von der Summe der Indizes der beiden
Potentiale abzuhingen:

(4) [P, B =EK“*(£,1) und analog [V™, 8¥] =" (g, q)

[Stud. 8. 78]. Auch gelten fiir diese allgemeineren Integrale ebenfalls noch
gewisse einfache, im Spezialfalle j = f (bzw. g,=g,) auch schon von
Poincaré bewiesene Relationen:

(5) K™ _K®™_Rg®™ L §oD yng ﬂ(n)__ﬁ(n)=_(ﬂ(n+1)+ﬁ(ﬁ+l))

[Stud. 8. 74]. — Diese verallgemeinerten Integrale K® und M™ habe ich
nun nachtriglich wieder spezialisiert, allerdings nach einer ganz anderen
Richtung: Ich machte die eine der beiden Randwertfunktionen, f, bei der
Neumannschen Methode, g, bei der Robinschen, abhingig von der Lage
eines Punktes (Poles), indem ich z B. bei innerer Lage dieses Poles (z)

a1

1 E,
fs = @ws = B bzw. g = yus= 3,,‘:’
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setzte. Dann werden auch alle Potentiale 8™ (B™) und Flichen-
funktionen §™ (g™) abhingig von der Lage dieses Poles 7 und mit ihnen
auch die simtlichen Integrale K™ und M®™. Wir setzen daher

(6) EY(f, ) =KE(F) baw. M®P(g, ysy) = M (9),

und, was diese Abhingigkeit einmal natiirlich von den Randwerten £, (bzw. g,)
und sodann eben von der Lage von ¢ anlangt, so stellt sich heraus, daf
diese Integrale aufs engste zusammenhingen mit den ausgehend von den
Werten £,(g,) gebildeten Potentialen W™ (V™), es ergeben sich némlich
die fundamentalen Formeln:

(71) g;)(f) =4z (m(m_ m(n+1))’ Mé’f’(g) — 4n(Vi"”+ V§n+1))
[Stud. 8. 89], und bei duBlerer Lage des Poles (a) ganz entsprechend:
(72) K (F) = —4a(W"+ W), MG (g) = — da (Vi — 7).

Fir die noch von der Lage eines Poles o abhingigen, den Ausgangs-
1

b —

alf" zugehorigen Potentiale (die wir oben

an die Stelle der ™ bzw. 8™ treten lieBen) wollen wir noch besondere

Bezeichnungen einfiihren; ebenso fiir die zugehorigen Flichenfunktionen.

Es gehéren

1
werten @gs = . bzw. ys =

1 ’ ”
2w Pos=g-" Wi W, Wi usw. und - @f, 9o, @lo) USW.,
(®) oL
E,

”
2 yos=—5,"" Vo, Vi, Vo usw. und  yl, p%, 76 usw.

Vs

Dieses sind die , Polarfunktionen“ (Polarpotentiale und polaren Fliachen-
funktionen) der Neumannschen bzw. Robinschen Methode, und die ihnen
zugehérigen Schwarz-Poincaréschen Integrale J™ (gg) bzw. L™ (y,)) mogen
, Polarintegrale“ heiBen und mit 1% bzw. A bezeichnet werden, so da8

also nach (2):

(8) G = (W@, Wl baw. AGT =V, Vi

ist. Diese Integrale hingen dann von keinen irgendwie willkiirlich vor-
geschriebenen Randwerten ab, sondern sind, wenn eine Fliche o und die
Lage eines Poles o gegeben sind, durch fest vorgeschriebene Regeln defi-
niert. Als nur von geometrischen Verhdltnissen abhingige Grofen kann
man sie etwa als resn geometrische Funktionen (der Lage des Poles o)

bezeichnen.
Ausfithrlicher geschrieben lautet z. B. die erste der Gleichungen (7i):

(73 La (WD — WD) = (WE, WL,
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und hieraus folgt nach der Schwarzschen Ungleichung [, v}°< [, @]-[v, %]
unter Benutzung der eingefiithrten Bezeichnungen:

d-abs (W0 — W) <V WS, WET- [, W) = V157 - V789 (p),

und ganz entsprechende Schliisse gestatten auch die iibrigen Formeln (7),
so daB wir erhalten:

{
{Wé"“) W(u+z+1> <1 ]/!‘31 VJ‘?‘")

=4y
IW;H-A)_{_ Wéx+z+1):£41 ]’1‘2“) VJ@")(f),

(9> | (=+2) A+1) 1 22) 2 %)
iViK +Vi(é¢++ zg A(& '}/L(x(g)’

wan V(n-}-l-{-l g ]//\ffl) 7/—(2”(9)

Damit sind die schon in der Einleitung erwihnten Abschitzungen ge-
wonnen, Abschdtzungen der Glieder der Neumannschen wund Robinschen
Rethen (M) und (R,) durch Produkie, deren einer Fakior bei gegebener
Fliche o tmmer lediglich von dem Aufpunki i bzw. a abhdingt, der andere
allesn von den worgeschriebenen Randwerten f, (bzw.g,).

In meinen Studien (Abschn. V) habe ich nun bewiesen, dal die geo-
metrischen Funktionen 15" und AS” unter den iiber die Fliche o ge-
machten Voraussetzungen fiir 2 =1 (und erst recht dann auch fiir groBere
Werte von 1) stetig bleiben auch bei Anndherung des Poles o an die

Fliche o, so dafl sich fiir sie endliche obere Grenzen angeben lassen:

(10) 15 < (42A) und AG < (42B) (o belicbig in J+o oder A+0).

Die Konstanten A, und B, hingen dann nur von den geometrischen Ver-
haltnissen der Fliche ¢ ab. Ihre Einfithrung in (9) Liefert (fiir x =n —1)
die Abschitzungen:

E Wén) W(n+1) ,} A " J(Sﬂ—") g Vin) + V(ﬂ+1) ‘} B "/L(Zﬂ—-\))
! W;n) W(n+1)§ ! én) _ (n+1)i

@

und damit, wie schon in der Einleitung erwihnt wurde, die Grundiage
meiner dlteren Arbeiten und den Anschluf an die Poincaréschen Methoden.

Jetzt aber wollen wir einen anderen Weg einschlagen, wobei es aller-
dings zweckmiBig ist, an Stelle der iiber das Totalgebiet T = 0-{—%
hinerstreckten Integrale (J, K bzw. L, M) die iiber die Einzelgebiete & bzw. %
erstreckten, durch ein- bzw. zweimalige Uberstreichung gekennzeichneten
Integrale in den Vordergrund zu stellen: Es ist allgemein

E(n) + ‘K-E—‘(n) — K(‘ﬂ)
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und andererseits folgt aus (5):

™ _gm_ K(n+1)+ K @tV — gty
und daher
K(n) 5 K‘")—i- K(n+1)) und K(")=§(K(n) K(n+1))'
Wenden wir diese Formeln nun auf den Fall an, daB die einen in den
Integralen K steckenden Potentiale %8 [vgl. (4)] die Polarpotentiale Wy,
bzw. Wy, sind, so folgt nach (7):
K1) =2 (W — W) o 20 (W — W72) = 2.0 (W — W)

und analog:
(n)(f) ——2 (W(n) n+7))
oder ausfiihrlicher:

2n<Wi(4-,—7) W(/+/+9) [W((t,))a W(X)]g
x4 2+i 2 =
27Z(W(i +4) Wa( I-r2))= ’_[W((a;: W( )]91
und daraus wieder nach der Schwarzschen Ungleichung:
WD el < < o= 1/,((5» Vj(Mm

(12) o 1
f Wa('f-r/-) . W ?'+/~-r2). é 2_ Vl((ZL) 1 [53%) (f)

(11)

Damit haben wir Formeln von derselben Art wie oben in (9) er-
halten, nur daB jetzt Integrale nur itber das Innengebiet  oder iiber das
AuBengebiet 9 auftreten. — Jetzt halten wir aber im Gegensatz zu frither
» fest, nimlich gleich 2 (die angenommene Stetlgkelt der Randwerbe f,
geniigt, die Endlichkeit bereits von J ' und J zu verbiirgen, Stud. 8. 73).
Dann erhalten wir Abschitzungen, in denen die Randwerte f, nur in einem
bei wachsendem Index (% = x - 2) stets gleichbleibenden Faktor ent-
halten sind, also Abschatzungen im wesentlichen wieder durch rein geo-
metrische Funktionen:

2 I 2
!W@(n) W(n+ )’<—VJV Vl(i)n —4)

=2n
i 1 -
EW«:n)”‘ Wén+2 E VJIV ]/ (2n 4

Um nun weiterzugehen, knilpfen wir wieder an die Formeln (5) an,
wenden sie aber jetzt nur auf den von Poincaré allein betrachteten Fall an,
daB die beiden in jedem der Integrale K steckenden Potentiale [vgl. (4)]
demselben Systeme angehoren (f,=7£,), also an die Stelle unserer all-
gemeinen Integrale K™ (7, ) die spezielleren Integrale J™ (f) treten [vgl. (2)]
und analog L®(g) an Stelle von M™(g,g). — Dann folgt aus jenen
Formeln (5) leicht:

(13)
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9 J@v+Y (j(29)+ j(2w+2)) . (jm) - j:(29+2))
2E{2w+l)= _ (E(gw)+ z{2r+2)) + (i@?}_ f(2v+2))

Diese Formeln wenden wir nun speziell auf unsere Polarpotentiale an und
machen noch Gebrauch von der frither [Stud. 8.1217] bewiesenen Tatsache,
daB entsprechende Polarpotentiale W3 und V& der Neumannschen und
Robinschen Methode bei innerer Lage des Poles im ganzen Innen-
gebiete  iibereinstimmen, und daB daher auch die iiber das Innengebret hin-
erstreckten Polarintegrale 1) und A’ gleich sind. Dann folgt sofort:

(14i) 2 (l((f)r) + I((?)V-}-?)) — (‘((12)7) —_ la)?*g)) + (A (2'V) ”/‘\_‘((511—2))

und, da die GroBen 15" und /\(,, als positive und mit wachsendem »
stets abnehmende GroSlen sich bestimmten Grenzwerten nihern [vgl. (3)],
so folgt hieraus das wichtige Resultat:

(151) lim " =0,

V>0

[Stud. 8. 77].

und, da alle diese Einzelfunktionen 13”, wie schon erwihnt, innerhalb
- o stetig sind, und die Abnahme gegen 0 nach (3) fiir jedes ¢ monoton
erfolgt, so ergibt sich weiter nach einem bekannten Dinischen Satze, daf
diese Konvergenz auch fiir alle Lagen von ¢ im Innengebiet eine gleich-
mdpige ist, ja sogar, daB die Maxima von 1§~ im Gebiete -+ o eine
monoton zur O abnehmende Reihe von Groflen bilden — und ganz ent-
sprechende Uberlegungen fiihren iiber die Formel

(14 a) 2 (I(f)") + {(21'-1—2)) (,(2w) ’(:)74—2)) + (K&B)r) . ‘K((g)v+2)
zu dem Resultate, dafl auch
(15a) lim 157 =0

¥ 0

ist und zwar gleichmdfig im ganzen Gebiete A + ¢.%)

%) Man braucht den Beweis zundchst nur fiir ein abgeschlossenes Gebiet zu fithren,
etwa wie es begrenzt wird von der Fliche ¢ und einer ¢ umschlieBenden Hilfs-
fliche o,, denn fiir die auBerhalb 4, gelegenen Punkte o ergibt sich die Richtigkeit
unserer Behauptung aus der Tatsache, da8 das Maximam von l((2 » im Gebiete
Ao+ 0, speziell auf o, anzutreffen ist. — Das folgt leicht in folgender Weise (mittelst
einer Darstellung von I(g") als Wert eines Potentials nach (11) und Anwendung be-
kannter Satze iiber Extrema. von Potentialen):

i(gv) - 2,,(w&2);+2) W((ag):)) < za(w((z);:rm w(2v))< V T((:)r) ”‘Zz;') [vel 12y,
also

(2‘7) T2
l < [

wenn ¢ ein beliehiger Punkt auﬂer}mlb 6, und s, ein geeignet gewihlter Punkt auf o,
ist, — Q. e d.
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Nach diesen Feststellungen (15i) und (15a) liefert uns nun (13) so-
fort die Resultate
(16) lim (WP — W =0 und lim (W — W& =0

B> 7> o
und zwar wieder gleichmdfig in den Gebieten J -+ ¢ bzw. A + 0.

Da aber nach dem allgemeinen auf S. 451 gegebenen Schema (9
N 2 0.
W™ _ w**®  das Potential einer Doppelbelegung vom Momente

;;(f(m-— f@+®) ist, und das Moment stets die halbe Differenz der innern
und duBern Randwerte des Potentials darstellt, so folgt aus (16), daB auch

lim (ﬁ;m) - f;(n+2)) -0

%—> O
ist, und zwar gleichmdfsg fiir alle Lagen von s auf o.

Nun sind aber die Werte £ — £**® zugleich die inneren Randwerte
des Potentials W™ — WV und die (negativen) suBeren von W™ -~ W+"
[vgl. Schema (%N,)], und da unter diesen Randwerten bekanntlich die
groBten und kleinsten aller Werte anzutreffen sind, so gilt also bei be-
liebiger Lage von 7 bzw. a

(17 lim (W — W™ =0 und Lm (W4 W) =0,
N> o n->co

und zwar wieder gleichmdfig in den Gebieten J + 6 bzw. U +o.

Damit ist zundchst der Nachweis erbracht, daf wenigstens die Glieder
der Neumannschen Reihen (N,) zur 0 abnehmen — und zwar weit ein-
facher und direkter als ich diesen Beweis noch in meinen Studien [S.113]
gefiihrt habe, und vor allem erscheint erst jetzt die Konvergenz lediglich
bedingt durch rein geometrische GréBen und nicht mehr, wie frither, ab-
héngig von den zufillig vorgeschriebenen Randwerten.

Wir wollen dieses bisher rein qualitative Resultat (17) nun zunichst
noch benutzen, um die sich ergebenden Abschdizungen moglichst einfach
zu gestalten: Wir wenden es auf die Polarpotentiale an und lassen Pol
und Aufpunkt zusammenfallen. Dann folgt, da bei festgehaltenem ¢ oder a
sicher

lim (Wil — W) =0 und lim (Wga+Wiga™) =0

7> >0
ist. Nun ergibt sich aber durch Spezialisierung aus (7) [vgl auch (7’)
und (8%)]:

@) Sr i1y (@) @ @vy @)
La(WE —WE) =157 uwnd —4az(Waa+ Wae ) =l

[Stud. 8. 125], d. h. gleich den dber den Totalraum T =3+ U hin-
erstreckten Polarintegralen, also auch diese nihern sich mit wachsendem
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Index der 0, und zwar, da die Abnahme monoton erfolgt [vgl (3)], auch
gletchmadpig in allen Punkten von &+ o bzw. % -+ o:

lim I§” =0 und Lmi3” =0.

¥-» O ¥

Setzen wir also immer noch den gréBten Wert von 15" bei beliebiger

Lage des Poles in -+ o oder -0, das
(18) Max. I = (47e,)? (»=3),

so bilden die ¢, esne Rethe rein geometrischer, d. k. allein der Fliche o
ergentiimlicher, Konstanten, die mit wachsendem v monoton gegen 0 ab-
nehmen

(18") e 28> ... —0

und ihre Einfilhrong gestattet dann, den Abschitzungen (9) (fir » = 2,
%+ i=mn) die folgende Form zu geben:

b z‘m) — i(n+1)
(17") abs (W;™ — W, 1)}§]{J_W‘£n>
abs (W," + W,"*)

aus der jetzt besonders deutlich der rein geometrische Charakter der Kon-
vergenz dieser Glieder gegen O ersichtlich ist.

§2

Fortsetzung. Inshesondere iiher die Konvergenzeigenschaffen der
Robinschen Potentiale.

Zu erheblich weitergehenden Resultaten fithrte mich die Methode der
Polarfunktionen im Gebiete der Robinschen Methode zur Lisung der zweiten
Randwertaufgabe [vgl. Stud. 8.114]. Nun gilt es aber noch, unter Bei-
behaltung des Grundgedankens, die frither gegebenen Beweise so um-
zugestalten, dal auch hier der geometrische Charakter der Konvergenz
deutlich hervortritt. Daher wollen wir uns zunichst nur mit den Polar-
potentialen V() der Robinschen Methode [vgl oben (8)] als rein geo-
metrischen Funktionen beschiftigen.

Wir wenden die im Gebiete der Robinschen Potentiale gefundenen
Abschitzungen (9) zunichst auf den Fall an, daB 1=1 ist und die vor-

geschriebenen Werte
9, =745 — 722 (g belicbig = 1,2,3,...)

sind, wo i ein an sich beliebiger, aber zunichst immer fest gedachter
innerer Punkt sei. Ersetzt man dann noch Ag und Ag durch den zu
groBen Wert (4aB,)" [vgl (10)], entsprechend dem in meinen Studien
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eingeschlagenen Wege, so erhilt man unabhingig von der Lage von 2
oder a: .

abs ((V((x?i' — Vi) + V& — V(gz-yeqﬂ)))
abs ((V((m% V&bzay _ (g BEn ety )
Da aber nach dem Bildungsgesetz (2r) der Gréfen ™ ganz allgemein

L(?V)(g g(—q)) L(Q'V) 2L(2‘»+2Q) + L(2v+4q)
— (L(2v) . L(21'+2q)) _ (L(2v+241) . L(2v+4q))’

(211—2) )
= BgVL Yo 7’mq)

also nach (3) und (3")
< L(?v) _ L(2v+2q)< L('Zv)__ ML(27)
¥ > 0

ist, und daher gleschmdfig fir alle positiven q:
lim L('zv)(g s g(Eq)) — 0,
>0

so folgt aus den Abschitzungen (19), daB die Ausdriicke links gleichmaBig
fiir alle Punkte 2 von §~+ o bzw. @ von A -+ o6 zur 0 konvergieren. In
Punkten s auf ¢ gehen demnach beide Ausdriicke gegen 0, und daraus
folgt durch Kombination, da8 auch

lim (V(g")8 — V(gb: 24)) = (0 gleichmaBig fur alle s auf o und beliebige positive g.
n->
Da aber unter diesen Randwerten der Potentiale V¥ — V{$7*? die absolut
groften aller Werte vorkommen, so folgt daraus weiter, dal sich die
Potentiale N, mit geradem und ebenso die mit ungeradem Index gleich-
méifig tm ganzen Raum je einer Konvergemzfunktion ndhern®). Aus
diesem Sachverhalt ergibt sich dann aber, wie ich in den Studien S. 100
bis 105 gezeigt habe, dafl diese beiden Funktionen zunichst ibereinstimmen,

) Die Tatsache der Konvergenz an sich folgt leicht auch so: Wenn wir beachten,
daB bei innerer Lage des Poles die Polarpotentiale der Neumannschen und Robinschen
Methode im ganzen Innengebiet identiseh sind (W((g‘,: = V((l’)”i, Stud. 8. 121) , 80 ist
nach (11) und (12) z. B. fiir gerades x+i=n=2»

(n) (n+2) (n) n+2)
Ivmz V(m’ } ;sz_w(t) l

]/ BN en < L jen  fen
157167 = 2 (167 +157)»

und da nach (14i) auch X l(g") konvergiert, so folgt die Behauptung durch Anwen-
dung dieser letzteren Formel auf die Fille n, n+2, n-+4 usw. und Addition — doch
ist es mir so nicht gelungen, auch die Gleichmdifpigkeit der Konvergenz zu beweisen:
der Dinische Satz versagt hier, weil die Stetigkeit der Konvergenzwerte von 3 '(27)
(d. i nach (14i) im wesentlichen von hm /\(2")), ‘wenigstens zundchst, noch mcht
nachgewiesen ist.

=W Wl <

3= 2%
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dann aber auch, daB sie im Innengebiete & konstant sein miissen®), doch
konnte der Wert dieser Konstanten nach dem Bisherigen noch von der
Wah!l des Poles i abhéingen. Wir setzen daher zunichst

lim V(l)t s Q .

n-~»x

Nach dem allgemeinen Reziprozititsgesetze der Polarpotentiale:
Vi, =V, [Stud. 8.123]

folgt aber, dal O, =C,, ist, also dieser konstante Wert von der spezielleren
Lage des (inneren) Poles unabhingig und mithin lediglich von den geo-
metrischen Verhaltnissen der Fliche o abhiingig sein mufl, Deshalb setzen wir:
(201) lim V=21, gleichmaBig fiir alle ¢ in J+o bei festem i.
7 > o

Fir das Aulengebiet kann man entsprechende Betrachtungen anstellen, ja
hier ist man sogar in der Lage, den Wert der zugehérigen Konvergenz-
konstanten sogleich zu 0 anzugeben (weil nimlich schon alle esnzelnen V)
als Potentiale von Belegungen mit verschwindender Gesamtmasse den Wert 0
annehmen miissen). Somit folgt

(20a) hmV(a)a =0 gleichmaBig fiir alle @ in %+ bei festem a.
Nachtraglich 148t sich nun auch zeigen, daB diese Konvergenzen (201i)

und (20a) auch in i und a (1) gleichmdfig sind: Zunichst folgt aus (7)
und (8’) durch Spezialisiernng (g, =7, baw. g,=74,,)

(n) (n+1) (n) (%] (n+1)
AS =4a (Ve + Ve md  AG =—4a(V.— V),

und daher weiter nach (20) fiir gerades n =2y, zunichst bei festem ¢
bzw. a:

(21) lim A§” =162, und lm AL =0
¥ -» O P > 00
(2}

Da sich aber diese stetigen Funktionen A{” und A monoton den an-
gegebenen stetigen Grenzfunktionen (Konstanten) nshern [vgl (3)], so
ist auch diese Konvergenz nach Dini wieder eine gleschmdfige fiir alle

19) Das erstere, da nimlich jene beiden Konvergenzfunktionen gleich sind, folgt,
zunichst wenigstens fiir das Innengebiet (und daraus dann leicht auch fiir den ganzen
Raum), auch aus dem Hauptresultat von §1. Denn nach (17) ist

i (2%) 2r+1 H (27) (2”+1) @r+1) _ (22)
lim (VD V) = lim (WD - WETF) =0, also: lim VT = lim V{7
— doch zum Beweise der Konstanz kann ich vorlaufig die in meinen Studien benutzten

Sitze von der XKonstanz des Momentes einer Doppelbelegung [vgl. daselbst 8. 50—51}
noch nicht entbehren.
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Lagen von 7 bzw. a, und wir kionnen wieder eine monofon zur 0 ab-
nehmende Folge von rein geometrischen Grofen n,, n, usw. einfithren,
indem wir allgemein setzen:

Max. (AG" ™ —165T,) in S+
(22) (479,)® = der groPeren derZahlen{ ax. (A al,)in §+o

Max. AG ™ in A —o,
so daB dann also

(22,) PN =-..—0.

Nun enthalten aber die an (19) ankniipfenden Betrachtungen (bzw. die
entsprechenden fiirs AuBlengebiet) in Verbindung mit (21) die Abschiitzungen:

abs (V) — 2T)) <B YAS ™ —16aT, und absV@.<B,JAS"™,
und daher ergeben sich die Formeln
abs (V&
abs V{7,
aus denen jetzt die Gleichmdfigkest der in (201) und (20a) angegebenen
Konvergenzen in ¢ und i bzw. in @ und a unmittelbar ersichtlich ist:

(20") lim {

(28) )}§4nt-m,

V(m =2 rg gleichmafig fiir alle ¢ und i von S +o0,

7> V(i'(';)a » » n a , a » Asoe.

Bevor wir dieses Hauptresulmt dber die Polarpotentiale auf die all-
gemeinen Potentiale der Robinschen Methode iibertragen, wollen wir jetzt
noch eine fiir das Folgende niitzliche Anwendung machen: Wir bilden die
Schwarz-Poincaréschen Integrale L™ [vgl. (2r)] fiir den Fall, daB die vor-
gegebenen Randwerte

0= Vers — 72, (g=0,1,2,3,...)
sind, wo o und o zwei beliebige gleichartige, d. h. beides innere oder beides
duBlere Punkte sind. Dann ergibt sich, da allgemein nach (2r) und (4)

(2%) (@) (2%) @v+qg) 2v+2¢)
L ( Yo 7(q ) =L" ( (o)) 2M BT (?’(oy ?’(o)) + L e (7(9))

—Mmen (@v+¢) (2n+2g)
Mo (7) = 2M7 4 (r,) + Mg (7@w)

ist, mit Riicksicht auf die Formeln (7i) bzw. (7a):
L= 1) = 4= (VI VG~ 4T,)

_— 2 (V((ig):‘FQ) _}_ V(([?);‘!'Q"l'l) . 4 rg) + (V((j':-i—?@ + V((g:'+24+1) 4: rg)]
bzw.

(2%) (@) (2%) 27+1)
L (7<a)’"7<a))“‘“4“{ @a™ Y

—9 (v @»+g) v(2ﬂ+q+1)) + (V @r+2¢) —V (3V+2Q+1))}

ma (a)a (a)a {(ma
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und daraus folgt nach (23), wenn wir bekannte Regeln iiber absolute
Betrige anwenden:

L(b)(y(i) . 7((5))
L®(y @ 7'<(ag)))
Die Grofen links konvergieren’ also mit wachsendem » gleichmdfig fir
alle Lagen von ¢ und 1 in I+ o bzw. von a und a in W+ o (unabhingig
von ¢) gegen 0,

Nach diesen Feststellungen wenden wir uns jetzt den eallgemeinen
Robinschen Potentialen V, V', V" usw. zu, die von beliebigen (stetigen)

Randwerten g, ausgehend gebildet zu denken sind [vgl. das Schema (R,)}
Wir bilden mit ihnen das Integral

u®» (9’ Ty 7;:))) = M((;;)(g) — M((;;-*.Q) (g) [vel. (4) und (6)}

Dieses hat nach (71) bzw. (7a) den Wert
+4n (VY £ V") — (00 £ 70D)),

wo das obere oder untere Vorzeichen gilt, je nachdem die Punkte o und
o innerhalb oder auBerhalb o liegen. Die Schwarzsche Ungleichung

abs M™(g,9) < VL”(g) - L% (g) ") Hiefert uns also unter Riicksicht
auf (24) die Abschitzungen:

abs ((Vi(m + Vim+1)) o (Vl(%'*“ﬂ) + 17{(1&+4'+1)))
abs ((Va(’lb) . Vﬂ(n+1)) — (Vu(n-kq) . Va(n-}-q—i-l)))

Fir Randpunkie s und 3 auf o, fiir die beide Abschiatzungen gleichzeitig
zutreffen, gilt daher weiter

(25) abs (7" — Vi"™%) < 3VB, VL (9) - V2>
und wegen des letzten Faktors [vgl. (22')] folgt daher zunichst

25’ Im (V™ — 729y = 0 gleichmafig fir alle s und 3 auf o
(257 Jim (¥ +) (bei beliebigem g).

(24) }§4n-8-4ﬂ39%,< (4m)%- 98B, 7,, .

} <VT7(g)- Y98, 1 s

Nun liegen aber bei Potentialen von Belegungen der Fliche o sowohl der
groBte wie der kleinste aller ¢nnerhalb oder auf ¢ vorkommenden Werte
am Rande; daher iibertrigt sich dieses letzte Resultat (25’) sofort von
Randpunkten auch auf beliebige snnere Punkte 7 und i:

lim (Vi — V;"*9) =0  gleichmasig fiir alle i und i (bei beliebigem g).

7 -> o

1) An sich konnten wir unter gleichzeitiger Erh6hung des zweiten Index den
ersten auf 0 herabsetzen, also L statt L” schreiben, da auch bereits das Tntegral L(g)
stets einen bestimmten Sinn hat [Stud. S.69 u. 73] Wegen der Anwendungen in § 4
diirfte aber unser obiges Vorgehen den Vorzmg verdienen.
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Diese Formel ist aber der analytische Ausdruck fiir die Tatsache, daB sich
die Robinschen Potentiale V™ im ganzen Gebiete S - o gleichmdpiy einem
konstanten Werte ndhern:
(261) Im V" =C  gleichmaig in S+o.
n-»co

Auf das AupPengebiet A kann man aus (25°) nicht ohne weiteres ent-
sprechende Riickschliisse ziehen. Da miissen wir uns vielmehr auf den
Fall 8 =5 (und spiter a = @) beschrinken. Dann allerdings kénnen wir
die Differenz V™ — V"9 ansehen als die Randwerte des Potentials einer
Flichenbelegung von der Gesamimasse 0 [vgl (Ro) S. 452], und erst bei
diesen sind wir dann wieder sicher, dal beide Extremwerte (in % + o) auf
dem Rande o liegen, und daB daher aus (25’) auch

lim (Vam) — Vam*w) =0  gleichmiBig fiir alle @ (bei beliebigem g¢)

folgt, oder, daB sich die Potentiale V™ gleichmdfig im ganzen Gebiete
A + o einer bestimmien Konvergenzfunktion ndhern:
(263a) lim V" = F, gleichmaBig in % +o.

B —»

Von dieser in (261) und (26a) auftretenden Konvergenzkonstanten C bzw.
Konvergenzfunktion F, (die wegen der GleichmaBigkeit der Konvergenz
bei o stetig ineinander iibergehen miissen) 148t sich dann leicht beweisen
[vgl. Stud. S.105—112 u. Beitr. 8. 172], daB sie von der Natur der
urspriinglich vorgeschriebenen Randwerte g, nur insofern abhingen, als

sie proportional mit der Masse m =§};f g,do der Robinschen Flichen-
belegungen sind:
(26") C=mT, F,=mT,,
wihrend der andere Faktor die schon oben eingefithrte geometrische Kon-
stante [ bzw. eine rein geometrische, nur von der Natur der Fliche o
abhingige Funktion TT, ist.

Durch Zusammenfassung der Formeln (25) und (26) ergibt sich dann
noch beziiglich des Grades der Anniherung:

abs (V" —m-T ) — —
(21) o} < ST VE
und von der hier auftretenden Funktion TT,, die bei ¢ stetig in I iiber-
geht, 148t sich leicht noch zeigen [vgl Stud. 8.111], daf sie alle Eigen-
schaften eines Potentials aufweist. — Es nihern sich also die Potentiale V™
im ganzen Raume - U einer Funktion, die alle Eigenschafien des
elektrostatischen Potentials besitzt, d. h. des Potentials emer auf ¢ im
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Gleichgewicht befindlichen elektrischen Ladung von der Masse.m — nur
eben das eine, daB sich diese Funktion wirklich als Potential einer auf o
ausgebreiteten Belegung darstellen 148t — das ergibt sich hier vorliufig nicht.

Die Formeln (27) lassen wieder den geometrischen Charakter der Kon-
vergenz deutlich hervortreten [vgl. (22)].

§3.
Uber die natiirliche Belegung einer geschlossenen Fliche.

DaB jene Konvergenzfunktion m-TT, nun tatsichlich das Potential
einer einfachen Belegung der Fliche o ist, oder, was dasselbe ist, daBl sie
bestimmte normale Ableitungen besitzt, oder auch: daB nicht nur die
Potentiale V, V', V" usw. einer bestimmten Funktion zustreben, sondern
auch die Dichtigkeiten der aufeinanderfolgenden Rebinschen Belegungen,
oder die Flichenfunktionen g, ¢’, g” usw. sich einer Grenzfunktion nihern
— diesen Nachweis habe ich im Anhang zu meinen ,Beitrigen“ gefithrt
(S.172—188) —, dort’ zwar nur im Gebiete des logarithmischen Potentials
in der Ebene, doch gelten alle Schliisse fast unverindert auch bei rium-
lichen Betrachtungen. — Diesen Beweis will ich nun hier nochmals in
seinen wesentlichen Ziigen auseinandersetzen, ihn dabei aber sogleich wieder
so modifizieren, dafl der geometrische Charakter der Konvergenz deutlich
erkennbar wird.

Es handelt sich also darum, aus dem Verhalten der Werte der Po-
tentiale V, V', V" usw. selber Riickschliisse zu ziehen auf ihre normalen
Ablestungen. Zu diesem Zwecke bediene ich mich einer Methode, die man
zutreffend etwa als die Methode der beriihrenden Kreise oder, hier im
Raume, der beriihrenden Kugeln bezeichnen konnte. Um nsmlich an einer
Stelle s der im wesentlichen willkiirlichen Fliche ¢ die normalen Ab-
leitungen zu untersuchen, denke ich mir zwei die Fliche ¢ daselbst aulen
und innen beriihrende Kugeln konstruiert und untersuche, wie sich die
radialen Ableitungen der durch ihre Werte auf diesen Kugeln (mittelst
des Poissonschen Integrales) ausgedriickien Potentiale V, V', V" usw. bei
Anngherung an s verhalten.

Nun aber geniigt bekanntlich allesn die Stetigkest der Potentialwerte
auf o noch micht bei jenem Prozesse, die Ezistenz von Grenzwerten, eben
der zu untersuchenden normalen Ableitungen, zu verbiirgen; es miissen
die Werte auf o vielmehr noch wverschdrften Stetigkeitsbedingungen (&bnlich
den bekannten Lipschitzschen Bedingungen) geniigen. — Eine solche hin-
reichende Bedingung ist die folgende: Wenn es sich um die normalen Ab-
leitungen des Potentials U einer einfachen Flichenbelegung von o

d .
Up:fx@% (x stetig auf o)

Mathematische Annalen. 102, 30

-
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in einem Punkte s der Fliche ¢ handelt, konstruiere man um die in s
errichtete Flichennormale einen kleinen Kreiszylinder vom Radius » und
betrachte die Randwerte von U, die auf der Durchdringungskurve zwischen ¢
und diesem Zylinder anzutreffen sind, als Funktion des Azimutes $ der
Zylindermeridianebenen und bilde unter Zugrundelegung dieser Auffassung

das ,peripherische Mittel 5—1; f Udo.«
(r)
Dieses wird mit abnehmendem r,- da U stetig ist, gegen den Wert U,
konvergieren. Setzen wir aber voraus, da diese Konvergenz sogar rascher
als die von 7} gegen 0 vor sich geht, daB also eine Beziehung von der
Form
abs{él—fmw—us}ga.r%
o =
)

besteht!?), so sagen wir, die Randwerte von U erfiillten die ,peripherische
Bedingung®, und diese st nach Liapounoff hinreichend fir die Existenz
der normalen Ableitungen — ja aber weiter habe ich (eben mittelst der
Methode der beriihrenden Kugeln) bewiesen, da8 sich, wenn diese Be-
dingung erfiillt ist, diese normalen Ableitungen abschdizen lassen durch
die Schwankung A4(U) der Funktion U %), allerdings nicht durchweg
durch ihre erste, aber mindestens durch ihre ;-te Potenz. Es gilt dann
namlich, gleichgiiltig ob wir die normale Ableitung auBen oder innen
bilden, die Abschitzung .

(1) abs <§g) < a,4(T) +5,(A+ 5, M=) (AO)* [Beitr.8.178u.181],

wo das Symbol I, wie stets im folgenden den absolut grofiten Wert der
betrefienden Funktion bedeutet. — Diese Formel bringt die an sich so
einleuchtende Tatsache zum Ausdruck, daB mit zur O abnehmender
Schwankung A4(U) (wenn sich also U im ganzen Raume mehr und mehr
der 0 ndhert), auch die normalen Ableitungen von U sich der O nihern.

Von dieser Formel (1) wollen wir nun die Anwendung auf die Robinschen
Potentiale V, V’, V” usw. machen. Dann miissen wir zuniichst zusehen,

1%) Es wiirde geniigen, anstatt % zu schreiben ri+3, wenn & eine belichig Eleine,
aber positive GroBe ist.

13) Zundchst bedeutet 4(U) die Schwankung in einem Gebiete, wie es von der
Gesamtheit aller benutzten Kugeln erfiillt wird, doch kann man hier bei Betrach-
tungen im Raume auch die Schwankung im Gesamtraume darunter verstehen — wih-
rend in der Ebene wegen des Verhaltens logarithmischer Potentiale im Unendlichen
tatsiachlich eine Beschrinkung auf ein kleineres Gebiet beibehalten werden muf [vgl.
Beitr. 8.183].
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ob deren Randwerte die peripherische Bedingung erfiillen: Nun stellen die
Randwerte V,, Vi, Vi usw. sukzessiver Robinscher Potentiale aufeinander-
folgende Neumannsche Flichenfunktionen dar [Stud. 8. 66], sind also den
Funktionen £, f f” usw. vergleichbar. Von diesen Funktionen ist aber
bekannt, daf, wenn die erste nur stetig ist, die nichste bereits ,regulir
stetig“ ist, d. h. die verschirfte (Lipschitzsche) Stetigkeitsbedingung

abs (fy,— fu) = d-VE;; ) mit =0, M(f)

befriedigt [Stud. 8. 34], und das geniigt dann, fiir die wieder néchst-
folgende Funktion f” den Nachweis fiir die Erfiilllung der peripherischen
Bedingung zu erbringen:

abs{5-[17a0 — /) < A-gt mit A—epd—c,M(f) [Beitr. 8. 42]

Wir vergleichen demmnach die Randwerte von V™ unseren Werten f.s
so daB also die Randwerte von V®™ den Werten £” oder den
Werten U, in unseren obigen Ausfiihrungen entsprechen; dann folgt nach
Formel (1)'

ayint

abs ( ) [ag (A(V(n-k?)))%_{__ bg <C99R(Vm)) +,2¥97t§]ﬁ(gm+2))>%] (A (V(m-z)))i'-

Da aber aus dem Bildungsgesetz der Potentiale V, V', V" usw. [vgl (%,)
S. 4527 leicht Abschétzungen von der Form folgen:
* MEPTT) L0, Mg +) < Cpgy Mg ™),
und daher sicher (als Differenz zweier Werte)
AV £ 20,05 M(g)

ist, so ergibt sich schlieBlich fiir die normalen Ableitungen die folgende
Abschitzung:

abs <W;j‘+2 ) [a (20,,%)%—}_ 5 (cg C, T35 q‘) } (M (g‘"’))% (4 et

oder bei Zusammenfassung aller geometrischen Konstanten in eine neme'®):

(2) abs <3V( ) S Q (9)2 (g(n)))% (A (V(T'H-?)))i

14) £, ist dabei die Entfernung der Punkte s, und s,. — An Stelle von JE,, = E,f%
hitte man wieder eine beliebige noch niedrigere Potenz EJ, verwenden konnen [vel.
Stud. S. 82 und oben Anmerkung 2%)].

18) Auf die Werte der durch die Marke gekennzeichneten geometrischen Kon-
stanten kommt es im einzelnen iiberhaupt nicht an, sondern nur eben auf die Fest-
stellung ihres rein geometrischen Charakters.

30*
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und zwar gilt diese Formel, wie schon bemerkt, in gleicher Weise fiir die
innen wie die auflen gebildete normale Ableitung, d. h. nach dem
Schema (%,) in gleicher Weise fiir g3 — g +2 wie fiir gi+3 | gn+2)
und daher auch fiir die halbe Differenz, d. h. fiir g{**+?, und da iiberdies
die Abschitzung noch von der Wahl des Punktes s auf ¢ unabhingig ist,
bleibt sie auch noch fiir den absolut groBten Wert von gi»+® giiltig, so
dal wir erhalten: :

(3) M (gr+) < £ AT M ().

Diese Beziehung zwischen den absolut grofiten Werten der verschie-
denen Robinschen Flichenfunktionen g bildet nun die Grundlage der
westeren Untersuchunyg.

Zunichst folgt beziiglich des Faktors A(V**®) nach dem Schlu8-
ergebnis von § 2, da sich diese Schwankung mehr und mehr der von
m-TT, d.i dem Werte |m|-T 5 nihern mufl, und zwar ergibt sich nach
(27) 8. 464 genauer

A(Vmﬁ)) <|m|- rg+ 6 V—B?’ L"(g) V’?en-m
< !m[’rg"f- 6 VE;VL”(g) V’??—_z (Weil 772n+2§’72 lStz).

Nunmehr fithren wir noch den absolut gréften Wert der vorgegebenen
Randwertfunktion g,

(4)

M(g)=n
ein. Dann ist augenscheinlich
(8a) im| < fudo =2, ’
wenn o, die Grofle der Fliche o, ihr Areal, bedeutet. Ferner ist
L'(g)=[V,V',=2[V,9sdo [Stud. S.73]

und daraus folgt unter Benutzung schon oben eingefiihrter geometrischer
Konstanten:

(5b) L"(9) L2 [ (Cyp) (a7 1) do =20y 0505 u°.
Diese beiden Abschitzungen (5a) und (5b) beriicksichtigen wir in (4), um
zu erhalten
AV*N <Cep (6, =55T,+4,720,0,),

und Formel (3) nimmt daher die Gestalt an:
(6) M (g +2) < - M (9) (=25 6,).

Machen wir nun, um uns zunichst auf gerade Indizes zu beschrinken,
die Annahme, es sei einmal

2 iy (MEEENE L G 1
WM(ge) =25, 1, soist | o ) <opt=g
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d. h. es nehmen die GroBen 9¢(g®”) rascher ab als die Glieder einer

geometrischen Reihe mit dem Quotienten f/%—; nach einer gewissen Anzahl
von Schritten muf also ein M (g®») < 2F, -1 werden, und dann lehrt (6)
sofort, daf auch alle folgenden Grofen < 2 -u bleiben. Wenn also
iiberhaupt einige der Grofen M (9@#») > 2, -u werden, so konnen es nur
die ersten sein, und diese nehmen dauernd ab, sind also simtlich kleiner
als die allererste, d. h. als M (g9) =pu — oder mit anderen Worten: Die
Maxima der Funktionen g™ mit geradem Index liegen simtlich unterhalb
der gréBeren der beiden Zahlen 2% -z und p, und ebenso die Grofien
M (g@>+Y) unterhalb der groBeren der Zahlen 2 -p und M(g") < q,-p
— fiir samiliche M (g™) gilt daher sicher

(7) M(g™) < 8,1, wemn & =1-+gq,+2F,.

Damit ist also zunichst bewiesen, dal sdmiliche Robinschen Fldchen-
funktionen g™ unterhalb einer endlichen Grenze bleiben.
Nunmehr wenden wir uns zu dem

Spezialfall: m= %J‘g,da =0

und greifen in ihm zur Abschitzung von A(V®*®) in (3) auf die erste
Ungleichung (4) zuriick. So erhalten wir

(30) WM (g®+2) < Q7 6YB, VL (9) Vg o M* (9)
und weiter nach (5b) und (7):
W (g0) < 65 Y2B,C, 0y, -85 6 Vimras
oder schlieBlich das Resultat:
(8) M (g™) < L, u V1., (nz2),

das bei Beriicksichtigung der Eigenschaft (22’) der geometrischen GroSen 7,
(8. 462) besagt, daB in dem Falle m =0 die similichen Funktionen g™
gleichmdfig gegen 0 konvergieren:

(9) limg® =0 falls m=0 gleichmaBig fir alle s auf o.
N>
Nach dieser Feststellung nehmen wir wieder den

allgemeinen Fall: m beliebig,

auf, betrachten als Ausgangsfunktion jetzt aber nicht g selber, sondern
g—g@ (q beliehig=1,2,3,...); dann ist

§I;f 9,~9)do=0 [vel. (Ro) 8. 452],
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und es gelten daher fiir die von diesen Werten aus gebildeten Robinschen
Flachenfunktionen g® — g®+9 die oben im Spezialfalle abgeleiteten Resul-
tate. Nun ist aber nach (7)

Mg — g*+2) < M(g) + M(g#+9) < 28,
und ferner nach (2r) und (3) 8. 453:

Li(g—g9) <L (g—9?)+ L'(g-+99)=2L"(g) +2Lee+(g) < 4L"(g).
Demgemal konnen wir jetzt (bei g — ¢g@ als Ausgangsfunktion) in (3,)
an Stelle der frither beim Ubergang zu (8,) als obere Grenzen von I (g®)

und ¥ L”(g) benutzten Werte (7) und (5b) immer genan das Doppelte
einriicken, und das liefert dann, wie man leicht iibersieht, anstatt (8,)
das Resultat

(8) M (g — gwto) < 28 w7, ,

und hieraus folgt dann wieder, da man durch VergréBerung allein von n
(unabhéingig von ¢) die Differenzen g — g®r¢ gleichmaBig fiir alle
Punkte s von o unter jeden Kleinheitsgrad herabdriicken kann, d. h. aber:
im Falle m =0 ndhern sich die Funktionen g™ gleichmdfig einer be-
stimmien Konvergenzfunktion, die wir gleich 2z m-o setzen:

(9) lim g® = 27m-g,  gleichmasig fir alle s auf o.

T —>» o
Dann folgt leicht, eben infolge der GleichméBigkeit der Konvergenz (durch
Grenziibergang aus den Formeln (Rg) und (261)):

fo,do=1 und [%2°—r  [vgl Beitr. 8.187]
i

und damit das Resultat, daB o die Dichtigkeit der sogenannten nafiir-
lichen Belegung ist, d.h. einer Belegung von der Gesamtmasse 1, deren
Potential in { + o konstant ist. — Zugleich ist damit aber der Beweis
fiir die Existenz der natirlichen Belegung erbrachi.

Im Endresultat lassen sich die beiden bisher gesondert behandelten
Fille m = 0 und m == 0 leicht folgendermaBen zusammenfassen:

Die nach dem Schema (R,) S. 452, ausgehend von beliebigen stetigen
Randwerten g, sukzessive gebildeten Robinschen Flichenfunktionen g,¢', 9"
usw. nahern sich gleschmdpig in allen Punkten s von ¢ den Werten 2am-o,,

. 8 1
gt —2eme, mit m= e

wenn o die Dichiigheit der natirlichen Belequng der Fliche o bedeutet.

Besonders hervorgehoben sei wieder der geometrische Charakter
der Konvergenz. Sie wird wieder erzwungen durch das Verhalten rein
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geometrischer GroBen, nimlich der Zahlen #,,17,, 7, usw., wihrend die
spezielle Natur der Randwerte g, bei den Abschitzungen (8,) und (8)
nur zum Ausdruck kommt in einem sich stets gleichbleibendem Faktor,
hier in u, dem absolut groéBten der Werte g,.

§4.

Konfigurationskonstanten hoherer Ordnung und der schlieBliche
Konvergenzbeweis fiir die Nenmannschen und Robinschen Reihen.

Beschaftigten wir uns bisher mit den ,Konvergenzeigenschaften“ der
Neumannschen und Robinschen Flachenfunktionen und Potentiale [vgl
die Schemata (%,) und (R,)], d. h. stellten wir fest, was bei wachsendem
Index aus den einzelnen Funktionen (oder wenigstens einfachen Verbin-
dungen von ihnen wie £ — &, W — WY, W 4+ W) wird, also
aus den einzelnen Elementen der Neumannschen und Robinschen Reihen
(N,) und (R,), so soll jetzt die Konvergenz dieser Reihen selbst unter-
sucht werden — zunichst der Neumannschen Reihen.

Unter Benutzung der polaren Flichenfunktionen y® [vgl. (8) 8. 454]
habe ich die Neumannschen Potentiale W™ folgenderma.ﬁen darzustellen
gelehrt:

(10) : W,ﬁm =5 [ 1,70, do [Stud. §. 94].

Es ist dies eine Formel, die man als Ausdruck einer Umkehr der
Integrationsfolge ansehen kann: Wihrend nach der urspriinglichen Definition
durch das Schema (%%,) die Potentiale W™ (n -4-1)-fache Integrale sind,
bei denen die Ausgangsrandwerte f, unter dem innersten Integrale stehen,
treten diese Werte hier unter einem einfachen, letzten Integrale auf, wih-
rend die iibrigen n Integrationen in dem anderen rein geometrischen Faktor
unter diesem Integral enthalten sind.

Diese letzte Formel wenden wir nun zunichst auf den Fall an, da8
der Punkt o nacheinander zwei beliebige innere Lagen (7 bzw. i) annimmt.
Dann ist also (wenn wir noch ¢ — 1 statt n schreiben):

(111) W — W = o [ 1,857 — 785" do,

und entsprechend fithrt die Anwendung auf zwei #uflere Punkte ¢ und a
zu der Formel

(11a) W — W = 2aff (785" — r& 1 do.

Nun aber wollen wir von Betrachtungen im Innen- oder AuBengebiet iiber-
gehen zu solchen auf der Fliche o selbst. Wir lassen daher die beiden
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Punkte ¢ und @ gegen einen Randpunkt s gehen und i und a gegen einen
anderen 3 und beachten dann einerseits, da nach dem Schema (%)

S (VW) =12
ist, und setzen andrerseits zur Abkiirzung:

(12) ) (msﬁ) + 2850y =y &0

— von n=2 an bleiben die Polarfunktionen y{ auch bei Anniherung
des Poles an o stetig, und auch schon fiir » = 0 oder 1 werden sie héch-
stens integrabel unstetig —, dann ergibt sich durch Kombination von (111)
und (11a):

(11s) f7— A= o [ Drige" — rig201do

und, da sich nach dem Schluiresultat von § 3 beide Funktionen y{¢-v
und y¢~ derselben Konvergenzfunktion 27-1-¢ néhern [vgl unten (127)],
so ersiecht man aus dieser Formel bereits, daB mit wachsendem ¢ die
Differenzen £\ — f;? gegen 0 gehen werden. Es lieBe sich auch leicht
zeigen, daf diese Konvergenz sogar glelehmaﬁlg fiir alle Lagen von s und 3
auf o erfolgt.

Um aber weiterzugehen, zerlegen wir jetzt die Fliche ¢ in zwei Teile
« und B, indem wir jedes Element do zum Teile « oder aber § rechnen,
je nachdem in ihm y{=% grofer oder kleiner als r&™ ist. Dann folgt

@ __ o0 1 - - 1 -
1) 49— <0 [ —rg2l e+ Kook [l —vig106,
[ I

wenn @ und K den groBten und kleinsten Wert von f bedeuten.
Nun ist nach bekanntem GauBschen Satz
(14) 74,00 =4=n und J7@o00=0 [vgl (8)8. 454]

fiir beliebige Lagen von ¢ in I+ o6 und von @ in ¥ + o und also wegen
der Massengleichheit aufeinanderfolgender Robinscher Flichenbelegungen
[vel (Ro)] auch

Srghdo=4n, [yaPde=0
und daraus folgt nach (12):
(12" [rigPdo=2x (fiir alle s auf o)
und demgemif ist die Summe der in (13) auftretenden Integrale

,,f + pf = f (7§ —r§;°1de =0,
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oder aber es folgt:
f - _f =%f abs [yt —yi§ 0 1do
a £ P
und demnach ergibt sich aus (13) weiter:
(1) AO— VL6~ K)g abs [0 — i) do.

Der hier neben G — K stehende Faktor ist eine auBler von den geo-
metrischen Verhiltnissen lediglich von der Lage der Punkte s und 3 auf o
abhingige Grofe (die man in Analogie mit einer frither von mir an-
gewandten Bezeichnungsweise etwa die Offnungsfunktion g¢-ter Ordnung
D'(s,8) der Fliche o in bezug auf die Pole s und 3 nennen konnte). —
Das Maximum dieser GroBe fiir alle moglichen Lagen von s und 3 auf o,
das jetzt also eine allein won den geometrischen Verhilinissen abhingige
Zahl ist,

(16) 9 = Max (Ilifabs [yian— y%}”]do) (=Max D (s, 3)
heie die ,Konfigurationskonstante g-ter Ordnung der Fliche o“.
Mit ijhrer Hilfe kann man dann sogar die grofte Wertdifferenz von f,
also die Schwankung 4(f“) abschitzen:

4(f*) £(6—K)-q°.

Da nun aber hierbei die Ausgangsfunktion f mit der Schwankung
4(f) = G — K ganz beliebig (nur stetig) vorausgesetzt war, konnen wir sie
auch ersetzen durch eine beliebige spitere Funktion ™ und erhalten so:

(17) A(F"T L A(F™)-¢,” .

Die Konfigurationskonstanie q-ter Ordnung stellt also die (kleinste)
obere Grenze fir dem Quotienten zwischen den Schwankungen einer be-
liebigen der Flichenfunkiionen f,f', " wusw. und der q-ten folgenden
dieser Punktionen dar — gerade so wie die urspriingliche C. Neumannsche
Konfigurationskonstante ¢, (erster Ordnung, also identisch mit unserem c;)
die obere Grenze fiir den Quotienten der Schwankungen zweier unmitiel-
bar aufeinanderfolgender solcher Funktionen darstellte [vgl. die Einleitung
8. 447], so daB also diese Konfigurationskonstanten hoherer Ordnung tat-
sdchlich als ganz naturgemifBe Verallgemeinerungen der urspriinglich von
C. Neumann eingefiihrten Konstanten anzusehen sind.

Mit diesen hoheren Konfigurationskonstanten wollen wir uns nun noch
niher beschiftigen. Da [[yws — pws]do =0 ist [vgl (14)], so konnen
wir die in § 3 fiir den ,Spezialfall“ (m = 0) angestellten Betrachtungen
anwenden, wenn Wir g = y; — pg sSetzen. Da dann allerdings ¢ und ¢’
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bei Anniherung von ¢ oder i an o nicht mehr beschrinkt bleiben, be-
trachten wir gleichsam als Ausgangswert erst die Werte gi = y3)s — 75>
so daB also, wenn wir 3¢ (g @~1)) abschitzen wollen, in Formel (8,) n=¢g—3
zu setzen ist, und sich daher als Abschitzung

8
932(7%—1) - 7(([?—1)) < 20/1, J Nag—s (9=5)

ergibt, wenn jetzt z den (sicher endlichen) absolut groften Wert bedeutet,
den y; — [, bel beliebigen Lagen von s auf ¢ und der Pole 7 und i
in § -+ 6 annimmt, — Eine ganz entsprechende Abschitzung erhilt man
fiir M(p4— — @), nur da an Stelle der allein noch von den geo-
metrischen Verhiltnissen der Fliche o abhingigen Zahl u im allgemeinen
eine andere, i, treten wird. Bezeichnen wir nun noch die grofiere dieser
beiden Zahlen u und x mit w,, so erhalten wir nach (12) fiir alle be-
liebigen Lagen von s und 3 auf o die Abschitzung

8 S
932(7’(55_1) - y((éq)_l)) < 89"“!7 mq—S’

und mit ibhrer Hilfe weiter nach (16):

1 s
(18) 0;4)<E8y,ugag]/n2q_s (¢=5).

Mit dieser Abschitzung ist also nach der Grundeigenschaft (22”) der
GroBen #, das Hauptresultat gewonnen: die hoheren Konfigurationskon-
stanien nehmen mit wachsender Ordnungszahl gegen 0 ab.

Nach dieser wichtigen Feststellung wenden wir uns zu den eigentlichen
Konvergenzbeweisen.

A. Die Neumannschen Reihen.

Aus unserem letzten Resultat folgt, dal man in der Reihe der Kon-
figurationskonstanten ¢, ¢;/, ¢;” usw. stets nach einer gewissen Anzahl von

Schritten zu einer solchen Konstanten kommt, die kleiner als 1 ist,
(19) q existiert, so daf ¢,* < 1.

Im folgenden wollen wir uns nun ¢ stets in dieser Weise bestimmt und dann
festgehalten denken (es sei etwa die kleinste Zahl mit dieser Eigenschaft).
Dann kann man den Beweis fiir die Existenz der Konvergenzkonstanten ¢
der Funktionen f, ', f” usw. sowie fiit die Konvergenz der Neumannschen
Reihen von Potentialen im wesentlichen nach C. Neumann selbst fithren *¢),

18) Vgl. die Darstellung dieses Verfahrens z. B. in meiner Arbeit in Math, An-
nalen 55.
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der die letztere Frage zuriickfiilhrt auf die nach der Konvergenz der fol-
genden Rethen wvon Oberflichenfunkiionen:

(f— f/)+(fn_,f:n)_*_(flv__fv)_%_.“’
€~ +C—f) +(OC—F") +....

Zum Beweise der (gleichméaBigen) Konvergenz dieser Reihen braucht
man nimlich jetzt immer nur ¢ Glieder zusammenzufassen, um wieder
auf eine Abschitzung durch eine geometrische Reihe mit echtgebrochenen
Quotienten ¢,? zu kommen, oder man kann auch sagen: Die Reihen kon-

vergieren mindestens ebenso rasch wie eine geometrische Rethe mit dem

*

(20)

Quotienten 1/;0(—45. — Der Beweis ist so leicht zu iibersehen, daB sich ein
néheres Eingehen auf ihn eriibrigt.

Somit ist also der Beweis fiir die Anwendbarkeit der Methode des
arithmetischen Mitiels auf Gebiete, deren Grenzflichen nur sehr allgemeinen
Bedingungen entsprechen, gefihrt — ein Beweis, der schlieflich in engster
Anlehnung an den urspriinglichen C. Neumannschen Gedankengang mit der
Konfigurationskonstanten verliuft: C. Neumann fithrt den Beweis nur fiir
den Fall, daB seine Konfigurationskonstante (erster Ordnung) kleiner als 1
ist — wir haben hier bewiesen, daB, auch wenn das nicht der Fall ist,
doch sicher eine Konfigurationskonstante hoherer Ordnung kleiner als 1
wird, und daf8 auch das geniigt, die Konvergenz zu verbiirgen.

Es fithren diese Uberlegungen dazu, die geschlossenen Flichen ¢ in
verschiedene Klassen zu teilen nach der Ordnung der niedrigsten echt-
gebrochenen Konfigurationskonstanten, und man kénnte dann etwa sagen,
die Konvergenz der Methode des arithmetischen Mittels fiir diese ver-
schiedenen Klassen sei von der ersten, zweiten usw. Ordnung. — Unter
Benutzung dieser Ausdrucksweise lieBe sich dann unser Resultat mit dem
in der Einleitung erwihnten C. Neumannschen so zusammenfassen: Fuir
alle geschlossenen konvexen Flichen konvergiert die Methode des arith-
metischen Mittels von der ersten Ordnung, aber auch fir jede andere ge-
schlossene Fliche (mit den von wuns immer gemachten Binschrdnkungen)
findet Konvergenz von einer endlichen Ordnung statt.

B. Die Robinschen Reihen.

Nach einem frither von mir bewiesenen und schon oben einmal er-
wihnten Resultate [Stud. 8. 66] bilden die Oberflachenwerte V,, V., V,” usw.
der Robinschen Potentiale eine Folge aufeinanderfolgender Neumannscher
Flichenfunktionen (wie 7,,f),f,” usw.), und aus der soeben allgemein be-
wiesenen gleichméiBigen Konvergenz der Reihen (20) folgt also auch die
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der Reihen

(21) (Vs - Vs’) + (Vs” - Vs’”) + (ng— st) + e

’ ” m (falls m =0 und damit C=ml,=0;
Vs + Vs + Vx + Vs + ... vgl. (26”), S.464). !
Dies sind aber im wesentlichen die Werte der Robinschen Reihen (9R,)
S. 452, gebildet in Oberflichenpunkten. Da aber bei Potentialen von Flichen-
belegungen unter den Oberflichenwerten die absolut groBten aller Werte
enthalten sind, so folgt aus der Konvergenz der Reihen (21) auch sofort,
daB die Robinschen Rethen gleschmdfig im ganzen Aufen- und Innen-
gebiete konvergieren — denn die fiir die Konvergenz der zweiten Reihe (21)
notwendige Voraussetzung, daB

mE‘:’,l—aJ‘g"dG:O

ist, muB bei der zweiten Randwertaufgabe fiir ein Innengebiet bekanntlich
stets erfiillt sein.

Marburg, den 11. Februar 1929.

(Eingegangen am 15. 2. 1929.)



