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La formule de H. Bruns et la théorie des
figures planétaires.
Von
R. Wavre in Genf.

1. La formule de Bruns.

Considérons une masse fluide dont les différentes particules Sattirent
suivant la loi de Newton, en équilibre relatif dans sa rotation autour d’un
axe. Soient: ¢ la vitesse angulaire, ¢ la densité, p la pression, U le po-
tentiel newtonien, oz Paxe de rotation et oz, oy, oz un triédre trirec-
tangle. L’hydrodynamique fournit les trois équations suivantes, comme on

le sait,
19p_ aU a 1op__ g_g 12
1) ?52—1"-55—*—@ z, e 9y + oy, r3
Jointes & la condition supplémentaire que la densité croisse de la surface
vers le centre de lastre, elles expriment la condition nécessaire et suffi-
sante pour qu’il y ait équilibre relatif.
Les équations (1) impliquent une relation de la forme

@) e=1(p)
Soient @ le potentiel du champ de la pesanteur, @ celui de la force
centrifuge:

oU

op _ 90
oz 2z "

(3) 2= [ iy de

(4) ’ Q=% (@ +).

Les trois équations (1) se résument par la relation entre les potentiels
(5) =U+4+@Q. |,

Si ¥ représente le symbole de Laplace, I'équation (5) implique la relation
suivante

(6) Ve =vU-+vQ.



478 R. Wavre.

La formule de Poisson et l’express{on (4) de @ montrent que Péqua-
tion (6) peut s’écrire
(6") Vo =2w*—4aip
ou ¢ représente la constante de Pattraction universelle. Soient g I'intensité

de la pesanteur et «, B, y les cosinus directeurs de la direction du fil &
plomb par rapport aux axes z, y, 2. On a, comme on sait,

oD od oD
(7) =0 =96 G =07

et, on le vérifie facilement,

Ve =20 (at+ 2+ g (E+ 2+ )

dn désignant un élément de normale 4 la surface & = constante dirigé
vers le bas.
Or, on démontre pa.r la géométrie la relation suivante:

A

ou ¢ désigne le double de la courbure moyenne de la surface précédente
au point z, y, z considéré. Les rayons principaux doivent étre comptés
positivement vers lintérieur.

La relation (6’) s’écrit donc sous la forme élégante

(8) Y cg—20®—4aio.
Cette formule a déja été donnée par Heinrich Bruns dans son livre « Figur
der Erde» en 1878. Elle n’a été reproduite ni dans le traité d’Helmert,
ni dans celui de Tisserand, ni méme dans Pencyclopédie. M. Pizetti?) est
le seul auteur qui la mentionne & notre connaissance. Cette formule n’est
pas assez connue et nous allons voir, dans la suite, quel parti on peut en
tirer. Les surfaces 4 o constant sont & @ constant et la formule de
Bruns montre qu'une mesure de laccroissement de g suivant la verticale
équivaut 4 une mesure de la courbure moyenne de la surface d’égale
densité passant au point oit 'on opeére.

Je Pai étendue 3 des mouvements plus generaux que Péquilibre re-
latif?) et M. Dive?®) I'a généralisée au cas d’une rotation permanente quel-
conque.

1) P. Pizetti, Principii della teoria delle figure dei pianeti, Pisa 1913.

2) Sur la rotation permanente des planéfes, Archives des Sciences physiques et
naturelles, Genéve 1928,

3) Comptes rendus des Séances de la Société de physique de Genéve 45,
No. 11928,
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2. Les figures planétaires.

Nous appellerons siratification la répartition au point de vue stricte-
ment géométrique des surfaces d’égale densité et densité iransformée Vex-
pression

(9) f=20%—4aig.

Les surfaces d’égale densité seront caractérisées par un paramétre . Les
quantités o, f, @ ne dépendent que de 7. Quoique les lignes de forces du
champ de la pesanteur forment une multiplicité dépendant de deux para-
métres, pour simplifier nos formules, nous les représenterons par un seul 6.
La valeur 6 = 0 représentera ume ligne de force particuliére. Un d repré-
sentera une différentielle relative & un déplacement sur une ligne de force
et enfin une parenthése affectée de lindice 0 ou des indices 6, 0", ...
signifiera que la quantité entre parenthéses doit étre prise le long des
lignes 0,6°,0",....

dn
ds
sur une méme surface ¢

Posons: ——=N(¢,0) et puisque g dérive du potentiel & on aura

(9N)or = (9N )
Dérivons par rapport & ¢ les deux membres de cette équation et tenons
compte de la formule de Bruns, on trouvera, aprés nne réduction simple,

_1_ By =By
{10 @ = @y~ A
ou Pon a posé, L désignant le logarithme népérien,

A=N et B=cN+gELN.

Si 0, 8', 6” représentent trois lignes de forces distinctes, on devra avoir

(11) (B)g'—(B)gﬂ — (B)e'_(B)e
(-A)e' - (-A)e" (A)g' - (A>e )

Cette équation est d’ordre purement géoméirique*); c’est une condition né-
cessaire imposée 3 la stratification.

En vertu d’un important théoréme de M. Lichtenstein®), les surfaces
d’égale densité doivent admettre un méme plan de symétrie perpendicu-
laire & I'axe. Supposons, en plus, que ces surfaces soient de révolution.
Soient @ (t) et 5(t) le rayon polaire et le rayon équatorial de la surface ¢,
¢p(t) et ¢,(t) le double de la courbure moyenne de la surface ¢ au pole

~

%) Voir: Commentarii Mathematici Helvetici 1, p. 3, 1929.
) Math. Zeitschr. 28 (1928), p. 635.
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et & Péquateur, et enfin g, la pesanteur sur l'axe polaire. L’équation (10)

peut s’écrire sous la forme

, ’ all bII
19 dmig()—2wt BV O~
(12) @ e

Les accents représentent ici des dérivées par rapport & f. Cette relation
est rigoureuse et générale. Supposons maintenant que la stratification soit
formée d’ellipsoides concentriques et que ¢ représente le rayon polaire de

ces ellipsoides.
Posons ¢ = b — a. Pour des ellipsoides peu aplatis les courbures sont:

(13) s=5, cr=2(1-2%)

et 'équation (12) s’écrit pour une telle stratification

dzio(t)—2w® 1 2 ¢ 1 &”
(14) e —itwEv g

Si @? est trés petit, ¢, ¢, ¢” le sont aussi; on peut négliger w® dans le
premier membre et calculer g, (¢) dans I’hypothése d’une stratification sphé-
rique. Si D () désigne la densité moyenne de la matiére intérieure 3 la

couche ¢ on trouve facilement

(15) gP(T ¢ D

2 D’ 2 & 1 ¢”
(16) TTTD TS 2 &

. - . b—a \
Enfin, en introduisant Paplatissement e = > = on trouve, aprés un
4 a %

calcul tout élémentaire, 1’équation de Clasraut qui lie Paplatissement des
couches & la densité moyenne:

(17) ¢"D+2¢'D+2eD'+2e'D=0.

Représentons maintenant par ¢, le double de la courbure moyenne
des surfaces & o constant, et soit ¢; la méme quantité pour les surfaces
4 U constant, surfaces équipotentielles pour le champ de Newton.

Sur Paxe polaire, la formule de Bruns nous donne:

%—i—oegzzinz'g —2m®
et Péquation de Poisson s’écrit au méme point

a .
% +epg=4anip.
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En les soustrayant membre & membre, on trouve:

(18) = Ctv—¢C

Puisque les surfaces sont de révolution, on a plus simplement:
w? 1 1

(19) TR TR

les B étant les rayons de courbure des méridiennes. Les surfaces étant
de nouveau supposées ellipsoidales et de faible aplatissement, ¢; variera
entre deux limites qui correspondent: 1° au cas d’'une concentration de
toute la masse au centre et 2° au cas d’une répartition homogéne.

On trouve pour ces deux circonstances

o, L _ 1 g0, _1 1 6
" wm=v 2 mTITSE
tandis que Pon a toujours
1 1 e
B ¢ 23

on déduit alors de I’équation (19) les inégalités

Icot 2t

4 0%t
56§T§_2e,

qui constituent elles aussi un important théoreme de Clairaut.

A Yextérieur de Pastre ¢ =0 et la formule (14) donne en négligeant

les termes du second ordre
4e-+-21" —12e"= 0.

Cette équation linéaire admet la solution
(20) e=o 20 +xt™")
1 et x étant deux constantes. Nous allons voir que 1 est 1ié 4 la masse
totale de la planéte et » & ses moments d’inertie.

Soit S une surface de niveau extérieure a Pastre. En intégrant les
deux membres de la formule (6°) & Pintérieur de S, on trouve, aprés usage
d’une identité de Green, Iéquation de Poincaré

(21) [[gd8=4aiM—20°T
o M est la masse totale de Pastre et T le volume total intérieur & &S,

Désignons alors par ¢ la latitude d’'un point de S ou la pesanteur est g
et par g, la pesanteur au péle de §. On a

g 9%
9= 4w = e oy — Jo(1 = &' c0s*9)
£

Mathematische Annalen, 102. 31
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et d’autre part

= %nts, dS = (t+ecosh)?d=,

dZ étant élément de la sphére unité.
En portant ces expressions dans la formule (21), on trouvera aprés
Intégration, et en remplacant ¢ par sa valeur (20)
M
12

_gw“’t:go[l—!—Za)gl(xt“"—%tﬂ}.

Puis mettons en évidence la partie principale de g,
™ .
(22) 902%?'5‘“7“90,1
dans Péquation précédente, ce qui donne
— g0 = 20 MAnt™ 2 1(1 — 20 M2).

Le coefficient de ¢ doit étre nul car g ne peut pas croitre avec £; on a donc

1

(28) 1=554r
et
24) Jo,1=— xt™t.
Les deux relations déduites de (20)
(25) = =i (t® %177,
(26) & =w’A(41>—%t7%)
donnent par addition

& , S w?t?
(27) TS Ty
ou

g , D ot
(28) -z- € ——5 )

C’est une relation de Clairaut qui sécrit encore, en introduisant la

pesanteur g, sur Péquateur de S, et P'aplatissement lui-méme e,
- 5 ot

29 B0 227,

(29) et = =5

-

Solent 4, B, C les moments d’inertie de la masse par rapport aux
axes z, ¥, 2. On aura:
O=[ffo(e*+y)arT
les autres expressions se déduisent de celle-ld par permutation des lettres
A,B,C; z,y,2. La densité p satisfait & la relation

dnio=2w%—VD.
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Cette valeur introduite dans C donne aprés usage de I'identité de Green

(30) 47 C=4[[[(Ps—@)AT+[[g(a*+y*)d8+20°[ [ [ (2°+y*)dT.
La soustraction de deux formules semblables donne:
(31) 4ni(C—A)= [[g(a®—2*)d8S +20° [[[(2* —22)dT.
Cette relation montre que C — A ne dépend que de la surface 8, de la
vitesse angulaire et des valeurs de ¢ sur 8. Elle convient quels que soient
Paplatissement et la vitesse angulaire. Elle s’écrit encore, en désignant
par 7’ le volume compris entre S et une sphére centrée & Porigine et de
méme pdle que S,

47i(C—A)= [[g(a? —2)dS+ 202 [[[ (2 —22)dT .
En négligeant les termes du second ordre comme nous l'avons fait pré-
cédemment, on trouve simplement

4ni(C— A)= [[g(z*—22)d8S.

Enfin, en remplacant g et dS par leurs valeurs on trouvera, facilement,

M
(32) C—A=§7(72—*9'o),
ou
(33) C—A4A=3iw%.

Cest la relation cherchée liant » aux moments d’inertiec. Enfin, en tirant
% de la formule (20) on trouve la relation de d’Alembert:

: 2 4 w?i
(34) C—4—521 (e-~§~>,
Les relations (29)...(34) sont vraies & extérieur de Pastre.

On voit avec quelle rapidité la formule de Bruns permet d’obtenir
les résultats classiques de la théorie des figures planétaires,

(Fingegangen am 22. 4. 1929.)



