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Uber das monotone Polynom, welches die minimale
Abweichung von Null hat, wenn die Werte seiner ersten
Ableitungen gegeben sind.

Von

W. Bfecka und J. Geronimus in Charkow.

Wir wollen das folgende Problem behandeln:

Man soll in dem Intervall (—1, 1) die minimale Abweichung von
Null des Polynoms hochsiens n-ten Grades

U () = doa” + Ay 2" L+ 4,

finden, welches tn diesem Intervall monoton wachsend ist, wenn die Werte
seiner k ersten Ablestungen in einem Punkte |n| <1 — & gegeben sind:

y9 (n)=a, (1=1,2,...k),
wobet ¢ eine beliebig kleine, aber von n unabhingige Zahl bedeutet.

1. Kapitel.

§1.
Wir wollen mit einem leichteren Problem beginnen:
Man soll das Minimum des Integrals

N =—fq(x) R2 (x)dz

finden, wo g(x) ein gegebenes Polynom l-ten. Grades ist, welches keine
Wurzel in dem Intervall —1 < x <1 hat; R, (x) 78t ein Polynom m-ten
Grades. Die Werle dieses Polynoms und seiner r ersten Ableitungen in
esnem Punkte |n| <1— ¢ sind gegeben:

B2 (n) =Y (G=0,1,2,...,7).
Mzathematische Annalen. 102. 33




506 W. Bfedka und J. Geronimus.

Um dieses Problem zu losen, wollen wir
m
R,(z) =3¢ P, (x)
s=0

setzen, wo die Polynome P, (z) normiert und orthogonal sind, d. h.

0 fir s,

Sa@r@p@a={] o

Es soll nun
(1) 8=
8=0

unter den Nebenbedingungen
m .
e PO(y)=b; (1=0,1,2,...,7)
§=0

zum Minimum gemacht werden.
Dann erhalten wir die Gleichungen

(2) 2cs=%&ﬂi)(n) (=0,1,2,...,m),
=
und hieraus folgt
(3) 28 = 31b,.
=0

Weiter multiplizieren wir die Gleichungen (2) mit PP (n), summieren und
erhalten

(4) 2b,— S ia, (j=0,1,2,....7),
=0
WO

@ =8_Zo' PP (n) P? (n)

1st.
Nach (3) und (4) finden wir

S b b b,
by @y @y, @,
b, ay ay L0 0
br aOr alv arr

und endlich

(4') 8=3 3(—1)"*pp 2,

i=0 j=0 a
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ist und 4, die Unterdeterminante dieser Determinante ist, welche dem-
Element a,; entspricht.

§ 2.
Jetzt soll
& p) )

(5) Qi =s=20 P (n) Ps"(n)
gefunden werden. Die Formel

- —t m+1(x)Pm(?/) —Pu(2) Prnya(y) 1)
(6 ZR@EW) =
wo

d(m (m)  m (m) _ m—1 (m)

Gm d(m*l)ﬁ (Pm(x)zdm x +dm—1x +"'+d0 )}
m+1

benutzend, erhalten wir nach ¢-maliger Differentiation von (6) in bezug
auf 2 folgendes

Frrenm=afnm e (EEE
P . (i—-r) z) 7!
——Pm+1(?/)_§£< ) ( >?;—3/(S’_i—l—}’

und indem wir alsdann diesen Ausdruck j-mal in bezug auf y differenzieren,
erhalten wir

m ] : 1N iy PN (y)(r+ )
:zopé’(x)P;’(y)zcm{go(-—l) (}) Pait(a )2( )W

i | . G=b
- 0

Setzen wir x =y -+t und entwickeln alsdann alle Pol’ynome, die von z
abhiingig sind, in eine Taylorreihe und setzen schlieflich ¢==0, so finden
1) Vgl. Darboux, Approximation des fonctions de trés grands nombres, Joumal

de Mathématiques pures et appliquées (3) 4 (1878), p. 413.
3g¥
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wir, dafl unsere Summe den Wert
m . .
2 PP (n) PP (n)

‘>()}

i
=cm2{( )IPR () P () — P () P )]2 TFrTi
=0

hat; es ist aber

2 1) < )I-H’-rl Z("l) ( >f 7+ldx=df1(1—x)ixldx

r=0
. , I
=BUTLIT D=5
und wir erhalten endlich
(7} 2B (n) P ()

= O i1y i—?

7

141 1 - 1

i1 gt 2(1«+?+ > P(y l}(ﬂ) (z+:l1+1)(n) P,f: l>(77)P:n+l+1)(1])]
=0

J

t a1 -+ 1 3 — 0] —
=iyt 2 ()RR @) PR ) — PR P ).

§ 3.
Wir wollen die asymptotische Form wvom (7) finden, sndem wir an-
nehmen, daf m ins Unendliche wdchst (¢ und j blesben endlich).
Die Polynome R, (), welche die Bedingungen der Orthogonalitit

1

f 22 R, (2) By (z)do =0 (m +n)
erfiillen, lassen die asymptotischen Ausdriicke
R (x) & cos(m;}:)—»-qp)
zZu, Wo @ = arccosz und y eine Flmkazion ist, die von p(x) abhingt?).
Setzt man
2 .
1@ =L, ymemp (nl<1-0)

%) S. Bernstein, Sur quelques propriétés asymptotiques de la meilleure approxi-
mation, Comptes Rendus 186, p. 840. — Sur les polynomes orthogonaux, ibidem
188, p. 361. i
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so erhilt man
2  cos(me-+y)
P COS ~ e
w(c0s®) % Yq(cosp)sing

Alsdann ist

V2 cos(mo+yp+p- o
P,ﬁf’)(coscp)N _“_<____, - 2)‘,-m29
. Jz g (cos @) sin @ (— sin @)

und
P2 (cos ) PP (cos ) — P21 (cos @) PEH P (cos @)

2 {eos (m¢+w+p—f;-) o8 [(m—i- Lyg+y+(i+i+l —p)%]
T (= 1)**7+ g (cos ) (sin @) 742

T

cos | (m+1)g+y+p }008{mw+w+(i+i+l—p)1} o
_ 2 2 .mz+3+1

(= 1)*7* g (cos @) (sin )+ 742

k__m.-wﬂ{cos [(@m+1) g +29+G+i+1)F | +oos [p+(i+i+ D)5 —pa]
= (—1)7+7+ g (cos ) (sin @) "+ 7+

r

cosi_(2m+1)¢+2w+(i+§+1)%—]+008[@—(i+7'+1)%+px}}

(= 1)"7+14 (cos ) (sin ) +7+2

2mitsti( 1) +7+1gin @.sin <z+;+l ﬂ—pn)

7 g(cos ) (sin @) 742

2ttt (1) tesin TIF D o g itsts (L 1)t costH

— = (=1

.ﬂq(coszp) (Sinrp)’*-"“ nq(cosgo)(sinqo)"’*"*‘

Dann ist

7
_rL® @ it g1 i+l
a; = SPO) PO (1) ~ o0 iy S5

p=0

2 mAHH (1) cos H . (~1)?

ag(cosg)(sing)’+7+1

o QmtTitl_1y¢+7 ’:_’*;7'

., .z!‘?! ' m -1 co.s > n2<5+7’+1) (—1)2.
"EHIFDY 2g(cosp) sing)tHFT SN p

Man findet leicht, da8

0 (FIH N =1 () —r (1)

i8t, wo

£(#) = (=1 ("}
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ist. Sodann ist
)

(I —nr =1 +Zi (I (-1 = 1476 — £10) = (—1 (T7)

p=0 r
und

2¢m (—1)*+7 cos Z-~—2—7 meomrHI+L

0™ g (cosg) (sing) (1474
Die Szegdsche Formel®) benutzend finden wir leicht, daB ¢, ~ 1 ist.
Also endlich

(—=1)**7 cos 7—'—2——7 memitItl

(8) %9 g (cos ) (Sm @) I (4 1)

§ 4.
Es soll nun % gefunden werden, wo @ die aus a;; gebildete Deter-

minante und 4,; die Unterdeterminante dieser Determinante ist, welche dem
Element a,; entspricht.
Man kann leicht finden, daB
a (__])1+J,mz+1+1 d
4" 2q(cose) ing) it Dy
cos z/:—-—? 4

2

ist, wo d die aus d;; = ST gebildete Determinante und D, die ent-

sprechende Unterdeterminante ist.
Nun betrachten wir das System der linearen Gleichungen:

t—s
r ©COS —(— o . .
2 fiir £44 =0,
(9) sz t+sll :8t { ’
0

o T fiir =4 ¢=1.
Dann ist
' . <D,
— (—1\*t3 i
z; = (—1) 7
Es sei
k3
¥ =(—1)x,
dann ist
r i
Ys e (—1\2, — <
§t+s+1"‘( 1), § =1 (mod 2).

%) G. Szegd, Uber die Entwickelung einer analytischen Funktion nach den
Polynomen eines Orthogonalsystems, Math. Annalen 82 (1920), S.207.
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Alsdann ist ~
L= (—1 i+]‘+%j‘@_,
y= (=1 3
wo d die aus d; = %—E—%)- gebildete Determinante und D;; die ent-
sprechende Unterdetermmante ist.

Dann ist

( 1>z+3+§3 D“ ( 1)11-_7—;—%; z;'

und

|

RN

J

3

D, iy
=Nz

Die Werte von %’« sind #)

D, (,,*@__1)(,,_1_74.1)1?(“)(0)P(”(0) y=1r fir i=j=r
a it gt (+j+1)

}(mod 2),

wo P (z) das Legendresche Polynom ist. Fiir §= j—1 (mod 2) ist

]j,. = 0. Also haben wir

v=r—1firi=j)=r—

L i-d (v—«‘b—}-1)(v+7+1)P(7’)(0)P<7)(0)
= (= ) it i+

und endlich
= ?

(10) S~ th(cosqa)Z 2 (an¢)‘+1+1(‘" 1) 2 bib_, (V+Z+1) (V"}"?TI)PM(O)P@ (0)

=0 j=0 @v:) (@_LH_D mititi
znq(cow)zvzv<sin¢)“"+‘b,bf, (r+i+ 1) (p+j+1)
227 i=0 7=0 m I (”_4"_2.\» (’_'_-__)1 ("+7> ( _j)s i1 4! ('i+4+1).
2 (550) (50 ()i it G

Wenn alle Zahlen b; von einer und derselben Ordnung sind, so ist

z b} q(cosqo)sm<p (v+ 112
(11) 8~ e ( )ﬂ
2
wo y=r, wenn r gerade, und

v =r—1, wenn r ungerade ist.

4) J. Geronimus, Uber die minimale mittlere quadratische Abweichung des
Polynoms von Null im gegebenen Intervall (Russisch), Communications de la
Société Mathématique de Kharkow (4) 2 (1928), 8.32.
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Wenn % ~ f,bymé, wo f; endliche Zahlen sind, so ist
r r
zb& ¢ (cos @) (sin@)* 72 8,8, (v4i4+ 1)1 (v +j4 1)

S e () () () ()

4

(12) 8~

wo y=r fir £=j=r(mod?2),
v=r—1 fir i=j=r—1(mod 2).

II. Kapitel.
§ 5.

Jetzt wollen wir zum monotonen Polynom zuriickkehren. Es ist klar,
daB es folgende Form hat

va(@) = far@a(@) (-2 +a)de (e 8=0,1),

wo gq(x) keine Wurzel fiir —1 <2< 1 hai.

Man kann beweisen, daf3 q () hochstens (k —1)-ten Grades ist, wenn k
gerade, und k-ten Grades, wenn k ungerade ist.

Ist k& gerade, so 1aBt sich ein Polynom konstruieren

z

g(z) = [ur(z)A—2)*(1+2) [z—n]*dz;

-1

dann erfiillt, wenn ¢ (z) vom Grade >k ist, das Polynom

R, (z)=y,(x)— 27 (%) =_J;u2(x) (1—2)* (1 +2)" [¢(@)—i(x—)*]dz
alle Beding’ungen unseres Problems, wenn i so klein gewahlt ist, da8
g(z)—A(z—n) >0 fir —1<x<1;
aber fiir 1 > 0 ist
R,(1)<y,(1).
Folglich ist g(x) hochstens (k—1)-ten Grades. Ist % ungerade, so kon-
struiert man das Polynom auf folgende Weise

z(z) =_fu2(x) (1—2)* 1 +2) [2—7]" da

und man beweist, daB g () hochstens k-ten Grades ist.
Demnach konnen wir

va(2) = [a(@)u* (2) ds
setzen, wo der Grad von q(z) endlich ist.
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Es sei
9(z) = (z—a)(z—0)... (z—a).

k
9 (n) _ 1
W - é, N’

Wir sehen, da§ | qq’ ((:))‘ eine endliche Zahl ist oder sogar, wenn alle Wurzeln «;
' I

unendlich gro8 sind, gegen Null strebt.
Ebenso haben wir

k
’(n) _ 4" (m\? 1
q(n) “{q(n)} - Z(n—%)"‘

8=1

Dann haben wir

usw. So sehen wir, daB fiir s >0
R CR . . s o
M{ms q(n)}—-O (¢=1,2,8,..., % m—o0).
Wenn jedoch einige Wurzeln den Wert + 1 haben, z B. ¢; =1, so
haben wir

j’i"aﬂ < i
wo & eine kleine positive Konstante ist, die von n unabhingig ist. Des-
halb haben

!l{l

2

¢ (n)  ¢"(n) 9% (n)
a(m)” q(n)” "7 q(n)

eine obere Grenze, die von » unabhiingig ist.
Hiernach 1iBt sich unsere Aufgabe in folgender Weise auf die in
§§ 1 —4 geloste zuriickfithren. Wir wissen, da8

gwr=a, Zlg@u@)]_ —a,; (=123 ..k—1)

ist. Nehmen wir an, daf alle gegebenen Ableitungen a; einer wund der-
selben. Ordnung sind und daf a, + 0 ¢st. Dann haben wir

ae = 3 (3)2400) ,_SJ () u® (i (2)

und
8

1) = 305 Z{G) o

=0
Wenn wir
u®(q) =13,
selzen, so kann man leicht ersehen, daP wir imstande sind aus diesen
Gleichungen alle b, aufzufinden, und daf alle diese Ableitungen einer
und derselben Ordnung sind.
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Zum Beispiel
g(n)u®(n) = q(n)b} = a,,
q'(n)w(n)+2¢(n)u(n)u’ () = b3q' (n) + 2b,b,q (1) = a,,
woraus

% __ob , 9'(n) H_@_9(7)
T e 2%

R
<

Ferner ist

w? () g” (n) +4u(n)u' (n)q"(n) +2¢(m)u(n)w” (1) +2¢(n)u"* (n)
= 039" (1) + 4b,D,9" (1) +28,b,q(n) +2b2¢(y) = a,

a; _ ¢"(n) 4o ()
=" T4 T T2 +2()

woraus

by @ d"() o d ()@ g\ _1/a _ ¢(n))?
2% T W ) 2q(n><a1 q(ﬂ)) 2( >“SW~

@ q(n)
Es soll nun das Integral

1
L= [q(x)u?(2)dz
-1
unter den Nebenbedingungen
u®(n) =1 (?=0,1,2,...,k—1)

(wenn alle b, einer und derselben Ordnung sind) zum Minimum gemacht
werden.
Die Formel (11) benutzend, erhalten wir

L~ @gcosqa)b‘smqo 1) [P (0)] :zq(cos«p)b Sm(p{(y—;-l)g}e’
AT
2 <§>!
wo v =k — 1, wenn k ungerade ist, und v=»Fk — 2 fiir gerades k. Endlich
tm Falle, wo die gegebenen Ableitungen einer und derselben Ordnung sind,
ist die minimale gesuchte Abweichung von Null durch die Formel

(14) I 2:zalsin<p{(v+l)!}2
2(3)!

g(cosp) b =a,

gegeben, weil
ist.
Wemn k=1, » =0, so finden wir, daB
v 2 i
(15) L~ _’iﬁ:?_n_?i
ist3).
%) Vgl. W. Bretka and J. Geronimus, On a monotonic polynomial having the
minjmal deflection from zero, Téhoku Mathematical Journal 30 (1929), Nr. 3, 4, S. 389.

.
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§ 6.
Nun wollen wir den Fall betrachien, wo die Ordnung der gegebenen
Ablestungen in geometrischer Progression wdchst.
Alsdann ist
LN

wo ¢, endliche Zahlen sind. Wir erhalten aus (13)

e ZOT RO

0

~ila a;m,

Wir wollen zeigen, daf

7st. Wir sehen, da8

1 a\n o
ist, also
b,
T by pym,
weil
2y
—_—~nm

ist. Wir wollen beweisen, daf, wenn

2 by fym (1=1,2,3,..,8—1)
28t, $0

b s

8_’ ~ Oﬂsm

1st.
Aus (16) finden wir, daB

S LTHL=C1 5 N B L

p=0

ist. Die zweite Summe ist gleich
b. ; s—1
'$ 8
2"1;0- +8.1g,;,51,ﬂ3~pm »

also ist
b, s
ey ~ boﬁs m
und
$—1
(17) 2/93:“3— Zﬂpﬂs—p’
»=1

Diese Formel gestattet alle B zu berechnen.
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Es soll nun das Integral

L=_{q(x)u“’(x)dx

unter den Nebenbedingungen
u(i)(ﬂ>:bi (Z::O: 1:2;-~-:k’—1):

wo
b,

2!

~ boﬁi mt

ist, zum Minimum gemacht werden.
Aus der Formel (12) erhalten wir

k-1 F—1 o
(18) L ~-2% (sin@) T BB (v Fi+ 1) (v i+ 1)1

PG G () RN () )

\

wo ¢ = j (mod2)
und ¥=£% —1, wenn k ungerade ist,
und v =k — 2 fiir gerades k.

Die Werte von B kénnen aus den Gleichungen (17) berechnet werden.

Charkow (Ukraine).

(Eingegangen am 30. 3. 1929.)



