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Bemerkung zum Hilbertschen Irreduzibilititssatz.

Von
Karl Dérge in Koln.

Der Hilbertsche Irreduzibilititssatz!) besagt das Folgende: f(x, 1) sei
ein Polynom von z und { mit rationalen Koeffizienten. Ist dann f als
Polynom der beiden Verinderlichen z, # im natiirlichen Rationalitéits-
bereich P irreduzibel?), so kann man ¢ als ganze rationale Zahl so spe-
zialisieren, daf 7, dann als Polynom von z allein, auch in P irreduzibel
wird. Genauner besagt der Satz, dal man ¢ auf unbeschrinkt viele Weisen
in dieser Art spezialisieren kann.

Aus dem in der Abhandlung von André Weil, Acta mathematica Bd. 52,
S. 315 mitgeteilten Satze folgt, wie mir der Entdecker desselben freund-
licherweise mitgeteilt hat, das auBerordentlich weitgehende allgemeine Re-
sultat: Ein Polynom f(z, ¢) mit rationalen Koeffizienten zerfallt hichstens
dann fiir unendlich viele ganzzahlige Werte f, wenn es moglich ist, fiir ¢
einen Ausdruck in einer neuen Unbestimmten u

t=c_,u " +e_, 0" et ut. e, u”?)
zu finden, so daf w in ¢ wirklich vorkommt und nach der Substitution f
als rationale Funktion von 2 und ¢ in P identisch zerfallt.

Ich behandle hier den Spezialfall, da in dem pach z geordneten
Polynom der hichste und letzte Koeffizient @, und @, nicht von ? ab-
héngen, ¢ also nur in den iibrigen Koeffizienten @, ..., @, , steckt. Ich

" beweise dann — unter der selbstverstindlichen Voraussetzung des H. I.-8. —,
indem ich den H. I.-S. wesentlich benutze f kann hochstens dann fiar un—
endlich viele — sogar rationale — ¢ in P zerfaﬂep, wenn em durch n

*

*) Im folgenden abgekirzt als H.IL-8. Der Satz ist von Hilbert in Ore]l% Jour-
nal 110 bewiesen. : .
- %y Diese Voraussetzung nenne ich in anunfn »die Veraussetzun,g des H I-S “
3 Die ¢ brauchen nicht rational zu sein. -
Mathematische Annalen. 102. 34



522 K. Dorge.

allein — es wird a,< 0 vorausgesetzt, so daB n der genaue Grad ist —
einfach zu charakterisierendes Polynom 4 (@, a,,..., a,) identisch in ¢
verschwindet. Es zeigt sich an Beispielen, da8 diese Bedingung nicht ganz
fortgelassen werden kann.

Dann behandle ich im zweiten Teil den noch weiter spezialisierten Fall,
in dem f(x,) so entsteht, dal man in dem Ausdruck ayz"+a,z" " *+...+a,
einen Koeffizienten, etwa a,, durch ¢ ersetzt, wihrend alle iibrigen Ko~
effizienten o feste rationale Zahlen bedeuten. Dann ergibt sich z. B.: Sind
v und n teilerfremd, a,+ 0, @,<+0, dann wird f(«,?) hochstens fiir
endlich viele rationale Werte ¢ in P reduzibel, wihrend es, wenn % und »
nicht teilerfremd sind, immer ein Gegenbeispiel gibt. Es kann daraus auch
gefolgert werden, daB man durch Ungleichungen zwischen den Koeffizienten
@y, @y, ..., @, In mannigfacher Weise die Irreduzibilitit des Polynoms
ﬁ‘ayx”“” erzwingen kann. Sind n und » nicht teilerfremd, so wird ferner
v=0

gezeigt, dafl die Anzahl der ganzzahligen ¢ unterhalb S, fiir welche f in
P zerfillt, kleiner als konst.}S ist, wo wieder der Exponent 1 von 8§ —

jedenfalls fiir gerade 7n,» — nicht verkleinert werden kann.
L
1.
@) = 5 a,ar (a,+0)

sei ein Polynom mit Koeffizienten aus irgendeinem Kérper K. Dieses heifle

in K halbreduzibel, wenn es sich schreiben 1i8t in der Form

(Byx* 4+ b2 ...+ b)) (' F et M +e) (k>0,1>0)

derart, daf} die duBeren Koeffizienten der beiden Faktoren, also die vier Zahlen
bgs bys €45 €5

zu K gehdren. Aus dem Zerfallen eines Polynoms f in K folgt dann das
Halbzerfallen von f in K, aber nicht immer umgekehrt. Die n Wurzeln
von f bezeichne man mit
Xyy Tyy oo X, -

Die notwendige und hinreichende Bedingung fiir das Halbzerfallen von f
in K ist dann offenbar diese: Es gibt ¢ Wurzeln 2, 0 < ¢ < n, deren
Produkt z, ... T, in K rational ist.

Man bilde das Produkt

I (e, %o, - - - Ta, — 0)
mit einer neuen Unbestimmten &, multipliziert iiber alle (:) Kombinationen
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von je ¢ der » Wurzeln 2. Man erhilt dann ein wohlbestimmtes Poly-

nom F,(8) von & und %, - % mit ganzen rationalen Koeffizienten.

Dann setze man
n—1
F (o) =9]=];Fe(6).

Auf diese Weise ist jedem Polynom f ein bestimmtes Polynom F(4) der
neuen Unbestimmten é zugeordnet, und die Bedingung fiir das Halbzerfallen
von f in K ist offenbar die: F(3) =0 soll eine Wurzel 6 in K haben.

Statt des Korpers K behandle man nun den natiirlichen Rationalitats-
bereich P. Die Koeffizienten a des Polynoms f(z) sind dann rationale
Zahlen. Durch Multiplikation mit dem Generalnenner der o erreicht man,
dafl dieselben ganze rationale Zahlen sind. Dann denke man sich die
duBeren Koeffizienten a, und @, fest vorgegeben, die iibrigen Koeffizienten
a,, a,, ..., @, _, verinderlich. Die Wurzeln 6 der Gleichung F(8)=0
sind dann die Produkte =, ., ... Ta, (0 <o<n). Wird ein solches
Produkt rational, so ist es jedenfalls nur endlich vieler rationaler Werte
fahig, weil bei reduzierten Darstellungen sein Zihler durch die Teiler von
a,, sein Nenner durch die Teiler von a, auf endlich viele Werte beschrankt
ist. Man fixiere nun irgendeine Vorschrift, die zu jedem Paar von Zahlen
a,, a, endlich viele rationale Zahlen

61: 62; ooy 6:3

bestimmt von der Art, daf unter ihnen alle etwaigen rationalen Wurzeln o
von F(6) =0 enthalten sind. Bei vorgegebenen a, und @, ist

8
I—ZIF(éa) =R(a,,a,,...,a,_,)

dann ein Polynom von @, a,, ..., a,_,, welches durch », g, und a, ein-
deutig bestimmt ist, und die Bedmgung fiir das Halbzerfallen von f (x) bei
fest vorgegebenem a, und @, ist

R(ay; 0y, ...,a,_,)=0,

also eine algebraische Bedingung fiir @, a,,...,@,_,.%

4) Etwas allgemeiner ergibt sich folgendes: Man schreibe die Primzahizerlegungen
von @, und a, vor:
qgﬂz c..qbs

@y e e
G =P PP, an'—ql -4g -

Die Bedingung fiir das Halbzerfallen von f{(z) ist dann das Verschwinden eines durch
My Cyyenny Gry By, .., Ps eindeutig bestimmien Polynoms

R(al.: ae:”~:aﬂ-1: pl) AR Pr: 411"‘3 Q:)

VOB @y, ov oy Gnys Pry o> Prs Qa5 oo s e -
34%
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2. Diese Bedingung R = 0 des Halbzerfal]lens ist nach dem Friiheren
fiir das Zerfallen des Polynoms f(2) notwendig. Sie ist aber, wenn man
von im folgenden zu charakterisierenden Ausnahmefillen absieht, auch fiir
das Zerfallen hinreichend. Um dies zu zeigen, betrachte man neben dem
Polynom f(z) aus dem beliebigen Kérper K fiir 0 < o << n das Polynom

fo(z) = ad [T (2 — ., Ty v Tap)s

dessen Wurzeln alle (:) Produkte von je ¢ Wurzeln z sind. N, bestimme

man etwa als kleinstmégliche ganze Zahl, fiir welche die Koeffizienten
von f, ganze rationale Funktionen von @, a,,..., @, werden. Man erhilt
dann die Polynome f, (z), f,(x), ..., f,_, (). Esist offenbar £, (z) = f(z).
Die Diskriminante von f,(x) sei 4,. Ferner sei®)

A=4,4,...4

4 ist dann ein durch » eindeutig bestimmtes Polynom

n-—-1°

d(ay, ay,...,a,).

f(x) soll nun ein spezielles Polynom heiflen, wenn A verschwindet. Ist
etn Polynom mnicht ein spezielles, so folgt, wenn es halb zerfdllt, daf es
zerfdllt. Zerfsllt es namlich halb, so ist ein Produkt z, ., ... 2, o m K
rational, es habe den Wert m. Wegen 4 <=0 ist dann die Gleichung

xalx%...xae——m=0
intransitiv, folglich f in K reduzibel.
3. Wir beweisen nach dieser Vorbereitung den

Satz 1. f(=,t) sei ein Polynom der beiden Verinderlichen z, ¢ mit
ganzen rationalen Koeffizienten, welches den Voraussetzungen des H. I.-S.
geniligt. Geordnet nach Potenzen von z hat dann f(z,?) die Form

2 a,x"”. Man setze nun speziell voraus, daf @, und @, nicht von ?

;.ﬂbohéingen, daf also dieses nur in den Koeffizienten a,,..., @, _, steckt.
SchlieBlich mége das zu f, aufgefalt als Polynom allein von z, gehérende
Diskriminantenprodukt 4 nicht identisch in ¢ verschwinden. Dann gibt es
nur endlich viele rationale Zahlen v, die, statt t in f(x,1) eingesetzt,
dieses als Polynom wvon x in P reduzibel machen.

Beim Beweise setzen wir den H. 1.-S. voraus. Dann schliefen wir so:

Nach 1. gehért zu f(z, t), aufgefalit als Polynom von z, ein bestimmtes Polynom
R(a, a,, ...,a,_,)=R*(1)
und nach 2. ein bestimmtes Diskriminantenprodukt
‘ 4(aq a,, ... an)z——A*.(t).

%) Es genugt auch, hier 4=4,4,...4,_; zu setzen.
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Nach Voraussetzung verschwindet 4*(t) nicht identisch. Es hat daher nur
endlich viele Nullstellen. Die etwaigen rationalen Nullstellen nenne man 7.
Die 7 sind dann unter den rationalen Zahlen 7 alle, welche, in f statt ¢
eingesetzt, dieses zu einem speziellen Polynom — der Verinderlichen z —
machen. Fiir ein rationales 7, das nicht ein 7T ist, folgt also aus dem
Halbzerfallen von f das Zerfallen in P. Daher kann R™(z) nicht identisch
verschwinden. Denn dann wire f fiir jedes rationale v aufler den endlich
vielen 7 in P reduzibel, was dem H.L-S. widerspricht. Daher hat R*(z)
nur endlich viele Nullstellen. D.h. aber: f zerfillt nur fiir endlich viele
rationale Zahlen z halb, also zerfillt es erst recht nur fiir endlich viele
rationale Zahlen 7 in P, w.z. b. w.

Handelt es sich um wmehrere Parameter f, so ergibt sich ein ent-
sprechender Satz. Durch bekannte, von Kronecker herrithrende Verfahren
kann man ferner entsprechende Sitze fiir mehrere Verdnderliche z und fiir
beliebige algebraische Zahlkorper zuriickfithren auf den Fall einer Ver-
dnderlichen und den Korper P.

IL
4. Es gilt offenbar der folgende

Hilfssatz. f(x)zzn'avm”" sel ein Polynom aus dem nicht nur

endlich viele Elemente ezitl?altenden Korper K, ay=+0. Ist f(x+ k) als
Polynom wvon x fiir hinreichend wviele®) in K rationale Zahlen h holbredu-
zibel, so ist f(z) in K reduzibel.

Es mufl dann nimlich wenigstens emme Kombination von Wurzeln
Tayy Tays -oes Ty (0 <o <m) von f(x) geben derart, daf der Ausdruck

(e, +h) (o + 1) ... (xae+ k)

fiir mehr als o Zahlen % aus K in K rational wird. Dann aber gehoren
die elementarsymmetrischen Funktionen von z,, ..., %y, zu K und dann
zerfallt f in K.
n
Ferner ist es im folgenden bequem, statt mit Polynomen Ya, z#-*

ve=1)

mit beliebigen ganzzahligen Koeffizienten aus K zu operieren, sie auf eine
Form zu bringen, in welcher der héchste Koeffizient o, den Wert 1 hat.
Dazu multipliziere man f(z) in bekannter Weise mit ag ', setze dann
ayx = «’ und schreibe schlieBlich statt der neuen Veriinderlichen z' wieder

x. Auf diese Weise entspricht dem ganzzahligen Polynom f(z) = Zﬁ' a,x"
r=0

%) Die Anzahl kann allein durch n charakterisiert werden. Es geniigh z. B., sie
gleich 2%.% zu nehmen. h
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emndeutig das normierte ganzzahlige Polynom f*(z) = ﬁ’a,* x®”, wo jetzt
r=1

aber a;‘ =1, a = a) 'a, ist. Offenbar zerfallt f(x) dann und nur dann
in K halb, wenn f*(2) in K halb zerfillt.

Nun betrachte man die Polynome, die aus dem Ausdruck
ayz"+a, 2" '+ ... —a, dadurch entstehen, daB man statt eines Ko-
effizienten”) @, (» +0) die Veréinderliche # schreibt, wihrend die iibrigen
Koeffizienten feste ganze rationale Zahlen sind, jedoch a,+0, a,=+0.
Das so entstehende Polynom von z

f(2,8) =a,2™ ... +a,_jg* i Ligrrta, ar 4 g,

hat dann in P(t) ganzzahlige Koeffizienten. Ferner ist, wie man leicht
erkennt, f,(x,t) in P(t) irreduzibel. Nach dem Hilfssatz gibt es nun
eine ganze rationale Zahl %, derart, daB

als Polynom von z in P(t) nicht ha.lbredumbel ist. Zu dlesem Polynom

f,(x,t) gehbrt ferner eindeutig ein normiertes Polynom £ (2, t) mit
ganzen Koeffizienten in P(t), so daB dieses in P(t) nicht halbreduzibel
ist. Es gilt da.nn f, (2, t) zerfillt fiir diejenigen rationalen Zahlen ¢ in P,
fir welche f,"(z,t) in P zerfill, und nur fir diese. Man schreibe
£.¥(2,t) in der Form zn,’ afz"~", was moglich ist, da es ja noch den

r=1

Grad n hat. Offenbar ist dann
ay =al* (ko).

Nun sei S eine ganze positive Zahl und man spezialisiere ¢ in £, (2, )
und £,*(,t) der Reihe nach auf die Zahlen 1,2,...,8. Man erhilt
dann 8 Polynome f,(2,7) (r=1,2,...,8) und S Polynome ) (z, )
(r=1,2,...,8) in P. Unser Ziel ist es, zu untersuchen, wie viele der so
erhaltenen Polynome f,(z, ) oder, was dasselbe ist, der f,"(z, 7) in P zer-
fallen. Fiir die Zahlen a,, die jetzt als absolute Glieder in f,*(z, 7) auf-
treten, erhilt man, da f(A,) ein linearer Ausdruck von ¢ ist, offenbar die

Abschétzung %)
ay; < C,8.

Setzt man daher C, =70, so ergibt sich: Wenn eines der § Polynome
f,'(%,7) in P in zwei — wie man ohne Einschrinkung annehmen darf,

?) Den Fall » =0 erreicht man, indem man » = setzt und dann das reziproke
Polynom nimmt.

5 C, und die folgenden Konstanten C,, ... lassen sich allein durch =, » und
Gy, Qg5 ey @y, @yyy,-- ., 8y bestimmen. Sie sind also insbesondere von .S unabhingig.
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normierte — Faktoren zerfillt, so muf das absolute Glied Wenigstens eines
der beiden Faktoren, welches wegen der Normierung von ;' von selbst
eine ganze Zahl ist, < O, JS sein.

Nach 1. gehért nun zu f,"(z,t) ein bestimmtes Polynom F (8). Fiir
d setzt man hier der Reihe nach 1,2,...,[C,¥8], — 1, —2,..., — [C,{§ 1
und bilde dann das Produkt I7 F(é) Dies ist ein Polynom

D(ay, a,, 0y, .00, 1,8,0,,,,...,0,)

von ¢. Der Grad in ¢ kann mit Hilfe der Anzahl der Faktoren des Pro-
duktes IT nach oben abgeschitzt werden und ist daher kleiner als C,}S.
@ kann ferner nicht identisch verschwinden, weil daraus folgen wiirde,
daB £,"(z,t) in P(t) balb zerfallt, was ja nicht der Fall war. Daher hat
@ hochstens C,}S Nullstellen #, und das heiBt: Unter den S Polynomen

f,(z,7) (z=1,2,...,8)
sind hochstens C,}S reduzibel.
In ganz entsprechender Weise erhdlt man dieselbe Abschitzung fiir
die reduziblen unter den Polynomen f£,(z,7) [r=—1,—2,..., — 8].
Aus diesen beiden Resultaten ergibt sich schlieBlich:

Satz 2. Die Anzahl der reduziblen unter den 28 — 1 Polynomen
£, (2, 7) (—8<e<8)

ist < C,18.9)

Zusatz: Offenbar gilt wie jetzt nachtréglich folgt, Satz 2 auch, wenn
man die Koeffizienten a,, ..., a,_,,@,,,, ..., a, nur als rational voraussetzt.

Durch Multiplikation mlt ihrem Generalnenner, etwa ¢, geht dann
f,(z,t) iiber in a@fjz"+...+cran7-+... L a,. Setzt man ¢z =71, so
wird, wenn 7z von — 8 bis + S variiert, 7’ zwischen — ¢S und +¢8
liegen. Die Anzahl derjenigen dieser 7/, also auch der 7, fiir welche f, (z, 7)
in P zerfallt, ist dann < C,}¢ VS = C,¥8S.

5. Wie nach Satz 1 zu erwarten ist, liBt sich dies Ergebnis noch
weiter verschirfen. Man kann ndmlich folgenden Satz beweisen:

Satz 8. Man bilde f,(2,2) fir 0 <v<m, @,=+0,0a, +0. Dieses
zerfdllt hcchstens dann fiir unendlich wviele rationale Werte © in Faktoren

der Grade o und o, wenn o und o Vielfache wvon %— sind, unter d den

G.G.T. von n und v verstanden®®). Sind also z.B. n und » teilerfremd,
so zerfillt £, (x,t) hochstens fiir endlich viele rationale Zahlen =.

°) Dies ist eine wesentliche Verschirfung der Abschitzung, die ich in dieser
Zeitschrift 95, S. 254 angegeben habe.

%) Der Satz, fiir »=0 und »=n ausg&sprochen ist offenbar selbstverstindlich.
Er besagt dann nichts. .
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Soll 7 (=, t) fiir unendlich viele rationale 7 in Faktoren der Grade ¢, o
zerfallen, so muB die Gleichung F,(d)=0 bei verinderlichem ¢ durch
eine rationale Zahl J gelost werden, es muB also /(x,¢) im Korper P(?)
in Faktoren der Grade ¢, ¢ halb zerfallen. Um den Satz zu be-
weisen, kommt es also allein darauf an, zu zeigen, daB, wenn f(z,¢) im
Korper P(t) in zwei Faktoren der Grade o, o halbzerfillt, ¢ und o

Vieliache von %

Polynom f," zu zeigen. Die algebraische Funktion 2 von ¢, welche durch
die Gleichung f,"(z,t) = 0 definiert wird, zerfallt in n Zweige. Jeder der
n Zweige wird fiir hinreichend groBie ¢ durch eine nach oben abbrechende
1

Laurentreihe einer Wurzel ¢ ¢ dargestellt. In unserem Falle miissen, wie

1 1!
man leicht sieht, n — » Zweige als hochste Potenz t~” und » Zweige ¢
enthalten. Soll nun £, in P(¢) in zwei Faktoren der Grade ¢ und o halb
zerfallen, so diirfen diese Faktoren als normiert angenommen werden, Dann
miissen ihre absoluten Glieder ganze Elemente aus P(¢) sein. Die Wurzeln
des Faktors o-ten Grades verteilen sich auf o Zweige der algebraischen

1
Funktion, es seien dies » Zweige, deren Laurentreihe mit ¢7=, und A Zweige,
1

deren Laurentreihe mit ¢ * beginnt. Das absolute Glied des Faktors o-ten

Grades ist dann eine Laurentreihe einer Wurzel von i, welche den hochsten
Exponenten

sind. Statt von f, geniigt es, dies von dem normierten

P Z

n—v 4
hat. Das absolute Glied des andern Faktors beginnt mit dem héchsten
Exponenten
(-4

n—v v/

da das Produkt der beiden absoluten Glieder @, ist. Da die beiden abso-
luten Glieder Elemente aus P(f) sein sollten, andererseits wegen der Nor-
mierung der Faktoren von selbst ganze Elemente, also Polynome von ¢

niv—%=0, also = ="""". TIst d der G.G.T von = und 7,

also auch der G.G.T. von » —» und », so folgt jetzt: » ist Vielfaches

sind, folgt

von %3, etwa x = n;”l. Dann ist 1= g I, also %+ 1=p und damit
auch o Vielfaches von %—, w.z. b.w.

Zusatz zu Satz 3. Ganz wie im Zusatz zu Satz 2 folgt jetzt wieder
nachtriglich, daB8 Satz 3 auch dann gilt, wenn man nur verlangt, da die
Koeffizienten a,,...,a, ;, @, ,,..., a, rationale Zahlen sind.
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Einem Teil dieses Satzes wollen wir noch eine etwas andere Formu-
n

Lerung geben. Die Koeffizienten von f(2)= 3 a, z" > seien wieder ganze
»=0

rationale Zahlen, g, 0, a, 4 0. Statt mit f operieren wir nun mit 7%
Auf Grund der Betrachtung von 1. gehért dann zu f* ein bestimmtes
Polynom F(5). Als Wurzeln von F(6)=0 kommen nun nur ganze
rationale Zahlen in Betracht, die ihrer absoluten GroSe nach durch a,
und @, nach oben beschrinkt sind. Die Koeffizienten der Glieder von
E(a,, a,,...,a,_,) sind daher jetzt ganze rationale Zahlen, deren Betrag
durch @, und @, nach oben beschrinkt ist. Nun sei » zu n teilerfremd.
Wenn dann fiir irgendein System fester ganzer Zahlen @, aq,,...,qa,_,,
@, 4., @, das Polynom R die Verinderliche @, nicht mehr enthilt, so
kann fiir dieses Wertsystem R, wie aus dem Beweise von Satz 3 folgt,
nicht verschwinden, also /() fiir keinen einzigen Wert a, reduzibel werden.
Fiir jedes andere System a,...,a, ,,@,,,,...,a, aber muB in R die
Verinderliche a, wirklich auftreten. Der Koeffizient der héchsten auftreten-
den Potenz von a, ist dem Betrage nach mindestens 1. Daraus folgt

3
Satz 4. f(z)= 3a,x"” habe ganze rationale Koeffizienten.
»=0

a4 +0,a,+0. v und n seien teilerfremd. Dann lassen sich allesn durch
n und v zwer ganze positive Zahlen K und M so bestimmen, daff folgendes
gilt: 8 sei das Maximum der absoluten Betrige |a,),...,|a,_.|]a, ... la,]|.
Ist dann
la,| > K-8%,

s0 ist — R 0, also — f(x) wn P srreduzibel. Es 1aBt sich also durch
Ungleichungen, die fiir die Koeffizienten vorgeschrieben werden, die Irre-
duzibilitit von f(z) erzwingen. AuBer nach der angegebenen lassen sich
auf noch mannigfache andere Weise aus der Tatsache, daB das Polynom R
verschwinden muB, Ungleichungen ableiten, aus denen die Irreduzibilitit
von f(z) folgt.

6. Wir wollen schlieBlich an Beispielen uns iiber die Schirfe der be-
wiesenen Sitze einige Klarheit verschaffen. Sind # und » irgendwelche
vorgegebene, nicht teilerfremde Zahlen, so kann man in P Polynome
f,(x, t) angeben, die fiir unendlich viele — sogar ganze — rationale Werte ¢
zerfallen. Sei némlich d der G.G.T. von n und », n=dn’, » = d»’. Man
wihle dann irgendein Polynom ¢(z) vom Grade n’, dessen Koeffizienten
feste ganze rationale Zahlen sind bis auf den »-ten Koeffizienten. An dessen

Stelle setze man ?;/73—. Das absolute Glied von ¢, ,(x) mége nicht ver-
schwinden. ¢’ (%), ¢”(2),...,9 " () mbgen aus ¢ (z) hervorgehen, indem

man statt d}/E die d — 1 algebraisch konjugierten Ausdriicke & dV; einsetzt,
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unter ¢ die von 1 verschiedenen d-ten Einheitswurzeln verstanden.

P (@)9' (@) 0970 () = @ (2) = Saon

ist dann ein Polynom n-ten Grades im Korper P(s). Jetzt sind alle
Koeffizienten in @ () bis auf den »-ten, g, feste ganze rationale Zahlen.
a, 148t sich in der Form schreiben s-- r = ¢, unter r eine ganze rationale
Zahl verstanden. @ (z) ist dann ein Polynom, wie wir es oben als £, (2, ?)
bezeichnet haben, das bei festen a,,...,2, ., @,  4,.--,a,, ¢ +0,a,+0
fiir unendlich viele rationale Zahlen ¢ in P reduzibel wird, nimlich fiir
alle Zahlen #, fiir welche { — r = s eine d-te Potenz einer rationalen Zahl
ist. Das Beispiel zeigt, daB in dem Zusatz zu Satz 3 die Bedingung, da8
n und » teilerfremd sind, nicht fortgelassen werden kann. Daraus folgt
weiter, da in Satz 1 die Bedingung: 4(a,, ..., a,) soll nicht identisch in
¢t verschwinden, nicht ganz fortgelassen werden kann.

SchlieBlich sei noch ein Beispiel bez. des Satzes 2 angegeben. Es seien
n und ¥ als gerade Zahlen vorgegeben, n >», n=2n',» =27". ¢(z) sei
ein Polynom =’-ten Grades mit festen ganzen rationalen Koeffizienten
@y ey @y @hins -+, @y An Stelle von a setze man Ys. ¢’(x) entstehe
aus @ (), indem man fiir Js setzt —Js. D (z)= ¢ (z) ¢ (z) ist dann
ein Polynom }z’a’,x“", und es sind @,,...,@, ,,@,,4,...; @, VOn § unab-

r=0
hingig @, +0, @, +=0, @, = s+ r =1, Wo r eine ganze rationale Zahl ist.

Also hat @ (z) die Form eines f,(z,¢). Die Anzahl der reduziblen unter
den f,(z,7) (—8 <7< 8) ist dann im wesentlichen — d. h. bis auf
héchstens endlich viele, deren Anzahl nicht von S abhingt — 2¥S, da
wir dann und nur dann ein reduzibles Polynom erhalten, wenn 7 —r =s
eine Quadratzahl ist. Das zeigt, daf bei geraden n und » die Abschdtzung
des Satzes 2 im Exponenten von S nicht verschirft werden kann.

(Eingegangen am 18. 3. 1929.)



