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Zur Topologie der Abbildungen von Mannigfaltigkeiten.
Zweiter Teil?).

Klasseninvarianten von Abbildungen.
Von
Heinz Hopf in Berlin.

Brouwer hat in seiner grundlegenden Arbeit ,Uber Abbildung von
Mannigfaltigkeiten“?*) den Abbildungsgrad durch den Beweis des folgenden
Satzes eingefiihrt: ,Wenn eine zweiseitsge, geschlossene, gemessene n-dimen-
stonale Mannigfaltighest p auf etne gemessene n-dimensionale Mannig-
faltigkeit 1’ eindeutig und sieiig abgebildet wird, so existiert eine bei
stetiger Modifizierung der Abbildung sich nichi dndernde endliche ganze
Zahl ¢ mit der Eigenschaft, dafi die Bildmenge von u jedes Teilgebiet
von ' tm ganzen ¢ Male positiv diberdecki. Ist u' einseitiq oder offen,
so st ¢ stets gleich Null.“ Dabei ist, wie aus dem Beweis des Satzes
hervorgeht, der ,, Abbildungsgrad® ¢ im ,algebraischen~ Sinne als An-
zahl der positiven Bedeckungen aufzufassen, d. h. er ist die Anzahl der
positiven Bedeckungen vermindert um die Anzahl der negativen Be-
deckungen. Der Grad &andert sich, wie der Satz besagt, nicht, wenn die
gegebene Abbildung f stetig modifiziert wird, er ist also eine Invariante
der durch 7 bestimmten , Abbildungsklasse“; die ohne Beriicksichtigung
von Vorzeichen bestimmte Anzahl der glatten, d. h. eineindeutigen, Be-
deckungen eines Gebietes durch die Bildmenge dagegen ist weder auf u’
noch in der Klasse konstant; iiber sie kann man von vornherein nur aus-
sagen, daf sie niemals kleiner als |¢| sein kann. So entsteht folgende
Frage: ,Gibt es in der durch f bestimmien Abbildungsklasse eine Ab-

%) Erster Teil: Neue Darstellung der Theorie des Abbildungsgrades fur topo-
logische Mannigfaltigkeiten, Math. Annalen 100 (1928). Im folgenden als ,Teil I
zitiert.

2) Brouwer, Uber Abbildung von Mannigfaltigkeiten, Math. Annalen 71 (1911).
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bildung f', bei der die Bildmenge ein Gebiet von p' nicht nur ,algebrassch®,
sondern. auch ,geometrisch®, d. h. in bezug auf eine Abziklung, die auf
Vorzeichen keine Riicksicht nimmi, |c|-mal bedecki? Die Beantwortung
dieser Frage, auf deren Bedeutung ich durch Herrn Alexandroff hingewiesen
worden bin, bildet das eigentliche Ziel dieser Arbeit.

Die Frage ist zu bejahen, wenn u und yu’ orientierbar sind. Dies wird
unten fiir den Fall 42 bewiesen, wihrend der Fall » =2, der sich
unserer Beweismethode entzieht, in demselben Sinne von H. Kneser erledigt
worden ist®). Wenn also beide Mannigfaltigkeiten orientierbar sind, so 1486
sich der Grad seinem Betrage nach charakterisieren als die snnerhalb der
vorgelegten Abbildungsklasse mogliche Mindestzahl glatter Bedeckungen
eines Gebietes von ' durch die Bildmenge, — eine Tatsache, die die von
Brouwer in einer spéteren Arbeit*) bewiesene topologische Invarianz des
Grades in Evidenz setzt.

Diese Ubereinstimmung des Grades mit der soeben genannten Mindest-
zahl besteht aber offenbar nicht, wenn u’ nicht orientierbar ist; denn dann
ist ja nach dem am Anfang zitierten Brouwerschen Satz immer ¢ =0,
wihrend die fragliche Mindestzahl z. B. bei der Abbildung einer Kugel auf eine
projektive Ebene, bei der das Bild der ersteren als unverzweigte zweiblittrige
Uberlagerungsfliche iiber letzterer liegt, wie man leicht erkennt, 2 ist. Hier
ist also die Aufgabe zu l0sen, diese Mindestzahl, die ihrer Definition nach
eine Klasseninvariante ist, mittels Eigenschaften der vorgelegten Abbildung f
zu bestimmen, und dieselbe Aufgabe tritt auf, wenn auch g nicht orientier-
bar, der Grad also gar nicht definiert ist. Man wird versuchen, fiir diese
Fille eine dem Grade dhnliche Zahl zu erkliren, von der sich nachtriglich
zeigen 14Bt, daB sie fiir die in der Klasse mdglichen Bedeckungszahlen die
Minimaleigenschaft hat, die nach dem oben Gesagten im Fall orientierbarer
Mannigfaltigkeiten dem Grade zukommt. Dies wird unten durchgefiihrt;
die Klasseninvariante, die die Rolle des Grades iibernimmt, wird als ,Ab-
solutgrad“ bezeichnet und ist im Falle geschlossener orientierbarer Mannig-
faltigkeiten mit dem absoluten Betrag des Grades identisch; fiir ihre
Definition ist unter anderem eine feinere Einteilung der Abbildungen nicht
orientierbarer Mannigfaltigkeiten in , orientierbare“ und , nicht orientierbare”
Abbildungen notwendig, die des Verhalten der Bilder derjenigen ge-
schlossenen Wege beriicksichtigt, bei deren Durchlaufung sich die Orientierung
umkehrt, und die in dhnlicher Weise gelégentlich ebenfalls schon von
Brouwer vorgenommen worden ist®). Der Beweis der Ubereinstimmung des

%) H. Kneser, Glattung von Flichenabbildungen, Math. Annalen 100 (1928).

%) Brouwer, Uber Jordansche Mannigfaltigkeiten, § 6, Math. Annalen 71 (1911).

%) Brouwer, Aufzihlung der Abbildungsklassen endlichfach zusammenhingender
Flichen, Math. Annalen 82 (1921); besonders S. 284.
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Absolutgrades mit der oben besprochenen minimalen Bedeckungszahl ver-
sagt auch hier fiir den Fall n = 2; aber auch diese Liicke ist von H. Kneser
ausgefiillt worden®).

Nun ist aber der Bereich der Gebilde, fiir deren Abbildungen der
Grad definiert ist, durch die geschlossenen, orientierbaren oder nicht orientier-
baren, Mannigfaltigkeiten keineswegs erschopft, und gerade bei manchen
Anwendungen spielen die Abbildungen von berandeten oder von den aus
diesen durch Weglassung des Randes entstehenden offenen Mannigfaltig-
keiten eine wesentliche Rolle; es braucht wohl nur daran erinnert zu
werden, daB Brouwers Beweis der Invarianz der Dimensionenzahl?) auf der
Betrachtung des — dort allerdings noch nicht mit diesem Namen ver-
sehenen — ,Grades“ der Abbildung eines n-dimensionalen Wiirfels beruht.
Die Theorie des Grades fiir die Abbildungen offener Mannigfaltigkeiten,
auf die sich, wie schon angedeutet, die Betrachtung berandeter Mannig-
faltigkeiten stets zuriickfithren laBt, ist im ersten Teil der vorliegenden
Arbeit austithrlich dargestellt worden; der Grad ist hier nicht mehr auf 4/,
sondern nur in gewissen Gebieten konstant; ferner hat man die Gesamt-
heit der zuldssigen ,stetigen Modifizierungen“ der Abbildungen -ein-
zuschrinken, und zwar ungefihr in dem Sinne, da man, wenn eine be-
randete Mannigfaltigkeit abgebildet wird, die Abbildung am Rande nicht
dndern darf. Fiir diesen weiteren Bereich von Abbildungen ergibt sich nun
ebenso wie bei geschlossenen Mannigfaltigkeiten die Frage nach der durch
zuliissige stetige Abéinderungen erreichbaren Mindestzahl glatter Bedeckungen
eines Gebietes, und der oben genannte Weg zur Antwort auf diese Frage
ist auch hier gangbar: die Definition des ,Absolutgrades gilt von vorn-
herein fiir die Abbildungen beliebiger, geschlossener oder offener, Mannig-
faltigkeiten, und auch der Nachweis seines Ubereinstimmens mit der in
Frage stehenden Mindestzahl hat fiir n 4= 2 diesen allgemeinen Giiltigkeits-
bereich. Jedoch zeigt es sich jetzt, daB die Dimensionszahl n = 2 nicht
nur unserer Beweismethode unzuginglich ist, sondern dafl sie wirklich in
bezug auf unsere Fragestellung eine Ausnahmerolle spielt: es gibt Ab-
bildungen offener Fldchen, fir welche die durch zuldssige Abdnderungen
erreichbare Mindestzahl der glatien Bedeckungen eines Gebietes grofer ist
als der Absolutgrad — im Gegensatz zu allen anderen Dimensionszahlen,
wo die beiden Zahlen stets einander gleich sind. Fiir die Abbildungen
offener Flichen bleibt unser Problem also ungelost, und seine ndhere
Untersuchung scheint auf gruppentheoretische Fragen zu fiihren®).

%) H. Kneser, Die kleinste Bedeckungszahl innerhalb einer Klasse von Flachen-
abbildungen; erscheint in den Math. Annalen.

%) Brouwer, Beweis der Invarianz der Dimensionenzahl, Math. Annalen 70 (1911).

% Vgl. FuBnote ).
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Die bisher besprochene Mindestzahl 1iBt sich auch folgendermaBen
schildern: Man faf8t einen festen Punkt & von u’ und solche Abbildungen f
aus der vorgelegten Klasse ins Auge, bei denen die Gleichung f(2)=é
nur ,einfache* Losungen » besitzt; dabei heiBt ein Punkt z auf W eine
einfache Losung, wenn es eine Umgebung von z gibt, in der die Gleichung
f(y) =7 fir jeden hinreichend nahe an £ gelegenen Punkt 3 genau eine
Losung y hat; geometrisch gesprochen: es werden nur glatte Bedeckungen
der Umgebung von & zugelassen. Gefragt wird nach einer Abbildung f,
bei der die Anzahl dieser einfachen Losungen méglichst klein ist. Bei dieser
Formulierung dringt sich von selbst die Frage nach einer Abbildung der
vorgelegten Klasse auf, fiir die die Anzahl der Lésungen von f(z)=¢&
schlechthin, ohne Riicksicht auf Einfachheit, moglichst Klein ist, also nach
einer Abbildung, die die innerhalb der Klasse erreichbare Mindestzahl der
Originalpunkte des Punktes & liefert. Diese Mindestzahl ist ebenso wie
die oben besprochene nach Definition eine Invariante der Abbildungs-
klasse und des Punktes &; fiir den Fall geschlossener Mannigfaltig-
keiten u ist sie wieder, wie man leicht sieht, von & unabhingig. Thre
Untersuchung ist in dieser Arbeit ein wichtiger Schritt auf dem Wege zu
dem Absolutgrad und der mit diesem verkniipften Mindestzahl der glatten
Bedeckungen.

Die somit gestellte Aufgabe, die in der Klasse mégliche Mindestzahl
der Originale von & zu bestimmen, ist ihrem Wesen nach nahe verwandt
mit der von J. Nielsen in Angrifi genommenen Frage nach der innerhalb
einer Klasse von Abbildungen von u auf sich erreichbaren Mindestzahl
von Fixpunkten®), also von Losungen der Gleichung f(z)=2; und
der Begriff, der bei uns im wesentlichen zum Ziele fithrt, ist einem
Nielsenschen Grundbegriff nachgebildet: analog der durch Nielsen vor-
genommenen Einteilung der Fixpunktmenge in ,Fixpunktklassen“ zer-
legen wir die Originalmenge von & in ,Schichten“ und unterscheiden
»wesentliche“ und ,unwesentliche“ Schichten. Die Anzahl der wesentlichen
Schichten ist eine Invariante der Klasse (und hingt, falls u offen ist, von
dem Punkte & ab); sie ist eine untere Schranke fiir die jetzt zu unter-
suchende Mindestzahl; es bleibt die Frage zu beantworten, ob sie gleich
dieser Mindestzahl ist. Die Antwort fillt analog der Antwort auf die
frither gestellte Frage nach der ersten von uns betrachteten Mindestzahl
aus: sie lautel ,ja“, falls n <=2 ist; dagegen gibt es Abbildungsklossen
von Flichen — und hier sogar von geschlossenen Flichen —, fir die die
Mindestzahl der Originale eines Punktes grofer als die wesentliche Schichien-

?) J. Nielsen, Untersuchungen zur Topologie der geschlossenen zweiseitigen

Flichen I, Hl. Acta mathematica 50, 53 (1927, 1929). Man vergleiche besonders die
Charakterisierung der Fixpunktklassen in I auf S, 289 unten.
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zahl 7st, und die Frage, wie die Mindestzahl allgemein zu bestimmen ist,
bleibt offen.

Die Bestimmung der Anzahl der wesentlichen Schichten fiihrt, wie
es bei der Analogie mit den Nielsenschen Begriffen zu erwarten ist, auf
die Betrachtung der Beziehung zwischen den Fundamentalgruppen der
beiden Mannigfaltigkeiten, die durch die Abbildung vermittelt wird. Ist u
geschlossen und der Grad (bzw. Absolutgrad) von 0 wverschieden, so ist die
Anzahl durch den genannten Gruppenhomomorphismus vollstindig be-
stemmt: das Bild der Fundamenialgruppe von u ist eine Untergruppe der
Fundamentalgruppe von p' mst endlichem Index; dieser Index ist die Zahl
der wesentlichen Schichten und ein Teiler des Grades (bzw. Absolutgrades).

Dies sind, in kurzen Ziigen, die Probleme und Ergebnisse dieser Arbeit.
Man sieht, daB die am wenigsten geklirten Punkte in unserem Problem-
kreis diejenigen sind, die sich auf Flichenabbildungen beziehen. Hier wird
in zwei Richtungen weiterzuarbeiten sein: einerseits mufl man die Ab-
bildungsklassen der Flichen selbst, insbesondere der geschlossenen Flichen,
noch genauer untersuchen, als es bisher geschehen ist, um z. B. die Mindest-
zahl der Originale eines Bildpunktes mittels Eigenschaften des durch die
Abbildung bewirkten Gruppenhomomorphismus zu bestimmen (ein er-
strebenswertes Ziel ist hier natiirlich die Aufzihlung aller Abbildungsklassen
durch Angabe aller moglichen Homomorphismen von Flichengruppen?));
andererseits wird man zu versuchen haben, den Fall n =2 durch Modi-
fizierung oder Verallgemeinerung der Fragestellung von seiner Ausnahme-
stellung zu befreien und in eine allgemeinere Theorie einzuordnen. In beiden
Richtungen werden in zwei der Arbeit angefiigten Anhingen kleine Vor-
st6Be unternommen.

Inhaltsverzeichnis.

§ 1. Vorbemerkungen iiber Fundamentalgruppe und Uberlagerungs-
mannigfaltigkeiten.

§ 2. Definition von Klasseninvarianten und deren Haupteigen-
schaften.

§ 3. Uberall kompakte Abbildungen.

§ 4. Die Anzahlen der Originalpunkte und der glatten Bedeckungen
eines Bildpunktes,

10} DaB die Aufzihlung der Gruppenhomomorphismen im allgemeinen (namlich
dann, wenn g’ nicht die Kugel oder die projektive Ebene ist) mit der Aufzihlung
der Abbildungsklassen identisch ist, geht aus der unter 3) genannten Arbeit von
Brouwer (8. 286) hervor. Die unter %) genannte Arbeit von Kneser enthilt wichtige
Beitrage zur Durchfithrung dieser Aufzihlung.
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§ 5. Hilfssétze.

§ 6. Die Bestimmung der im § 4 definierten Mindestzahlen
fiir n <= 2.

§ 7. Die Sonderstellung der Flichenabbildungen.

Anhang I. Uber die Punktmenge, in der eine Abbildung ein-
eindeutig ist.

Anhang II. Uber die Windungspunkte einey Flachenabbildung.

§1. -

Vorbexperkungen iiber Fundamentalgruoppe und
Uberlagerungsmannigfaltigkeiten 1),

Unter einem ,Weg“ in der Mannigfaltigkeit M verstehen wir das ein-
deutige und stetige Bild einer Strecke, unter seinem Anfangs- und End-
punkt die Bilder des Anfangs- und Endpunkts der Strecke. Es ist klar,
was unter dem zu einem Weg w inversen Weg w ' sowie unter der Zu-
sammensetzung w, w, zweier Wege zu verstehen ist. Ein Weg w heifit
geschlossen, wenn Anfangs- und Endpunkt zusammenfallen; ein geschlossener
Weg 148t sich also als eindeutiges und stetiges Bild einer Kreisperipherie
auffassen. Er ist dann und nur dann (auf einen Punkt) ,zusammenzieh-
bar“, wenn sich diese Abbildung zu einer Abbildung der ganzen Kreisscheibe
erginzen 1aBt. Zwei geschlossene Wege w,, w, mit gemeinsamem Anfangs-
und Endpunkt heiBen ,dquivalent®, wenn der Weg w, w; = zusammenziehbar
ist; wir schreiben dann w,=w, Aus w,=w, w,=w, folgt leicht
w, = w,; die geschlossenen Wege mit gemeinsamem Anfangs- und End-
punkt z lassen sich also in Klassen zusammenfassen. Zwei geschlossene
Wege durch z sind dann und nur dann unter Festhaltung ibres gemein-
samen Anfangs- und Endpunkts ineinander deformierbar, wenn sie zu einer
Klasse gehdren. Die Klassen bilden beziiglich der erwihnten Zusammen-
setzung eine Gruppe &,. Ist y ein von x verschiedener Punkt, so ist die
entsprechend definierte Gruppe g, mit §, isomorph; der Isomorphismus
ist, wenn g, ein geschlossener Weg durch 2, v ein fester Weg von z nach

y ist, dadurch gegeben, dal man dem Element g, von &, das Element

1) Dieser Paragraph, insbesondere sein erster Absatz, ist nur eine Zusammen-
stellung von Tatsachen, die ziemlich allgemein bekannt sein dirften. — Literatur:
Poincaré, Analysis Situs, §§ 12, 13, Journ. Ecole Polytechn. (2) 1 (1895). — Kerékjarté,
Vorlesungen uber Topologie (Berlin 1923), V. Abschn., § 2. — J. Nielsen, wie unter 9).
— Reidemeister, Fundamentalgruppe und Uberlagerungsriume, Nachr. Ges. d. Wiss.
Gottingen, Math.-phys. Klasse, 1928. — Schreier,‘ Die Verwandtschaft stetiger Gruppen
im grofien, § 1, Abhandl Math. Sem. d. Hamburgischen Universitat 5 (1927). — Weyl,
Die Idee der Riemannschen Fliche (Leipzig-Berlin 1913), § 9.
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g,=v "g,v von §, zuordnet. Die Willkiir von v hat zur Folge, daB
dieser Isomorphismus nur bis auf innere Automorphismen bestimmt ist:
wenn man nimlich » durch 7 ersetzt und 3 v =4 setzt, so wird dem
Element g, nicht g, = v"*g, v, sondern gy-;@’lgﬁ =kv“1gxﬂh‘1:hgyh"1
zugeordnet. Die abstrakte Gruppe F, von der F, &, ... Realisationen
sind, heiBlt die ,Fundamentalgruppe“ von M.

Zu jeder Untergruppe Il von § wird folgendermaBen die ,zu U ge-
horige Uberlagerungsmannigfaltigkeit von M“ konstruiert:

x sei ein fester Punkt in M, U, eine der Untergruppen von {,, die
U entsprechen (die also alle die Form %1 A" haben). Wir betrachten
zundchst die Wege mit dem Anfangspunkt 2 und einem festen Endpunkt y
und nennen zwei solche Wege w,, w, ,dquivalent mod Ul “, geschrieben:
w, = w, (mod 11,), wenn w,w; CU, ist. Ist

wy=w,(mod 1), w,=w,;(modll,),

so 18t also
wlwﬂ—l(ux: w‘zw;ICHz’ wxwg—l(uz:
mithin
wowy wywy = wowy Uy, )
d. h.

w, = w, (mod 11 ).

Die von z nach y laufenden Wege lassen sich also in ,Aquivalenzklassen
mod 1 ,“ einteilen.

Ist w, ein fester Weg von z mnach y und sind w,, w, irgend zwel
Wege von z nach y, so ist, wenn wir die geschlossenen Wege w,w;’,
wywy - Mit g,,g, bezeichnen, w,w;  =g,9;"; w,, w, gehoren also dann
und nur dann zur selben Klasse modll,, wenn g¢,g; =uCll,, ¢,=ug,
ist, d.h. wenn ¢, und g, derselben Restklasse (,Nebengruppe“) mod 11,
angehoren. Den Aquivalenzklassen der Wege von 2 nach y sind also
— durch Vermittlung des willkiirlich ausgezeichneten Weges w, — ein-
eindeutig Restklassen von §, mod 1, zugeordnet. Dabei kommt jede dieser
Restklassen vor; denn ist g irgendein Weg aus $,, so entspricht bei der
Zuordnung der Aquivalenzklasse von w = gw, die Restklasse, der ¢ an-
gehort. Somit sehen wir: Dem System der Aquivalenzklassen der Wege
von z nach y entspricht — nach Auszeichnung von w, — eineindeutig
das System der Restklassen, in das §, modll,, oder, was dasselbe ist, in
das F mod 1l zerfillt; insbesondere ist die — endliche oder unendliche —

%) Man ziche w;'w, unter Festhaltung des Endpunktes von w, auf diesen zu-
sammen,
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Anzahl der Aquivalenzklassen gleich der Anzahl j der Restklassen, die, wie
iiblich, der ,Index“ von U in § heilen moge1s).

Wir lassen nun, immer unter Festhaltung von z, den Punkt y die
Mannigfaltigkeit M durchlaufen und bekommen so eine Menge I von
Aquivalenzklassen, die so auf M abgebildet ist, da8 jeder Punkt y Bild
von j Klassen ist. Wir machen 9% durch geeignete Definition eines Um-
gebungsbegriffs zu einer Mannigfaltigkeit:

Um jeden Punkt y zeichnen wir eine feste euklidische Umgebung U,
aus. Sind w, (y)=w,, w,(y) =w, zwei zu einer Klasse W gehorige Wege
von z nach y und sind »,, v, zwei innerhalb U, von y nach einem Punkt 3’
von U, verlaufende Wege, so ist v, ! zusammenziehbar, also ist auch
w,v,v; ‘w; " zusammenziehbar; es ist also wyvy vy w, TCU,, w, wy "CU,,
mithin, wenn wir w, (y) o, = w1 (') = w}, wy(y) v, =w)(y’) = w, setzen,

roo=1 -1 -1 -1 )
wyw, T=w, 00, w, ww, CU, dh w=w (modll).

Die somit durch die Klasse W der w;(y) bestimmte Klasse W’ der w(y")
nennen wir die zu W ,benachbarte“ Klasse der Wege von x nach y’.
Ersetzt man die Wege w,(y) durch einen zu einer anderen Klasse W
gehorigen Weg @ (y), so geht die zu W benachbarte Klasse W' der nach
y' filhrenden Wege aus der Klasse W’ durch linksseitige Multiplikation
mit %w-* hervor, wobei w C W ist; da @w=' nicht zu U_ gehort, ist W'
von W verschieden. Zu voneinander verschiedenen nach y fithrenden Wege-
klassen sind also voneinander verschiedene noch y’ fithrende Wegeklassen
benachbart.

Wir setzen nun fest, daB eine Menge von Klassen W’(y’) eine Um-
gebung der Klasse W(y) heift, wenn erstens die Punkte 3’ eine in U,
enthaltene euklidische Umgebung von y bilden, und wenn zweitens .die
W'(y') zu W(y) benachbart sind. Man iiberzeugt sich leicht von folgen-
den Tatsachen: Die Umgebungsdefinition erfiillt die Hausdorfischen Axiome,
M ist also zu einem topologischen Raum gemacht worden; die (durch die
Endpunkte der Wege bestimmte) Abbildung von M auf M ist stetig; zu
jedem der in M ausgezeichneten Gebicte U, gibt es in I genau j Ge-
biete U,, U;,..., di auf U, abgebildet sind; diese Beziehung zwischen
Uy und U, ist eineindeutig und beiderseits stetig. Da somit die in
definierten Umgebungen topologische Bilder euklidischer Gebiete sind, ist
M eine Mannigfaltigkeit.

*%) Der Index ist unabhangig davon, ob man rechtsseitige oder linksseitige Rest-
klassen betrachtet; denn bei dem Automorphismus von §, der entsteht, wenn man
jedes Element durch sein Inverses ersetzt, werden die beiden Systeme der rechis-
und linksseitigen Restklassen eineindeutig aufeinander abgebildet.

Mathematische Annalen. 102. 37
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Wir waren ausgegangen von einer Untergruppe I von §§ und hatten
der weiteren Betrachtung eine der Untergruppen von §, zugrunde gelegt,
die bei dem zwischen ¥ und §, bestehenden Isomorphismus 1 entsprechen;
wir hitten statt dieser Untergruppe U, auch eine zu 11, dhnliche Unter-
gruppe U =AU _% " zugrunde legen kénnen. Dann wiren wir statt zu 9t
zu einer anderen Mannigfaltigkeit M gelangt. Jedoch 1iBt sich I mit M
ohne Abinderung der zwischen I und M bazw. zwischen 9 und M be-
stehenden Beziehung dadurch identifizieren, da man den Punkt von I,
zu dem die Wege w,, w,, ... gehoren, als identisch mit dem Punkt von
M betrachtet, zu dem die Wege huw,, hw,, ... gehoren. Dies ist moglich,
denn w, = w, (mod U_) ist gleichbedeutend mit hw, = hw, (mod11,). Fabt
man also 9, P als Realisationen einer abstrakten Mannigfaltigkeit auf, so
ist diese sowie ihre Abbildung auf M unabhingig davon, welche der U ent-
sprechenden Untergruppen von &, wir zugrunde gelegt haben.

Hiatten wir schliefllich statt des Punktes z einen Punkt z von M
zugrunde gelegt, so wiren wir statt zu I =M _ zu einer Mannigfaltig-
keit M, gelangt. Aber 3¢ und MM, lassen sich ohne Storung ihrer Be-
ziehungen zu M dadurch identifizieren, daB man den Punkt von i, zu
dem die Wege w,, w,, ... gehoren, als identisch betrachtet mit dem Punkt
von M,, zu dem die Wege vw,, vw,, ... gehoren, wobei v ein fester Weg
von z nach z ist; dies ist moglich, denn w, = w, (mod1l)) ist gleich-
bedeutend mit vw, = vw, (mod v, v~*), und U, = o, v~ ist eine Unter-
gruppe von {,, die U entspricht. I, und M, konnen also wieder als
Realisationen einer abstrakten Mannigfaltigkeit aufgefalt werden, die samt
ibrer Abbildung auf M von der Wahl der Punkte 2 oder z nicht abhingt.

Das Ergebnis ist: Zu jeder Untergruppe W1 der Pundamentalgruppe ¥
gehort eine wohlbestimmie abstrakte Mannigfaltigkeit My, die dureh eine
eindeutige und stetige Abbildung @ so auf M bezogen ist, daf auf jedes
hinreichend kleine — ndmlich on einem U, enthaltene — Gebiet von M
genawu § Gebiete von My topologisch abgebildet sind; dabei ist j der Index
von U in §F. My heift die zu U gehorige ,Uberlagerungsmannigfaltig-
keit“ von M, § die Anzahl der ,Schichien“ von My diber M.

Wir betrachten nun noch die durch ¢ vermittelte Beziechung zwischen
den Wegen auf M, und den Wegen auf M. Sei z ein Punkt in M,
U, eine der U entsprechenden Untergruppen von §,, Z der Punkt in My,
der durch die von x nach z fiilhrenden Wege, welche zu 1, gehoren, also
z B. durch den nur aus dem Punkt x bestehenden Weg, definiert ist.
Lauft in M ein Punkt z, in stetiger Abhingigkeit von ¢ in z =g, be-
ginnend und ist w, der bis zum Wert ¢ durchlaufene Weg, Z, der durch
w, in My bestimmte Punkt, so bilden diese Punkte, da ¢ in jedem hin-
reichend kleinen Gebiet von M eindeutig und stetig umkehrbar ist, einen
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Weg % in My, und dessen Anfangspunkt ist Z, da dieser Pankt, wie eben
bemerkt, infolge seiner Definition dem Weg w, entspricht. Hat man also
in My einen in Z beginnenden Weg i, so entspricht seinem Bild w = ¢ (%)
gerade der Endpunkt von 7.

Ist % geschlossen, so ist wegen der Eindeutigkeit von ¢ auch w = ¢ ()
geschlossen; nach dem eben Gesagten entspricht dem Weg w der Endpunkt
von ; folglich gehort w ebenso wie w, zu 1, da, wie wir frither
sahen, Wegen, die zu verschiedenen Restklassen mod 1l gehoren, verschie-
dene Punkte in My entsprechen. Ist andererseits w ein zu U, gehériger
geschlossener Weg, so ist der seinen Teilbdgen w, entsprechende Weg in
My geschlossen, da Z ja gerade durch die von z nach z fithrenden, zu I,
gehorigen Wege definiert ist. Somit bildet ¢ die geschlossenen Wege durch
Z auf alle die und nur die geschlossenen Wege durch z ab, die zu 11,
gehoren.

Ist der geschlossene Weg % in M, zusammenziehbar, so ist er das
Randbild bei einer Abbildung f(K) einer Kreisscheibe K; dann ist w = ¢ (@)
das Randbild bei der Abbildung ¢ f(K) von K, also auch zusammenzieh-
bar. Ferner erhilt ¢ infolge ihrer Eindeutigkeit und Stetigkeit die Zu-
sammensetzung geschlossener Wege, d. h. es ist o (@, #%,) = ¢ (#,) ¢ (@,);
insbesondere ist also mit ,@; auch ¢ (@) @ (%,)”" zusammenziehbar,
d. h. &quivalente Wege in My werden auf dquivalente Wege in M ab-
gebildet. Mithin bildet ¢ die Fundamentalgruppe U von My homomorph
auf U, ab.

D1eser Homomorphismus ist eineindeutig, also ein Isomorphismus. Um
das zu beweisen, muBl gezeigt werden, daB verschiedene Klassen von U
auf verschiedene Klassen von 1, abgebildet werden. Hierzu geniigt der
Nachweis der folgenden Behauptung: Ist ¢ (@) zusammenziehbar, so ist
auch % zusammenziehbar.

Sei also w = ¢ (w) das Bild der Peripherie p bei der Abbildung f(K)
emner Kreisscheibe K und sei dabei y der Punkt auf p, der durch f in
den Anfangs- und Endpunkt 2 von w abgebildet wird. Ist mw, ein Weg
in K von r nach einem Punkt y in K, so entspricht dem in M ver-
laufenden Weg f(tv,) ein bestimmter Punkt ¥ in My; ist w, ein zweiter
Weg in K von g nach ), so ist w,mw;' in K zusammenziehbar, also
f(wyw;')=f(w,) f(wy)™" in M zusammenziehbar, also gewiS
f(w,)f(1,) " C1,; dann entspricht aber den Wegen f(w,) und f(i,)
derselbe Punkt 7 in My. Die durch die Wege m und f(m) vermittelte
Abbildung F von K auf My ist also ejndeutig und infolge der Stetigkeit
von f und der stetigen Umkehrbarkeit im Kleinen von ¢ stetig. Die
Randabbildung F(p) liefert @; denn die auf p verlaufenden Bogen werden
durch £ auf die Teilbogen w, von w abgebildet, und diesen entspricht, wie

37*
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wir oben sahen, der Weg @. — Damit ist die Behauptung und somit
der folgende Satz bewiesen:

W 7st die Pundamentalgruppe von My .

Betrachten wir neben 1 eine zu 1 &hnliche Untergruppe von §:
W =~hUL™", wobei % ein Element von § ist. Sind wieder] w,, w, von
x nach y fithrende Wege, die mod Ul dquivalent sind, so sind Aw,, hew,
mod 1l #quivalent und umgekehrt, denn w,w;'C U ist gleichbedeutend
mit (hw,) (hw,) ' =hw,ws A" CU'. Wenn man dem durch w,, w,, ...
definierten Punkt ¥ von My den durch Aw,, hw,, ... definierten Punkt 3’
von My zuordnet, so wird daher My eineindeutig auf My abgebildet, und
zwar so, daB ¢ ()= ¢'(¥’) ist, wobel ¢’ ebenso fiir My definiert ist
wie ¢ fiir My. Mithin ist wegen der Stetigkeit von ¢ und der eindeutigen
und stetigen Umkehrbarkeit von ¢’ im Kleinen die eineindeutige Beziehung
zwischen My und My auch stetig. Damit ist bewiesen:

Zu dhmlichen Untergruppen von & gehort — bis auf Homoomorphismen -—
dieselbe Uberlagerungsmannigfaltigkest.

§2.
Definition von Klasseninvarianten und deren Haupteigenschaften.

1. Der Gruppenhomomorphismus der Abbildung M und u
seien Mannigfaltigkeiten, % und @ ihre Fundamentalgruppen, f sei eine
eindeutige und stetige Abbildung von M auf u, z sei ein Punkt von M,
&= f(z) sein Bild. Die geschlossenen Wege durch x werden durch f auf
geschlossene Wege — nicht notwendigerweise auf alle geschlossenen Wege —
durch £ abgebildet, jeder zusammenziehbare Weg wird auf einen zusammen-
ziehbaren Weg, die Zusammensetzung zweier Wege wird auf die Zusammen-
setzung der Bilder der beiden Wege abgebildet. Daraus folgt, daf f die
Gruppe , der geschlossenen Wege durch z homomorph in die Gruppe &,
der geschlossenen Wege durch £ abbildet. Bei Auszeichnung von z ver-
mittelt also f einen Homomorphismus von § in @ *4).

Ist y ein von x verschiedener Punkt in M, # = f(y) sein Bild, so bildet /
ebenso die Gruppe 3, homomorph in die Gruppe &, ab. Nun sind, wenn g,
und @, in bestimmter Weise als Realisationen der Fundamentalgruppen §
bzw. @ aufgefalt werden, §, und &, dadurch noch nicht in eindeutiger Weise
als Realisationen der Fundamentalgruppen bestimmt, vielmehr sind (vgl. §1,
1. Absatz) willkiirliche Wege » und w von x nach y bzw. von & nach 7

L

34} Bei einem Homomorphismus von § ,in“ & braucht nicht jedes Element von &
Bild eines Elementes von § zu sein; bei einem Homomorphismus von § ,auf“ & soll
dies immer der Fall sein (diese Ausdrucksweise kenne ich durch Herrn van der Waerden),
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einzufiihren, die zwischen ¥, und F, bzw. zmschen b, und 45 vermitteln:
dem Element g von §, wird das Element v 'gv von Fys dem Element
y von &, wird das Element w™'yw von &, zugeordnet. Ist der Homo-
morphlsmus von F, in P, durch Gleichungen f(g)=1y (wobei' g die
Gruppe durchlauft) gegeben, so ist der Homomorphismus von &,in D,
nicht durch f(v»™* gv) = w~ yw sondem durch f(v™ ' gv) = f(v)“lf(g)f(v)
= (f(v) *w)w  yw (f(v) " w)"* gegeben; dabei ist f(v) " w ein Element
von @, . Der durch f zwischen § und & vermittelte Homomorphismus
ist also — bet Auszeichnung verschiedener Punkte z, y, ... — nur bis auof
innere Automorphismen von & bestimmt.

f werde nun stetig abgeéndert, d. h. es existiere eine von ¢ stetig ab-
hédngende, fiir 0 <¢ <1 erklarte Schar von Abbildungen f, mit fo=1-
Es sei g ein geschlossener Weg durch z, f.(g) =7, w, der Weg, den das
Bild von 2 durchliuft, wihrend # von 7z bis 1 wiachst, 1 Ly y, w, st ein
geschlossener Weg durch &, =f, (z); 1aBt man « von 0 bis 1 wachsen, so
geht der Weg y{ wy yowy stetig in den Weg v1 y1 iiber; dieser 1st zu-
sammenziehbar; also ist es auch p; Lwy ;vowo, mithin ist y, = wy " yowo,
f,(g) = ws fo(g9)wo. Dies gilt — bei festem Weg w, — fiir alle Elemente ¢
von §,. Der — immer nur bis auf innere Automorphismen von & be-
stimmte — Homomorphismus von § in @ #ndert sich also bei dem ste-
tigen Ubergang von £, zu f, nicht.

Somit werden wir, in dem Bestreben, Eigenschaften von f zu unter-
suchen, die bei stetiger Abénderung von f invariant sind, unser Augenmerk
auf Eigenschaften eines Homomorphismus von § in & richten, die sich
bei inneren Automorphismen von @ nicht &ndern. Nun bilden diejenigen
Elemente von &, die bei einem Homomorphismus H von § in & Bild-
elemente sind, eine Untergruppe H(F) =11 von &. Wird & einem inneren
Automorph;smus unterworfen, so ist U durch eine Zhnliche Untergruppe
W =hUAr™" zu ersetzen. In unserem Falle ist, wenn wir % und & durch
&, bzw. &, realisieren, I die Gruppe derjenigen Klassen geschlossener
Wege durch &, welche Bilder geschlossener Wege durch # enthalten. Unter
den Eigenschaften, die zugleich mit Il den mit 11 dhnlichen Untergruppen
zukommen, die also invariant gegeniiber s’ceﬁger Abanderung von f sind,
betrachten wir im folgenden den Index von 1l in & und die zu 1l gehorige
Uberlagerungsmannigfaltigkeit von su:

Definition I. Unter der zu der Abbildung f von M auf p gehérigen
»Bildgruppe“ verstehen wir die — bis auf innere Automorphismen von @
bestimmte — Untergruppe I von &, die durch die Bilder der geschlos-
senen Wege in M definiert wird.

Definition II. Unter dem ,Index“ j von f verstehen wir den Index
der Bildgruppe in @.
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Definition III. Unter der zu f gehérigen ,Uberlagerungsmannig-
faltigkeit verstehen wir die zu der Bildgruppe gehorige Uberlagerungs-
mannigfaltigkeit u* von u.

Die drei so definierten Begriffe sind, wie oben gezeigt wurde, invariant
gegeniiber stetiger Abanderung von f.

2. Die Zerlegung der Abbildung. 2z ist im folgenden stets ein
fester Punkt in M, [ =f(z) sein Bild. @, ist die Gruppe der Klassen
geschlossener Wege durch {, U, die U entsprechende Untergruppe von D,
also die Gruppe derjenigen Wegeklassen durch {, die Bilder geschlossener
Wege durch z enthalten. u* denken wir uns durch von { ausgehende
Wege realisiert, d. h. zwei solche Wege v, v, stellen dann und nur dann
denselben Punkt von u* dar, wenn sie mod I, dquivalent sind, wenn also
v.03 ' dem Bild eines geschlossenen Weges durch z aquivalent ist.

Sind w,, w, zwei beliebige Wege von z nach z, so sind f(w,), f(w,)
von ¢ nach £ = f(x) fithrende Wege, und es ist f(w,)f(w,) " = f(wyws ),
also sind, da w,w;" ein geschlossener Weg durch 2z ist, f(wl) und f(w,)
mod 1l, dquivalent und stellen denselben Punkt £* von u* dar. Diesen
ordnen wir dem Punkt z zu und nennen ihn f*(x). Bezeichnet wieder ¢
die durch die Uberlagerung bewirkte Abbildung von u* auf u, so ist
(%) =¢f*(z)=&. Aus der im Kleinen eindeutigen und stetigen Um-
kehrbarkeit von ¢ folgt die Stetigkeit von 7*.

Damit haben wir fin zwei nacheinander auszufiihrende emmdeuntige und
stetige Abbildungen zerlegt: zuerst wird M durch f* auf u*, dann u*
durch ¢ auf u abgebildet; es ist f(M)= g™ (M). Dabei ist ¢ die im
§ 1 ausfithrlich besprochene Abbildung der j-schichtigen Uberlagerungs-
mannigfaltigkeit u* von u auf u, und j ist der Index von f. f * hat den
Index 1; denn ist y* ein geschlossener Weg durch denjenigen Punkt ¢ * von p*,
der den von { nach { fithrenden, zu U, gehdrigen Wegen entspricht, so
gehort y = @ (y*) zu . (da andemfalls der in (* beginnende Weg y*
in einem anderen Punkte enden miifite), es gibt also einen geschlossenen
Weg g durch z, so daB yf(g9)”' zusammenziehbar ist; nun ist
y7(9) " = o (**(9)™), und daraus folgt (vgl §$1), daB »*f*(g)*
auf u* zusammenziehbar, daf also y* dem Bild eines geschlossenen Weges
iquivalent ist. Bei dem durch f* bewirkten Homomorphismus von § in
die Fundamentalgruppe 11 von x* ist also jedes Element von U Bild,
d. h. der Index ist 1.

Wird 7 stetig abgedndert, d. h. liegt eine von ¢ stetig abhingende
Schar f, von Abbildungen mit f= f, vor, so &ndert sich auch f,(z)={¢,
stetig mit ¢, und p* ist filr verschiedene Werte von ¢ durch von ver-
schiedenen Punkten , ausgehende Wege zu realisieren; die homd&omorphe
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Beziehung zwischen diesen verschiedenen Realisationen u;* ist (siche § 1) noch
abhingig von der Wahl willkiirlicher Wege zwischen den verschiedenen
Punkten {,. Wir beseitigen diese Unbestimmtheit durch die Festsetzung:
v, sei die wihrend des Intervalls 0 <t < v von [, durchlaufene Bahn;
der durch den von { ausgehenden Weg % dargestellte Punkt von w.* wird
identifiziert mit dem Punkt von u,, der durch den Weg v u dargestellt
wird. Hierdurch wird (siehe § 1) die unter Zugrundelegung der Gruppe U, der
geschlossenen Bildwege f,(g) konstruierte Uberlagerungsmannigfaltigkeit ¥
mit derjenigen zu {, gehdrigen Uberlagerungsmannigfaltigkeit identifiziert,
deren Konstruktion die Gruppe »,1l,v; " zugrunde gelegt ist; diese Unter-
gruppe ist aber mit der Gruppe U, = U, der Bilder f,(g) identisch, was
man erkennt, wenn ¢ stetig von z nach 0 liuft; die zugehorige Uberlage-
rungsmannigfaltigkeit ist also ugf. Fassen wir auf Grund dieser Beziehung
zwischen u* und ug die zu f, gehorige Abbildung f;* als Abbildung auf
pof = p* auf, so ist das Bild eines Punktes x von M folgendermafBien zu be-
stimmen: man nimmt einen festen Weg w von 2z nach z und ordnet 2
als Bild denjenigen Punkt von ugf = u* zu, der zu dem in { beginnenden
‘Weg v,f, (w) gehort. Dieser Bildpunkt £;* (z) andert sich offenbar stetig mit ¢,
einer stetigen Anderung von f entspricht also eine stetige Anderung von f*.

Es Hegt also folgender Sachverhalt vor:

Satz I. f lift sich in zwei Abbildungen f* und ¢ zerlegen,
f(M)=q@f*(M); dabei ist f* eine Abbildung vom Index 1 auf die zu f
gehorige Uberlagerungsmannigfaliigheit p* und dndert sich bes stetiger
Anderung von f stetig; @ ist die durch die Uberlagerung gegebene Abbildung
von u* auf u und bleibt bei stetiger Anderung von f fest.

3. Die Einteilung der Originalmenge eines Bildpunktes in
Schichten. & sei ein Punkt in x4, X seine Originalmenge in M, d. h. die
Menge derjenigen Punkte z, fiir die f(z)=¢ ist. Ist u ein Weg zwischen
zwei Punkten z,, z, von X, so ist f(u) ein geschlossener Weg in u. Es
kann eintreten, daB dieser zusammenziehbar ist; dies sei der Fall, und es
sei ferner v ein Weg von a, nach dem ebenfalls zu X gehérigen Punkt z,:
dessen Bild (v) auch zusammenziehbar ist. Dann ist das Bild f(uv) =1 (»)/ (v)
des von z, nach z, laufenden Weges uv ebenfalls zusammensziehbar. Diese
Tatsache ermoglicht es, die Menge X in zueinander fremde Teilmengen X,
X,, ... durch die Bestimmung einzuteilen, da zwei Punkte von X dann
und nur dann derselben Teilmenge X, angehéren, wenn sie-sich durch
einen Weg verbinden lassen, dessen Bild zusammenziehbar ist; -diese Teil-
mengen X, bezeichnen wir als ,Schichten“, d. h. wir- definieren:

Definition IV. Eine Teilmenge der Originalmenge X von & heiBit
»Schicht“, wenn sich je zwei ihrer Punkte durch einen Weg verbinden
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lassen, dessen Bild, als geschlossener Weg in ux aufgefat, zusammenziehbar
ist, und wenn sie nicht in einer grofleren Teilmenge von X enthalten ist,
die dieselbe Eigenschaft hat.

Ist 2 ein Hiufungspunkt von X, so gehort er wegen der, aus der
Stetigkeit von f folgenden, Abgeschlossenheit von X zu X und somit zu
einer bestimmten Schicht, etwa zu X,. Ist U eine so kleine Umgebung
von z, daf ihr Bild in einem & enthaltenden euklidischen Element £ ent-
halten ist, und sind 2,, 2, irgend zwei Punkte von X in U, so ist das
Bild eines Weges u, der z, mit 2, innerhalb U verbindet, ein geschlossener
Weg in E, also zusammenziehbar; mithin gehoren z,, #, zu einer Schicht,
und zwar, da z, =2 sein kann, zu X,. Ein Hiufungspunkt von X ist
also stets Haufungspunkt einer und nur einer Schicht und gehdrt dieser an.
Hierin ist erstens enthalten, daB jede Schicht abgeschlossen ist; bezeichnen
wir ein System von Mengen 4,, 4,,... in M als ,isoliert“, wenn es um
jeden Punkt von M eine Umgebung gibt, welche Punkte hdchstens einer
der Mengen A, enthilt, so haben wir zweitens gezeigt, dal die Schichten
X, X,, ... ein isoliertes System bilden; es gilt also:

Satz II. Die zu etnem Punkt & gehorigen Schichten bilden ein iso-
lzertes System abgeschlossener Mengen.

Besteht ein isoliertes System A,, 4,, ... aus unendlich vielen, nicht
leeren Mengen 4;, so kann eine unendliche Punktmenge a,, a,, ..., die aus
Punkten a; C 4; gebildet ist, wegen der Eigenschaft der Isoliertheit keinen
Hiaufungspunkt in M haben, die Vereinigungsmenge der A4, ist also nicht
kompakt. Damit ist gezeigt:

Satz Ila. Wenn die Originalmenge X von & kompakt ist — insbe-
sondere also, wenn die Abbildung f im Punkie & kompakt ist*®), — so
besteht X nur aus endlich vielen Schichien.

4. Der Zusammenhang zwischen der Zerlegung von f und der
Schichteneinteilung. Neben der Einteilung von X in Schichten i8¢
sich X auf Grund der in Nr. 2 besprochenen Zerlegung von £ in f* und ¢
dadurch in zueinander fremde Teile zerspalten, dal man Punkte von X
dann und nur dann zum selben Teil rechnet, wenn sie durch f* auf den-
selben Punkt von u* abgebildet werden. Diese beiden Einteilungen von X
sind aber miteinander identisch, d. h. es gilt

Satz III. Zwe: Punkte x,, x, von X gehoren dann und nur dann zu
derselben Schicht, wenn [*(2,) =f* (x,) ist.

Beweis. 2; und z, mogen zu derselben Schicht gehoren. Dann gibt
es einen Weg » von z, nach z, derart, daB der durch &= f(x,)=f(z,)

15) Definition der ,Kompaktheit von f in &“: Teil I, §4, 8. 598.
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laufende geschlossene Weg f(u) zusammenziehbar ist. w, sei ein beliebiger
Weg von z (siehe Nr. 2) nach z,, w, der durch w, = w,u definierte Weg
von z nach z,. Dann ist f(w,)f(w,) ™ = f(w,)f (wy u) ™ =f(w)f (&) f(w)™;
dabei Iiiuft f(w,) von = f(z) nach &, f(u)"" von £ nach & zuriiek,
f(w;)™" von & nach . f(u)”* 148t sich unter Festhaltung von & auf é
zusammenziehen; dadurch geht f(w,)f(w,)™" in den Weg f(w (u Y(w,)™*
iiber, der selbst zusammenziehbar ist; mithin ist f(w,)f(w,)”" zusammen-
zzehbar, f(wl) und f(w,) sind also gemﬁ dquivalent mod U, d.h. es ist

Es sei a,ndererselts ¥ (z)=r* (m ) Dann ist, wenn w,, w, Wege
von z nach z,,z, sind, f(w,)f(w,) " (U, es gibt also einen geschlos-
senen Weg ¢ durch z, 0 daB f(w,) f(wg) 1 =1(g) ist; das bedeutet
daB f(w,)f(w,) " f(g9)”" zusammenziehbar ist; setzen wir w; g "= u,
so ist » ein Weg von z, nach z, und f(w,)f(u) ist zusammenziehbar.
Nun folgt aber stets, wenn @ und b zwei Wege sind, derart, dafl der
Anfangspunkt des einen mit dem Endpunkt des anderen zusammenfillt,
aus der Zusammenziehbarkeit von ab die Zusammenziehbarkeit von ba.
Daher ist auch f(u)f(w,)=f(uw,) zusammenziehbar, und da ww, ein
Weg von 2, nach z, ist, ist gezeigt, daB z, und z, zu derselben Schicht
gehoren.

Damit ist der Satz III bewiesen.

Da bei der Abbildung ¢ der Punkt £ genau j Originalpunkte auf p*
hat, folgt aus den Sitzen I und III ~

Satz Illa. Die Anzahl der zu esnem Punki & gehirigen Schichien
ist hochstens gleich dem Index j wvon f*°).

5. Orientierbarkeit einer Abbildung. Sind 2,y Punkte in M,
E,, E, Elemente, die diese Punkte enthalten, und ist « ein Weg von z nach g,
so 1aBt sich eine in E, willkiirlich ausgezeichnete Orientierung folgender-
mafenlings  auf &, iibertragen: Durch Einfiigung von Punkten ,, z,, ..., %, _,
teilt man % in Teilwege u, =2x,,..., 4, =2, _, %, ..., %, =2,_,y ein,
die so klein sind, daB sich jeder Bogen w; in ein Element E, einschlieSen
1686, wobei E,=E, E,—=E, ist; man iibertragt nacheinander fiir
t=1,2,...,k—1 die Orientierung von E, vermdge der Koinzidenz in
einer Umgebung von z; auf E; , und gelangt somit zu einer bestimmten
Orientierung von E,. Diese Orientierung hingt weder von der Wahl der

16) Bis hierher ist von den Riumen M und x nicht benutzt worden, da8 sie
Mannigfaltigkeiten, sondern nur, da8 sie zusammenhingende, im Kleinen zusammen-
héngende, im Kleinen kompakte topologische Riume sind, in denen sich jeder hin-
reichend kleine geschlossene Weg zusammenziehen 188t. — Von nun an aber ist es
wesentlich, da M und px Mannigfaltigkeiten von der gleichen Dimensionszahl z sind.
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Punkte z; noch von der Wahl der Elemente E;, also — nach Auszeichnung
der Orientierung in E, — nur von dem Wege % ab; denn man erkennt
miihelos, daB sie sich erstens nicht &ndert, wenn man unter Festhaltung
der z, die B; (4=2,3, ...,k —1) durch andere Elemente E, ersetzt, daf
sie sich zweitens nicht dndert, wenn man die durch die z; bewirkte Zer-
legung von % in die Bogen u; durch Einfiigung neuer Teilpunkte verfeinert,
und daB sie schlieBlich von der Wahl der x; unabhingig ist, da man zu
zwel verschiedenen Unterteilungen von u stets eine beiden gemeinsame
feinere Unterteilung angeben kann,

Diese Ubertragung der Orientierung von E, auf E, lings u behilt
ihren Sinn, wenn z mit y zusammenfillt, wenn also u geschlossen ist. Es
sind dann zwei Fille méglich: die vermdge der Koinzidenz in 2 von E,
auf E, iibertragene Orientierung ist entweder mit der urspriinglichen Orien-
tierung identisch oder sie ist ihr entgegengesetzt. Je nachdem ob der erste
oder der zweite Fall eintritt sagen wir, daf der geschlossene Weg u die
Orientierung erhdlt oder wmkehrt. Man sieht iibrigens leicht, daB diese
Unterscheidung nicht von der Wah! des Punktes x auf %, sondern nur
von dem Weg % abhiingt.

Ist »’ ein zu % hinreichend benachbarter'?) geschlossener Weg, so er-
gibt sich aus der Definition mittels der Elemente E; wieder ohne weiteres,
daB %’ die Orientierung erhilt oder umkehrt, je nachdem  sie erhilt
oder umkehrt. Da ferner jeder ganz in einem Element verlaufende ge-
schlossene Weg die Orientierung erhilt und sich jeder zusammenziehbare
Weg in das Innere eines Elementes hinein stetig zusammenziehen 14Bt,
folgt hieraus, da jeder zusammenziehbare Weg die Orientierung erhilt.
Weiter ergibt sich aus der Definition, daf die Zusammensetzung u v zweier
geschlossener Wege # und v durch x die Orientierung erhalt, wenn beide
Wege sie erhalten oder beide sie umkehren, da dagegen wv die Orientie-
rung umkehrt, wenn von den beiden Wegen einer sie erhilt, der andere
sie umkehrt. Aus alledem folgt, daf die Eigenschaft, die Orientierung zu
erhalten oder sie umzukehren, nicht nur einzelnen geschlossenen Wegen
durch z, sondern den ganzen Wegeklassen zukommt, daB die Klassen, die
die Orientierung erhalten, eine Untergruppe ¢ der Fundamentalgruppe
bilden, daBl, wenn 7 ein bestimmter die Orientierung umkehrender Weg
durch z ist, es zu jedem die Orientierung umkehrenden Weg i’ durch 2
einen die Orientierung erhaltenden Weg ¢ so gibt, daBl ' =14g ist, daB
also & genau zwei Restklassen in § hat und man mithin § in F=6G +:&
zerlegen kann, vorausgesetzt, daB iiberhaupt ein ¢ existiert.

17) Dabei sind % und «’ als Bilder einer festen Kreislinie & aufzufassen und die
Entfernung zwiscken » und «’ ist das Maximum der Entfernungen der beiden Bilder
eines k durchlaufenden Punktes.
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Aus der Definition der Orientierbarkeit einer Mannigfaltigkeit'®) folgt,
dafl kein ¢ existiert, wenn M orientierbar ist. Ist dagegen M wmicht orien-
tierbar, so gibt es Wege ¢; denn andernfalls wire die Fortsetzung der
Orientierung von E, nach einem beliebigen anderen Element E, vom Wege
unabhingig (da, wenn u, v zwei Wege von z nach y sind, der Weg uo™*
die Orientierung erhielte), also in eindeutiger Weise méglich, M wire also
orientierbar.

Wir teilen nun die Abbildungen von M auf u nach dem Verhalten
der Bilder der die Orientierung umkehrenden geschlossenen Wege in zwei
Kategorien ein:

Definition V. £ heiBt ,nicht orientierbar~, wenn es einen die Orien-
tierung umkehrenden geschlossenen Weg in M gibt, dessen Bild in ux zu-
sammenziehbar ist; andernfalls heifit f orientierbar.

Ist M orientierbar, so ist jede Abbildung f orientierbar.

Ist M nicht orientierbar, f orientierbar und ist g ein die Orientierung
erhaltender, 7 ein die Orientierung umkehrender geschlossener Weg durch
z, so konnen die durch & = f(x) laufenden geschlossenen Wege f(g), ()
nicht untereinander dquivalent sein, da sonst 7(g)f(¢)™* = f(g¢™") zu-
sammenziehbar wire, was der Orientierbarkeit von f widerspriche, da g7 -1
ein geschlossener Weg ist, der die Orientierung umkehrt. Also ist ein ge-
schlossener Weg in u, sofern er iiberhaupt dem Bildé eines geschlossenen
Weges von M idquivalent ist, entweder nur Bildern von Wegen, die die
Orientierung erhalten, oder nur den Bildern von Wegen, die die Orientie-
rung umkehren, dquivalent.

Ist f nicht orientierbar, 7 ein die Orientierung umkehrender Weg, fiir
den f(¢) zusammenziehbar ist, z irgendein Punkt in M, w ein Weg von z
nach einem Punkt z von ¢, so kehrt der durch z gehende geschlossene
Weg i’ ==wiw™" die Orientierung um und sein Bild ist ebenfalls zu-
sammenziehbar; derartige geschlossene Wege gibt es also durch jeden Punkt
von M. Ist g irgendein die Orientierung erhaltender oder umkehrender,
geschlossener Weg durch z, so kehrt ¢’g die Orientierung um bazw. erhilt
sie; die Bilder f(g) und /(i'g) sind dquivalent, da f(s’) zusammenziehbar
ist. Also ist ein geschlossener Weg in u, sofern er iiberhaupt dem Bilde |
eines geschlossenen Weges von M #quivalent ist, sowohl dem Bild eines
die Orientierung erhaltenden, als dem Bild eines die Orientierung umkeh-
renden Weges dquivalent.

Ist f orientierbar, X, eine Schicht, z, ein Punkt von X;, in dessen
Umgebung eine Orientierung ausgezeichnet ist, so ist, wenn man fiir die
Fortsetzung dieser Orientierung nach anderen Punkten von X, nur solche

) Teil I, § 3.
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Wege zulifit, deren Bilder in x zusammenziehbar sind, die so fortgesetate
Orientierung in der Umgebung jedes Punktes von X; eindeutig bestimmt;
denn ist x, ein zweiter Punkt von X, und sind %,» zwei Wege von z,
nach z,, deren Bilder zusammenziehbar sind, so ist auch das Bild von
uv™" zusammenziehbar, also erhilt wegen der Orientierbarkeit von f der
Weg uwv™' die Orientierung, mithin liefert die Fortsetzung der Orientie-
rung der Umgebung von z, lings « dieselbe Orientierung der Umgebung
von z, wie die Fortsetzung lings v; zu jeder der beiden Orientierungen
der Umgebung von z, gehért also eine bestimmte Orientierung einer Um-
gebung der ganzen Schicht X;, und wir diirfen festsetzen:

Definition VI. Bei einer orientierbaren Abbildung f verstehen wir
unter einer Orientierung der Umgebung einer Schicht X solche Orientie-
rungen von euklidischen Umgebungen der Punkte von X;, die aus einer
Orientierung der Umgebung eines Punktes von X, durch Fortsetzung lings
Wegen hervorgehen, deren Bilder zusammenziehbar sind.

Ist M orientierbar, so ist eine solche Orientierung natiirlich die durch
eine der Orientierungen von ganz M bewirkte.

6. Die Beitrage der Schichten. f sei im Punkte £ von u kompakt.
G sei eine offene, die Originalmenge X von ¢ enthaltende Menge in M und
zerfalle in die Komponenten @,, @,....; dabei sind die @; zueinander
fremde Gebiete, d. h. zusammenhingende offene Mengen in M, also Teil-
mannigfaltigkeiten von M; und zwar sind sie simtlich, wenn nicht G = M
und M geschlossen ist, offene Mannigfaltigkeiten.

Nur in endlich vielen G, konnen Punkte von X enthalten sein; denn
wiirde jedes Gebiet einer unendlichen Folge G, G,, ... von Komponenten
je einen Punkt z,,,,... von X enthalten, so hitte die Folge der x;
wegen der Kompaktheit von X einen Hiufungspunkt z,, dieser gehorte
einer Komponente G, an und mit dieser hitten fast alle der Gebiete
G,, G,, ... Punkte — némlich Punkte von X — gemeinsam, im Widerspruch
zu ihrer Eigenschaft, voneinander verschiedene Komponenten zu sein,

Die endlich vielen Mannigfaltigkeiten @, die Punkte von X enthalten,
mdgen die ,wesentlichen® Komponenten von @ heilen.

Ist G, eine wesentliche Komponente, so ist die Abbildung f(@G,) in &
kompakt (fiir eine unwesentliche Komponente ist dies trivial). Ist nim-
lich die positive Zahl ¢ erstens kleiner als der Abstand des Punktes £ von
dem Bilde des Randes von @; und zweitens so klein, daB die ganze Ori-
ginalmenge der 3-Umgebung von £ in M kompakt ist — infolge der Kom-
paktheit von f(M) in & ist diese Bedingung erfilllbar —, so hat der zu
G, gehérende Teil dieser Originalmenge keinen Hiufungspunkt auf dem
Rande von @, ist also in G, kompakt.
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Wir nehmen als G nun die e-Umgebung von X, wobel & eine die
folgenden zwei Bedingungen erfiillende positive Zahl ist: erstens ist die Bild-
menge f(G) in einem & enthaltenden euklidischen Element enthalten; zwei-
tens ist 2& kleiner als der kleinste Abstand zwischen irgend zwei von den
nach Satz I1a in endlicher Anzahl vorhandenen Schichten, in die X zer-
fallt. Dann enthdlt infolge der zweiten Bedingung keine der Mannigfaltig-
keiten G; Punkte zweier verschiedener Schichten. Jede der wesentlichen
Komponenten G; enthilt also Punkte genau einer Schicht; und zwar seien
diejenigen wesentlichen Komponenten von @, die Punkte von X, enthalten,
jetzt mit G;,, G,,, ... bezeichnet.

Ist f orientierbar, so ist jede Mannigfaltigkeit @, orientierbar; denn
ist g ein geschlossener Weg in G, so ist infolge der ersten & auferlegten
Bedingung f(g) in einem euklidischen Element enthalten, also zusammen-
ziehbar, mithin erhilt wegen der Orientierbarkeit von f der Weg ¢ die
Orientierung. Die Orientierung von G;, bewirkt auf Grund von Definition VI
eine bestimmte Orientierung von G,,, G5, ... .

Die Abbildung jeder der so orientierten Mannigfaltigkeiten @;; (¢ fest,
7=1,2,...) hat, da sie, wie oben gezeigt wurde, in & kompakt is, in &
einen bestimmten Grad'®), wenn man noch eine bestimmte Orientierung
der Umgebung von & ausgezeichnet hat. Andert man diese Orientierung
oder die Orientierung von G,, und damit die Orientierung von &,,G,,, ..
so #ndert die Summe der Grade der Abbildungen von G,,, G,,, .. 1h1‘
Vorzeichen, ihr absoluter Betrag bleibt derselbe. Dieser bleibt ferner un-
geéndert, wenn man ¢ verkleinert, da dann von den G;; nur Punkte fort-
fallen, deren Bilder & nicht bedecken, die also auf den Wert des Grades
keinen Einfluf haben. Der absolute Betrag der Summe der Grade hingt
also nur von der Schicht X, selbst ab und werde als der ,Beitrag“ von X;
bezeichnet.

Ist f nicht orientierbar, so wird sowohl die Orientierbarkeit der Mannig-
faltigkeiten G, in Frage gestellt, als auch die Ubertragung der Orientie-
rung von G, auf G, G,;, ... unmoglich. Die Grade sind daher nicht de-
finiert, die Betrachtung behilt aber ihren Sinn, wenn wir die Grade durch
die Parititen®?) ersetzen und sagen, daB die Schicht den ,Beitrag“ 0 oder
1 liefere, je nachdem die Summe der Parititen der Abbildungen von
G5 Gy, ... In & gerade oder ungerade ist.

Wir fassen die Definition der ,Beitrige“ noch einmal zusammen und
fiigen einige weitere Definitionen hinza:

Definition VIIa. Ist fin & kompakt, so verstehen wir unter dem
Beitrag einer zu & gehérigen Schicht X; die folgende Zahl: wenn f orientier-

) Teil I, § 5.
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bar ist, den absoluten Wert des Grades der Abbildung einer hinreichend
kleinen, gem#f Definition VI orientierten Umgebung von X, im Punkte &;
wenn f picht orientierbar ist, die Zahl 0 oder 1, je nachdem die Paritit
der Abbildung einer hinreichend kleinen Umgebung von X; im Punkte &
gerade oder ungerade ist.

Definition VIIb. Eine Schicht heiflt ,wesentlich“ oder ,unwesent-
lich~, je nachdem ihr Beitrag von O verschieden oder gleich 0 ist; die
—- nach Satz IIa a fortiori endliche — Anzahl der zu & gehérigen wesent-
lichen Schichten heiflt die ,,wesentliche Schichtenzahl® von f in & und wird
im folgenden mit s bezeichnet.

Definition VIIc. Die Summe der (wesentlichen) Schichtenbeitrige
eines Punktes £ heiBt der ,Absolutgrad“ von f in & und wird im folgen-
den mit a. bezeichnet.

Ist M orientierbar und sind y,, y,,... die auf Grund einer Orientie-
rung von M bestimmten Grade der Umgebungen der einzelnen Schichten
X, X,,... In &, so ist der Grad gleich 3'y,, der Absolutgrad gleich X|y,l;
folglich ist in diesem Fall, d. h. immer dann, wenn der Grad iiberhaupt
definiert ist, der Absolutgrad mindestens so grof wie der absolute Betrag
des Grades; insbesondere ist der Grad 0, wenn der Absolutgrad 0 ist.
Ebenso folgt im Fall einer nicht orientierbaren Mannigfaltigkeit M, daB
die Paritit von f gerade ist, falls der Absolutgrad 0 ist.

Wir nehmen die durch Satz I gegebene Zerlegung von f vor; &7, £, ..
selen die Punkte von u* die durch ¢ anf & abgebildet werden. Nach
Satz IIT geh6rt zu jeder Schicht X, ein Punkt £ = f*(X,). X, bildet
auch beziiglich f* eine einzige Schicht, da jeder durch ¢ auf einen zu-
sammenziehbaren Weg von u abgebildete Weg von u* selbst zusammen-
ziehbar ist (siehe §1). Der von X, beziglich f* gelieferte Beitrag ist, da
@ in der Umgebung von £; eineindeutig und f = @f™ ist, gleich dem von
X; beziiglich f gelieferten Beitrag a,; dabei hat man zu beriicksichtigen,
daB 7™ orientierbar oder nicht orientierbar ist, je nachdem f es ist oder
nicht ist, wieder infolge des Entsprechens der zusammenziehbaren Wege
auf u und p*

G sel nun wieder eine &-Umgebung von X und ¢ wieder so klem, da8
verschiedene Schichten zu verschiedenen Komponenten von G gehoren, und
iiberdies so klein, dafl Komponenten, die Punkte verschiedener Schichten X,
enthalten, durch /™ in die zueinander fremden Umgebungen U;" der £ =f* (X,)
hinein abgebildet werden, die einer festen Umgebung U von & entsprechen.
V sei eine in" U enthaltene Umgebung von £, V', V5, ... seien die ent-
sprechenden Umgebungen der £}, &, ...; V sei so Klein, daB f(M — @)
auflerhalb V, daBl also die Originalmenge von V in G liegt; diese Original-
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menge besteht aus den zueinander fremden Originalmengen der V" be-
ziiglich ¥ und die Originalmenge einer einzelnen Vi* gehort wegen V;* C U
solchen Komponenten von G an, die Punkte von X; enthalten; hat ein
Punkt £ keinen Originalpunkt bei f*, so ist auch die Originalmenge seiner
Umgebung V;* leer.

Nun sei V ferner so klein, da8 f in allen Punkten von V kompakt ist;
dann ist f* in allen Punkten von V;* kompakt, und da das durch f* ge-
lieferte Bild von M — @G, also auch das des Randes von G fremd zu V;'
ist, ist auch die Abbildung £*(@) und somit erst recht die Abbildung f*
jeder einzelnen Komponente von @ in allen Punkten von V;" kompakt.
Jede dieser Abbildungen hat also in V;" konstanten Grad bzw. konstante
Paritit. Ist # ein Punkt von V, ¥ der entsprechende Punkt in V', a; der
Beitrag von X, so ist also o, die Grad- bzw. Parititensumme der Ab-
bildung der Komponenten von G nicht nur in 5:, sondern auch mn 37
Da es auBerhalb G keine Originalpunkte von 7} gibt, ist a; die Grad-
bzw. Parititensumme bei der Abbildung der Komponenten einer Umgebung
der ganzen Originalmenge Y; von 7. Ist a;4-0, X; also wesentlich, so
ist ¥, nicht leer, sondern eine wesentliche Schicht von 7 mit dem Bei-
trag @;. Ist @;=0, X, also unwesentlich, so ist ¥, entweder leer oder un-
wesentlich.

Somit ist die Reihe a,, ,, ..., a, der Beitrige der wesentlichen Schichten
in der Umgebung V von £ konstant, und da es um jeden Punkt eines Ge-
bietes, in dem f kompakt ist, eine solche Umgebung gibt, folgt:

Satz IVa. Die Reihe der Beitrdge der (wesentlichen) Schichien, also
insbesondere auch die wesentliche Schichtenzahl s, und der Absolutgred a,
sind konstant in jedem Gebiel, in dem [ kompakt vst.

Andert man f gleichmiBig stetig so ab, daB die Abbildung immer
kompakt in & bleibt, so bleibt bei hinreichender Kleinheit der Anderung
die Originalmenge X in @ enthalten; der Anderung entspricht (siehe Satz I)
eine stetige Anderung von f*; f* bleibt in den & kompakt, die Original-
menge jedes Punktes & bleibt in den Komponenten von G enthalten, in
denen sie urspriinglich war, und die Anderung der Abbildung jeder Kom-
ponente ist gleichmiBig stetig. Die Grade bzw. Parititen der Abbildungen
dieser Komponenten indern sich daher in & nicht?). Daraus folgt:

Satz IVb. Die Reihe der Bestrdge der (wesentlichen) Schichten, also
tnsbesondere auch die wesentliche Schichienzahl und der Absolulgrad, im
Punkte & sind Invarianten der ,Abbildungsklasse in bezug auf &“%°).

20) Teit T, § 4.
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§3.
) Uberall kompakie Abbildungen.

Aus den im vorigen Paragraphen behandelten Tatsachen leiten wir in
diesem Paragraphen Folgerungen fiir den Spezialfall her, in dem £ in allen
Punkten von u kompakt ist; dieser Fall umfaBt insbesondere alle Ab-
bildungen geschlossener Mannigfaltigkeiten M.

Satz V. Bel einer dberall kompakien Abbildung sind alle Schichten-
beitrage untereinander gleich; d. h. enmtweder gibi es nur wunwesentliche
Schichten, oder es giblt nur wesentliche Schichien und die Schichienbeitrdge
in jedem Punkt sind unteresnander und mait den Schichienbesirdgen in den
anderen Punkten gleich.

Beweis. X, Y, seien Schichten in den Punkten &, # von u mit den
Beitriigen a; bzw. b,; dabei darf auch £ =7 sein. Dann sind (siehe § 2, 5.)
a;, b, auch die Beitriige der Schichten X, bzw. ¥, in den Punkten & = *(X,)
bzw. 5, = f*(¥,) bei der Abbildung 7*. Aus der Kompaktheit von f in
allen Punkten von u folgt die Kompaktheit von f* in allen Punkten von
u*; aus Satz IVa, angewandt auf /¥, ergibt sich daher a;=23,.

Satz VI. Sind M und u orientierbar und ist f iberall kompakt, so
ist der Absolutgrad gleich dem absoluten Betrag des Grades.

Beweis. Aus der Orientierbarkeit von u folgt die Orientierbarkeit
von u* da die Orientierung euklidischer Elemente von u durch die in
ihnen eindeutige Umkehrung der Abbildung ¢ in eindeutiger Weise auf ein
vollstandiges, aus euklidischen Elementen bestehendes Umgebungssystem in
u* iibertragen wird. Sind M und px orientiert, so ist also auch u* orientiert,
und die Abbildung f* hat einen bestimmten Grad y, der wegen der Kom-
paktheit von f* in ganz u* konstant ist. Sein absoluter Betrag ist der
laut Satz V konstante Schichtenbeitrag bei f*. Infolge des oben definierten
Zusammenhanges zwischen den Orientierungen von g und p* hat die Ab-
bildung ¢ in jedem Gebiet von u*, in dem sie eineindeutig ist, den Grad - 1.
Nach der Produktregel fiir die Grade®) hat daher die Abbildung f= ¢ f™
der Umgebung einer Schicht X, im Punkt & ebenfalls den Grad y. Gehdren
zu & t Schichten, so ist ¢y der Grad von f, ¢]y| der Absolutgrad.

Bemerkung. Ist M orientierbar, u nicht orientierbar, so ist der Grad
auch noch definiert und stets gleich 03%). Der Absolutgrad kann aber
von 0 verschieden sein. So hat er z B. bei der durch die Uberlagerung ge-
gebenen Abbildung der eine projektive Ebene zweischichtig iiberlagernden
Kugel auf die projektive Ebene den Wert 2.

Satz VII. Hat eine diberall kompakte Abbildung einen von 0 wver-
schiedenen Absolutgrad, so ist der Index der Abbildung endlich.
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Beweis. Ist der Index j der iiberall kompakten Abbildung f un-
endlich, so hat (siehe § 1) die Uberlagerungsmannigfaltigkeit u* unendlich
viele Schichten, d. h. so gibt es auf ihr zu jedem Punkt £ von u unendlieh
viele Punkte &, &, ... mit @ (&) =£; da andererseits nach Satz I1a die
Originalmenge X von ¢ in nur endlich viele Schichten zerfallt und nach
Satz III jede von diesen durch f* auf einen der Punkte &), &7, ..., nach
Satz I aber kein nicht zu X gehoriger Punkt durch f* auf einen Punkt &
abgebildet wird, gibt es Punkte &' — und sogar unendlich viele —, die
bei der Abbildung f* nicht Bildpunkte sind. Ware nun in einem der
Punkte &5 €5, ... der Schichtenbeitrag von 0 verschieden, so wire er nach
Satz V in allen Punkten von u* von 0 verschieden, es wiren also alle &*
Bildpunkte; mithin ist der Schichtenbeitrag von 1¥, der zugleich der Schichten-
beitrag von f ist, gleich 0, und folglich ist auch der Absolutgrad 0.

Satz VIla. Der Index einer diberall kompakien Abbildung ist ein
Teiler des Absolutgrades; der laut Satz V konstante Schichtenbeitrag hat,

wenn der Absolutgrad a und der Index j ist, den Wert f;: (dabes wird

% =0 geselzt); ist a0, so ist j gleich der (wesentlichen) Schichien-
zahl s.

Beweis. Wir diirfen ¢ <=0 annehmen. Zu jedem der Punkte 51*, cens 5;,
fiir die ¢ (&")=¢& ist, gehort derselbe Schichtenbeitrag @, =a,; es ist
azil’ai—;y’al, also a, =%. Daraus folgt weiter a, = 0, also sind alle

=
7 Schichten wesentlich, und es ist §j =s.

Folgerung. Fiir die Abbildbarkeit einer geschlossenen Mannigfaltig-
keit M auf die Mannigfaltigkeit x mit einem vorgeschriebenen, von 0 ver-
schiedenen, Absolutgrad a ist notwendig, daB sich § homomorph so in &
abbilden 1aBt, daB der Index der Bildgruppe endlich und ein Teiler von a
ist. Z. B. muB, wenn § eine endliche Gruppe ist, auch & eine endliche
Gruppe sein, -

Satz VIIL Hat eine iiberall kompakie Abbildung den Absolutgrad a =1,
80 1ist jeder geschlossene Weg auf p dem Bild eines geschlossenen Weges
auf M dquivalent.

Beweis. Nach Rfatz VITa hat die Abbildung den Index j =1, folglich
ist die Bildgruppe I mit der Fundamentalgruppe @ von u identisch.

Satz IX. Bei einer tberall kompakien Abbildung mit von O ver-
schiedenem Absolutgrad ist die Anzahl der Komponenten (d. h. zueinander
fremden zusammenhingenden abgeschlossenen Mengen), in die die Original-
menge X eines beliebigen Punktes & von u zerfdllt, mindestens gleich dem
Index § von f. ,

Mathematische Annalen. 102. 38
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Beweis. Jede der wesentlichen Schichten, in die X zerfillt, enthilt
wenigstens eine Komponente. Die Anzahl der wesentlichen Schichten ist
nach Satz VIIa gleich j.

Satz X. @bt es bei einer iberall kompakien Abbildung mit wvon 0
verschiedenem Absoluigrad einen Punki auf u, dessen Originalmenge zu-
sammenhdngend ist, so ist jeder geschlossene Weg auf u dem Bilde eines
geschlossenen Weges auf M dquivalent.

Beweis. Die Abbildung hat nach Satz IX den Index 1; folglich ist
U mit @ identisch.

§ 4.

Die Anzahl der Originalpunkte und der glatten Bedeckungen
eines Bildpunktes.

f sei wieder eine beliebige Abbildung von M auf u und im Punkte &
von u kompakt; mit &, bezeichnen wir die ,Abbildungsklasse in bezug
auf &% zu der f gehort, d. h. die Gesamtheit aller Abbildungen, die sich
durch gleichmiBig stetige Abénderung unter Wahrung der Kompaktheit im
Punkte £ aus f herstellen lassen®®). In R, gibt es Abbildungen, bei denen
die Originalmenge von £ aus endlich vielen Punkten besteht; deren Anzahl
ist mindestens gleich der wesentlichen Schichtenzahl s, die innerhalb &,
invariant ist (Satz IVb). Bezeichnen wir die innerhalb &, erreichbare
Mindestzahl von Originalpunkten des Punktes & mit o,, so ist also o, > s,.

Statt nur nach der kleinsten Zahl von Originalpunkten von & kann
man allgemeiner fragen, welche endlichen Zahlen als Anzahlen der Original-
punkte von & bei einer zu &, gehdrigen Abbildung auftreten konnen; diese
Frage wird durch die Antwort auf die Frage nach der Grofe von o, mit-
beantwortet: jede endliche Zahl, die nicht kleiner als o, ist, tritt auf. Denn
wenn [ eine Abbildung aus &; mit o, Originalpunkten von & ist, so it
sich folgendermafen eine zu &, gehorige Abbildung f, mit o, 4k (k>0)
Originalpunkten von & konstruieren: y sei ein Punkt von M mit f(y) =19 <&,
E ein £ und 5 enthaltendes Element von u (beziiglich der Existenz von E
siehe den unten ausgesprochenen Hilfssatz Ia), e ein y enthaltendes Element
von M mit f(e) C E und & +f(e); dann kann man f im Innern von e
so abandern, dal & dort genau k Originalpunkte bekommt®'), und die so
abgesnderte Abbildung 7, 148t sich, da das Innere von E als euklidischer
R" aufzufassen ist, ohne Anderung am Rande von e, also in stetigem An-
schluB an f, durch gleichférmige Bewegungen in E aus 7 herstellen; die

#) Folgt aus Teil I, § 1, Satz X, durch Anwendung auf % zueinander fremde
Teilelemente von e.
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Originalmenge einer Umgebung von & gehért dabei in jedem Augenblick
zu e, ist also kompakt, mithin gehért f, zu &;.

o; hangt von £ ab; jedoch gilt ebenso wie fiir die im § 2 behandelten
Klasseninvarianten (siehe Satz IV)

Satz Xla. o ist konstant, wenn & ein Gebiet durchliuft, in dem f
kompakt ist.

Dieser Satz ist in dem folgenden allgemeineren Satz enthalten:

Satz XI. & und u seien Punkie eines Gebietes G von u, in dem f
kompakt ist; dann tritl jede Punkimenge X von M, die als Originalmenge
von & bei einer Abbildung f, aus R, auftritt, auch als Originalmenge
von 7 bei einer Abbildung f, aus &, auf.

Beim Beweis werden wir, wie oben bereits einmal, den folgenden
Hilfssatz verwenden, den wir zusammen mit anderen Hilfssdtzen im nichsten
Paragraphen beweisen werden:

Hilfssatz Ia. Zu zwei Punkten einer Mannigfaltigkeit gibt es stets
ein sie im Inneren enthaltendes Element der Mannigfaltigkeit.

Beweis von Satz XI. E sei ein £ und 5 im Inneren enthaltendes
Element von Q. D, sei eine topologische Deformation von u in sich, die
auBerhalb und auf dem Rande von F die Identitat ist und, wihrend i
von O bis 1 lduft, & in # iberfithrt; dabei ist D, auch im Inneren von E
die Identitat. Alle Abbildungen D,f(M) sind in G kompakt; also gehort
inshesondere D, f(M) zu &,. f, (0<7<1) sel die in & kompakte
Abbildungsschar, die = f, in f, iberfiihrt. Die Abbildungsschar D, £, (M)
ist in » kompakt, da die Originalmenge einer Umgebung von % bei D, f,
mit der Originalmenge einer Umgebung von & bei f, identisch ist; folglich
ist D,f, =f,(R,- Die Originalmenge von # bei f, ist mit der Original-
menge von & bei f, identisch, sie ist also die Menge X.

Es liegt nahe, der Zahl o, eine in dhnlicher Weise definierte Zahl &,
an die Seite zu stellen: 6; sei die durch eine Abbildung aus £, erreichbare
Mindestzahl der Komponenten (d. h. untereinander fremden, zusammen-
hingenden abgeschlossenen Teilmengen) der Originalmenge von £. Auch
diese Zah!l ist mindestens gleich der wesentlichen Schichtenzahl s;; ferner
folgt aus den Definitionen unmittelbar 6, < o,. Die neue Definition liefert
aber keine neue Zahl; es ist vielmehr stets 6, = o.. Diese Tatsache ist
in dem folgenden Satz enthalten:

Satz XII. Besteht bei der Abbildung f die Originalmenge X won &
aus genau k Komponeniten, so lift sich f durch eine stetige Abdnderung,
die sich auf etne beliebig kleine Umgebung won X beschranki, in eine
zu R, gehorige Abbildung f, berfihren, bei der die Orzgmahnenge von &

aus genaw k Punkten besteht.
38%
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Beweis. Wir beweisen den Satz zunichst fiir den Spezialfall k= 1;
X sei also zusammenhingend. ¢ sei eine so kleine positive Zahl, daf das
durch f gelieferte Bild der s-Umgebung von X in einer euklidischen Um-
gebung U von £ enthalten ist. Diese &-Umgebung von X kann in mehrere
Komponenten zerfallen; aber da X zusammenhingend ist, enthilt nur eine
Komponente Punkte von X; diese Komponente heie M'. Durch eine
beliebig kleine Abdnderung in einer beliebig kleinen Umgebung von X
kann man unter Wahrung der Kompaktheit in £ die Abbildung 7 der
Mannigfaltigkeit M’ so abindern, da8 & bei dem Ergebnis 7’ nur endlich
viele Originalpunkte hat®?). Ist deren Anzahl groBer als eins, so 148t sie
sich folgendermafen vermindern: man schliee zwei Originalpunkte in ein
Element E von M’ ein (s. Hilfssatz Ia). /' bewirkt eine Abbildung des
Elements E in das als euklidischen R™ aufzufassende Gebiet U. Daher®)
kann man f’, ohne auBerhalb und auf dem Rande von E etwas zu andern,
im Inneren von E so abéndern, daf & dort nur noch einen einzigen
Originalpunkt hat; dabei bleibt die Originalmenge einer Umgebung von &
immer kompakt. Mithin kann man die Originalmenge von & innerhalb
von §; schlielich bis auf einen einzigen Punkt vermindern. Damit ist
der Spezialfall k=1 erledigt.

Ist k> 1, so seien K; (¢=1,..., k) die Komponenten von X. Man
wihle ein so kleines positives 0, dal die 6-Umgebungen der verschiedenen K,
zueinander fremd sind. Unter den Komponenten der 4-Umgebung von X,
ist, da K; zusammenhéingend ist, nur eine, die Punkte von K enthalt.
Sie ist eine Mannigfaltigkeit M;. Bei der Abbildung f(M,) ist die Origimal-
menge von ¢ zusammenhéingend. Auf Grund des bereits bewiesenen Spezial-
falles 188t sich f daher inmerhalb von ®. so abindern, daf jede Kom-
ponente K, durch einen einzigen Originalpunkt von & ersetzt wird und
daB weitere Originalpunkte nicht hinzutreten.

Bei der Definition von o, waren wir von der Tatsache ausgegangen,
daf es in R, ,fastglatte“ Abbildungen®?) gibt, d. h. solche, bei denen die
Originalmenge von & endlich ist. Nun gibt es in &, sogar Abbildungen,
die ,glatt“ sind, d. h. die eine endliche Anzahl von Gebieten eineindeutig
auf eine ©mgebung von £ abbilden, wihrend die Komplementarmenge
dieser Gebiete keinen Originalpunkt von & enthilt®). Diese Tatsache fithrt
zu der folgenden Definition: e sei die Mincestzahl von glatten (d. h. ein-
eindeutigen) Bedeckungen einer Umgebung von &, die durch eine Ab-
bildung ans §. geliefert wird. «. ist mindestens so grof wie der Absolut-

2%y Teil I, § 4, Satz la.
3y Teil T, § 1, Satz X.
24) Teil I, § 4, Satz IL
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grad @, im Punkte £; denn bei einer in £ glatten Abbildung gehéren zu
einer Schicht, deren Beitrag a; ist, wenigstens @, Originalpunkte von &,
da die eineindeutige Abbildung der Umgebung eines solchen Punktes den
Grad +1 bzw. ungerade Paritit hat. Es ist also immer o, > a;.

Analog wie am Anfang des Paragraphen bei der Betrachtung von a;
kann man statt nach der Mindestzahl nach jeder innerhalb Q. iiberhaupt
moglichen Anzahl glatter Bedeckungen von & fragen. Auch jetzt ist die
Antwort auf diese Frage gegeben, wenn man e, kennt: jede endliche Zahl,
die nicht kleiner als «; und die mit «. kongruent modulo 2 ist, kann als
Zahl glatter Bedeckungen von & auftreten. Denn wie frither kann man,
wenn eine in ¢ glatte Abbildung vorliegt, diese in einem Element e von M,
dessen Bild £ nicht enthalt, stetig so abindern, daB das Bild von e & be-
deckt; dabei kann man die abgeinderte Abbildung als glatt in & annehmen
und, da die Abbildung von e in & den Grad O hat, als Anzahl der Be-
deckungen der Umgebung von & durch das Bild von e jede gerade Zahl
willkiirlich vorschreiben 2%),

Ferner gilt in Analogie zu Satz XIa

Satz XIb. . ist konstant, wenn & ein Gebiet durchlauft, in dem f
kompalkt ist.

Beweis. & und 4 seien Punkte des Gebietes @, in dem f kompakt
ist; f; sei eine Abbildung aus &, die in & glatt ist, und zwar werde bei
ihr eine Umgebung von & k-mal glatt bedeckt. Dann liefert die im Be-
weise von Satz XI benutzte Konstruktion eine Abbildung £, aus &, bei
der eine Umgebung von 5 k-mal glatt bedeckt wird. Jede Zahl k die
als Zahl der Bedeckungen einer Umgebung von & bei einer in £ glatten
Abbildung aus R, auftritt, tritt also auch als Zahl der Bedeckungen einer
Umgebung von 7 bei einer in 5 glatten Abbildung aus ®, auf, und um-
gekehrt. Daraus folgt die Behauptung.

Die Klasseninvarianten o, und «. sind durch die Abbildung 7 und
den Punkt & eindeutig bestlmmt ]edoch ist aus ihrer Definition nicht er-
sichtlich, wie sie sich ermitteln lassen, wenn f und & gegeben sind (hierin
besteht ein prinzipieller Gegensatz zwischen o; und e einerseits und den
im § 2 behandelten Klasseninvarianten andererseits). og und ¢; sind durch
ihre Definitionen ja nicht als Eigenschaften von f, sondern als Elgensehaften
der durch f und & bestimmten Abbildungsmenge R charakterisiert. Es
entsteht daher die Aufgabe, o; und @ durch Grofen auszudriicken, die
bereits bei vollstindiger Kenntnis der Abblldung f selbst bekannt sind.

Diese Aufgabe bildet den weiteren Inhalt dieser Arbeit. Sie wird
zwar fiir die meisten Fille, jedoch nicht in voller Allgemeinheit geldst

25) Teil I, § 1, Satz IX.
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werden; ist die Dimensionszahl von M und x4 7 == 2, so wird sie dadurch
gelost, dafl gezeigt wird: in den uns schon bekannten Beziehungen ¢, > s,
«; 2> a; stehen immer die Gleichheitszeichen; dagegen gelten die Gleichungen
0, =s$;, @; = @; nachweislich nicht bei gewissen Flichenabbildungen, und
in diesen Fillen bleibt die oben formulierte Aufgabe ungelost.

Nach Voranschickung einiger Hilfssiitze im § 5 wird im § 6 der
Fall n 42 in dem genannten Sinne erledigt werden; im § 7 wird gezeigt
werden, dafl der Fall » = 2 sich nicht nur unserer Beweismethode entzieht,
sondern dal in ihm die fiir die anderen Dimensionszahlen giiltigen Sitze
tatsichlich falsch sind.

§ 5.
Hilfssitze.

1. Sind w,, w, zwei Wege mit dem gemeinsamen Anfangspunkt z und
dem gemeinsamen Endpunkt y in der Mannigfaltigkeit M, so nennen wir
sie, in Verallgemeinerung der im § 1 fiir geschlossene Wege getroffenen
Festsetzungen, ,dquivalent”, wenn man den einen unter Festhaltung von
Anfangs- und Endpunkt in den anderen deformieren kann; es ist leicht
zu sehen, daB dies gleichbedeutend mit der Zusammenziehbarkeit des ge-
schlossenen Weges w, w;* ist. Die Wege von z nach y werden so in
Aquivalenzklassen eingeteilt.

Ist ¢ ein Teilbogen des Weges w, ist also w = stu, wobei s der Teil-
bogen von w von dem Anfangspunkt von w bis zu dem Anfangspunkt
von ¢, u der Teilbogen von dem Endpunkt von ¢ bis zu dem Endpunkt
von w ist, und ist ¢ mit # Aquivalent, so wird durch die Deformation
von ¢ in ¢’ zugleich w in 0’ = st u deformiert. Ersetzt man also einen
Teilbogen eines Weges durch einen &quivalenten Bogen, so bleibt die
Aquivalenzklasse des ganzen Bogens ungedndert.

Ist E ein z und y enthaltendes Element, so sind zwei Wege w,
und w,, die z mit y innerhalb E verbinden, stets miteinander dquivalent,
da man die Cberfilhrung von w, in w, mit Hilfe der euklidischen Geometrie
von E geradlinig und gleichférmig durchfiihren kann. Zu jedem z und y
enthaltenden Element K gehort also eine wohlbestimmte Aquivalenzklasse
von Wegen zwischen z und y. Es fragt sich, ob man umgekehrt bei ge-
gebenen Punkten x und y zu jeder Aquivalenzklasse ein solches Element £
angeben kann. Man sieht leicht, da8 diese Frage nicht in voller Allgemein-
heit zu bejahen ist: denn ist n =1, M ein Kreis und w ein Weg von z
nach y, der den Kreis mehrere Male umléuft, so da8 die Anderung des
Winkelarguments auf w grofier als 2 ist, so ist sie auch auf jedem zu w
dquivalenten Weg > 2a; ein solcher Weg 148t sich aber nicht in em
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Intervall einschliefen. Jedoch spielt der Fall » =1 eine Ausnahmerolle;
denn es gilt:

Hilfssatz I. Ist n >1, M eine n-dimensionale Mannigfaltigkeit und w
ein Weg zwischen den voneinander verschiedenen Punkten z und y in M,
so gibt es in M ein z und y enthaltendes Element £ mit der Eigenschaft,
daf die  mit y innerhalb Z verbindenden Wege mit w dquivalent sind.

Bemerkung. Hierin ist der im vorigem Paragraphen ausgesprochene
und benutzte ,, Hilfssatz Ia“ fiir » >1 enthalten; da dieser aber fiir den
Fall n=1, in dem M entweder eine Gerade oder ein Kreis ist, sofort zu
verifizieren ist, darf er nach Beweis des Hilfssatzes I als bewiesen an-
gesehen werden.

Beweis. e sei ein x enthaltendes, y nicht enthaltendes Element.
w hat Punkte mit dem Rande r von e gemeinsam, und unter diesen gibt es
einen bei der Durchlaufung von w in der Richtung z y ersten Punkt z; falls der
Bogen xz von w nicht doppelpunktfrei ist, ersetzen wir ihn' durch einen
in e von z nach 2z laufenden doppelpunktfreien Bogen. Hierdurch wird,
da die beiden Bégen xz in e verlaufen, also, wie frither bemerkt, dquivalent
sind, die Aquivalenzklasse des ganzen Weges w, wie ebenfalls frither be-
merkt, nicht gedndert. Falls w in seinem weiteren Verlauf wieder in e
eintritt, falls es also auf dem Bogen zy einen im Inneren von e Hegenden
Punkt z gibt, so gehort dieser einem Teilbogen von w an, dessen End-
punkte z,,z, auf dem Rande r von e liegen; da r eine (n — 1)-dimensionale
Sphire und n — 1 > 0 ist, lassen sich z, und z, auf 7 durch einen Bogen
verbinden, der wieder mit dem zwischen z, und z, verlaufenden Teil von w
dquivalent ist, durch den wir den letzteren also ersetzen diirfen, ohne die
Klasse von w zu &ndern. Indem wir dies fiir jeden in ¢ eintretenden Bogen
tun, erreichen wir, dal der ganze Weg zunichst doppelpunktfrei von z
bis in den Randpunkt z von e lduft und danach nie mehr ins Innere von e
eintritt, so dafl insbesondere der Anfangspunkt x nicht noch ein zweites
Mal von dem Wege erreicht wird. Wir diirfen also annehmen, daf w von
vornherein diesen Verlauf hat. (Diese Annahme ist, wie man leicht sieht,
unzulissig, wenn M ein Kreis ist.)

Der Bogen zy 1Bt sich in so kleine Teilbogen einteilen, dafl es zu
jedem von ihnen ein ihn im Inneren enthaltendes, x nicht enthaltendes
Element gibt. Setzen wir e = E, und bezeichnen wir die soeben eingefithrten
Elemente nach der Reihenfolge der in ihnen enthaltenden TeilbGgen mit
E,, ..., E,, so haben wir folgendes erreicht: w ist in k£ aneinanderschlieBende
Bogen w,, ..., w, eingeteilt und diese sind ins Innere von Elementen
E,, ..., B, derart eingeschlossen, daf der Anfangspunkt z von w aufler
dem Element E, keinem weiteren E; angehort. Eine solche Bedeckung von w
mit Elementen mége eine ,, zuldssige Bedeckung voi der Ordnung k¢ heiflen.
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Unser Satz wird bewiesen sein, wenn wir gezeigt haben, dafl es, falls
k >1 ist, einen zu w quivalenten Weg gibt, der eine zulissige Bedeckung
von der Ordnung % —1 gestattet. Denn dann gelangt man nach £ — 1
Schritten zu einem Weg, der die Behauptung erfiillt.

Die Moglichkeit der Verminderung der Ordnung % einer zuldissigen
Bedeckung durch Ubergang zu einem #aquivalenten Weg sei bereits fiir den
Fall k=2 bewiesen; dann ergibt sie sich fiir beliebiges £ dadurch, daf
man fiir den Teil w,w, von w und seine aus E, und E, bestehende zu-
lassige Bedeckung von der Ordnung 2 die Verminderung der Ordnung
vornimmt: man ersetzt w, w, durch einen dquivalenten Weg w/, der eine
Bedeckung der Ordnung 1 gestattet, sich also in ein Element E, ein-
schliefen 1a8t. Dann ist der Weg w’, der aus w bei der Ersetzung von
w, w, durch w, entsteht, mit w dquivalent, und die Elemente Ej, Ej, ..., E,
bilden eine zuldssige Bedeckung von w’, deren Ordnung %k —1 ist. Es
geniigt also, die Moglichkeit der Verminderung der Ordnung fiir den Fall
k =2 zu beweisen.

w sei also in zwei Bogen zg = w,, gy = w, geteilt, w, sei im Innern
des Elements E,, w, im Innern des Elements E,, z sei nicht in £, ent-
halten. Da der Bogen w, vom AuBeren ins Innere von E, liuft, besitzt
er Punkte auf dem Rande B von E,; p sei der im Sinne der Durch-
laufung von w, letzte derartige Punkt. Der Bogen pg verlduft also in
dem Durchschnitt E,-E,. Nun sei T eine topologische Abbildung von
E,+ E, mit den folgenden Eigenschaften: AuBerhalb und auf dem Rande
von E, ist sie die Identitit; X, wird durch 7 auf sich abgebildet, und
zwar so, da T(g)=y ist. T kann durch eine eindeutige stetige De-
formation hergestellt werden, indem man in E, jeden Punkt geradlinig
und gleichformig im Sinne einer in E, giiltigen euklidischen Geometrie in
der Zeit 1 in seinen Bildpunkt laufen 148t und auBerhalb und auf dem
Rande von X, alle Punkte festhilt. Da z auBerhalb von E, und p auf
dem Rande von E, liegt, werden diese beiden Punkte dabei festgehalten,
und der Bogen xp yon w ist daher mit seinem Bild 7'(2p) &quivalent.
Ferner ist der Bogen py von w mit dem Bild 7(pgq) des Bogens pgq
dquivalent, da beide Wege die Punkte » und y in E, miteinander ver-
binden. TFolglich ist auch der Weg w=xp -+ py mit dem Weg
w'="T(xp)+T(pg)="T(xq) =T(w,) &4quivalent. Da aber w, im
Inneren des Elements E, liegt, liegt w' = T(w,) im Inneren des Elements
E'=T(E). w' und E’ etfilllen also die Behauptung, und der Hilfs-
satz I ist damit bewiesen.

(Bemerkung. Da man innerhalb eines Elementes zwei Punkte immer
durch einen doppelpunktireien Weg verbinden kann, folgt aus dem Hilfs-
satz, daB man zu jedem Weg w einen #iquivalenten, doppelpunktireien
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Weg w’ mit denselben Anfangs- und Endpunkten finden kann. Die Kon-
struktion eines solchen w’ ist, wie man leicht sieht, bereits durch eine
beliebig kleine Abinderung von w moéglich, wenn » > 2 ist; dies ist je-
doch, wie man an einfachen Beispielen siehf, im Fall » = 2 im allgemeinen
nicht méglich, vielmehr mufl man in diesem Fall Konstruktionen von der
Art vornehmen, wie sie im Beweis des Hilfssatzes verwendet wurden.)

2. Ist F eine abgeschlossene Teilmenge eines k- dimensionalen Elements E*,
und ist in F eine Abbildung 7 auf die n-dimensionale Mannigfaltigkeit u
definiert, so laBt sich diese im allgemeinen — im Gegensatz zu dem
Spezialfall, in dem g der euklidische Raum ist®®) — nicht auf das ganze
Element E* erweitern. Denn ist z B. F eine Kreislinie, so ist in der
Erweiterbarkeit auf £* die Erweiterbarkeit auf eine von F begrenzte Kreis-
scheibe enthalten, und dies bedeutet (siehe §1), daB der geschlossene
Weg f(F) in u zusammenziehbar ist, was nicht der Fall zu sein braucht.
Jedoch ist stets wenigstens eine Erweiterung von f ,im Kleinen* méglich;
es gilt ndmlich

Hilfssatz Ila. Ist in der abgeschlossenen Teilmenge F' des k-dimen-
sionalen euklidischen Elements E* eine Abbildung f auf die Mannigfaltig-
keit p definiert, so 148t sich f auf eine gewisse Umgebung von F erweitern.
Dabei wird unter einer Umgebung von F eine F enthaltende, relativ zu
E* offene Teilmenge von E* verstanden. ;

Beweis. In u wird eine bestimmte Metrik mit einer Entfernungs-
funktion o zugrunde gelegt. @ sei eine kompakte Menge in u. Dann
148t sich jeder positiven Zahl b eine positive (von ¢ abhingige) Zahl 6 (b)
mit folgender Eigenschaft zuordnen: Jede Punktmenge, die wenigstens einen
Punkt von @ enthilt und deren Durchmesser < 6(b) ist, 1aBt ‘sich in ein
Element mit einem Durchmesser < b einschlieBen. Gabe es ndmlich zu
einem positiven b keine derartige Zahl 8(b), so gibe es zu jedem posi-
tiven J, eine einen Punkt p, von & enthaltende Menge m, mit einem
Durchmesser < 4;, die sich nicht in ein Element mit*einem Durchmesser
< b einschlieBen lieBe. Ist aber ¢,, d,,... eine gegen 0 konvergierende
Folge, so hat die zugehérige Punktfolge p,, p,, ... wegen der Kompaktheit
von & einen Haufungspunkt p; e sei ein p im Inneren enthaltendes Ele-
ment mit einem Durchmesser < &; ¢ sei eine so kleine positive Zahl, da
die ganze £-Umgebung von p im Inneren von e liegt. Ist dann i so groB,
daBl sowohl 6, < }¢ als o(p, p;) < e ist, so liegt die ganze Menge m, im

26) Diese Moglichkeit der Erweiterung einer Abbildung folgt unmittelbar aus
der Moglichkeit, den Definitionsbereich einer stetigen Funktion zu erweitern. Man
vgl. Teil I, FuBnote %), und die entsprechende Stelle im Text.
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Inneren von e, im Gegensatz zu der Annahme, daB sich m, in kein Ele-
ment mit einem Durchmesser < b einschlieflen lasse.

Eine Funktion 6 (b) existiert also. Aus ihrer Definition ergibt sich,
daB immer 8(b) < b ist. Der Existenzbeweis bleibt giiltig fiir b = 4 oo;
der Sinn der Zahl 6% = d(co) ist der, daB jede Menge, die einen Punkt
& enthilt und deren Durchmesser < 4% ist, in ein Element eingeschlossen
werden kann.

Wir setzen nun, wenn & die Bildmenge f(F) und, wie oben eingefiihrt,
k die Dimension von E* ist:

d=0% d,=0(3d,.,) (x=k—1,k—2,...,1,0).

3 x+1
E* denken wir uns als Simplex mit einer euklidischen Metrik. Infolge der
gleichmiaBigen Stetigkeit der Abbildung 7 148t sich eine Zahl ¢ >0 so
bestimmen, daB fiir zwei Punkte xz,,z, von F, deren Entfernung < ¢
ist, stets o (f(x,), f(z,)) < d, ist.

E* zerlegen wir in Teilsimplexe, deren Durchmesser < l¢ sind;
Elk ,E¥, ... seien diejenigen von ihnen, die im Inneren oder auf dem Rande
wenigstens je einen Punkt von F enthalten. Die Menge der (relativ zu E¥)
inneren Punkte der Vereinigungsmenge F, = ¥ E bildet eine Umgebung

7

von F. Unsere Aufgabe ist daher geldst, sobald wir f(F) zu einer Ab-
bildung f(F,) erginzt haben.

Mit £/ (x=0,1,...,k—1; 2=1,2,...) bezeichnen wir die x-di-
mensionalen Randsimplexe der E, mit F, die Vereinigungsmenge von F
und Y E (worin bei festem » iiber alle dabei vorkommenden 7 zu sum-

mieren ist). Wir werden f der Reihe nach fiir F,, F,,..., F,_,, F, er-
klsren.

Ist E° ein Eckpunkt, der nicht zu F gehért, in dem also / nicht
von vornherein definiert ist, so wahlen wir willkiirlich einen Punkt x von
F, der einem E'i"- angehért, an welchem E',.0 Ecke ist, und setzen:
f(E®)=f(x); damit haben wir f(F,) erklirt. Sind dann y,,y, zwei
Punkte von F,, die einem E* angehéren, so gibt es jedenfalls zwei Punkte
z,. z, von F (die nicht von den y,, y, verschieden zu sein brauchen),
deren Abstand voneinander < ¢ ist, derart, daB f(y,) = f(%,), f(#4,) =r(2,)
ist; folglich ist @(f(y,),f(y,) <d,. Aus y,C Fy-EBF, y, F,-EF (fiir
irgendein 7, das sber in beiden Relationen dasselbe ist) folgt also immer
o (f(y)), F(yn) < dy.

Es sei nun bereits f(F,) so erklirt, da8 aus y, C F,-EY, y, F,-E}
immer o(f(y,), (%)) < d, folgt. Dann hat, wenn wir ein bestimmtes £ +*
betrachten, die Bildmenge f(F,-E"") einen Durchmesser < d, sie 138t
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sich also infolge der Definition von d_ und der Definition der §-Funktion
in ein Element e emschlieBen, dessen Durchmesser < id ., ist. Unter
Zugrundelegung einer euklidischen Metrik in e ldBt sich die Abbildung
f(F,-B}**) zu einer Abbildung f(E;**) auf eine Teilmenge von e stetig er-
weitern?¢). Die so in den verschiedenen E;*** erklirten Abbildungen schliefen
stetig aneinander, da f in allen Simplexen E* ja schon bei dem vorigen
Schritt erklirt worden war; somit ist eine stetige Abbildung f(F,,,) er-
klart. Wenn wir noch gezeigt haben, daf dabei aus y, C F,  -Ef,
Yo CF, (- B immer o(f(y,), f(y,)) <4, folgt, so ergibt sich durch
Induktion die Moglichkeit der Erklirung von f(F,), womit die Behauptung
bewiesen sein wird.

Es ist also noch zu zeigen, daB bei der soeben erklirten Abbildung
f(Feps) aus 4, CF, B, y,(F, B immer o(f(y,),f(%)) < 4,,,
folgt. Ist y ein Punkt von F,, ,-E, der in keinem E** liegt, so gehort y
zu F, also auch zu F; ein beliebiger Eckpunkt z von E/ gehort anch
zu F,; mithin ist y CF,-Ef, 2 F,-EF, folglich o(f(y),f(2))<d,,
und da stets 6(b) < b ist, auch o (f(¥), f(2)) <3d, . ,. Ist y ein Punkt
von F, ., -EF, der in einem E;** liegt, so ist, da die Bildmenge f(£**)
in dem Element e enthalten ist, dessen Durchmesser < 1d_ , , ist,
o(f(), f(2)) <id,,, fir jeden Eckpunkt z von E;*'. In jedem Fall
gibt es zu dem Punkt y aus F, . -E einen Eckpunkt z von EF mit
o(f(y), f(2))<id, ,. Zu zwei derartigen Punkten y,,y, gibt es dem-
nach zwei derartige Eckpunkte z,, z, von E/. Da z, und 2, zu F Ef
gehoren, ist o(f(z,),f(2,))<d,<Lid,. ,. Da somit jede der drei Ent-
fernungen o (1(9), 1(2,), @ (F(2), £(2,)), o (f(za), (1)) Kleiner als 3d,,,
ist, ist o (f(y,), FW)) <4, ., W.z.b.w

Damit ist der Hilfssatz IIa bewiesen.

Hilfssatz IIb. E* F, u haben dieselben Bedeutungen wie im Hilfs-
satz Ila; in F sei aber nicht nur eine Abbildung f, sondern eine fiir
0 <L 1 stetig von dem Parameter ¢ abhingende Schar von Abbildungen
f, auf u gegeben. Dann lifit sich die ganze Abbildungsschar sbetig auf
eine Umgebung von F erweitern. .

Beweis. Im euklidischen R*** sei ein rechtwinkliges z* -2°-...-2**%.
Koordinatensystem eingefithrt. E* sei durch ein Simplex in dem durch
die Gleichung #**'=0 ausgezeichneten R* gegeben. Ist z C R*, so be-
zeichne z, den Punkt, dessen senkvechte Projektion auf RB* der Punkt z
und dessen z***-Koordinate die Zahl # ist. F sei die Menge <der Punkte 2,
im R*¥**, fir die « C F, 0 <t <1 ist, E*** der Quader im R***, der
von den Punkten 2, mit 2 C B*, 0 <t <1 gebildet wird. Durch f(2,)=7,()
tir , C F ist eine Abbildung f(F') definiert; sie 158t sich nach Hilfssatz I1a
zu einer Abbildung einer Umgebung U von F in E**? erginzen. Es gibt



596 H. Hopt.

eine Umgebung U von F in E* derart, dafl aus 2 C U, 0 <t <1 folgt:
z,CU. In U wird durch f,(x) = f(z,) die gewiinschte Erweiterung von
f,(F) geleistet.

Hilfssatz Ilc. F sei eine abgeschlossene Teilmenge von E*. In E*
sei eine Abbildung f; auf u, in F eine an f, anschlieBende stetige Ab-
bildungsschar f, fiir 0 < ¢ <1 definiert, die in den zum Rande R von E*
gehorigen Punkten von F fiir alle ¢-Werte mit £, iibereinstimmt. Dann
1aBt sich in E* eine an f, anschlieBende stetige Abbildungsschar fiir
0 <t <1 erklgren, die in F mit der Schar £, und auf R fiir alle z-Werte
mit f, iibereinstimmt.

Beweis. Es sei f,(R)=f,(R), F,= F— R. Nach IIb lifit sich die
Schar f,(F,) auf eine Umgebung U von F, erweitern. ¢ sei so klein, daB die
¢-Umgebung von F, in U legt. Ist y ein Punkt von E*, so bezeichne
r(y) die Entfernung des Punktes y von der Menge F,. Die folgender-
maBen erklirte Abbildungsschar g,(E*) hat die gewiinschten Eigenschaften:

Ist »(y)=e, soist g,(y) =1 (y) fir 05t<1;
ist r(y)<e, soist g,(y)="1(y) fir 0<1<1 _((gyg
und gt(y).:f]ﬁ%(y) fiir 1—1(8—@gt§1.

3. In der euklidischen Ebene ist jede Kreislinie zusammenziehbar;
entfernt man aber den Mittelpunkt eines Kreises aus der Ebene, so ent-
steht eine einem Zylinder homdomorphe Fliche, auf der derselbe Kreis nicht
mehr zusammenziehbar ist. Jedoch kann die Zusammenziehbarkeit eines
geschlossenen Weges in einer Mannigfaltigkeit durch Herausnehmen eines
Punktes aus dieser nur dann zerstért werden, wenn die Dimensionszahl
der Mannigfaltigkeit 2 ist; es gilt ndmlich:

Hilfssatz III. Ist n>2, w ein in der n-dimensionalen Mannig-
faltigkeit u zusammenziehbarer Weg, & ein nicht auf w liegender Punkt
von u, u’ die durch Herausnahme von & aus u entstehende Mannigfaltig-
keit, so ist w auch in u’ zusammenziehbar.

‘Beweis. Die Zusammenziéhbarkeit von w in u bedeutet, daf w das
Bild des Randes R bei einer Abbildung g einer Kreisscheibe, oder, was
dasselbe bedeutet, einer Dreieckscheibe T auf u ist. Falls das Bild ¢ (7)
den Punkt & nicht enthilt, ist g (7) C u’, w also in M’ zusammenziehbar;
falls £ Cg(T) ist, besteht unsere Aufgabe darin, eine auf B mit ¢ iiberein-
stimmende Abbildung % von 7' auf u zu konstruieren, so daB £ nicht in
der Bildmenge %(7') enthalten ist.

Es sei also £ Cg(T); X sei die Originalmenge von £ in 7. ¢ sei ein
$ im Inneren enthaltendes Element; ¢ sei eine so kleine positive Zahl, daB
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die £-Umgebung von & in e enthalten ist. Infolge der gleichmaBigen
Stetigkeit der Abbildung ¢ (7') gibt es eine positive Zahl 6 von der Eigen-
schaft, da das Bild jeder Punktmenge von 7', deren Durchmesser < é
ist, einen Durchmesser hat, der << ¢ ist. Wir nehmen mit 7 eine Unter-
teilung in Dreiecke ¢,,7,,... vor, deren Durchmesser << ¢ und kleiner als
der Abstand zwischen R und X sind; dann liegt das Bild jedes einen
Punkt von X enthaltenden Dreiecks #; im Inneren von e, und die Ver-
einigungsmenge @ derjenigen #,, die wenigstens je einen Punkt von X im
Inneren oder auf dem Rande enthalten, ist fremd zu dem Rande R. Wir
tilgen nun die Abbildung ¢ im Inneren von @; auf B bleibt sie also be-
stehen. AufBerhalb und auf dem Rande von @ setzen wir A =g. Jedem
im Inneren von @ liegenden Eckpunkt eines 7, ordnen wir als Bild bei der
Abbildung % einen beliebigen, von & verschiedenen, inneren Punkt von e
zu. Darauf erweitern wir auf jeder Seite eines f,, deren innere Punkte im
Inneren von @ liegen, die in ihren Ecken schon erklirte Abbildung zu einer
solchen Abbildung % der ganzen Seite in das Innere von e, dal & nicht
zu der dabei entstéhenden Bildmenge gehort; dies ist méglich, da n >1
ist?7). SchlieBlich erweitern wir in jedem zu @ gehérigen 7, die auf seinen
Seiten schon erkldrte Abbildung zu einer solchen Abbildung % des ganzen ¢,
in das Innere von e, daB & nicht in der Bildmenge %(#,) enthalten ist;
dies ist moglich, da » > 2 ist??). Damit ist A(7T) in der gewiinschten
Weise konstruiert.

Bemerkung. Man sieht iibrigens leicht, dal der Hilfssatz III trivialer-
weise auch fiir » =1 gilt, da in diesem Falle jeder zusammenziehbare
geschlossene Weg in sich selbst zusammenziehbar ist, so daB die Zusammen-
ziehbarkeit durch Herausnahme eines nicht auf ihm gelegenen Punktes
aus M nicht gestért wird.

Durch mehrmalige Anwendung des Hilfssatzes III wird dieser er-
weitert zu:

Hilfssatz IIIa. Die Aussage des Hilfssatzes IIT behilt ihre Giiltig-
keit, wenn man an Stelle des Punktes £ eine Menge von endlich vielen
Punkten &, &,, ..., £, und an Stelle von x’ die durch Herausnahme dieser
Punkte aus u entstandene Mannigfaltigkeit betrachtet.

§ 6.
Die Bestimmung der im § 4 definierten Mindestzahlen fiir 2 < 2.
Wir beginnen mit dem Beweis des am Schluf des § 4 ‘angekiindigten
Satzes, daB die in der Klasse &, erreichbare Mindestzahl von Original-

#7) Teil 1, § 2, Hilfssatz L.



5908 H. Hopt.

punkten des Punktes £ gleich der wesentlichen Schichtenzahl in & ist, falls
die Dimensionenzahl nicht 2 ist, fiir einen Spezialfall:

Satz XIIla. Es sez n<4=2. Das n-dimensionale Element E se: auf
die n-dimensionale Mannigfaliigheit p so abgebildet, dafi die Original-
menge des Punktes & von p aus zwer im Inneren von E gelegenen Punkten
besteht, deren Verbindungswege in E zusammenziehbare Bilder in p haben.
Dann lifit sich die Abbildung durch eine stetige Abinderung, die nur die
Bilder innerer Punkte von E wverriickt, in eine Abbildung <iberfithren, ber
der & einen einzigen Originalpunkt hat.

Beweis. Ist n =1, so wird durch die nach Voraussetzung mogliche
Zusammenziehung des Bildes der Verbindungsstrecke der Originalpunkte
x,, z, von & auf den Punkt £ die Abbildung f(E) ohne Anderung in den
beiden Randpunkten von E stetig in eine Abbildung f, (E) ibergefithrt,
bei der die Strecke xz,z, die Originalmenge von & ist. £, 148t sich (siehe
Satz XII) ohne Anderung in den Endpunkten von E weiter stetig in eine
Abbildung iiberfiihren, bei der & einen einzigen Originalpunkt hat.

Es sei n > 2. e, ¢, selen £ enthaltende Elemente, und e, liege im
Inneren von e,. E denken wir uns als Simplex, v sei die Verbindungs-
strecke der Originalpunkte ., z, von £. Wir werden zuerst zeigen, daf
man die Abbildung f unter Festhaltung des Randbildes so abindern kann,
daB 2z, +a, die Originalmenge von & bleibt und da das Bild von v ganz
im Inneren von e, liegt.

Das letztere sei also noch nicht der Fall. Dann gibt es bei Durch-
laufung von v in der Richtung z,z, einen ersten Punkt p und einen
letzten Punkt ¢ mit Bildern auf dem Rande r von e,; wir bezeichnen die
Strecken x,p, pg, gz, der Reihe nach mit v, v,, v;; ferner sei w ein Weg
von f(p) nach f(q) auf » (w existiert, da » > 2 ist). Der geschlossene
Weg f(v,) " f(v,) *w ™" ist zusammenziehbar, weil er in dem Element e,
lLiegt, der geschlossene Weg f(v,) f(v,) f(v,) ist zusammenziehbar, weil der
Weg f(v,) f(v,) f(v;)=f(v) nach Voraussetzung zusammenziehbar ist;
folglich ist auch f(v)w™*=f(v,) () f(v,) f(v,) " flvg)  w™* zu-
sammenziehbar. Da ¢ auf v, keinen Originalpunkt hat und da w auf r
verliuft, liegt & nicht auf dem Wege f(v,)w™"; dieser ist daher nach
Hilfssatz IIL nicht nur in u, sondern auch in der durch Herausnahme
von & aus u entstehenden Mannigfaltigkeit u” zusammenziehbar. w ist also
mit f(v,) in u’ dquivalent (siehe § 5, Anfang), und man kann f(v,) unter
Festhaltung seiner Endpunkte f(p), f(¢) innerhalb x4’ in w deformieren.
Da die Strecke v, keinen Doppelpunkt hat, entspricht dieser Deformation
eine stetige Schar eindeutiger Abbildungen f,(v,) von v, in die Mannig-
faltigkeit p' mit 0 <t <1, £, (v) = f(v,), f,(v:) =w.
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Es sei nun £’ ein im Inneren von E gelegenes Element mit felgen-
den Eigenschaften: p und ¢ liegen auf dem Rande, die iibrigen Punkte
von v, liegen im Inneren, die von p und ¢ verschiedenen Punkte von v,
und v, liegen im AuBeren von E’. Auf ', v,= F und u’ wenden wir
den Hilfssatz I1c an; dann gelangen wir zu einer fiir 0 <¢ <1 stetigen
Abbildungsschar f,(E’) mit f,=f, mit f,=f am Rande von E' und mit
f.(v,) =w. Fassen wir die f, als Abbildungen von E’ auf die Mannig-
faltigkeit u auf und setzen wir dann f,=f in E— E' fir 0 << 1, so
haben wir eine stetige Abbildungsschar 7,(B) mit fy=/f mit f,=/{ am
Rande von E, mit f, (v)={f(v,)wf(v;) und mit der Eigenschaft, daf
x, +xz, fiir alle 1-Werte die Originalmenge von £ ist. Da f, (v) Ce, ist,
erhilt man, wihrend ¢ von 0 bis 1 liuft, eine solche Abdnderung von 7,
wie sie oben (2. Absatz des Beweises) als vorldufiges Ziel hingestellt wurde.

Damit sind wir aber auch im wesentlichen am Ende des Beweises;
denn ist ¢ eine so kleine positive Zahl, daB das durch £, gelieferte Bild
der ¢-Umgebung von v in e, liegt, so kann man, da die abgeschlossene
Hiille der ¢-Umgebung der Strecke v ein Element E” ist, in E” f, weiter
so abéindern, daf am Rande von E” nichts geindert wird und da8 £
schlieBlich nur noch einen einzigen Originalpunkt hat %),

Damit ist der Vorbereitungssatz X1IIa bewiesen, und wir haben jetzt die
Gleichung o, = s, die ja das Ziel unserer gegenwirtigen Uberlegungen ist, fiir
n <= 2 in voller Allgemeinheit zu beweisen. Hierzu haben wir, wenn die Ab-
bildung f im Punkt & kompakt und wenn dort die wesentliche Schichtenzahl s.
ist, eine zu der ,Klasse ®; in bezug auf &, die durch f bestimmt ist, ge-
horige Abbildung f, anzugeben, bei der & genau s, Originalpunkte besitzt. Wir
werden etwas mehr beweisen; wir werden namlich den Bereich der zulis-
sigen Abinderungen von f dadurch noch einschranken, da wir die ,Klasse
in bezug auf £%%) durch die ,Klasse 8“2), zu der f gehdrt, ersetzen.
In den Beweisen der folgenden Sitze dieses Paragraphen wird die Zuge-
horigkeit zu & stets dadurch sichergestellt sein, da8 alle vorkommenden
Abanderungen von f sich immer nur auf kompakte Teile von M beziehen
und auBerhalb dieser Teile nichts dndern.

Satz XIIIb. Es set n =2, Mund p seien n-dimensionale Mannig-
faltigkeiten, f ser eine Abbildung von M auf u, die tm Punkie. & kom-
pakt ist; dann gibt es in der durch f bestimmien Klasse & eine Abbildung f,,
bes der die Originalmenge X von & keine unwesentliche Schickt enthalt und
bei der jede wesentliche Schicht von X aus nur einem Punkt bestehi.

Beweis. Es sei zunichst » > 2. Da sich jede Abbildung durch eine
kleine Abinderung ,fastglatt in einem gegebenen Punkt machen 1aBt*?),
diirffen wir annehmen, daB die Originalmenge X von £ nur aus endlich
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vielen Punkten besteht. 2, z, seien Punkte einer Schicht von X; dann
gibt es emen Weg u von 2, nach z,, dessen Bild f(u) zusammenziehbar
ist; nach Hilfssatz I gibt es ein #, und z, im Inneren enthaltendes Ele-
ment, so dal jeder Weg v, der z, mit 2, in dem Element verbindet,
iquivalent mit %, daB daher sein Bild auch zusammenziehbar ist. Falls
dieses Element auBer #;, und z, noch andere Punkte von X enthilt, er-
setzen wir es durch ein z, und z, enthaltendes Teilelement E, welches die
anderen Punkte von X in seinem AuBeren liBt. Indem wir auf E den
Satz XIITa anwenden, ersetzen wir 2, und , durch einen einzigen Original-
punkt von &; wir vermindern also die Anzahl der Originalpunkte. Dies
wiederholen wir so lange, bis jede Schicht nur noch einen einzigen Punkt
enthalt.

Wir haben nun noch diejenigen von diesen Punkten, die unwesentliche
Schichten darstellen, zu beseitigen. Ist z ein solcher unwesentlicher Punkt,
und ist f orientierbar, so hat die Abbildung eines kleinen, z enthaltenden
Elementes im Punkt £ den Grad 0, und man kann die Abbildung in diesem
Element, ohne sie auf seinem Rande zu #ndern, in eine Abbildung iiber-
filhren, bei der & nicht mehr zu der Bildmenge gehort2%). So werden,
wenn f orientierbar ist, alle unwesentlichen Schichten beseitigt. Ist f nicht
orientierbar, so hat die Abbildung eines kleinen, z enthaltenden Elementes e
im Punkte & einen geraden Grad 2¢. Wir ersetzen f im Inneren von e
mittels stetiger Abinderung, die am Rande von e wieder nichts #ndert,
durch eine solche Abbildung, daB & zwei Originalpunkte «,, z, erhilt und
daB die Abbildungen von Umgebungen U, bzw. U, dieser beiden Punkte
in & je den Grad ¢ haben, wobei die Orientierungen von ¥, und U, durch
eine Orientierung von e induziert sind **). Nun sei 7 ein geschlossener, die
Orientierung umkehrender Weg durch z,, dessen Bild zusammenziehbar ist;
ist % ein 2, mit z, innerhalb e verbindender Weg, so liefert die Fortsetzung
einer bestimmten Orientierung von U, lings ui die entgegengesetate Orien-
tierung in U, wie die Fortsetzung lings . Da das Bild von u in der
Umgebung von £ verlduft, ist es zusammenziehbar, und mithin ist auch
das Bild von ui zusammenziehbar. Wir schlieBen jetzt, was nach Hilfs-
satz I moglich ist, #, und 2, in ein solches Element E ein, daB jeder z,

%) Teil I, §1, Satz IXa.

*%) Deutet man die in einer Umgebung von § mit & als Nullpunkt eingefuhrten
euklidischen Koordinaten der Bildpunkte als die Komponenten von Vektoren, die
den Punkten von e zugeordnet sind, so ist die hier zu lésende Aufgabe identisch
mit der Aufgabe, ein in e gegebenes Vektorfeld, das am Rande den Index 2¢ hat,
durch eine Abdnderung im Inneren von e durch ein anderes Vektorfeld, das dort
genau zwei Nullstellen mit den Indexen ¢ hat, zu ersetzen; diese »~Randwertaufgabe*
ist losbar; siehe H. Hopf, Abbildungsklassen n-dimensionaler Mannigfaltigkeiten,
§ 5, Nr.4, Math. Annalen 96 (1926).
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mit 7, in E verbindende Weg v aquivalent mit %4 ist; dann ist auch das
Bild von v zusammenziehbar. Da die Fortsetzung der Orientierung von
U, nach U, lings v dasselbe Ergebnis hat wie die Fortsetzung lings dem
Weg w7, also das entgegengesetzte Ergebnis wie die Fortsetzung lings u,
hat die Abbildung einer der Umgebungen U,, U,, wenn man sie als Teile
des Elementes £ orientiert, in £ den Grad -} ¢, die der anderen den Grad — ¢;
die Abbildung von E hat also in & den Grad 0. Da wir wieder annehmen
diirfen, da8 E auBler x, und , keinen Originalpunkt von £ enthilt, kénnen
wir nach Satz XIITa durch eine Anderung im Inneren von £ die Abbildung
in eine solche iiberfithren, die in £ nur einen Originalpunks z, von & be-
sitzt. Der Grad in & &ndert sich bei der Abinderung nicht; mithin hat
die Abbildung einer Umgebung U, von z, den Grad 0, und man kann
daher den Originalpunkt z, von & mittels einer weiteren Abinderung der
Abbildung in U, beseitigen®®). — Damit ist unser Satz fiir » > 2 bewiesen.
Ist n =1, so unterscheiden wir zwei Fille, je nachdem M ein Kreis
oder emme Gerade ist. I ersten Fall 148t sich, falls u eine Gerade ist, die
Bildmenge auf einen beliebigen Punkt von x zusammenziehen, die Original-
menge eines gegebenen Punktes & 1Bt sich also iiberhaupt beseitigen; falls
M und u Kreise sind, 1aBt sich die Abbildung f, wenn ihr Grad ¢ 4= 0 ist,
in eine monotone ¢-malige Umlaufung von u deformieren; bei einer solchen
besteht jede der ¢ wesentlichen Schichten fiir jeden Punkt £ aus genau
einem Punkt; ist ¢ =0, so 1aBt sich die Bildmenge wieder auf einen Punkt
zusammenziehen, und die Originalmengen aller anderen Punkte sind leer.
Ist M eine Gerade, so éndern wir wie im Fall » > 2 f zunichst so
ab, dafl £ nur endlich viele Originalpunkte hat. Sind x,, z, Punkte einer
Schicht, so ist, da auf der Geraden je zwei Verbindungswege zwischen zwei
Punkten einander dquivalent sind, das Bild der Strecke z,, zusammen-
ziehbar. Wir adndern f stetig ab, indem wir es auf den Punkt £ zusammen-
ziehen. Haben wir dies getan, so kénnen wir wieder wie im Beweis des
vorigen Satzes die Abbildung im Inneren eines z, und z, im Inneren ent-
haltenden Intervalles, ohne sie in dessen Endpunkten zu andern, stetig
in eine Abbildung iiberfithren, bei der & in diesem Intervall nur noch einen
Originalpunkt enthalt (siehe Satz XII). Auf diese Weise erreichen wir, wie im
Fall n>>2, daB jede Schicht der Originalmenge von & nur einen Punks
enthélt, und dieser liBt sich, wie bei einer orientierbaren Abbildung im
Fall » > 2, beseitigen, falls die durch ihn reprisentierte Schicht unwesent-
lich ist.
Damit ist der Satz XIIIb bewiesen; er 148t sich noch verschirfen zu
Satz XIIlc. Es ses n+2, M und u seien n-dimensionale Mannig-
Jaltigkesten, die Abbildung f von M auf u sei in den Punkten £%,8%, ..., &™
kompakt; dann 1ipt sich f snnerhalb der Klasse § sietig in eine Abbil-
Mathematische Annalen. 102. . 39
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dung f, uberfihren, ber der keine der Originalmengen X ¥ der Pumkte &*
(k=1,2,...,m) eine unwesentliche Schicht enthdlt und ber der jede
wesentliche Schicht einer Menge X* nur aus etnem einzigen Punkt besteht.

Beweis. Essein > 2. Wir diirfen annehmen, daB jede der Mengen X*
von vornherein nur aus endlich vielen Punkten besteht®*). Entfernt man
einige der Punkte £* aus x4 und die entsprechenden Mengen X* aus M,
so bleiben Mannigfaltigkeiten p’ und M’ iibrig, wobei letztere auf erstere
so abgebildet ist, da diese Abbildung in den iibriggebliebenen Punkten £
kompakt ist; fiir deren Originalmengen hat sich iiberdies auf Grund des
Hilfssatzes II1 die Schichtenzerlegung nicht gedndert.

M,, p, seien die Mannigfaltigkeiten, die durch Herausnahme aller £
und X* mit Ausnahme von &' und X' entstehen. Wenden wir dann den
Satz XIIIb zunachst auf M,, u, und &' an, so wird die Behauptung
unseres Satzes erfiillt, ohne daB an den Originalmengen der Punkte £°, £ LLE
etwas gedndert wiirde. Darauf wenden wir den Satz XIIIb auf M,, u,
und £ an, wobei M, und wx, die Mannigfaltigkeiten sind, die durch Ent-
fernung der (jetzt vorliegenden) Originalmengen von £, &% ..., &™ aus M
und der Punkte &%, £% ..., &™ aus u entstehen; dabei wird an keiner der
Mengen X%, X® ..., X" etwas geiindert, insbesondere wird das fiir &t
bereits erzielte Ergebnis nicht wieder zerstort, und die Behauptung unseres
Satzes wird also fiir &' und £ erfiillt. So fortfahrend erfilllen wir sie
schlieBlich fiir alle £*.

Ist n=1 und M ein Kreis, so erfilllt, wie im Beweis des vorigen
Satzes, diejenige durch stetige Abdnderung von f entstandene Abbildung f,
die M auf einen einzigen Punkt abbildet, oder die eine monotone mehr-
malige Durchlaufung des Bildkreises p darstellt, die Behauptung. Ist M
eine Gerade, so fithrt die im Beweis des vorigen Satzes fiir den Punkt &
angegebene Konstruktion zum Ziel, wenn man sie nacheinander fiir £ e
durchfiihrt; denn wendet man sie auf £* an, so besteht ihr erster Schritt
in der Zusammenziehung des Bildes einer Strecke auf den Punkt &*, wo-
bei die Originalmenge keines von £* verschiedenen Punktes vermehrt wird,
und ihr zweiter (und letzter) Schritt — das Ersetzen dieser Strecke durch
einen einzigen Originalpunkt von &* — #ndert die Abbildung nur in einer
beliebig kleinen Umgebung von £*. Unsere Behauptung gilt also auch fiir
n=1.

Wir weisen noch auf eine Folgerung aus den Satzen XIIlc und
VIIa hin:

SatzXIIId. Ist n 42, f eine dberall kompakie Abbildung von M
auf u mit einem von 0 werschiedenen Absolutgrad wnd mst dem Index §,
so gibt es in der Klasse von f eine Abbildung, ber der jeder won endlich
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vielen, in u willliirlich gegebenen Punkten &.%°,...,&™ genau j Origi-
nalpunkte hat.

Wenn im Satz XIIIb der Absolutgrad in £ @, =0, wenn also auch
die wesentliche Schichtenzahl ;=0 ist, so besagt der Satz, daB es eine
Abbildung £, in ® gibt, bei der & keinen Originalpunkt hat, also nicht zu
der Bildmenge gehort. Diese Tatsache verallgemeinern wir, indem wir da-
mit die zweite am Schlull des § 4 ausgesprochene Behauptung, nimlich:
nte = @ fiir m 4= 2¢, beweisen, zu folgendem Satz:

Satz XIV. Ist n=2, ist die Abbildung f von M auf p in den
Punkten £* kompakt und hat sie dort die Absolutgrade o* (k=1,2,...,m)>
so gibt es in der durch f bestimmiten Klasse ® eine Abbildung f*, die in
den Punkten £¥ glatt ist und bei der je eine Umgebung dieser Punlkte
a-, a®-, ..., a"-mal glatt bedeckt wird.

Beweis. Auf Grund von Satz XIIlc diirfen wir annehmen, dafl esin
jedem der Punkte £* nur wesentliche Schichten gibt und da8 jede von
diesen aus einem einzigen Punkt besteht. Die Originalmenge X* von &*
bestehe also aus den Punkten zf, %, ..., deren jeder eine Schicht darstellt,
und a sei der Beitrag der durch z7 dargestellten Schicht. el sei ein so
Kleines, #f enthaltendes Element, daB das Bild f(ef ) in einer euklidischen
Umgebung V* von £* liegt.

Ist f orientierbar, so ist af der Betrag des Grades in &¥ bei der Ab-
bildung f(ef). Man kann daher durch Anderung im Inneren von ef und
V* zu einer Abbildung 7’ iibergehen, die sich am Rande von er stetig an
f anschlieBt und bei der das Bild f’(ef) eine Umgebung von &*af-mal
glatt bedeckt®). Fiihrt man dies fiir jeden Punkt zf einzeln durch, so
gelangt man, da Yaf —a® ist, zu einer Abbildung f*, die die Behaup-
tung erfiillt. ¢

Ist f nicht orientierbar, so ist af =1 und der Grad in &* bei der
Abbildung f(ef) ist ungerade. Wir diirfen aber sogar annehmen, daf er 1
ist. Denn ist er zunédchst 2¢ 4 1, so konnen wir durch eine Abinderung
in ¢} erreichen, daB &* dort zwei Originalpunkte ¢,z hat und daB die
Abbildung einer Umgebung von y in &* den Grad 1, die Abbildung einer
Umgebung von z in &* den Grad 2¢ hat?3). Dann kénnen wir nach dem
Verfahren, mit dem wir im Beweis des Satzes XIIIb die unwesentlichen
Schichten im Fall einer nicht orientierbaren Abbildung beseitigt haben, den
Punkt z aus der Originalmenge von £ entfernen, so daB man zu den
Satzen XI1I1b und XIlle den Zusatz machen kann: Im Fall einer nicht
orientierbaren Abbildung kann die Abbildung f, so gewihlt werden, daB
die Abbildungen der Umgebungen der die einzelnen Schichten reprisentie-

03) Dies geschieht analog wie in Fubnote °*) angegeben.
89*
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renden Punkte in & bzw. in allen Punkten &%, &%, ..., &™ siamtlich den
Grad 1 haben.

f(ef) habe also in &* den Grad 1. Dann kann man durch Anderung
im Inneren von ef und V* zu einer Abbildung f’ iibergehen, die sich am
Rande von ef stetig an f anschlieBt und fiir die die Teilabbildung £/ ef ) in der
Umgebung von &* eineindeutig ist?®). Durchfiihrung dieses Verfahrens fiir
jeden einzelnen Punkt ;] liefert schlieBlich eine Abbildung (¥, die die Be-
hauptung erfiillt.

Es liegt nun die Frage nahe, wie weit sich die a*-maligen glatten Be-
deckungen, die wir in kleinen Umgebungen der Punkte £* erzielt haben,
ausdehnen lassen. Der folgende Satz gibt eine Antwort.

Satz XIVa. Ist n 2, sind G* (k=1,2,...) Gebiete von u, in
deren jedem f kompakt ist, und K* Teilmengen der GF¥, die in diesen
kompakt sind, so ¢ibt es in der Klasse von f etne Abbildung f * bei der
in jeder Menge K* eine dort iiberall dichte, offene Teilmenge genau a*-mal
glatt von der Bildmenge bedeckt wird, wobei a* der Absolutgrad won f in
Q* ist.

Beweis. Ist 7 ein n-dimensionales Simplex, ¢ ein n-dimensionales
Teilsimplex von 7, so verstehen wir unter dem ,Aufblasen von ¢ auf 7%
eine eindeutige Deformation von 7' in sich, bei der alle Randpunkte von
T {festbleiben, alle Punkte des Zwischengebietes 7'— ¢ und des Randes
von ¢t auf den Rand von 7 wandern und bei deren Endergebnis ¢ einein-
deutig auf 7' abgebildet ist. Eine solche Deformation 1aBt sich, wemn T
und ¢ gegeben sind, stets in elementarer Weise angeben.

E sei ein Teilelement von GF, & ein innerer Punkt von E, und f sei
bereits in seiner Klasse so abgeiéndert, da8 eine in K gelegene Umgebung
von & a®-mal glatt bedeckt wird. e sei ein Teilelement dieser Um-
gebung, das bei einer topologischen Abbilduug von E auf ein Simplex 7'
einem Teilsimplex ¢ von T entspricht. Dann entspricht dem Aufblasen
von ¢ auf 7 eine Deformation D, (0 <7< 1) von u, die wir das ,Auf-
blasen von e auf E“ nennen; da f in E kompakt und D, auBerhalb £ die
Identitdt ist, sind die Abbildungen f, = D_f iiberall dort kompakt, wo
kompakt ist, gehéren also zu der Klasse von f. Bei dem Endergebnis f,
wird das ganze Innere von E genau a*-mal glatt bedeckt.

Sei jetzt B’ ein zweites Teilelement von G*, das mit E innere Punkte
gemeinsam habe; die Menge dieser Punkte wird bei f, a*-mal glatt be-
deckt. In ihr 1iBt sich durch Abbildung von B’ auf ein Simplex 7' ein
Element ¢’ finden, das man auf E aufblasen kann; tun wir dies, so wird
bei dem Endergebnis f, der durch diese Deformation bewirkten Abénde-
rung von f;, die wieder innerhalb der Klasse von f vor sich geht, das
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ganze Innere von E', sowie der nicht auf dem Rande von E’ gelegene
Teil des Inneren von B a*-mal glatt bedeckt. Da der Rand von E’ in
E nirgends dicht ist, wird somit eine offene, in B -+ E’ iiberall dichte
- Menge a*-mal glatt bedeckt.

Ist nun E” ein drittes Element von @ das mit - £’ innere
Punkte gemeinsam hat, so 1a8t sich die ¢*-malige glatte Bedeckung eben-
so auf eine offene, in £+ B’ E” iiberall dichte Menge erweitern, nim-
lich auf die Menge derjenigen inneren Punkte von £+ B’ 4 E”, die nicht
auf dem Rande eines dieser Elemente liegen. Dasselbe Ergebnis 148t sich
durch wiederholtes Aufblasen geeigneter kleiner Elemente fiir eine beliebige
endliche Anzahl von Elementen E, B, ..., E“ erzielen, von denen jedes
mit wenigstens einem vorhergehenden innere Punkte gemeinsam hat. Hier-
aus folgt, da sich jede Komponente jeder der gegebenen Mengen K* ins
Innere eines derartigen Systems von Elementen einschlieBen 1a8t, die Rich-
tigkeit unserer Behauptung.

Betrachten wir noch den Spezialfall, daB M geschlossen ist: in ihm
ist f iiberall in p kompakt, x4 kann also die Rolle eines @* aus dem eben
bewiesenen Satz iibernehmen. Ist auch u geschlossen, so kann p iberdies
die Rolle des zugehérigen K* iibernehmen. Ist u offen, so wird nur ein
echter Teil von p durch die Bildmenge bedeckt und es ist @ = 0; man
kann die Bildmenge mit endlich vielen Elementen Z, E', ..., E™ so be-
decken, da8 E auch Punkte enthilt, die nicht zu der Bildmenge geh&ren,
und daf jedes weitere der Elemente mit wenigstens einem vorhergehenden
innere Punkte gemeinsam hat. Dann liefert der beim Beweise des vori-
gen Satzes benutzte Prozef des sukzessiven Aufblasens, wenn man mit
einem 0-mal bedeckten Teilelement e von E beginnt, eine Abbildung £*, bei
der die Bildmenge ganz auf den Riindern der E, E',..., E™ liegt. Es gilt also:

Satz XIVb. Ist n <=2, M geschlossen und f eine Abbildung von M
auf u vom Absolutgrad @, so gibt es in der Klasse von f eine Abbildung ¥,
bei der eine offene, in u dberall dichte Menge genau a-mal glatt bedeckt
wird. Ist insbesonderea =0, so ist bei f* die Bildmenge nirgends dicht in K.

Die vorstehenden Sitze sind unter der Voraussetzung n <=2 bewiesen.
Jedoch gilt, wie H. Kneser gezeigt hat®)®), der dem Satz XIVb ent-
sprechende Satz auch, wenn M und u geschlossene Flichen sind. Ferner
macht der soeben durchgefiihrte, auf offene u beziigliche Teil des Beweises
von XTVb keinen Gebrauch von der Voraussetzung = +2 (da ja in ihm
die g-malige, d. h. 0-malige, glatte Bedeckung eines Teiles von E von
selbst vorhanden ist und nicht erst auf Grund fritherer Sitze hergestellt
zu werden braucht); die Annahme der Geschlossenheit von u ist fiir die
Giiltigkeit des Kneserschen Satzes also unnotig. Mithin gilt

Satz XIVe. Die Voraussetzung n = 2 ist im Satz XIVb unNNolLy.
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§7.
Die Sonderstellung der Flichenabbildungen.

Wir werden jetzt die am SchluB des § 4 ausgesprochene Behauptung
beweisen, daB die Gleichungen o, = s;, «. = a;, deren Richtigkeit fiir n 42
wir soeben erkannt haben, nicht bei allen Flichenabbildungen gelten. Wir
beginnen mit einer Hilfsbetrachtung:

P sei eine euklidische z-y-Ebene; die Punkte der z-Achse bezeichnen
wir kurz durch ihre z-Koordinate. U,V seien die Kreise mit dem
Radius 1 um die Punkte —1, 4-1. P sel orientiert, und wir ver-
stehen unter U,V die Kreise in ihren positiven, unter U7, V' die Kreise
in ihren negativen Durchlaufungsrichtungen. £ sei eine in einer zweiten
orientierten Ebene M gelegene Kreisscheibe, C der Randkreis von E in
positiver Durchlaufungsrichtung. Wir teilen C in vier in positiver Richtung
aufeinander folgende Bogen b,, b,, b;, b, und definieren folgende Abbildung ¢
von ¢ auf P: die Endpunkte der Bogen b,, ..., b, werden auf den Punkt 0,
die Bogen selbst werden der Reihe nach proportional auf die Kreise
U,V,U™ ", V"' abgebildet; das Bild ist ein von O nach O zuriickfiihren-
der geschlossener Weg 0’ = UVU ' V™. Jeder im Inneren von U Liegende
Punkt hat in bezug auf ¢’ die Ordnung 0, da er von U einmal positiv,
von U~! einmal negativ, von ¥ und V™' gar nicht umlaufen wird; eben-
so hat jeder im Inneren von V liegende Punkt in bezug auf ¢’ die Ord-
nung 0, und dasselbe gilt fiir die auBerhalb von U und V gelegenen Punkte
von P. Jede Abbildung g(E), zu der die Randabbildung ¢ (C)=C’ ge-
hort, hat also in allen (nicht auf C' gelegenen) Punkten den Grad 0. Es
gibt daher sowohl Abbildungen ¢, bei denen —1, als solche, bei denen
-+1 nicht zu der Bildmenge gehort®$). Wir behaupten aber: Bes jeder Ab-
bildung g (E) mit g(C) = C’ gehort wenigstens einer der Punkte —1, -1
zur Bildmenge und zwar besteht die Originalmenge des Punkiepaares
— 1, -+ 1 sogar stels aus wenigstens zwei Punkten.

Beweis?®). Wir diirfen annehmen, daB einer der beiden Punkte keinen
Originalpunkt hat, und infolge der Symmetrie ist es keine Einschrinkung,

89) Ein zweiter Beweis 148t sich folgendermafen fithren: Hat einer der Punkte
nur einen Originalpunkt, so 148t sich dieser auf Grund von Teil I, § 1, Satz IXa
durch eine kleine Abinderung, die dem anderen der beiden Punkte keinen neuen
Originalpunkt schafft, beseitigen, da der Grad in den beiden Punkten 0 ist. Man hat
also nur zu zeigen, daB es nicht eintreten kann, daB beide Punkte keinen Original-
punkt haben. Dies wirde aber, da dann eine Abbildung der von C berandeten Kreis-
scheibe in die in +1 und —1 punktierte Ebene vorlige, bedeuten, daB der Weg
UVU™ V™" in dieser zweimal punktierten Ebene zusammenziehbar wire; das ist
jedoch nicht der Fall, da deren Fundamentalgruppe bekanntlich die von U und V er-
zeugte freie Gruppe ist.
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anzunehmen, daf —1 dieser Punkt sei. Dann ist zu zeigen, da -1
wenigstens zwei Originalpunkte besitzt. ¢ ist zugleich eine Abbildung von
E auf die Zylinderfliche P’, die durch Herausnahme von —1 aus P ent-
steht; fassen wir die Abbildung so auf, so bezeichnen wir sie mit ¢’. Die
Behauptung wird bewiesen sein, wenn wir gezeigt haben, da8 es bei ¢’ in
+ 1 zwei wesentliche Schichten gibt. (Bei g gibt es in jedem Punkt
hochstens eine Schicht, da in P jeder geschlossene Weg zusammenzieh-
bar ist.)

Da in F jeder geschlossene Weg zusammenziehbar ist, sind auch die
durch g’ gelieferten Bilder der geschlossenen Wege siamtlich zusammenzieh-
bar, die Bildgruppe U (siehe § 2, Definition I) besteht nur aus der Identitat,
und die zu g’ gehorige Uberlagerungsmannigfaltigkeit (Definition ITT) P*
von P’ ist daher die ,universelle“ Uberlagerungsfisiche, d. h. diejenige, die
man erhilt, wenn man in P’ zwei von einem fest zugrunde gelegten Punkt &
nach einem Punkt 5 laufende Wege w,, w, dann und nur dann als den-
selben Punkt der Uberlagerungsfliiche auffaBt, wenn der geschlossene Weg
w, wy* in P’ zusammenziehbar ist. Nun ist die Zusammenziehbarkeit eines
geschlossenen Weges v in P’ gleichbedeutend damit, da8 in P der Punkt — 1
in bezug auf » die Ordnung O hat, daBl sich also, wenn man in P ein
Polarkoordinatensystem », ¢ mit — 1 als Pol einfithrt, » auf » als ein-
deutige Funktion erkliren 1a8t. Folglich liefern, wenn man in & einen Wert
von y festgelegt hat, w, und w, dann und nur dann denselben Punkt
von P¥, wenn die stetige Fortsetzung von y lings w, denselben Wert in 7
liefert wie die Fortsetzung lings w,. Daraus folgt, daB man P* darstellen
kann als die durch 7 >0 bestimmte Hilfte einer Ebene, in der r und y
rechtwinklige kartesische Koordinaten sind. Die durch die Uberlagerung
gegebene Abbildung ¢ von P* auf P’ (siche § 1) sowie die Abbildung g*
von E auf P* (siehe Satz I) wird unmittelbar durch die Werte von r
und v vermittelt.

Auf Grund des Satzes III und der Definitionen VIIa, b haben wir zu
. zeigen, daBl es unter den Punkten von P*, die durch ¢ auf den Punkt 41
von P abgebildet werden, zwei gibt, in denen die Abbildung g*(E) von 0
verschiedene Grade oder, was dasselbe ist, die in bezug auf das Bild
C*=g*(C) von 0 verschiedene Ordnungen haben. Wihlt man in dem
r-y-Polarkoordinatensystem die Richtung der positiven z-Achse als y =0,
so sind die durch ¢ auf 41 abgebildeten Punkte diejenigen mit r =2,
p=2am, wobel m ganz ist. g* sei iiberdies so normiert, daB v in dem
(durch ¢’ auf den Punkt 0 abgebildeten) Anfangspunkt des Bogens b,
von ¢’ den Wert 0 hat. Dann kann der Verlauf von C*=g*(0)
=9g%(,5,b;b,) = g*(,) 9* (b,) 9% (bs) 9* (b,) angegeben werden: g*(b,)
ist die Strecke von r=1, y =20 nach r=1, y=2n; g*(b,) ist eine

-
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von dem letztgenannten Punkt in ihn zuriicklanfende einfach geschlossene
Kurve, die im Inneren des Streifens 2z — 325 <y<2=m —i——g liegt, sym-

metrisch zu der Geraden w=2x ist und mit ihr die Punkte r =1,
r =3, und nur diese, gemeinsam hat; ¢*(d,) ist die Strecke von r=1,
w=2mx nach r=1, y=0; ¢g¥(b,) ist die einfach geschlossene Kurve,
die aus g*(b,)”" durch Translation lings der Strecke g*(b,) entsteht.
Dieser Verlauf von C* zeigt, da8 es unter den Punkten r =2, y =2m=
genau zwei gibt, die in bezug auf C'* von 0 verschiedene Ordnungen haben,
némlich die im Inneren der geschlossenen Kurven g*(b,) bzw. g*(b,)
gelegenen Punkte mit m =1 und m = 0; sie haben die Ordnungen -+ 1
bzw. — 1.

Dies bedeutet, daB es bei der Abbildung ¢’ im Punkte +1 zwel
wesentliche Schichten gibt; deren Beitrige sind je 1. Damit ist die Be-
hauptung bewiesen.

Wenn wir statt der betrachteten Randabbildungen g¢(C) = ¢’ eine
andere Randabbildung g, (0) = C] zugrunde legen, in die sich g (C) stetig
so fiiberfithren 1aBt, daB dabei in keinem Augenblick einer der Punkte
— 1, 41 auf dem Bilde von C liegt, so hat bei jeder Abbildung g, (E)
mit der Randabbildung ¢,(C) das Punktepaar — 1, -4 1 wieder wenigstens
zwel Originalpunkte; denn in dem oben gegebenen Beweis ist nur der Weg
C*=g*(0) durch C; =gy (C) zu ersetzen, wobei C; aus C* durch eine
stetige Abdnderung hervorgeht, wihrend welcher niemals einer der Punkte
r=2, w=2max auf der sich indernden Kurve liegt, so da die Ordnungen
dieser Punkte in bezug auf die Kurve ungelindert bleiben, also fiir cy
dieselben sind wie fiir C%.

Wir erweitern jetzt die anfangs betrachtete Abbildung g (E) auf die
ganze Ebene M, in der E liegt, durch die Festsetzung: das nicht im Inneren
von E liegende, unendliche Stiick jedes Strahles durch den Mittelpunkt
von E wird auf den Punkt von O’ abgebildet, der das Bild des auf dem
Strahl liegenden Punktes von € ist. Da die Originalmenge jedes nicht auf ¢’ .
liegenden Punktes von P ungeindert bleibt, bleibt der Grad iiberall 0.
g (M) sndern wir gleichmiBig stetig so ab, daB sie immer kompakt in
jedem der Punkte.—1, +1 bleibt. Ist g,(M) eine sich bei dieser Ab-
dnderung ergebende Abbildung, so hat, wie man leicht sieht, eine hin-
reichend groBle, £ enthaltende, zu E konzentrische Kreisscheibe B, in M
die Eigenschaft, daB das Bild des Randes C, von E, in keinem Augenblick
des Uberganges von ¢ in g, einen der Punkte —1, 41 enthilt. Folglich
gibt es, da wir die im vorigen Absatz gemachte Bemerkung auf &, und O,
statt auf £ und C anwenden konnen, bei der Abbildung g, wenigstens zwei
‘Originalpunkte von —1 und 41 in E,.
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Somst hat die Abbildung g der Ebene M auf die Ebene P die folgende
Eigenschaft: sie hat dberall, wo sie kompakt ist, den Grad 0; sie ist in
— 1 und 41 kompalkt; bei jeder Abbildung, die aus g durch eine solche
gleichmdfig stetige Anderung hervorgeht, daff in jedem Augenblick die je-
weilige Abbildung in den Punkten — 1, 41 kompakt ist, haben diese beiden.
Punkte zusammen wenigstens zwei Originalpunkie.

Dies ist das Ergebnis unserer Hilfsbetrachtung; mit seiner Hilfe kon-
struieren wir jetzt ein Beispiel einer Abbildung f einer Fliche M auf eine
Flache u, so dafl in einem Punkte £ von g, in dem f kompakt ist, 0 > 8:
und o > @, ist:

M sei die oben betrachtete gleichnamige Ebene. s sei ein Zylinder;
die universelle Uberlagerungsfliche von u werde durch die Ebene P derart
dargestellt, daB zwei Punkte z,y und z’, ¥’ dann und nur dann zu dem-
selben Punkt von u gehdren, wenn 2'=x 42k (£ ganz), y' =y ist.
& sei der Punkt von u, der zu den Punkten x =2k -1, y =0 von P
gehért. Die durch die Uberlagerung gegebene Abbildung von P auf p be-
zeichnen wir mit @. Die Abbildung f von M auf p sei durch f(M)= ®g(M)
definiert, wobei g dieselbe Bedeutung wie friiher hat. Da jeder geschlossene
Weg in M zusammenziehbar ist, so folgt — wie an einer dhnlichen Stelle
wihrend der obigen Hilfsbetrachtung —, da$ die zu f gehérige Uberlagerungs-
mannigfaltigkeit u* die universelle Uberlagerungsfliche von u ist. Wenn
wir diese in der angegebenen Weise mit P identifizieren, so ist in unserer
friiheren Bezeichnungsweise f*=g. Da g in allen Punkten z =2k 41,
y = 0 kompakt ist und in jedem von ihnen den Grad O hat, ist fin &
kompakt und besitzt dort keine wesentliche Schicht. Es ist also s=a,=0.

Die durch 7 bestimmte Klasse @5 in bezug auf £ ist die Gesamtheit
aller Abbildungen, die man erhilt, wenn man f gleichmiBig stetig so ab-
dndert, dal die Abbildungen immer kompakt in & bleiben. Einer solchen
Anderung entspricht eine gleichmiflig stetige Anderung von f*=—g (siehe
Satz II), bei der die Abbildungen immer kompakt in allen Punkten
z=2k-+1, y=0, also insbesondere in den Punkten —1 und 41,
bleiben. Nach dem Ergebnis der Hilfsbetrachtung behilt das Punktepaar
—1, +1 dabei immer wenigstens zwei Originalpunkte, und diese sind
Originalpunkte von & bei der abgeéinderten Abbildung /. Folglich ist 6: =2,
und, da immer &, > ¢, ist, auch o =2, also 6, > s, u > @, W.z.b.ow.
(Es ist iibrigens leicht, durch Angabe einer speziellen Abbildung g zu zeigen,
daf o, =0, =2 ist.) Also ist bewiesen:

Satz XV. Ist n=2, so gibt es — im Gegensatz zu den von 2 ver-
schiedenen Dimensionszahlen — Abbildungen, fir die die im § 4 definierten
Mindestzahlen o, und «, grofer sind als die Invarianten 8 bew. a.
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Am SchluB des vorigen Paragraphen sahen wir, daB die Ausnahme-
stellung der Dimensionszahl 2 beziiglich der Zahlen ¢ und @ in Fortfall
kommt, falls M geschlossen ist. Es entsteht die Frage, ob dies beziiglich
der Zahlen ¢ und s ebenso ist, d. h. ob die fiir die anderen Dimensions-
zahlen richtige Gleichung ¢ =s im Fall » =2 wenigstens fiir alle Ab-
bildungen von geschlossenen Flichen gilt. Diese Frage ist zu verneinen.
Wir werden nimlich zeigen:

Satz XVa. Zu jedem j >4 ¢ibt es eine Klasse von Abbildungen der
geschlossenen orientierbaren Fliche vom Geschlecht 2 auf die geschlossene
orientierbare Fldiche vom Geschlecht 1 mit ¢ > § =s.

Beweis. Sind u, u* zwei geschlossene orientierbare Flichen vom
Geschlecht 1, so 148t sich u* durch eine Abbildung ¢ so auf x abbilden,
dal u* eine j-blitterige unverzweigte Uberlagerungsfliche von u wird. 7* sei
folgende Abbildung der geschlossenen orientierbaren Fliche M vom Ge-
schlecht 2 auf u*: durch eine geeignete einfach geschlossene Kurve ¢ wird
M in zwei Hilften zerlegt, deren jede eine einmal berandete Fliche vom
Geschlecht 1 ist; jede der beiden Hilften wird so auf u* abgebildet, daB
die Randkurve in einen einzigen Punkt { von u* iibergeht und daB die
Abbildung im iibrigen auf jeder der Hilften eineindeutig vom Grade -1
ist; dann hat f* den Grad 4-2 und, da die Originalmenge von  das
Kontinuum C ist, nach Satz IX (§ 3) den Index 1, und nach Satz X ist
jeder geschlossene Weg auf u* dem Bilde eines geschlossenen Weges auf M
dquivalent. Hieraus folgt fiir die Abbildung f= @f* von M auf u, daB
u* die zu ihr gehorige Uberlagerungsmannigfaltigkeit (Definition IIL, § 2),
die Zerlegung in f* und ¢ die durch Satz I gekennzeichnete Zerlegung
und mithin § der Index von f ist. Wenn es nun in der Klasse von f eine
Abbildung f, gibt, bei der ein Punkt & von u nur j Originalpunkte hat,
so hat bei der f, entsprechenden Abbildung f," von M auf p* jeder der
j Punkte von u*, die durch ¢ auf & abgebildet werden, nur einen Original-
punkt. Daher ist die Behauptung bewiesen, sobald gezeigt ist, dall es bei
jeder Abbildung vor M auf u* vom Grade 2 hochstens 4 Punkte auf u*
gibt, die nur je einen Originalpunkt haben; somit ist der Satz XVa zuriick-
gefithrt auf

Satz XVI. Be: jeder Abbildung der geschlossenen orientierbaren
Fliche F, vom Geschlecht p auf die geschlossene orientierbare Fliche F,
vom Geschlecht q, deren Grad einen Betrag > 1 hat, ist die Anzahl der
Punkte auf Fq, die nur je einen Originalpunkt haben, hochstens 2p +2 — 2¢.

Der Beweis wird nicht wie die iibrigen in dieser Arbeit angestellten
Betrachtungen mit dem auf der stetigen Deformierbarkeit beruhenden Begriff
der ,Aquivalenz“ geschlossener Wege, sondern mit dem Begriff der ,Homo-
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logie“ arbeiten ®'), und wir schicken einen in dieser Richtung liegenden ein-
fachen Hilfssatz voraus.

Hilfssatz. Die offene Fliche F,, die aus der geschlossenen orientier-
baren Fliche F, vom Geschlecht g durch Herausnahme von s (> 0) Punkten
Yys Yo» ---» Y, entsteht, besitzt eine Homologiebasis von 2¢ -+ s — 1 Elementen
(d. b. es gibt auf F; 2¢ -+ s —1 geschlossene Kurven derart, daB jede
geschlossene Kurve auf F, einer eindeutig bestimmten linearen Verbindung
von ihnen homolog ist).

Beweis des Hilfssatzes. 4, 4,,..., 4,, seien geschlossene Kurven
auf F,, die eine Homologiebasis von F, bilden; B,, B,, ..., B, seien kleine
Kreise um die Punkte y,, ¢,, ..., 4,. Ist C irgendeine geschlossene Kurve
auf F/, so ist C auf F, einer linearen Verbindung der A4, homolog:

2¢
(1) c NiélaiAi (auf F)),

d. h. es gibt einen auf F, liegenden Flichenkomplex K mit dem Rand
C — > a;A;. Schneidet man aus Fq so kleine Loécher L,, L,,..., L, um
Yy> Yo» ---> Y, aus, daB kein Randpunkt von K in einem solchen Loch Legt,
so entsteht aus K ein Komplex K’, der F, angehort und dessen Rand
aufler aus dem Rande von K aus einer linearen Verbindung der Rénder
der Locher besteht; da diese Rénder auf F, den Kreisen B; homolog sind,
ist also der Rand von K auf F/ einer linearen Verbindung der B; homolog,
mithin ist
2¢q s
(2) ONzg'la,.Ai +]§bij (auf F,).

Die 4; und B; zusammen erzeugen also die Gruppe der Homologie-
klassen von F. Sle sind aber nicht voneinander unabhingig; denn die
Summe der B bildet den Rand des Teiles von F;, der aus F, durch
Herausnahme der durch die B; begrenzten, die Punkte y; enthaltenden
kleinen Kreisscheiben entsteht; d h. es ist

(3) S'B;~0 (auf F)).
=1

Dies ist aber die einzige zwischen den 4; und B; auf F, bestehende Re-
lation; denn wenn

(4) }jui A+ Zs’vj B,~0 (auf Fq')

=1 j=1 B
irgendeine Relation ist, so folgt, da (4) erst recht auf F, gilt, aus
(®) B,~0 (auf F,),

#) Zur Orientiernng iiber die mit der , Homologie“ zusammenhsngenden Begriffe
und Sitze vgl. man: J. W. Alexander, Combinatorial Analysis Situs. Transaet Am.
Math Soc. 28 (1926).
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daB
é,’juiAiNO (auf F),
also
(6) %, =10 (:=1,2,...,2q),
mithin nach (4)
) é’vajNo (auf F)

ist. Elimination von B

(8)

Dies bedeutet die Existenz eines zweidimensionalen Teilkomplexes K, von F/,
der von Y ('v] —v,) B, berandet wird; fiigt man zu ihm fir7=1,2,...,s—1
das (v, — v;)-mal genommene Innengebiet von B; (d.h. das von B; be-
grenzte, y; enthaltende Gebiet) hinzu, so entsteht ein geschlossener Kom-
plex K,, der in einem echten Teil der geschlossenen Fliche F, liegt, da
er den Punkt y, nicht enthélt. Ein solcher Komplex ist aber identisch 0;
und da die (v, — v;)-mal genommene Umgebung von y; ein Stiick von K,
ist, muB daher v, =v; fiir alle j sein. Hieraus und aus (6) folgt, daB (4)
die Gestalt

aus (3) und Einsetzen in (7) liefert
1

o

@
{

(v,~v,)B; ~0 (auf F,).

bV

~
]
hA

8
v,- 3 B; ~0
=1

hat, also eine Folge von (3) ist.

Man kann also jede geschlossene Kurve auf F, in der Gestalt (2)
darstellen, und zwischen den 4; und B, besteht nur die Relation (3).
Damit ist der Hilfssatz bewiesen; denn man kann als Basis zum Beispiel
die Kurven 4,, 4,, . Af,q, B, ..., Bs_, wihlen.

Beweis von Satz XVIL Fp sei durch f auf F, mit dem Grade ¢
abgebildet, und es sei [¢|>1. y,,%,,...,9, seien Punkte auf F,, die
nur je einen Originalpunkt haben; ob es noch mehr solche Punkte gibt,
ist dabei gleichgiiltig. Die ihnen entsprechenden Originalpunkte seien
Z;, %y, ..., Z,. Die offenen Flachen, die durch Herausnahme der Punkte
Ty, Loy enes T,y DIW. Yy, Yy ..., Y,_, aus F, bzw. F, entstehen, seien mit
F,, F, bezeichnet. Dann ist f(F,) eine ubera.ll kompakte Abbildung
von F, auf F,, bei der der Punkt y, nur einen einzigen Originalpunks
hat, bei der daher nach Satz X (§ 3) jeder geschlossene Weg auf ¥, dem
Bild eines geschlossenen Weges auf F, dquivalent, also a fortiori homolog ist.

Nach dem Hilfssatz gibt es auf F, eine Basis C, Cy, ..., Cypyy_a-
Z,2y,...,2,,,,_, seien geschlossene Wege auf F, deren Bllder den
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Wegen C; homolog sind:
9 f(Z)~C; (auf F;7=1,2,...,2¢+r—2).

Wir behaupten, daf die Z; unabhingig voneinander beziiglich Homologien
nicht nur auf F,, sondern sogar auf F, sind.
Ist

(10) Sa,Z,~0 (auf F)
so konnen wir, da es auf F, keine , Nullteiler“ gibt, d. h. da auf F ein

Vielfaches einer geschlossenerf Kurve nur dann ~ 0 ist, wenn die emiache
Kurve ~ 0 ist, die linke Seite von (10) durch den groBten gemeinsamen
Teiler der @; dividieren. Wir diirfen also von vornherein annehmen, da8
die a; entweder zueinander teilerfremd oder simtlich 0 sind. (10) besagt,
daB es auf F, einen zweidimensionalen Komplex K gibt, der von 3 a,Z;
berandet wird. Schneiden wir um die Punkte z,, ,,...,z,_, hemm s0
kleine Elemente Ly, L, ..., L, _, aus F, aus, da kein Ra.ndpunkt von K
(also kein Punkt einer Kurve Z;) in emem L; und daf jedes Bild f(L;) in
einer euklidischen Umgebung von y; liegt, so entsteht aus K ein Komplex K,

der auBer von dem Rande von K noch von einer linearen Verbindung

q

der Rénder Y,,7%,,.. 1 der L, berandet wird; da K’ in F, liegt,
ist daher
(11) Sa,Z,+ 3b,Y;,~0 (auf F)).

Die Abbildung f(L;) hat, da x; der einzige Originalpunkt von y; ist, im
Punkt y; den Grad c; die Ordnung von y; in bezug auf die Bildkurve f (%),
d. h dle Anzahl der Umléufe von f(Y;) um y,, ist daher c. Wenn also Y
einen, den Punkt y einmal umlaufenden Kleinen Kreis auf F, bezeichnet, so 1st

(12) F(Y)~eY; (anf F).
Aus (11), (9), (12) folgt
(18) 3a,C+c¢3b,Y,~0 (auf F).

2 a;C; ist also auf F, einer c-mal genommenen geschlossenen Kurve
homolog; da sich jede geschlossene Kurve eindeutig als Verbindung der C;
darstellen 1a8t, folgt daraus, daf alle @, durch ¢ teilbar sind. Da |¢|>1
ist, sind sie daher nicht teilerfremd, also, wie wir oben sahen, simt-
lich 0. Dies bedeutet im Hinblick auf ihre Definition (10), da8 die Z,
(¢=1,2,...,2¢9-+r—2) auf F, voneinander unabhiingig sind. Ihre
Anzahl kann also hochstens 2p sein, d. h. es ist

2p2>22¢+r—2, r<2p-+2-—2q.

Damit sind der Satz XVI und der oben auf diesen zumckgefuhrbe
Satz XVa bewiesen.
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Anhang L

Uber die Punktmenge, in der eine Abbildung eineindeutig ist.

Die soeben durchgefithrte Abschitzung der Anzahl derjenigen Punkte
bei einer Flichenabbildung, die nur je einen einzigen Originalpunkt haben,
148t sich — wenigstens unter gewissen Einschrinkungen — auf Abbildungen
n-dimensionaler Mannigfaltigkeiten iibertragen. An Stelle der Anzahl der
Punkte, die ja die O-dimensionale Bettische Zahl des Komplexes dieser
Punkte ist, tritt dabei die (n — 2)-dimensionale Bettische Zahl®'), und
diese Betrachtung weist daher vielleicht einen Weg, auf dem man den Fall
n =2 von seiner Ausnahmestellung, die in dieser Arbeit eine so groBe
Rolle spielt, befreien und ihn in eine allgemeine Theorie einordnen kann:
man wird versuchen miissen, nicht nur die Komponentenzahlen der Original-
mengen einzelner Punkte oder der glatten Originalmengen einzelner Ge-
biete, sondern auch die hoheren Zusammenhangszahlen dieser Mengen zu
untersuchen.

Die erwihnten Einschrinkungen — die iibrigens kaum wesentlich sein
diirften — bestehen darin, dal wir nur solche Mannigfaltigkeiten und Ab-
bildungen betrachten, die den Methoden der kombinatorischen Topologie
ohne weiteres zugénglich sind. Wir werden uns also auf iriangulierbare
geschlossene Mannigfaltigkeiten beschrinken, wiahrend den bisherigen Unter-
suchungen die (wenigstens begrifflich ) weitere Gesamtheit der ,topologischen*
Mannigfaltigkeiten zugrunde lag, und wir werden von den Abbildungen
voraussetzen, dafl sie ,semplizial® sind, d. h. dal sie den Eckpunkten
eines Simplexes von M immer Eckpunkte eines (evtl. niedriger-dimensionalen )
Simplexes von u zuordnen und daB sie im Inneren der Simplexe von M
die durch die Eckpunktzuordnung eindeutig bestimmten baryzentrischen
Abbildungen sind.

Der Grad ¢ einer simplizialen Abbildung von M auf u ist die Anzahl
der auf ein festes n-dimensionales Simplex von x im positiven Sinne ab-
gebildeten n-dimensionalen Simplexe von M vermindert um die Anzahl
der auf dasselbe Simplex im negativen Sinne abgebildeten n-dimensionalen
Simplexe von M. Die Punkte von u, die nur je einen Originalpunkt haben,
bilden einen Komplex X, der, wenn || >1 ist, hochstens (n — 2)-dimensional
ist; denn wiirde er ein (n — 1)-dimensionales Simplex 7*~* enthalten, so
kimen als Originalsimplexe fiir die beiden an z”~' anstoSenden 7-dimen-
sionalen Simplexe nur die beiden an das Originalsimplex #"~* von "%
anstoBenden Simplexe in Betracht, wihrend doch jedes n-dimensionale
Simplex von u wenigstens |¢| Originalsimplexe besitzt. Die (n— 2)-di-
mensionale, also die hochste nicht trivialerweise verschwindende, Bettische
Zabl von X, und damit auch von dem mit X homdomorphen Original-
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komplex X von X ist, wie wir zeigen werden, durch die Bettischen Zahlen
von M und x nach oben beschrinkt.

Wir bezeichnen die s-te Bettische Zahl eines Komplexes K stets
mit p*(K).

Satz XVIL M sei auf u simplizial mit dem Grade ¢ abgebildet;
le| ses > 1 und, falls M 1-dimensionale Torsionskoeffizienten besitzt, zu
diesen teilerfremd;. X und X seien die Komplere in M bzw. u, auf
denen die Abbildung eimeindeutig ist. Ist dann X' ein echter Teslkomplex

von X, so ist .
P"THX) < pt (M) — p* () + P (1)

Bevor wir den Satz beweisen, werden wir einige Folgerungen ziehen.
Zunichst ergibt sich, da nur dann ¢ 40 sein kann, wenn p* (M) > p2(u)
ist?), unmittelbar eine Beschrinkung von p™~*(X’) mittels der Invarianten
von M allein:

Satz XVIIa. Unter den Voraussetzungen von Saiz XVII jst

P"THX) <ot (M) +p* (M),

Hierin ist z. B. die Tatsache enthalten, daB, falls bei einer Abbildung
der 3-dimensionalen Sphiire mit |¢|>1 der Komplex X ein einfach ge-
schlossenes Polygon enthdlt, er mit diesem identisch ist, da die erste
Bettische Zahl eines einfach geschlossenen Polygons 1, die eines echten
Teils von X nach XVIIa aber 0 ist. Dasselbe gilt fiir die Abbildungen
des 3-dimensionalen projektiven Raumes, vorausgesetzt, daB nicht nur [¢| <1,
sondern auch ¢ ungerade ist, da der projektive Raum den 1-dimensionalen
Torsionskoeffizienten 2 besitzt. DaB hierbei die Voraussetzung der Un-
geradheit von ¢ fiir die Giiltigkeit von XVII und XVIIa wirklich not-
wendig ist, zeigt folgendes Beispiel: Der euklidische Z,-%,-%,- Raum
sei der Abbildung auf sich unterworfen, die, wenn man statt z;, z, Polar-
koordinaten 7, ¢ einfiihrt, durch

r'=r, @' =2p, z{=ua;
gegeben ist und die offenbar den Grad 2 hat; die Transformation von

Zys Xy, Xy 156 N
xf —xf 2= 22, 2,

Voitei’ T Yetay
und sie laBt sich durch 2{ =gz, zu einer Abbildung des projektiven
(%1%, 2517, )-Raumes auf sich erweitern. Bei dieser hat sowohl jeder
Punkt mit #, = 2, = 0 als jeder Punkt mit z, = z, = 0 nur einen Original-

’ 7
21 = T3 = Xz,

*) H. Hopf, On some properties of one-valued transformations of manifolds,
Satz Ia. Proc. of the Nat. Acad. of Sciences U.S. A. 14 (1928). — Eine ausfithrliche
Darstellung erscheint demnachst unter dem Titel »Zur Algebra der Abbildungen von
Mannigfaltigkeiten® im Journ. f. d. reine u. angew. Math.
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punkt, X enthiilt also zwes geschlossene projektive Geraden (und ist iibrigens
mit diesen identisch) — im Gegensatz zu den Behauptungen der beiden Sitze ).

Auch die (n — 2)-te Bettische Zahl von X selbst 148t sich abschitzen:
X’ entstehe durch Entfernung eines (m — 2)-dimensionalen Simplex T
aus X (den Fall, daB X weniger als (n — 2)-dimensional ist, brauchen
wir nicht zu beriicksichtigen, da dann p"~*(X) = 0 ist). Beim Ubergang
von X’ zu X, d.h. beim Einsetzen von 7 in X’ sind zwei Fille méglich:
entweder entsteht kein neuer (7 — 2)-dimensionaler Zyklus; dann ist
p" " (X)=p""*(X’); oder es entsteht wenigstens ein neuer Zyklus Z;
er enthalte 7 @-fach genommen; ist dann Z’ ein zweiter Zyklus in X,
der T enthilt, und zwar b-mal genommen, so ist aZ’ — bZ ein Zyklus
in X, d h. Z und Z' sind in X’ voneinander Linear abhingig, und der
Rang der Gruppe der (n — 2)-dimensionalen Zyklen hat sich somit beim
Ubergang von X’ zu X nur um 1 vermehrt, in diesem Falle ist also
p" (X)) =p""*(X') +1. In jedem Fall ist p"~2 (X)) p"3(X') 1.
Mithin folgt aus XVII und XVIIa:

Satz XVIIb. Unter den Voraussetzungen von XVII ist

PPN XS 149 (M) — pt () + p® () < 1+ p* (M) +p* (M).

Fir n =2 ist die erste dieser Ungleichungen der Satz XVI, da dann
p*(u)=p*(¥,) =1 und p°(X) die Anzahl der Punkte ist, aus denen X besteht.

Der Beweis von Satz XVII liuft dem Beweis des Satzes XVI ganz
parallel. Wir haben zunichst eine Tatsache festzustellen, die dem dem
Beweis von XVI vorangeschickten Hilfssatz entspricht. Sie beruht auf
einer von Pontrjagin entdeckten Verallgemeinerung des Alexanderschen
Dualitétssatzes, die folgendermaBen lautet!): Ist K ein in u liegender
Komplex, so werden die in K gelegenen i-dimensionalen Zyklen, die ~ 0
wn p sind, in Klassen beziglich Homologien in K eingeteilt; der Rang
der Gruppe dieser Klassen heife r* (K); analog seien fiir die Komplementdr-

33) Um den Gegensatz zu dem Wortlaut dieser Sétze vollstandig zu machen, hat
man die im Text angegebene Abbildung noch durch eine simpliziale Abbildung mit
denselben Eigenschaften zu ersetzen, was aber infolge des analytischen Charakters
der Abbildung keine Schwierigkeit macht.

) Pontrjagin, Zum Alexanderschen Dualitstssatz, Zweite Mitteilung, Satz Ia.
Nachr. d. Ges. d. Wiss. zu Gottingen, Math.-Phys. Klasse (1927). Dort ist der Satz fir
»Homologien mod 2% bewiesen; der Beweis fiir gewohnliche Homologien ist mir aus einer
Note von Pontrjagin bekannt, die demnschst versffentlicht werden dirfte. — In engem
Zusammenhang damit stehen die folgenden Arbeiten: van Kampen, Eine Verallgemeine-
rung des Alexanderschen Dualititssatzes. Koninkl. Akad. van Wetenschappen te Amster-
dam Proc. 31 (1928), und: Die kombinatorische Topologie und die Dualititssitze,
Diss. Leiden 1929. — Lefschetz, Closed point sets on a manifold. Annals of Math. 29
(1928), sowie die dort zitierten Noten in den Proc. Nat. Acad. (1927).
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menge von K die Zaklen r*(u — K) erklart. Dann ist
r'(p—K)=r"""""(K),

also insbesondere

(1) r(u— K)=r""*(K).

Nun bestehen einfache Zusammenhénge zwischen diesen Zahlen r und
den Bettischen Zahlen von K, u-—K und p. Bezeichnet P*(K) die Gruppe
der Klassen, in die alle ¢-dimensionalen Zyklen in K beziiglich Homo-
logien sn K zerfallen, deren Rang also p*(KX) ist, B*(K) die oben be-
trachtete Untergruppe vom Range r*(K), so ist der Rang p'(K)—1r' (K)
der Faktorgruppe i%—‘% héchstens gleich p°(u); demn von je 1+ p’(n)
Elementen der Faktorgruppe gibt es eine lineare Verbindung, die ~ 0 in 4,
die also in R*(K) enthalten ist, je 1 p*(u) Elemente der Faktorgruppe
sind also voneinander linear abhingig. Es ist mithin in der Tat

(2) p' (K)—r'(K)< p' (),

also insbesondere

(2') T E) 2 p" T (K) — " (0)-
Analog 1st

(3) p (u—K)—r'(u—K)<p'(n),
also insbesondere

(3 P (p—K)<r'(u— K)+p" (u).

Es sei jetzt K hochstens (n— 2)-dimensional. Dann steht in (8")
immer das Gleichheitszeichen; denn da es zu jedem 1-dimensionalen Zyklus
in u einen beliebig benachbarten, also homologen, gibt, der fremd zu X ist,
also in u— K liegt, gibt es in u— K p*(u) Zyklen, die nicht homolog 0
in u und die untereinander unabhingig beziiglich Homologien in 4, also
erst recht beziiglich Homologien in u— K sind; die ihnen entsprechenden
P'(p—K)
R*(u—K)
sonst eine lineare Verbindung von ihnen zu R*(u — K) gehorte, also ~ 0
in u wire. Folglich ist der Rang der Faktorgruppe nicht nur wie im all-
gemeinen Fall < p*(u), sondern = p*(u), d. h. es ist in der Tat

Elemente der Faktorgruppe sind voneinander unabhingig, weil ja

(3") p'(p—K)=r'(u—K)+p*(n)
Ersetzt man hierin 7! (u — K) aus (1), so folgt aus (2'):
(4) pH(p—K)Zp" " (K)—p" " (0)+ 2" (1),

wofiir man infolge des Poincaréschen Dualititsgesetzes fiir die Bettischen
Zahlen einer Mannigfaltigkeit auch schreiben kann: )

(4" p*(p—K)Zp" 2 (K)—p* (u) + 2" (p)-

Mathematische Annalen. 102. 40
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Diese Ungleichung, die unter der Voraussetzung gilt, daB X hochstens
(n — 2)-dimensional ist, wird beim Beweise des Satzes XVII dieselbe Rolle
spielen, wie der ,Hilfssatz“ beim Beweis von Satz XVL

Wir betrachten nun eine Abbildung f, die die Voraussetzungen von
Satz XVII erfiillt; X’ sei ein echter Tellkomplex des in dem Satz ge-
nannten Komplexes X, X’ das Bild von X’. Wir wihlen in x — X’ eine
1-dimensionale Homologiebasis; sie besteht aus p*(u— X') geschlossenen
Kurven C,, C,, ... und, falls 1-dimensionale Torsionskoeffizienten Tys Tyyee-
vorhanden sind, noch aus weiteren geschlossenen Kurven D,, D,, ... derart,
daB jeder in x — X' gelegene 1-dimensionale Zyklus ' eine und nur eine
Homologie

C~ a0+ 3bD;, 0<b <7, (nu—X')

erfilllt. Aus der Einzigkeit dieser Homologie folgt insbesondere, daB nur
dann C~¢C’ in p— X' sein kann, wenn alle @, durch ¢ teilbar sind.

M— X' wird durch f so auf u— X' abgebildet, daf diese Abbildung
tiberall kompakt ist. Dabei hat jeder Punkt von X — X’ nur einen Origi-
nalpunkt. Folglich ist nach Satz X jeder geschlossene Weg in u — X’
dem Bilde eines geschlossenen Weges aus M — X' in u— X' dquivalent,

also erst recht homolog. Z,, Z,, ... seien geschlossene Wege in M — X',
so daB
(5) f(Z)~C; (inpu—X'54i=1,2,..,p"(u—X")

ist. Wir behaupten, daB diese Z; unabhiingig beziiglich Homologien nicht
nur in M — X', sondern sogar in M sind.
Dem Beweise schicken wir die Bemerkung voran, daB aus

(6) cZ~0 (in M)
stets
(7) Z~0 (in M)

folgt, wobei Z irgendein 1-dimensionaler Zyklus ist. Bilden nimlich die
Zyklen A,, A,, ..., Apor, By, B,, ..., Bags, wobei p'(M) die 1-dimen-
sionale Bettische Zahl, ¢ (M) die Anzahl der 1-dimensionalen Torsions-
koeffizienten ¢,,4,,... von M ist, eine Basis in M, und ist

Z~ Jud;+ Sv;B;, 0<v, <t (in M),
so ist nach (6)
Seuwd;— Sev, B, ~0 (in M),

also sind einerseits alle », = 0, andererseits sind alle cv; durch die ent-
sprechenden #; teilbar, was wegen der vorausgesetzten Teﬂerfremdhext von
¢ und #; nur moghch ist, wenn auch alle ;= 0 sind, wenn also in der

Tat (7) gilt.
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Wenn nun
(8) Sa,Z;~0 (in M)
ist, so konnen wir, falls alle @, durch ¢ teilbar sind, nach der eben ge-
machten Bemerkung die linke Seite von (8) durch ¢ dividieren, und diese
Division, falls nicht alle a;= 0 sind, so oft wiederholen, bis die Koeffi-
zienten in (8) nicht mehr ¢ als gemeinsamen Teiler haben. Wir diirfen
daher annehmen, daB von vornherein die a, entweder samtlich gleich 0
sind oder nicht den gemeinsamen Teiler ¢ haben.

(8) bedeutet, daB ein 2-dimensionaler Komplex K in M existiert, der
von Na,Z; berandet wird. Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit 138t
sich annehmen, da8 sich K und X in ,allgemeiner Lage“ zueinander be-
finden, daf sie sich also in endlich vielen Punkten schneiden (da X als
(n— 2)-dimensional vorausgesetzt werden darf, weil sonst unsere Behaup-
tung XVII von selbst erfiillt ist). Es seien also 2,, 2,, ..., , die Schnitt-
punkte von X und K; dabei diirfen wir infolge der ,aligemeinen Lage“ noch
annehmen, daﬁ jeder Punkt z; innerer Punkt eines (7 — 2)-dimensionalen
Slmplexes T!"* von X und emes Dreiecks von K ist. Um «; herum schneiden
wir ein kleines Loch L; aus K aus; der dadurch entstehende Komplex K’ Liegt
ganzin M — X, also erst recht in M — X', und wird auler von dem Rande
von K noch von einer linearen Verbindung der Rénder der L; berandet; nun
ist der Rand von L, in M— X’ homolog dem geschiossenen Polygon Y,
welches von den zu T/"7 fremden Kanten der]emgen n-dimensionalen
Simplexe 77, 7%, .. T” gebildet wird, auf denen 7,""° liegt. Es ist also

(9) Sa,Z,+ 35,Y,~0 (in M—X').

Da 7)'"® zu X gehort, ist 7(7)°) = T""° ein ebenfalls (n—2)-dimen-
sionales Simplex und besitzt auSer 77" kein weiteres Originalsimplex;
mithin besitzen auch diejenigen n-dimensionalen Simplexe von u, auf denen
T7® liegt, als Originalsimplexe nur die 77, 7%, ..., 7%, und daher hat
die Abbildung des ,Sternes“ _,;T,;“ von 7, auf den ,Stern“ von T,*~*

i=1

den Grad ¢; dabei wird jede nicht an 7"~ anstoBende Kante des Sternes
von T/ von zu Y; gehorigen Kanten im algebraischen Sinne c-mal be-
deckt, und andererse1ts wird jede zu Y, gehorige Kante auf eine nicht an
T}"® anstoBende (evtl. in einen Punkt ausgeartete) Kante des Sternes von
T}~ abgebildet. f(¥;) ist also das c-mal genommene, aus den genannten
Kanten des Sternes von 7T;'~° gebildete geschlossene Polygon ;0

(10) f(Y;)~en (inu—X").
Aus (9), (3), (10) folgt
1) Sa,0,~¢cC' (in p—X"),

40*
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wobei — 3'b u; = O’ gesetzt ist. Daraus folgt weiter, wie wir oben sahen,
daB alle @; durch ¢, teilbar sind, und dies bedeutet, wie wir ebenfalls schon
sahen, daB alle @, =0, daB also die Z, unabhéngig in M sind. Thre Anzahl
ist daher hochstens p* (M), d. h. es ist

(12) P (M) Zp* (p— X7),
also auf Grund von (4')
(13) P (M) 2 p" (X ) — 2 (1) + 27 (1),

womit, da p*(X’)= p*(X’) ist, die Behauptung des Satzes XVII be-
wiesen ist.

Anhang I

Uber die Windungspunkte einer Flichenabbildung.

Hat man, wie es im Satz XVI und im Anhang I geschehen ist, bei
einer Abbildung, deren Grad einen Betrag > 1 besitzt, diejenigen Punkte
der Bildmannigfaltigkeit betrachtet, die nur je einen Originalpunkt haben,
so liegt folgende Verallgemeinerung der Fragestellung nahe. Wir definieren:
Bei einer Abbildung mit einem Grade ¢, dessen Betrag > 1 ist, heif3t ein
Punkt der Bildmannigfaltighert ein ,Windungspunkt“, wenn er weniger
als |¢| Originalpunkte besitzt; ist deren Anzahl b, so heift |¢|— b die
»Ordnung des Windungspunkies.

Fiir die Anzahlen der Windungspunkte der verschiedenen Ordnungen,
die bei Flichenabbildungen auftreten, existiert eine Schranke, die eine Ver-
allgemeinerung und Verschirfung des Satzes XVI liefert:

Satz XVIIL. Bei jeder Abbildung einer geschlossenen orientierbaren
Fliche auf eine andere geschlossene orientierbare Fliche gibt es hichstens
endlich viele Windungspunkte. Ist w, die Anzahl der Windungspunkte der

Ordnung r, so ist
fe!—1

2w < (2p—2)—|ecf(29—2),

wobei p das Geschlecht der Originalfldiche, q das Geschlecht der Bildfldche,
¢ der Grad ist.

Der Beweis besteht in einer einfachen Anwendung des folgenden Satzes
von H. Kneser®): Ist die geschlossene orientierbare Fldche vom Geschlecht P
auf die geschlossene orieniierbare Fliche vom Geschlecht @ 4=0 mit dem
Grade ¢ <=0 abgebildet, so ist

(P—1)—c|(@—1)=0.

Um unsere Behauptung auf diesen Satz zuriickzufiithren, nehmen wir
mit der gegebenen Abbildung f der Fliche F, vom Geschlecht p auf die
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Fliche F, vom Geschlecht ¢ eine unwesentliche Ab;i.nderung in der Nihe
von Wmdungspunkten vor. KEs seien fiir r=1,2,...,|c| —1 wenigstens
je v, Windungspunkte der Ordnung r vorhanden: &5, &5, ..., &,, wobei es
glelchgultxg ist, ob dies alle Windungspunkte sind. Um jeden Punkt Z; be-
stimmen wir ein Element w;, so daB diese Elemente zueinander fremd sind.
Zi1s Xi9, .. .s Eic|-r selen die Originalpunkte von &. Um jeden von ihnen
bestimmen wir ebenfalls ein Element e;,, so daB diese Elemente unter-
einander fremd sind, und daB f (e ,) Cw; ist. In o/ fiihren wir ein Polar-
koordinatensystem o, v mit & als Pol ein und ebenso in ¢/; ein Polar-
koordinatensystem R, ¢ mit a; ; als Pol. Wir betrachten nun fiir ein festes
e, , die Abbildung f; sie sei durch

e=rh(B,¢), w=Fr (R, o)

gegeben, und sie habe in & den Grad a. Wir ersetzen sie durch die fol-
gende Abbildung f:

fo(B, @) =1 (B.9), [(R @)=f(R, o) fir R>2;
fL(R, ¢)=(R—1)f, (R, 9)+(2—R) }

(R, ¢)=(R—=1)f, (B, @)+ (2—R)agp
fi(R,9)=R, f(R ¢)=ap fir1>R.

fir2>R2>1

?

I

Diese Gleichungen stellen in der Tat eine eindeutige Abbildung dar; um
dies zu erkennen, hat man sich nur davon zu iiberzeugen, daB
f:(R,p+2n)— f,(R,p) stets ein ganzes Vielfaches von 2 ist; fiir
R =2 und R <1 ist das selbstverstéandlich, und fiir 2 > R > 1 folgt es
aus der Tatsache, dal f, (R, +2a)— f,(R, p)=a-2x ist, weil die
Abbildung f(e;;) im Punkte & den Grad a hat, £/ also von dem Bilde
jedes Kreises R = konst. a-mal umlaufen wird.

Diese Abénderung von f nehmen wir in jedem e;; vor und nennen
die sich ergebende Abbildung f; sie hat denselben Grad ¢ wie f, da die
Bedeckungen der auBerhalb der w; gelegenen Punkte ungeiindert geblicben
sind. f hat die Eigenschaft, daB die Originalmengen der durch o < 1 be-
stimmten offenen Teilmengen der w; die durch R < 1 bestimmten offenen
Teile der e;1, €, 2,.--, €. 1c|]—r sind. Entfernen wir die genannten offenen
Mengen aus den beiden Flichen, so Wu'd aus der Origimalfliche F eine

Fliche F, vom Geschlecht p mlt 2({c?—r)v Randern und aus der
Bildfliche F eine Fliche F, vom Geschlecht ¢ mit 2‘0 Rindern, und

r=1
Fy ist durch f auf F, so abgebildet, daB die Randkurven in die Rand-
kurven iibergehen. Wir stellen nun von jeder der Flichen F,, F, ein
zweites Exemplar ¥’ bzw. F,” her, und bilden F, auf F,’ ebenfalls durch 7
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ab. Fiigen wir dann F, und F, lings entsprechender Rinder und ebenso
F; und F;’ lings entsprechender Rinder zusammen, so entstehen zwei ge-
schlossene, orientierbare Flichen Fp, Fy, so daB Fp auf Fy durch 7 ein-
deutig mit dem Grade ¢ abgebildet ist. Dabei sind die Geschlechter dieser
Flachen

P=2p~1+;(jc{—r)v,, Q=29——1+§m-
Ist @ =0, s0ist g=0, Sov,=1, also Yro, <|e] —1<2p—2+2[c|;
ist @ >1, so ist nach dex:l oben genannfjen Kneserschen Satz
2p——2—{~[c[%”v,,—_r5_,’rv,——29[cf—,'«—2{c;' ~lc]%’vrg(),

d. h. es ist in jedem Fall
Srv, < (2p—2) —[e|(2¢—2),

r
womit die Behauptung bewiesen ist.

Bemerkungen zu Satz XVIIL. 1. Wenn die Bildmenge f(F,) als
Riemannsche Fliche iiber F, liegt, d.h. wenn die Umgebung jedes Punktes
von F,, der nicht Windungspunkt ist, genau c-mal glatt im positiven
Sinne bedeckt wird, so gilt bekanntlich die ,Hurwitzsche Formel“ %)

Drw,=(2p—2)—c(29—2).
<
Unser Satz sagt also, daB die ,Windungszahl 7w, einer solchen Abbil-
T

dung den Hochstwert hat, der bei den vorliegenden p, g, ¢ iiberhaupt
moglich ist.

2. wjo;—1 ist die Anzahl der Punkte auf ¥, die nur je einen Original-
punkt haben. Aus unserem Satz folgt

Satz XVI besagte:
Wio-1 L2p+2—2¢.

Wenn nicht |¢|=2 und ¢ =0 ist, so ist die neue Schranke besser als
die frithere. Ist |¢| =2, ¢ =0, so liefern beide Sitze

w, < 2p+2.

Diese Schranke 138t sich nicht verbessern; denn die Riemannsche Fliche
der algebraischen Funktion

o f(z)=12G—D (z—2)...(—2p)

33) Kerékjarts, Vorlesungen uber Topologie (Berlin 1923), 8. 160.
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hat das Geschlecht p, zwei Blatter und 2p - 2 Windungspunkte der Ord-
nung 1, nimlich 0,1,2,...,2p, cco.

3. Nach Satz XVa gibt es Abbildungen geschlossener Flichen mit ¢ > §;
dabei ist in den dort angegebenen Beispielen j > 4. Es bleibt aber noch
die Frage offen, ob es auch Abbildungen geschlossener Flichen mit 6 > j=1
gibt, — eine Frage, deren Beantwortung der Beweismethode des Satzes XV a,
nimlbich der Zuriickfiilhrung auf Satz XVI, nicht zuginglich ist. Jetzt
konnen wir diese Frage bejahen; es gilt namlich

Satz XVb. Es gibt eine Klasse von Abbildungen der geschlossenen
orientierbaren Fliche F, (vom Geschlecht 2) auf die geschlossene orientier-
bare Fliche F, (vom Geschlecht 1) mit 6 >j=1.

Beweis. o> 1 ist gleichbedeutend mit w ,_y = 0 fiir alle Abbildungen
der Klasse. Nach der soeben bewiesenen Formel (mit p =2, ¢=1)

Wiel-1 < % +2

geniigt daher die Angabe einer Abbildung f von F, auf F, mit ¢ =4
und j=1. Eine solche Abbildung kann folgendermaBen hergestellt werden:
Man zerlegt F, durch eine geeignete einfach geschlossene Kurve O in zwei
Hialften F; und Fy', von denen jede eine einmal berandete Fliche vom
Geschlecht 1 ist. F; wird so auf F, abgebildet, daB der Rand in einen
Punkt & iibergeht und die Abbildung im iibrigen eineindeutig ist; Fy’ wird
so abgebildet, daB der Rand in denselben Punkt ¢ iibergeht und die Bild-
menge f(Fy') im tibrigen als 3-blitterige unverzweigte Uberlagerungsfliche
iiber F, liegt. f(F,) ist eine eindeutige Abbildung vom Grade 4. Sie hat
den Index j=1; denn jeder (nicht durch £ gehende) geschlossene Weg
auf F, ist Bild eines geschlossenen Weges auf Fy.

(Eingegangen am 22. 6. 1929.)



