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Uber die Lisungen der linearen partiellen Differential-
gleichungen zweiter Ordnung vom elliptischen Typus.

Von
Willy Feller in Kiel.

Bekanntlich kann die allgemeine lineare partielle Differentialgleichung
zweiter Ordnung mit zwer unabhingigen Verdnderlichen auf eine Normal-
form gebracht werden, welche fiir alle Untersuchungen besonders geeignet
ist, da sie in den zweiten Ableitungen mit der Laplaceschen Gleichung
iibereinstimmt. Fiir diese Gleichung hat Herr Lichtenstein in verschiedenen
Arbeiten') die Randwert- bzw. die Eigenwertaufgabe in grofter Allgemein-
heit gelost, und ihre Losungen verhalten sich in mancher Hinsicht dhnlich
wie die Potentialfunktionen. Die dabei benutzten Methoden konnen aber
nicht auf den Fall von mehreren unabhingigen Verdnderlichen iibertragen
werden; indessen hat Herr Sternberg?) die Randwertaufgabe bei drei Ver-
anderlichen auf eine lineare Integralgleichung zuriickgefiihrt, indem er von
Integralausdriicken ausgeht, die ganz den bekannten Raum- und Flichen-
potentialen fiir die Laplacesche Gleichung nachgebildet sind.

In dieser Arbeit soll gezeigt werden, wie sich fast alle klassischen
Sitze iiber die Eigenschaften der Potentialfunktionen ohne weiteres auf
die Losungen der allgemeinen selbstadjungierten Differentialgleichung zweiter
Ordnung vom elliptischen Typus iibertragen, wenn man zu ihrer Formulierung
die naturgemif mit der Gleichung verbundene Riemannsche Mafbestmmung
benutzt. Es bleiben dann fast alle Formeln mit geringfiigigen Anderungen
bestehen, so ein Analogon zum Mittelwerisatz, die Integraldarstellungen und
Sprungrelationen, die GaupBsche geomeirische Deutung fiir die Doppel-

%) Nahere Literaturangaben in der Encyklopadie der math. Wissensch. II, C, 12:
L. Lichtenstein, Neuere Entwicklung der Theorie partieller Differentialgleichungen
zweiter Ordnung vom elliptischen Typus (1924). X
2) W. Sternberg, Uber die lineare elliptische Differentialgleichung zweiter Ordnung
mit drei unabhingigen Verinderlichen. Math. Zeitschr. 21 (1924), 8. 286—311.
Mathematische Annalen. 102, 41



634 W. Feller.

belegung usw. Viele von diesen Eigenschaften iibertragen sich auch auf die
nicht selbstadjungierien Differentialgleichungen. So ergibt sich z. B. ein
juBerst einfacher Beweis der sog. Harnackschen Konvergenzsdize fiir beliebige
Gleichungen.

Alle folgenden Entwicklungen werden naturgemif nach Moglichkeit
invariant geschrieben gegeniiber allen Koordinatentransformationen, und der
selbstadjungierte Differentialausdruck wird daher als zweiter Differential-
parameter der betrefienden MaBbestimmung aufgefaBt. Vorkenntnisse iiber
Riemannsche Geometrie werden fibrigens nicht vorausgesetzt, blof im
folgenden Abschnitt mufl das Volumelement einer im »-dimensionalen Raume
eingebetteten (n — 1)-dimensionalen Mannigfaltigkeit entwickelt werden. Es
wird gleich allgemein der Fall von n unabhingigen Veridnderlichen ins Auge
gefafit, da sich die Darstellung nicht umsténdlicher gestaltet als fiir n =3
und der erste Teil doch in dieser Allgemeinheit notwendig ist.

§1.
Das Volumelement eingebetteter Mannigfaltigkeiten
im Riemannschen Raume.

Bekanntlich definiert man das Volumelement im Raume mit dem
(definiten) Linienelement

(1) d‘gﬁ:—iglgikdxidxk (9 = %)
durch ’

avV="ygdz, ... dz,,

wobel mit g die wesentlich positive Determinante der Matrix (g,,) be-
zeichnet wurde. Eine in diesem Raume eingebettete (n — 1)-dimensionale
Mannigfaltigkeit

(2) F(z,,..., z,) = o= konst.

kénnen wir auch durch » —1 unabhingige Parameter i,..., 4
der Form

(2" 2, =2;(A, .. 4y _q) (¢z=1,...,n)

bestimmen. Die MaBbestimmung auf dieser Hyperfliche erhalten wir, indem
wir diese GroBen in das Linienelement (1) einsetzen; so erhalten wir zu-
gleich auch das Volumelement dieser Mannigfaltigkeit. Fiir das Folgende
miissen wir jedoch, dhnlich wie im euklidischen Falle, dieses Volumelement
direkt durch die Koeffizienten g;, und die Grofien (2”) ausdriicken.

Es mbge wie iiblich g°* das durch die Determinante g dividierte
algebraische Komplement von g;, in der Matrix (g;,) bezeichnen; ferner
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bezeichnen wir mit D, (¢ =1,...,n) die » Funktionaldeterminanten der
Koordinaten z,, ..., , nach den Parametern 1,,...,4, ,, also

(. i—la(zx;-n-; xi-—l;xl—i-l:"*:xn)
Di——.( 1) 6(11, reey n 1) :
Wir zeigen, daBl das gesuchte Volumelement der Manmgjaltzgkezt (2") ge-
liefert wird durch den Ausdruck?®)

(3) do=1Yg ‘/l gz’lg”‘D,D,‘-dil..‘ da,_,.

Zum Beweise zeigen wir zunédchst, daf dieser Ausdruck unabhingig ist
sowohl von der besonderen Wahl der Parameter Z,,...,4, ,, als auch
vom speziellen Koordinatensystem z,, ..., z, des Raumes. Sodann geniigt
offenbar der Nachweis, daB bei einer besonderen Wahl des Koordinaten-
systems und der Parameter das gesuchte Volumelement in der Tat durch (3)
dargestellt wird.

Die GroBen ¢'* und g sind nur vom urspriinglichen Raume, nicht
von der Hyperfliche abhéngig, wihrend sich die Funktionaldeterminanten Dy
bei einer Transformation der Parameter i, mit der Determinante der Trans-
formation multiplizieren: daher bleibt die GroBe (3) invariant gegeniiber
allen Transformationen der Parameter.

Es bleibt zu zeigen, daf der Ausdruck

Ve V 3 g™ DD,
Li=1

unabhingig ist von der Wahl des Koordinatensystems z; im Raume. Der
Kiirze halber fithren wir die Bezeichnung

-

F.—?—E—‘ (e=1,...,n)

k4 ox;

ein. Es ist, wie man leicht bestdtigen kann,

F;:F.=D;:D,
und daher
(4) e
S 9 RF V X ¢'*D,D,
Lr=1 Lk=1

Der Nenner auf der linken Seite ist, wie leicht nachzurechnen, eine In-
variante (niamlich der sog. erste Differentialparameter von Beltrami der

3) Diese Behauptung reduziert sich bekanntlich im Falle einer euklidischen MaS-
bestimmung auf die Identitit von Lagrange und stellt daher eine Verallgemeinerung
derselben dar.

Ed

41*



636 W. Feller.

Funktion F); um das Verhalten des Ausdrucks ¥ 3 g™ D, D, bei Koordinaten-
transformationen zu erkennen, fassen wir fiir den Augenblick auch ¢ als
unabhingige Veriinderliche auf, so daf uns die n-Gleichungen (2)und (2')
eine Transformation der Verinderlichen z,,...,z, in neue Veridnderliche
6,4y, ... 4, _, liefern. Die Funktlonaldetermmante dieser Transformation
berechnet sich mit Hilfe von (4) zu

n e — N —
0 (21, - r ) b5 /29 DD yrom oy _ 1/ 24 Db
8(6, 2, ey by 1) = 9o "t 2'9”‘17'1sz wrt Friak S ¢ FF, :

Es ist mithin

D=

V39*D,D,=DV 39" FF,,

d. h. die linke Seite verhdlt sich bei Transformationen der 2 — da ja die
Wurzel rechts eine Invariante ist — wie die Determinante D. Daher ver-
halt sich in der Tat die Grofe

V,; VZg”‘Dl D,

invariant gegeniiber allen Koordinatentransformationen. Damit sind beide
Invarianzeigenschaften des Ausdrucks (3) bewiesen, und es ist leicht zu
zeigen, dafl er das Volumelement der Mannigfaltigkeit F = o darstellt. In
einem hinreichend kleinen Gebiete kénnen wir nimlich das Koordinaten-
system so wihlen, daf8 diese Hyperfliche etwa durch die Gleichung z, = konst.
dargestellt wird. Fassen wir dann die iibrigen Koordinaten z,=1,
e=1,...,n—1, als” Parameter auf, so wird der Definition nach das
Volumelement glemh Vydz,...d=x,_,, wenn y die Determinante der (n —1)-
reihigen Matrix (g, ,) bezeichnet (e, f =1,...,n—1). Esistalsoy=gg""
Andererseits wird offenbar D, =0 fir e=1,...,2 —1 und D,=1, so
daB auch die rechte Seite von (3) do= Vgg""dx,...dz, , ergibt. Da
aber dieser Ausdruck invariant ist gegeniiber allen Transformationen der
Koordinaten und der Parameter, so stellt er tatsichlich das Oberflichen-
element dar.

§ 2.
Die Greenschen Formeln und die Grundlésung.

Um unser Ziel zu erreichen, miissen wir auch den Greenschen Formeln
eine invariante Fassung geben, dhnlich wie sie in der Flichentheorie
iiblich ist.

Wir betrachten zunichst einen selbstadjungierten elliptischen Differential-
ausdruck mit mehr als zwei unabhingigen Veranderlichen. Wir werden ihn
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im folgenden stets in der Form des zum Linienelement (1) gehérigen zweiten
Beltramischen Differentialparameter

n

s 1 v 17 ik . o 9

(5) Az“‘“},gzk 1091«‘1»(9 You), g=lgal= T U=
gegeben denken. Man kann im Falle von » > 2 unabhingigen Verinder-

lichen jeden selbstadjungierten Differentialausdruck

n

zk
%, k=1
1
in dieser Form schreiben, indem man ¢g** = A% A setat. ( = 1,,, i) und

den Ausdruck mit ]7— multipliziert. Die Koeffizienten des Lmlenelements )]
g
sind dann die algebraischen Komplemente von (g°*) dividiert durch die

Determinante. Im {iibrigen ist diese Schreibweise fiir das Folgende nicht
wesentlich; 148t man nimlich den Faktor }g fort, so kommt in den zu
entwickelnden Formeln blof} iiberall eine Funktionaldeterminante als Faktor
vor. Die Koeffizienten g°* mogen im ganzen betrachteten Bereiche 7' mit
hinreichenden Stetigkeitseigenschaften versehen sein, z. B. stetige, einer
Holderschen Bedingung geniigende zweite Ableitungen besitzen (auf eine
moglichst weitgehende Reduktion der Voraussetzungen kommt es uns im
folgenden nicht an); die Diskriminante ¢ soll in diesem Bereiche wesentlich
positiv sein.

Unseren Differentialausdruck multiplizieren wir nun mit dem Volum-
element dV = }gdz,...dz, und integrieren iiber ein (beschrinktes) Ge-
biet G; dieses soll ganz in T liegen und durch eine zweimal stetig differenzier-
bare Hyperfliche F begrenzt sein, die wir uns durch die Gleichungen (2')
gegeben denken. Durch partielle Integration erhalten wir in bekannter Art
die sog. zweste Formel wonm Green, die wir in folgender Form schreiben
konnen:

(6) fff vd,u —udyw)dV = ff do

Dabei wurde, wie auch im folgenden, der Ubersichtlichkeit halber durch
ein dreifaches Integrationszeichen ein n-dimensionales Gebietsintegral be-
zeichnet, durch das Doppelintegral das (n — 1)-fache Integral iiber dessen
Rand. Ferner ist das Oberflichenelement do durch (3) definiert, wihrend

k3

3 1k Dk 3
7 - Pyt T
( ) on l,k2=,19 VZQ‘J'D,-Dj om
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ist*); es ist das die normierte Differentiation in der Richtung der Normale
auf die Randfliche im Sinne unserer Riemannschen MaBbestimmung, und
zwar ist dadurch bei geschlossenen Hyperflichen die GupBere Normale fest-
gelegt. Man kann das leicht bestdtigen, wenn man die Beziehung
2/ D, ‘;j‘ di,=0
ks

beachtet, die sich aus den Gleichungen (4) und (2) ergibt. Die allgemeine
Greensche Formel hat demnach so geschrieben genau dieselbe Form wie die-
jenige fiir den Laplaceschen Ausdruck. Insbesondere ist die so normierte
Differentiation in der Normalenrichtung bei einer Kugel mit dem Radius 7
gleich der Differentiation nach dem Radius #, wie man direkt aus den
Differentialgleichungen der geodatischen Linien bestitigt, oder indem man
die Entfernung r als unabhingige Verdnderliche in das Linienelement
einfiihrt.

Den allgemeinsten nicht selbstadjungierien Differentialausdruck schreiben
wir in der Form

n
(8) L(uw)=4d,u —,Lzybiui +eou= %Za—% (9" Vgu,) +Zb;”f+ cu;
i=1 ik :
als den dazu adjungierten Ausdruck miissen wir in unserer Schweibweise
T7 <~ yax (b,Ygv) +cw

ansehen. Wie vorhin erhalten wir durch Produktintegration

(10) fff{vL(u)~uM(v)}dV ff v~—-u——+Nuv}

mit
Zb‘cos (n, ;)3

(11) N= Z ’__zg"»"D,Dﬁ,,' i

b% bezeichnet wiederum die Differentiation in der (&uBeren) Normalen-

richtung der Randfliche.

Man kann nun diese Formeln mit genau denselben Ergebnissen an-
wenden, wie man es in der Potentialtheorie tat, wenn man eine Grund-
losung der Differentialgleichung benutzt. Eine solche hat bekanntlich

(9) M(v)=d,v —

%) Diese Definition unterscheidet sich von der iiblichen Differentiation in der

»Transversalenrichtung” durch den Faktor :—:_1_—::_:; vgl. z. B. J. Hadamard,

4 q VZ' g'7 D, D, -
Lectures on Cauchys Problem in linear partial differential Equations, New Haven 1923.
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E. E. Levi3) mit Hilfe der Fredholmschen Theorie konstruiert; ihr Haupt-

terl 1st .
1

n—2

{%‘ G (2 — &) (xz—-&)}—‘"—.

Es erspart uns manche Abschitzungen, wenn wir statt dessen eine Grund-
16sung benutzten, deren Hauptteil
1

s

ist, wobei s die geodétische Entfernung des Punktes (z) vom Aufpunkt (&)
ist. Die Konstruktion ist natiirlich dieselbe, sogar etwas einfacher, als bei

E. E. Levy; wesentlich ist blof zu zeigen, daff 4, <~—l—;) von der GroBen-
8"~
ordnung ~—1—£ ist €).
§*

Diese Grundlosung I'(z, &) der selbsadjungierten Gleichung ist aufBer-
halb des Punktes (§) zweimal stetig nach den Koordinaten x; differenzier-
bar; wir konnen sie, solange wir uns auf einen begrenzten Bereich be-

%) E. E. Levi, Sulle equazioni lineari totalmente ellittiche alle derivate parziali.
Rend. del circ. mat. Palermo 24 (1907), 8. 275—317, insb. S. 311 ff,

%) Man sieht das am einfachsten, indem man die kanonischen Koordinaten won
Riemann benutzt. Dieses Koordinatensystem (g, ..., f,) ist so gewihlt, da8 die
Gleichungen der vom Punkte (&,, ..., £,) ausgehenden geoditischen Linien mit der
Bogenlinge s als Parameter die Form

d
Lo =Cs$, ¢, = konst. = (E%>s=o

erhalten, wobei natiirlich 3 gz ¢, ¢, =1 sein muB, wenn die Form (g,,) auf die Koor-
5k
dinaten 1, bezogen ist. Bezeichnet man mit g2 den Wert von g;; im Punkte (&),
d. h. z, =0, so wird insbesondere

2 ghaeg=1 oder s*=3glhccs?=2 g%t 0,

d. h. die geoditische Entfernung 'ist eine quadratische Form in diesen Koordinaten
mit konstanten Koeffizienten. Diese Beziehung braucht auch Hadamard bei seiner
Konstruktion der Grundlésung und findet sie auf anderem Wege (a. a. O. 8. 84-90).
Herr Herglotz hat nun gezeigt (vgl. ,Zur Riemannschen Metrik“, Berichte der sach-
sischen Akademie der Wiss. 78 (1921), 8. 215; siehe auch Math. Annalen 98 (1925),
S. 47), daf die Normalkoordinaten charakterisiert sind durch das Bestehen der =

Identititen
2ga=2gkc (i=1,..., %),
woraus sich miihelos 4, (—L> =—(n—2) 1 _aleg¥g ergibt. Herr Herglotz setat
s7—2 go—1 a8

zwar die Koeffizienten analytisch voraus, doch diirfte das nicht notwendig sein.
Unsere Behauptung kann man jedenfalls auch im allgemeinen Falle nachrechnen.
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schranken, immer positzv voraussetzen, indem wir ihr eventuell eine Kon-
stante hinzufiigen. Um unsere Formeln méglichst den bekannten aus der
Potentialtheorie anzupassen, kénnen wir daher gelegentlich unter Auszeich-
nung eines Punktes (&) die Grundiésung in der Form

(12) I'(; ) =;‘—

schreiben. Es ist dann g bestindig positiv, fiir x; <= £, regulir und es wird

lim 2 = lim =

E>@e s>00
Die Hyperflichen o = konst. sind (fiir binreichend kleine Werte der Kon-
stanten) geschlossen, und speziell bestimmt die Gleichung o = 0 nur den
Punkt (£). Fiibrt man die Groe o und n —1 geeignete Parameter
@5 -y @,_, auf den Hyperflichen ¢ = konst. als neue Koordinaten ein,
was innerhalb eines gewissen Bereiches immer méglich ist, so erhilt das
Linienelement die Form ?)

=1.

n—1
(18) ds*=a,do*+ 3 a,,dp,dop,.
@, f=1
Das Koordinatensystem hat im Nullpunkte dieselbe Irregularitsit wie die
gewohnlichen Polarkoordinaten: die Diskriminante verschwindet wie o>" >
Das vorhin bestimmte Oberflichenelement berechnet sich fiir diese
Flschen zu Jadg,...dep, ,, wenn @ die Diskriminante der Form

Elaa 439,49, bedeutet (micht des Linienelements; das Volumelement
d,:: 1Raumes ist demnach YVa,adedg,...dp, ,); die Differentiation in
der Normalrichtung erweist sicE gleich i/—;; -5%. Es ist nun wichtig zu
bemerken, daf der i&_usdruck Vf; die GroBe o nur als Faktor o" ' ent-
i, 5o daf ;/g;.—_— B (@,, ..., 0,_,) von o nicht mehr abhdngt. Tn

unserem Koordinatensystem wird namlich

-

n—1
0 aem (e S e}

Yaa

wobei jetzt auch die a*? Beziiglich der (n — 1)-reihigen Matriz der a,,
gebildet sind. Da nun u 25“1—7 eine Losung sein muB), so folgt die Be-
?) Man kann immer die ¢; so wihlen, daf die die Produkte enthaltenden ,ge-

mischten Glieder¢ verschwinden; vgl. z. B. Darboux, G., Théorie des Surfaces 2, 2. Aufl.,
(1915), 8. 522.
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hauptung unmittelbar. Daher ist insbesondere auch

(15) ff pl_—ll/;i:d% cdp, = E(Ey )

e=Konst,

eine von ¢ unabhingige bestéindig positive GroBe.

§ 3.
Folgerungen. Der Mittelwertsatz.

Nun sind wir imstande diese Ergebnisse genau so wie in der Potential-
theorie anzuwenden und dadurch die bekannten Eigenschaften der Potential-
funktionen auf die Lésungen der allgemeinen selbstadjungierten elliptischen
Differentialgleichung zu iibertragen.

Setzen wir zunichst in die Greensche Formel v = I'(z;£) = El_-g ein,

so miissen wir bei der Integration den Punkt (£,,..., &), falls er sich inner-
halb des Integrationsgebietes befindet, etwa durch eine Hyperfliche o = ¢
ausschlieBen. Der Beitrag dieser Hyperfliche zum (n — 1)-fachen Integral
auf der rechten Seite ist nach dem Gesagten (das negative Vorzeichen
wegen der umgekehrten Orientierung)

——ff 2+ n——‘)) P 1) ._do

o=e
U,
= —ff 67?——2+(n—2)9—111‘:i)1/%d991"’d(pn-1'
e=£

Da nun ]/g— =0" ' D(pps...,p,_,) ist, so verschwindet fiir ¢ — 0 das
0
Integral iiber den ersten Summanden, wihrend das zweite in der Grenze
(n+2)E(&)u (&) ergibt. Es ist demnach fiir jeden Punkt (&) im Innern
des Integrationsgebietes
) do.

(16) (n+2)E(£)u(€)—~fﬂ ik "“”’Tﬂ(

Diese Formel stellt jede Losung der Gleichung 4,4 = f(z,, ..., z,) dar als
das ,Potential“ einer rdumlichen ,Massenverteilung mit der Dichte f,
und einer einfachen sowie einer ,Doppelbelegung” auf dem Rande. Fiir
Punkte (£) auBerhalb des Integrationsgebietes wird natiirlich

a8) = [ffeeamar+ [ (-

das ist wiederum die bekannte Sprungrelation, auf die sich aber alle iibrigen
zuriickfiihren lassen.

)dO——-O
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Wir konnen diese Formel insbesondere auf Losungen der Gleichung
A,u =0 anwenden, so erhalten wir ein Analogon zum bekannten Mittel-
wertsatz, wenn wir fir G das durch eine Hyperfliche o = konst. = 4 be-

grenzte Gebiet wihlen und statt ?1:; die am Rande verschwindende Funk-
1

n—2 - An—2

einsetzen. Wir erhalten

tion » ==
e

s L
(-2 B u®) = [[u-2 a0

o=4

oder ausgerechnet
- 1 1 1
17) u(® =5 ffu ﬁ-ly;d": B0 ffu@(qol,..., Ppa)d@,...dp, ;.
ey e 0 oA

Der Faktor von % unter dem Integrationszeichen ist bestdndig positiv und
hingt nicht von o ab; es ist weiter E (&) ff D (@0, 4)8@,..dq,_,,
o=A4A

so daf wir das genaue Analogon zum Mittelwertsatz vor uns haben, der
den Funktionswert in einem Punkte (&) ausdriickt als Mittelwert der
Funktionswerte auf einer beliebigen Hyperfliche Grundlosung = konst. mit
diesem Punkt als Mittelpunkt., Nur ist hier die Funktion nicht blo8 mit

dem Oberflichenelement multipliziert, sondern noeh mit dem Faktor ~}~_,

Va,
welcher eben bewirkt, daB das Integral unabhingig wird von der speziellen
Flache der Schar. Im euklidischen Falle ist @, =1, und auch in nicht-
euklidischen Riumen mit konstantem Kriimmungsma8 (sog. ,projektiven
Réumen“) hingt a, bloB von ¢ ab; die Flichen ¢ = konst. sind hier, wie
man leicht nachrechnet, Kugeln, so daB die Analogie noch gréBer wird.

Selbstredend ergibt sich nun in bekannter Weise der Satz von der
Nichtexistenz etnes Extremwertes (im weiteren Sinne) usf. Im Falle von
analytischen Koeffizienten folgt auch der aralytische Charakter der Losungen
und die Moglichkeit der analytischen Forisetzung. Wenn die Koeffizienten
tiir alle Wertsysteme z,, ..., z, den Differenzierbarkeitsannahmen geniigen
und beschrinkt bleiben, so zwar, daf die Grundlésung im Unendlichen von
der Ordnung »n — 2 verschwindet, so gilt auch das potentialtheoretische
Analogon zum bekannten Satz von Liouville. Herr Sternberg®) hat iibrigens
gezeigt, daB man die Koeffizienten iiber einen gegebenen Bereich stets so
fortsetzen kann, daf die Gleichung auBerhalb einer gewissen Kugel mit der
Laplaceschen Gleichung iibereinstimmt. Fiir die so fortgesetzte Gleichung
gilt der Satz immer.

%) A.a. 0., S.296—297.
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Wir hitten auch von einer nicht selbstadjungierten Differentialgleichung
(8") dyu+ Zbu+ecu=0
k2

ausgehen konnen. Bezeichnet fiir den Moment ?,1—_—5 eine im Punkte (&)

unendlich werdende Grundldsung der zu dieser Gleichung adjungierien
Gleichung

(9" Agv—%g’fg(biVEv>+cv:0,

so erhalten wir wie vorhin gemiB (10)

' 1 1
(17’) u(€)=— u——r—=do,
E (f)eg; S TS

da ja das Zusatzintegral Nu LN S do verschwindet. Natiirlich
] tegr o n-2 A n—2
e=4

ist jetzt der Faktor OTI_—J/;—‘Z nicht mehr von ¢ unabhiingig, und es ist jetzt
L4 0
’ ’ : 1
(15) E(S)———}%ffmdo.
o=z

Im iibrigen ist zu bemerken, daB im Gegensatz zur Gleichung (17) diese
Formel nicht unbeschriankt giiltig ist, da jetat die Grundldsung sehr wohl
verschwinden kann und in diesem Falle die Transformation auf die neuen
Koordinaten o, ¢, ..., ¢,_, ungiiltig wird. Fiir hinreichend kleine Gebiete
{(jedenfalls solange die erste Randwertaufgabe losbar ist) bleibt die Formel
bestehen. Sie stellt den allgemeinsten Mittelwertsatz dar und umfat jenen
von H. Weber?) fiir die spezielle Gleichung 4% + K*u =0 (K = konst.),
bei welcher die Flichen ¢ = konst. natiirlich Kugeln sind und der Faktor

L nur vou ¢ abhingt.

Q,

Aus der Gleichung (17’) ergibt sich unmittelbar, daf eine Losung «
der Differentialgleichung (8"), die in einem Bereiche ihr Vorzeichen nicht
wechselt, daselbst auch nirgends verschwinden kann, es sei denn, daB sie
identisch Null ist; denn der Integrand wechselt ja in einer gewissen Um-
gebung eines jeden Punktes sein Vorzeichen nicht und kann daher auch
nicht verschwinden. Daraus folgt nach einer Bemerkung von Herrn

?) Vgl z. B. Encyklopéadie der math. Wiss. 2 A, 7: Sommerfeld, Randwertauf-

gaben in der Theorie der partiellen Differentialgleichung, 8. 541—542; oder auch
2 2

H. Weber, Uber die Integration der partiellen Differentialgleichung % + o +K2*u=0,

2
Math. Annalen 1 (1869), S. 1-36. %y
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Lichtenstein der Satz, daB eine (nicht konstante) Losung dieser Differential-
gleichung im Falle, daB ¢ =0, weder esn Maximum noch ein Minimum
(selbst im westeren Sinne) haben kann. Wirde namlich eine Lésung u
in einem Punkte etwa einen Maximalwert M annehmen, so wire die Funk-
tion M — u, die ja auch eine Losung der Differentialgleichung ist, in einer
gewissen Umgebung des betreflenden Punktes nicht negativ, wihrend der
Punkt selbst eine Nullstelle dieser Funktion wire. Das ist aber, wie eben
gezeigt wurde, nicht méglich. Daraus folgen dann auch die Eindeutigkeits-
sitze fiir den Fall ¢ < 0 und &hnliche Sitze.

o

§ 4.
Raum- und Oberflichenintegrale.

Wir kommen auf die selbstadjungierte Gleichung A,u =0 zuriick.
Man kann natiirlich in Analogie zur Laplaceschen Gleichung ,Potentiale*
von raumlich oder flichenhaft verteilten ,Massen“ und von Doppel-
belegungen betrachten. Das hat schon Herr Sternberg getan, und hat
dabei die bekannten Sprungrelationen wiedergefunden. Er benutzt indessen
ziemlich umstindliche Abschitzungen, wihrend man auch die fuBerst ein-
fachen Beweise von Herrn Erhard Schmidt iibertragen kann. Die Analogie
geht auch noch weiter, indem auch die Satze iiber die analytische Fort-
setzbarkeit gelten und im Sinne unserer allgemeinen MaBbestimmung
sogar die Gaupsche geometrische Deutung des ,, Potentials“ einer homogenen
Doppelbelegung erhalten bleibt. Fiir den ersten Teil dieser Sitze iiber-
tragen sich die bekannten Sitze direkt, und es eriibrigt sich daher niher
darauf einzugehen; als Beispiel sei blof} die Poissonsche Gleichung hergeleitet.

Fiir unsere Potentiale benutzen wir zweckmifig nicht eine beliebige
Grundlosung, sondern normieren sie mit Herrn Sternberg so, da8 das Inte-
gral (15) etwa immer gleich 1 wird, d. b. wir benutzen als Grundlésung
K(2;¢)= Tﬁf,a(cs) . Von dieser Grundlésung hat Herr Sternberg®) die
Symmetrie in 2 und & nachgewiesen, so da sie auch als Funktion der §;
betrachtet der Differentialgleichung 4,% geniigt. Wir haben dann Integrale
der Form

(18) U(s) = faff () K (25 £)dV,
(19) V(&) =_£fa(x)K(x;§)do,
(20) (&) = [f r(2) i ao

10) A.a.0., S.298.
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zu betrachten, wobei u, o, 7 mit hinreichenden Stetigkeitseigenschaften ver-

sehene Verteilungsfunktionen sind. Um etwa die Poissonsche Gleichung

fiir (18) zu beweisen, betrachten wir mit Herrn E. Schmidt eine Hilfs-

funktion », die im Bereiche @ der Differentialgleichung 4,v = u geniigt.
Es ist dann

U(%) =J;fngvK(x; £)dv;

um die Greensche Formel anwenden zu kénnen, miissen wir zunichst den
Punkt (&) ausschlieBen und erhalten mit Riicksicht auf die Beziehungen

(15) und K(z; &)= FEE?;) in bekannter Weise

w(®) =0 (&) + [[ (v~ K2)do,

wenn F den Rand des Bereiches G bezeichnet. Da das Integral links eine
reguliire Losung der Difierentialgleichung 4, % = 0 ist (wobei der Operator
natiirlich nach den Veréinderlichen £, genommen wird), so folgt ohne weiteres
dyu = d,v = u (&), und das ist die zu beweisende Poissonsche Gleichung
Ebenso iibertragen sich die Beweise fiir die anderen Sprungrelationen
und verwandten Sitze.
Wir betrachten nun eine homogene Doppelschicht mit der Dichte 1:

(21) W (&)= ff-'?—llg—fgi)do,
P

wobei F ein hinreichend stetiges, nicht notwendig geschlossenes Flichen-
stiick ist, I" eine belsebige Grundlosung bedeutet und der Punkt (&) auBer-
halb des Flichenstiicks F gewihlt wurde. Wir wihlen als passendes
Koordinatensystem etwa das in § 2 definierte und setzen voraus, daB das
Flachenstiick F von jeder Kurve g = konst. (¢ =1, ..., n — 1) héchstens
in einem Punkte geschnitten wird (sonst miiten wir das Flichenstiick in
einige Teilbereiche zerlegen und unsere Betrachtungen auf.jeden einzelnen
anwenden). Beschrinken wir uns auf einen Bereich, in dem unsere Koor-
dinaten regulir sind, so wird die Hyperfiiche F durch die n Gleichungen

0=0(yudy 1)y Q=0 (A,..0d_,) (e=1..,0—1)
auf die Parameter ,,...,4, , bezogen. Setzen wir noch

Do_a<¢1:~-°: ‘pu—l) qu.,

. TP )
so wird
()
ar e* %/ n-921 D, n—2 .
on an =e"‘1 a, = lcos(g, n)

n—1 —
o I/ip§+ S atD,Dp ¢
@y o, f=1
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und

N 2 n-—-1 .
do— vaoa]/ip5+ S a** D, Dydi,...di,_,.
@ a, f=1

Dabei wurde die Normalenrichtung wmgekekr?, so dall wir hier im Falle
einer geschlossenen Fliche die snnere Normalenrichtung gewidhlt haben.
Daher wird

(22) W=(n—-z)ﬂgl—:}/%l)od%mdh_x

=(n— 2)‘U¢(<pl, e @) 8@ A, .

Der Integrand hingt, wie im § 2 aunsgefithrt wurde, nicht von o ab; das
Integral wird iiber denjenigen Teil der Hyperflichen o = konst. erstreckt,
auf welches das Flichenstiick F durch die Kurven ¢, = konst. projiziert
wird. Wir erhalten also das Potential der homogenen Doppelschicht als
esn Integral iber den betreffenden Teil der Hyperfliche o =1 (oder iiber-
haupt ¢ =konst.). Im Falle der Laplaceschen Gleichung ist das insbe-
sondere die Einheitskugel, und da @, =1 wird, ist der Integrand das Ober-
fiichenelement, so daB das Potential durch den riumlichen Winkel, unter
dem das Flichenstiick F' vom Punkte (&) aus gesehen wird, gegeben ist.
Im allgemeinen Fall kommt iiberall das Oberflichenelement mit dem
Faktor 1—% multipliziert vor, welcher bewirkt, da der Integrand nicht
0

mehr von ¢ abhingt, und eben dadurch entspricht das Integral (22)
vollkommen dem riumlichen Winkel. Speziell im , nichteuklidischen“ Fall
w0 a, nur von ¢ abhingt, baben wir wiederum die Oberfliche der Einheits-
kugel multipliziert mit einer reinen Zahl.

Ist die Hyperfliche F geschlossen und befindet sich der Punkt (&)
im Innern, so wird W= (n — 2) E (&), wihrend im AuBleren W= 0 wird.
Das ist die bekannte Sprungrelation. Hatten wir statt I" die normierte
Grundlésung K-benutzt, so wire selbstredend Z =1.

Man kann ebenso auch die allgemeinere GauBsche Formel iibertragen,
die sich auf das Potential

U (&) =[[[u(2) K(2;8)av

bezieht. Beachtet man nimlich, daB fiir alle Punkte innerhalb des Ge-
bietes ¢ 4,U=pu und auBerhalb 4,U =0 ist, so ergibt die Greensche
Formel ahnlich wie bei der Laplaceschen Gleichung?!), daB das Integral

oU
ff‘ﬁ dO,
F

1) Vgl z. B. E. Goursat, Cours @ Analyse mathématique 3, S. 280 (3. Aufl. 1923).



Lineare Differentialgleichungen vom elliptischen Typus. 647

(wobei nun nach &; differenziert und integriert wird), erstreckt iiber eine
beliebige, das Gebiet G nicht schneidende geschlossene Hyperflache, gleich

ist der von dieser Fldche eingeschlossenen ,Gesamtmasse”, d. h. f ) f pwdVvV
@

bzw. Null. (Der iibliche Faktor vom Betrage der Kugeloberfliche fehlt
bei uns infolge der Normierung der Grundiosung.)

§ 5.
Sidtze von Harnaek.

Der erste Harnacksche Satz der Potentialtheorie besagt bekanntlich,
daB eine Folge von in einem abgeschlossenen Bereiche reguliren Potential-
funktionen gleichmiBig konvergiert, falls die Randwerte es tun, und daf
die Grenzfunktionen wiederum der Laplaceschen Gleichung geniigt. Dieser
Satz folgt unmittelbar aus dem Satz vom Maximum und Minimum, und
gilt daher ohne weiteres fiir die Losungen der Gleichungen (8"), falls ¢ < 0.
Herr Lichtenstein'?) hat aber den Satz auch fiir die allgemeine Gleichung (8")
mit zwei unabhingigen Veranderlichen bewiesen, und sein Beweis kann
wortlhich auf den Fall von n Verinderlichen iibertragen werden, da er blo8
den Satz fiir Potentialfunktionen und die Greensche Funktion benutzt.

Der zweite Harnacksche Satz lautet: Wenn esne Folge (regulirer)
nichinegativer Potentialfunkiionen in eimem Punkte konvergiert, so kon-
vergiert ste auch in jedem Punkte des Bereiches und zwar wiederum gegen
etne Polentialfunkiton. Man beweist gewShnlich diesen Satz, indem man
aus der Poissonschen Formel durch Abschitzungen zum Hilfssatz gelangt:
Sind P und @ zwei beliebige Punkte eines Kreises, so gibt es zwei Kon-
stanten N und M, so daB in unmittelbar verstindlicher Bezeichnung die
Ungleichung
(23) Nu(@) S u(P)< Mu(Q)
gilt fiir jede in diesem Kreise regulire und positive Potentialfunktion.
Aus dieser Ungleichung ergibt sich unmittelbar eine eben solche fiir den
ganzen Bereich, und daraus folgt dann der zu beweisende Satz' leicht.

Wir sind nach dem Vorangegangenen imstande, ohne weiteres fiir die
(positiven) Losungen der allgemesnsten (homogenen) Differentialgleichung

(8" Adu+ 3 bu,+cu=0

eine Ungleichung wie (23) herzuleiten, und dadurch den Harnackschen
Satz zu iibertragen.

3%} L. Lichtenstein, Randwertanfgaben der Theorie der linearen partiellen Diffe-
rentialgleichungen zweiter Ordnung vom elliptischen Typus. I Crelles Journ. 142
(1918), 8. 1-40, insb. 8. 14-15.
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Betrachten wir einen willkiirlich gewdhiten Punkt P(§,,...,&,) im
Bereiche und die Schar der Hyperflichen I'(z; &)= konst. um diesen
Punkt, wobei I'(z;&) die Grundlésung der adjungierten Differential-
gleichung (9’) ist. Fiir eine hinreichend kleme Umgebung gilt der ver-
allgemeinerte Mittelwertsatz (17°),

o= 5 [

wobel u eine beliebige Losung der Differentialgleichung, und

do="Vady,...dg,_,

ist. Andererseits erhalten wir, wenn wir mit G (z; ) die am Rande o=4
verschwindende Greensche Funktion der adjungierten Differentialgleichung®)
bezeichnen, aus den Greenschen Formeln in bekannter Weise den Funktions-
wert in einem beliebigen inneren Punkte Q(i,,...,Z,)

(34) “@=—0G2 2>E(>ﬂ o e

T - 2)E'<z)ﬂ w(mn

Der Vergleich dieser beiden Formeln ergibt sofort, daB speziell fiir den
Mittelpunkt & die Greensche Funktion

G(z; &)= —

1 + 1

An—-2 Qn—z

ist. Nun ist fiir hinreichend kleine Werte 4, auf die wir uns beschrinkten,
die Grundisung und somit auch ¢ besténdig positiv; dasselbe gilt von
der GroBe a, wegen dem elliptischen Charakter der Differentialgleichung
<? ist ja der Koeffizient von u, in der Schreibweise von (14)) Es ist
also der Faktor unter dem Integralzemhen (24) fiir r=2¢& positiv. Aus
Stetigkeitsgriinden gibt es daher eine ganze abgeschlossene Umgebung U

des Punktes (£), so dap — 2D ~—yl—6f fiir alle Punkte (z,, ..., t,)
% 0Q
dieser Umgebung und alle Punkte (£,...,£,) der Hyperfliche o= 4
1 3G

wesentlich positiv wird, und dasselbe gilt dann auch von — 15" Da

nun die Hyperfliche ¢ =A4 und ebenso die Umgebung U abgeschlossen
sind, muB die Funktion ein positzves Minimum x und Maximum M haben.

13) Die Existenz dieser Greenschen Funktion ist klar, da wir uns auf hinreichend
kleine Umgebungen beschrinken.
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Setzen wir auch von der Lésungsfunktion # voraus, daf sie nirgends
negativ ist, so folgt aus dem Mittelwertsatz der Integralrechnung

“ 1 M f 1
(25) AG) ﬂﬂughly,%dogu(g)gmf) Jug”—lﬁz do.
o=4 e=4

Das hier auftretende Integral ist das des Mittelwertsatzes (17') und somit
ergibt sich

(25" pu(E) Su(r) < Mu(é);

dabei ist (g) ein beliebiger Punkt der Umgebung U, und die Konstanten u
und M hingen nicht von der besonderen Wahl der Funktion u ab. Die-
selbe Ungleichung gilt fiir alle positiven Losungsfunktionen z. Offenbar
gilt auch fiir zwei beliebige Punkte (r) und (z,) des Bereiches U eine

Ungleichung
& u(gl) Lu(r) £ M, u(r)

{{. Fir jeden Punkt (£) kann man so eine Um-

gebung U finden. Nach dem bekannten Borelschen Uberdeckungssatz ge-
niigen endlich viele dieser Umgebungen zur Uberdeckung des ganzen
Bereiches, und daraus folgert man, da8 es fiir jedes Punktpaar (&) und (x)
des Bereiches zwei Zahlen u, und M, gibt, so daB die Ungleichung

(26) Hou(8) S u(t) < Myu(é)

gilt, fiir jede nicht negative Losungsfunktion. Daraus folgt ohne weiteres,
dafl jede Folge solcher Losungsfunktionen im ganzen Bereiche konvergiert
(und zwar gleichmiBig), falls sie in einem Punkte (£) konvergiert. Aus
der Gleichung (24) folgt weiter, daB die Grenzfunktion derselben Diffe-
rentialgleichung gentigt. Es ist also der zweste Harnacksche Saiz allgemesn
bewiesen fir alle nicht negativen (d.h. aber nach § 3 positiven) Losungs-
funktionen der Differentialgleichung (8'), selbst fiir Gebiete, fiir welche
die Randwertaufgabe nicht losbar ist. Im Falle zweier unabhingiger
Verinderlicher wurde dieser Satz auf anderem Wege bereits von Herrn
Lichtenstein bewiesen*).

wit ,lzl:%, M, =

Kiel, den 5. Februar 1929.

) L. Lichtenstein, Beifrige zur Theorie der linearen partiellen Differential-
gleichungen zweiter Ordnung vom elliptischen Typus. Unendliche Folgen positiver
Losungen. Rendiconti del circolo mat. Palermo 33 (1912), 8. 201211,

(Eingegangen am 1. 3. 1929.)
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