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Zweidimensionale parabolische Randwertaufgaben
als Grenzfall eindimensionaler Randwertaufgaben.
Von
Erich Rothe in Breslau.

Gegeben sei die in den Ableitungen der gesuchten Funktion z lineare
Gleichung
2

9
M = R@ 5+ 8@ 9.2).

Fir 0 <y <1, 0<x werde eine stetig nach x differenzierbare Losung
z(z,y) von (1) gesucht, welche die Randbedingungen

(2) 2(0,9) =2 (y); 2(2,0)=0; 2(z,1)=0
erfiillt, wobei z, eine gegebene Funktion von y ist?).

1) Wegen der genaueren Voraussetzungen iiber die gegebenen Funktionen siehe

8. 653, 656 und 666.
Die aligemeinere Aufga.be

2 2—3(%3/) +S(:c ¥,2)+ T (z, y) E’xgg%iﬁ(m)}
2(0,y)=2(y); z2(=, o(x))—fo(x), z(x’zl(a;))-_-f:(x) (0)=1

148t sich, wie leicht zu sehen, unter gewissen Differenzierbarkeitsvoraussetzungen
iber die gegebenen Funktionen R, 8, T, xo, 21, fo» [, auf das Problem (1), (2)

zuriickfiihren : —1s()
Zunichst erhalt man durch die Transformation 7= Y xet®) s
1:(®) — 1o(2)

z(z,y)=u(&,n) die Gleichung

E=z,

M
mit den Randbedingungen
w(0,n)=u(n); u(8,0)=Fo(&); w(&1)=1(8).
Durch die Transformation

3 fran

u=ve °
(Portsetzung der FuBnote 1) auf nichster Seite.)
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Wir wollen nun z in der folgenden Weise zu approximieren versuchen:
wir teilen das Intervall von 0 bis X (X > 0) in » Teile der Linge 2 = X:n
und ersetzen (1), (2) durch

’ dz v+1 »+1 T Yy
(1) T;”?L=R(xv+1’ y)E'L;b*lﬂ#+S(xv+1’ ¥, w,),
(2') wo (y) =% (¥); w,,,(0)=0; w,,,(1)=0.

Da w, = 2, gegeben ist, stellt (1), (2") fiir » =0 ein eindimensionales
lineares Randwertproblem fiir die Funktion w, (y) dar; allgemein stellt
(1), (2') eine eindimensionale lingare Randwertaufgabe fiir w, , dar, wenn
w, schon bekannt ist (und w, noch im Definitionsbereich des Koeffizienten S
Hegt).

Die Arbeit zerfallt in vier Teile: Im ersten werden zwei Hilfssitze
iiber das Verhalten von Losungen gewisser eindimensionaler Randwert-
probleme zweiter Ordnung bei unendlich wachsendem, in der Differential-
gleichung enthaltenem Parameter i = 1:h bewiesen. Im'zwesten wird unter
Voraussetzung der Existenz einer Lésung z(z,y) des Problems (1), (2)
gezeigt, dafl die Differenz z(z,, y) — w, (y) mit feiner werdender Teilung
gegen Null strebt. Im dritten Teile wird gezeigt, wie man den Existenz-
beweis fiir die Losung von (1), (2) durch Grenziibergang aus den Lisungen
w,(y) von (1'), (2’) fithren kann (wobei sich zugleich eine Abschitznng
des Fehlers z(x,, y) — w, (y) ergibt, S.665)%). Bei diesem Beweis wird
aber vorausgesetzt, daf (1) in den Punkten =0, y=0 und 2 =0,
y =1 erfiillt ist. Diese Voraussetzung zieht starke Einschrinkungen fiir
die gegebene Funktion z,(y) nach sich (8. 656, insbesondere Gleichung (24)).

erhilt man eine Gleichung der Form
an®

nmit den Randbedingungen
v(0,9)=2v(n); 2(£,0)=g0(8); »(&,1)=g(5).

Durch die weitere Transformation

S, my=v(E,n)— 9 (E)(1—2) — g (E)7
erhilt man schlieflich ein Problem der Form (1), (2).

?) Wegen anderer Beweise fiir die Existenz von Losungen des Problems ver-
gleiche Gevrey, Journ. de Math. (6) 9 (1913) Equations aux dérivées partielles du
type parabolique. — Die in der vorliegenden Arbeit befolgte Methode 188t sich auch
anf gewisse Anfangswertprobleme partieller Differentialgleichungen anwenden. Die
Anregung dazu, die von mir zundichst fiir Anfangswertprobleme durchgefithrte Me-
thode auf Randwertaufgaben zu ubertragen, stammt von Herrn Prof. v. Mises.
Vgl. anch dessen Vortrag: ,Bemerkungen zur Hydrodynamik“, Zeitschr. {. angew.
Math. u. Mech. 7 (1927), insbesondere S. 439.

2
Rg(f,n)gg-i-s-z(f,mv)

42%
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Im wvierten Teil wird diese Einschrinkung wieder aufgehoben, indem eine
beliebige stetige (fiir y =0 und y =1 verschwindende) Funktion z,(y)
durch Funktionen approximiert wird, die die Voraussetzungen des dritten
Teils erfiilllen, und die Konvergenz der zugehorigen Losungen von (1) be-
wiesen wird. Hierbei wird benutzt, daB das Ergebnis des zweiten Teils
ausreicht, um die Existenz einer Greenschen Funktion zu beweisen.

L
Hilfssatz 1. Sei

(3) w’ —ig(y)w=—o(9)p(y,4),
(4) . w(0)=w(1)=0

o und ¢ seien in 0 <y <1 stetige Funktionen von y und es sei 0 < m < o(y).
@ sel iiberdies stetig in A fiir 1> 0. Bei festem 1> 0 ist dann

[N

(5) (w(y)] <+ Max | 0<y <),

Beweis. Nehmen wir zunédchst ¢ >0 an. Dann ist auch w>0.
Andernfalls hitte nimlich w in (0, 1) ein negatives Minimum. Da dieses
wegen (4) nicht in y =0 oder y =1 angenommen werden kann, wire
an der betreffenden Stelle w” >0, low <0, o >0, was nach (3) un-
moglich ist. w nimmt daher ein positives Maximum an, und an der Stelle,
wo dieses angenommen wird, ist nach (3)

2 =
—l-—w— 1920.

Wegen w > 0 folgt hieraus die Behauptung im Falle ¢ > 0.
Zum Beweise des allgemeinen Falles bemerken wir, dafl die Losung
von (3), (4) durch

(6) w(y)=0fe(n)¢(ml)g(y, 7, 4)dy

gegeben wird, wenn g die zu der Randbedingung (4) gehorige Greensche
Funktion von w"” — dlow ist. Nun ist g(y,%,4) >0, wenn y und % in
{0, 1) liegen. Daher folgt aus (6)

(7) !w(y)}é‘)fe(n)1¢(n,l){9(y:n,l)dn-

Das rechts stehende Integral ist aber die Lésung von (8), (4), wenn in
(3) @ durch |@| ersetzt wird und daher nach dem schon Bewiesenen
gewil < &x}—_’—ﬂ, so dal aus (7) die zu beweisende Ungleichung (5) folgt.
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Hilfssatz 2. Sei w(y) die durch
w(0)=e, w(@)=4p
bestimmte Losung von (3). Dann ist bei festem 1 >0
() 0] S 7 Max|g| +Max(je|, [8)  (0<y<).
Beweis. Wir setzen w=w, + w,, wo w, und w, durch
wi! —le(y)w,=—0(9 @ (¥,2) w (0)=w,(1)=0
wi — do(y)wy =0 w, (0) =e; w, (1) =B

bestimmt sind. Da w, in einem snneren Punkte von (0,1) weder ein
positives Maximum noch ein negatives Minimum annehmen kann, ist
[w,| < Max (|ef,!8]); daher folgt die Behauptung (8) aus Hilfssatz 1.

IL
Satz 1. Im Bereiche
(9) 0<z<X, 0<y<1, |[2/<Z
seien die Koeffizienten R, S von (1) nebst ihren ersten Ablestungen nach z

stetige Funktionen ihrer Argumente; ferner sei R esnmal stetig nach x,
zwesmal stetig nach y differenzierbar und es sei im Bereiche (9)

(10) R(z,y)=m>0.
Wir behaupien: Wenn eine Losung z(z,y) von (1), (2) existiert, die in
1) 0z<La<X, 0<y<L1

nebst threr ersten Ablestung nach x stetig ist (auch am Rande des Be-
resches (11)) und dort der Bedingung
(12) 2| Le< 2
geniigl, so gibt es zu jedem positiven ¢ < Z — ¢ eine positive Zahl ny,=ny (&),
so daf fir n > n,

v X
(13) |2 (2, y) — 0, (y)| < (2. =% v=0,1,...[%])

wo w,(y) die durch (1'), (2") bestimmien Funktionen sind.
Beweis. Setzen wir z(z,,y)=12,(y) und
"

W) (F) =ETE g () (=3 r+1=12,..[2)),

T= Ty iy

so liefert (1) fiir x =2, ,

a 1 (d Ty
(15) z,+ =R(z,,,, y)z — +8(z, .y, 9, 2, 01) T B0 9) 111 (¥)-
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Rechnen wir zunichst formal®) und ziehen (1) von (15) ab, so er-
halten wir, wenn noch

(16) 2,1 (¥) =W, (¥)=72,,.(¥)
gesetzt wird,

dy, Yr4+1— V>
ﬁ = R (xr—-}-l’ y —_i"]iﬁ + S(xv+1’ y’ zv+1) - S (zy+1’ y’ wae)—‘LR(x'H-l’ y> ’77-;—1

v — v —a—‘—s—
=R (z,,,, f‘/)z—%i + 5 (=2 +n)+EBE, 090

(dabei bedeutet das Uberstreichen, da8 fiir das Argument z gewisse Mittel-
werte zwischen z, , und w, zu nehmen sind). 1y, ,, geniigt also der
Differentialgleichung

(17) rrr1—Aev, 1 =e(¥)w(y, 1),

worin
1
l=f’ e(y)=E(z,,5¥)

und

a .a—gza' ‘"zv+7v
(18) Q/}(y:ﬂ):”l?’f}—'gz‘m*'%n

_ | W JENES
— =l tmmy ) e R e

gesetzt ist. AuBerdem ist wegen (2), (2') und (16)

(19) 7r+1(0)=172,.2(1)=0 und y,(y)=0.

Unter der Annahme, daB w, stetig und absolut < Z (deren Richtigkeit
noch zu beweisen ist), geniigt daher das Problem (17), (19) erstens allen
Voraussetzungen des Hilfssatzes 1, und zweitens ist auf Grund der gemachten
Voraussetzungen nach (18)

(A L2y (1+5) + 5 (G +5)s

wo 7, gleichmiBig in (49) mit % gegen Null geht, und A4 eine passend
gewihlte, von y, » und 1 unabhingige positive Konstante ist. Aus Hilfs-
satz 1 folgt daher

(20) (7,42(¥)| < +Max |y (y, 4)| < Max [y, | (14 4B) + 5 A(h+ 1) .

Zu beweisen ist nun erstens, daB die Annahme |w,| < Z und w, stetig
berechtigt ist, und zweitens, daB y, fir » =0, 1, ..., [%} mit % gleichmaBig

%) Gleichung (1’) hat nur einen Sinn, wenn schon gezeigt ist, daB w, noch im
Definitionsbereich von § liegt, d.h. daB jw, ;< Z ist.
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in y und » gegen Null geht. Hierzu wollen wir induktiv die folgenden
beiden Behauptungen-beweisen:

7 sel die nicht kleinere der Zahlen % und 7,. Da dann 7z gleichmiBig
in 2 und ¥y mit ~ gegen Null geht, gibt es eine Zahl A,, so daB fir
0<h<h,

(21) 1 AXedX < Z —¢

ist (vgl. (12)). Fir 0 < h < h, behaupten wir nun:

a) w,,, ist stetig und |w, ., [<Z (v= —1,0,1,..., Bﬂ—l),

b) |7, (r+1)he(1+4R) 4.

Fir vy = —1 sind diese Behauptungen richtig: die Behauptung a)
wegen w,=2z,=12(0,y) nach (12), die Behauptung b) wegen y,=0.
Nehmen wir nun an, daf a) und b) richtig seien, wenn man » durch » —1
ersetzt. Dann folgt wegen a), daf die Argumente der in (1') auftretenden
Funktionen innerhalb des Bereiches (9) liegen. Die frithere formale Schluf-
weise besteht dann zu Recht und es gilt die Ungleichung (20). Aus dieser
folgt auf Grund der Induktionsannahme b) (in der » —1 an Stelle von »
zu setzen ist):

|#yen] vhe(1+AR) T A(1-+AR) + 5 A(h+17,)h
<vhe(1+Ah) A+ Aht <v-he(1+Ah) A+ hr(1+AR) A,

womit die Behauptung b) erwiesen ist. a) ist- aber ebenfalls richtig; denn
es ist erstens w,,, als Losung des Problems (1'), (2) gewiB stetig und
zweitens nach (12), b) und (21)

:;’w,,,,.;l é[zw-l;+i?’y+1i§c+(”+1)hz(1+‘4h>v‘4
<0+XT(1+£§—>"A<C+TAX6‘1X<Z.

Hiermit sind a) und b) allgemein bewiesen. Nunmehr folgt leicht, daf y,
gleichméBig in y und » gegen Null geht, denn es ist nach b):
na
v AX {?]
(22) |#yeal Sar(1+4R)" A< ara (14 55
na

gauﬁt(l +*%A;>f< ardesd,

Hiermit ist Satz 1 bewiesen, da 7 gleichmiBig in 2 und y mit 2 gegen
Null geht.

Folgerung. Aus dem eben bewiesenen Satze ergibt sich unmittelbar,
daB es hochstens eine Losung des Problems (1), (2) gibt, welche die in
dem Satze angefiihrten Voraussetzungen erfiillt.



656 E. Rothe.

1

Satz 2. Vorgelegt sei das Problem (1), (2). Die Koeffizienten von (1)
mégen den in Satz 1 gemachien Vorausselzungen geniigen. Die gegebene
FPunktion z,(y) sei viermal stetig differenzierbar und es sei
(23) 2(0)=0; 2z(1)=0; |z(y)[<Z {fir 0<y<1.

Auferdem werde vorausgesetzt, dafi die Differentialgleichung (1) in
den Punkten (0,0) und (0,1) des Randes erfullt sei, d. h. es sei wegen
(1), (2):

dﬁ dS .
(24)  (52) =8(0,0,20); (£2) =8(0,1%)."

88 #°8 a8 2°8 o8 2°S ¥°R 2’8 .
Ferner sollen -5';, FreE —3:{/-, 5!/-2, *a—z‘, —a‘—z—e—, '5—'”—2" und ey exestveren

und im Bereiche (9) stetig sein. Dann ¢gibi es bes passender Wahl der
Konstanten a eine (und, wie aus der am Schiuf von I (8. 655) gemachten
Bemerkung folgt, nur esne) Losung von (1), (2), die im Bereiche (11) ein-
mal stetig nach x differenzierbar ist.

Beweis. Wir gehen aus von dem Problem (1'), (2’) und werden
zunidchst einige Eigenschaften der Losungen w),(y) dieses Problems fest-
stellen.

1. Es gibt eine von #», ¥ und % unabhingige Konstante L, so daf

(25) lw,.1(¥) —w,(y)| < Lh (0<y<T)
fiir alle »=0, 1, 2, ... ist, die der Ungleichung
(26) z,=vh<a—h
geniigen, wobei fiir die positive Konstante ¢ die Ungleichungen
(27) a< X,
1 KX
(28) a<(Z“lzoi)m)—K“

%) Verlangt man, dafl die Losung z sowie o stetig auch am Rande des Be-
ox

reiches (11) sind, so ist die Bedingung (24) [und natiéirlich auch (23)], wie man
sich leicht iiberlegt, notwendig. [Implizite ist (23), (24) also schon bei Satz 1 voraus-
gesetzt.] Bei der hier befolgten Methode, -g—z-
mieren, wobei von x =0 ausgegangen wird, erscheint die Voraussetzung der Stetigkeit
von % auch fir =0 jedenfalls als naheliegend. Die Befreiung von der Bedingung (24)
erfolgt in 1V.

durch Differenzenquotienten zu approxi-
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gelten. Die von v, y und % unabhingige Zahl K soll dabei den Un-
gleichungen

(29) 18—z <k,

(30) | <E,
o8

(31) }3xr

geniigen. Um nun (25) zu beweisen, werden wir zeigen: Fiir die der Un-
gleichung (26) geniigenden » ist

(32) ' |, s —w,| < Kh(14 Kk)"(1+ k).

Aus (32) folgt in der Tat unsere Behauptung (25), denn es ist wegen = X: %

(33) (14+KhY=(1+55 < (145 <exx, pr—s,<x,
so daB (25) mit

(84) L= KekX(1+X)

erfullt ist.

(32) beweisen wir induktiv. Aus (1) fiir » —0 folgt durch Sub-
traktion von w{ = zy

—l
(dw0)" — R (2, 9) 53> = 8 (2, 2) — = R (3, y) 2 0 =541 7)
und aus (2), (23) folgt
(dwy)y—o = (dw,)y_1=0.
Aus Hilfssatz 1 in Verbindung mit (29) folgt daher |duw,|< hK. Hiermit
ist (82) fiir v =0 bewiesen.

Um die Ungleichung, die aus (32) entsteht, wenn » durch » -1
ersetzt wird (unter Annahme der Giiltigkeit von (32) fir =0, 1,...,),
zu beweisen, falls noch (v 41)h <a—h, bemerken wir zunachst daﬁ
unter Beachtung von (33) aus der Induktionsannahme

1wp+1 wy| < |dwy| + [dw, | +...+ {Aw?} <(p+1)hKeEX(1-+X)

<aKeEX(1+X) (p=0,1,...,%),

also wegen w, =z, -

[9,,1— 2| < aKeEX (14 X) (p=0,1,...,%)
oder nach (28)

l p+1l (p:0> 1:*":")

®) Das Zeichen 4 ist hier wie im folgenden in bezug auf » bzw. z, nicht in bezug
auf y gemeint. Also:

Awr— Wy 41 (y)"" w‘»(y); Aaw’:w‘r+2{y)— 2””-&1(?’)"‘}' wf(y)‘
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folgt. Daher liegen 2z, ., y, w, und Zyy2s Yo Wyys noch im Bereiche
0<2<a, 0Ly<1, |2|]< Z. Ziehen wir nun (1'), (2") von denjenigen
Gleichungen ab, die entstehen, wenn » durch »-}-1 ersetzt wird:

4w,
(4w, ,,)" — B (2,4 y) =5

4w,
=—R(z,,,, y) 2 +8(2, 04w, 1) — 8(2,,.1, Y, w,)
R(xr :?/) R(x’v 1;9)—3(% :y)
B “{‘”"v[“r B Tce

. h S(x,,.{_g, ?/, wﬂ‘+1‘) - S(x'l'—i-l) y: wv)}
B(2y12,9) ’

Aw‘v+1

{:va-e-x) R(x'v-l—%’ Z/)

=~ el 1 - gt S (E R - Faan )

(Aw»T1)y=0 - (A +1>?/ 1=0.
Auf Grund von Hilfssatz 1 ist nun |dw, .| kleiner als das Maximum des
Betrages des in der geschweiften Klammer stehenden Ausdrucks., Daher
wird nach (30), (31)

|dw,, | < Max{|dw,|}(1 + Kh)+ Kh*
also nach Induktionsannahme (32)
[dw, ' < Kh(1+Kh)** (1 +ho)+ KA®
<Kh(1-+KB)"™(1+h»)+ KA*(1+ Kh)"™
— Kh(1+ KR [14+h(v +1)],
womit (32) allgemein und damit (25) bewiesen ist.
2. Es gibt eine von y und A unabhingige Konstante L, so da8

(35) (Adwy)" < Lk

ist. Zum Beweise subtrahieren wir w{ von Gleichung (1) fiir » = 0:
> ” 4 U

(36) (dw,) "‘R(x:vy)“i?'q:‘s(xv?/:wo)—'wé :

M8 (a, y,we)—wf') ’

Addieren wir kL :] , 8o erhalten wir

R(x,y)
< S(xny)wo)—‘w” ” R(xny) S(xx:y>wo)"w0”
(37) {Aw0+h B(z.,y) OJ - ‘:Aw0+h E(z,,y) }
8 (2, ?/:wc) wi
= h (P
oR 28 a8

) Die nicht niher bezeichneten Argumente von 2 7z’ 95 sind fiir x bzw. 2z

gewisse Mittelwerte zwischen 2, ., und 2, ., bzw. w, und w, ;.
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Fiir y =0 wird nun nach (2'), (23), (24) und (10)

L 8 (2,,0,w)—wf' |, |8(z,,0,0)—8(0,0,0)!
dw, +h R(x,,o()) 0{_}‘) R(z,0) |

und die gleiche Abschitzung gilt fiir y =1. Aus (37) folgt daher nach
Hilfssatz 2

Adw, 4+ h

a8 |
< — Max] |

8(wy,y,w,) —wf h‘z{ Sz, y,wy) —~wi\" |
R (z1,y) =m ( R )

Hieraus folgt nach (36) die Behauptung (35) mit
Max R 8 (x,y,w,) —w§\" |
L, =8 [hax (——%————w; | + Max ,ax ]

i

()

3. Es gibt eine von », A und y unabhémglge Konstante L,, so daB

(38) |42 w,| < Ly h* (fir (» +2)h < a).
Zum Beweise wihlen wir eine Konstante K,, so daf

(39) o [LMas |2 !—{—M “’S +LMax1BS -+ L] <K,

(40) -[2Max 2% 4 Max a—s-;‘J <K,

(41) ~[LMax'gf,+M i+ 2LMax |20 |+ L*Max #i

Dann behaupten wir

(42) [4%w,| < K, B*(1+ KB (1 +hv) ((»+2)0h<La).
Hieraus folgt die Behauptung (38) mit L, = K, eX&:X (1 + X) (vgl. den
entsprechenden SchluB von (32) auf (25)).

Um nun (42) fir » =0 zu beweisen, ziehen wir von Gleichung (1)
fiir » = 0 auf beiden Seiten wg und ebenso w{’ von Gleichung (1) fiir » =1
ab. Die so entstandenen Gleichungen subtrahieren wir voneinander und
erhalten

(10 — )" — (0, — wy)" = B (2,,9) 2752 — B (2, 9) 52

+ 8 (25 9, w,) — S(xv Y, w,) — (wi — wy')

.oder
(43) (4210,)" — B (z,,9) 52

w,—w, B(x,y) — R(z,,y) 1 a8 a8 "
"R(x”y)[ 2R(%,y) +R(%,y)(h55+dw°5§_(dw°) >}

3% und 2 5 in bezug auf :v bzw. z Zwischenwerte zwischen
2y, %y bzw. wy, wy). Da auBerdem nach (2’) und (23)
(Aswo) = (Aswo)y=1 =0

y:ﬁ

{(Argument von — 28
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so folgt nach Hilfssatz 1, daB |4%w,|:» Kleiner als das Maximum des
absolut genommenen in der eckigen Klammer der Gleichung (43) stehenden
Ausdrucks ist. Dieser ist aber mnach (25), (10) und (35) dem Betrage
nach kleiner als

[LMa.xi—a——g—}-Max—— —!—LMaxi —i—L]

Hieraus im Verein mit (39) folgt (42) fiir y = 0. Wir wollen jetzt (42)
fiir » +~1 unter Annahme der Giiltigkeit fiir » beweisen, falls noch
(» +3)h < a. Geeignete Kombination dreier aufeinanderfolgender der
Gleichungen (1) liefert fiir (v +3)h < a

da*4* v v T W,y 2
dyu; + :Ag{R (xw+1>y)w e }+ 4 S(xv+1:y’wy>
4? v 1“4 v A »
_R(mw+3’y)—£i——-_ui [R( 0—!—3’2/) R(xv+1’y)] =
4 V1 k1
+ wh+ AQR(xv-ivl’y)—*—A S(xr+1’y’wv)’

oder

24% s, B (245,7)
(44) g B(@ny) TR = T

{A‘..‘w [I_R(xv-{-s’y)"R(xﬂ{-].;y)il va+1 A R(xr+1)y)+hA S(x'r+1:y:wv)}
R(xv«i-a:y) B (%, 44,%)

AuBerdem ist nach (2')
(45) (Agwy.l.]_)y:o == (A2Wy+1)y=1 =0.
Wir kénnen daher wieder Hilfssatz 1 anwenden. Beachten wir, daB

Ass(x?-{-l’y’ w‘r} = S(x'v+3’ y’wr+2 - zs(xv+2’y’ww+1)+ S(xv+1’y’w'r)
=8(x, ;+2h,y,w,+ Adw, + dw, ,) — 8 (%, ., + k. y,w, + 4w,)
—8(%, .y + by, w, +va+l)+8(x7+1,y,w)
+ 8z, ., + by, w,+dw, S(z,., +hy,w + dw,),
also
AES( 1’+1’y’ v)
2°8 | a8

a S g -
=15+ h(dw,+ dw H)am +dw, 4w, 5 + 74w, 7)

dx?
?) Die Argumente der zweiten Ableitungen von S sind:
S xv+1+(ﬁ1+"9g)h:y’ wﬂ”’*"’ﬂlﬁww'{“'&zdwwﬁ-; (0<ﬂt<1)k;
die von -a——-:
oz
By o Yy Woir + 93 (AWy 1y —Aw) =Wy i + 547w, .
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ist, so folgt auf Grund von (25), daB der Betrag des in der geschweiften
Klammer der Gleichung (44) stehenden Ausdrucks kleiner ist als

2 h R | 98 \7
Max | 4 w1[14-v-<szx1——%4-me,3;)J
b o°8 | 2°8
o (n Max a?‘H.M wz+2LM Mz+J}Mm7;)
Daher folgt aus (44), (45) unter Beachtung von (40), (41) nach Hilfssatz 1
[A*w,,,| < Max| 4w, | (1+ K, b))+ K R°.
Also ist nach Induktionsannahme (42)
4w, | < K B (1 + E BT (1+hv)+R°K,
<K h(1+ KR (1+hy)+b K (1+ K h)* 0
=K h*(1+ K B) (1 k(v +1)),

womit die Behauptung (42), also auch (38) bewiesen ist.
Um nun die Existenz einer Losung von (1), (2) zu beweisen, lassen
wir A die Folge

W =X:2" (n=1,2,..)

durchlaufen. Die Losung von (1), (2') fiir h=h™ sei @{. Femner sei
vh™ = 2. Betrachten wir irgendeinen festen Punkt z des Intervalles 0, a,

dessen Abszisse von der Form z =i§—§’~ (g=0,1,..;m=1,2,...) ist.
Ist dann

x = h(n) v,
so wollen wir zunichst zeigen, da

lim ) (y)

n->w
existiert und daB die Konvergenz gleichmiBig in z und y ist. Zum Be-
weise wollen wir wi"™? — w{" abschitzen. Setzen wir fiir den Augenblick

Yrv1

der Einfachheit halber », =p=-1, also », ,=2p--2, so ist nach
(1, (2)

d 1 = v 7]
(46) "G = B(z,9) AT 4 S(m g uf”); wa(0)=ufh (1)=0,

. d’wé wi w (n+1)
(47) Ty'z'*”* =R(z,y) ﬁ%ﬁm + 8(z,y, wipit);

w33 (0) = i B (1) = 0

Wegen 5" — —l—h(”) ist

(n+1) (n+1) (#+1) (r+1, (n+1) (»+1 (n+1
Wiptz ~Wapyi 1 Wypie — 2wyt )+ + wiphs —wgyt
Bt T g T ple+n) ) -
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Daher folgt aus (46), (47) durch Subtraktion, wenn noch Wy — Wity = vp44
gesetzt wird,

a*vp4a R
(48) e ‘—;;) (%, 9) vy,
E(z, y) w® P A
=T m v+ 8(2, y, wp ) — S (2, y, wapri T3 amrn
(49) V41(0) =12,,,(1)=0.
Die rechte Seite der Gleichung ist
Bz, y) T h® 88, i ) @+ ¥
T aw T Ry 6 (P T ) +1~e<w, A7 ]
08 [ pint D _ )y (n+1)
_R(z,y) {v [1_ B® 2§} +h"° wipsl —wp )+ 47wy }
™ UP R(z,y) oz E(z,y)

Da nach (25) und (38)
!wy;ill) _ wg(;z;{—l)l« < Lh(‘n-}-l) — _;_Lh(n);
| 4%y < Lo (W) = L ()’

ist, wird der in der geschweiften Klammer stehende Ausdruck dem Betrage
nach kleiner als

| (12 Max| 521+ 5 (67 [Dax 35+ 2],
Daher folgt aus (48), (49) nach Hilfssatz 1

(50) !vp—l—l! < Max[?)pi(l + K, k<”)) +K2(h(”))2,
sobald die von z,y,n unabhingige Konstante K, die Ungleichungen .
(51) -Max[aS’<K?’ 2—1m~[LM ;asﬁ_2 ]<K;

erfiilllt. Da v,= 0 ist, ergibt sich aus (50) rekursiv
1052 S Ky (B7)* (2 +1) (1 + K, ™) < B ™ 2™

Somit ist bewiesen

| el [ <A E,ze™* (0Sa<a; 0<y<1).
Ebenso ist

‘w(n+2) _ wy::l){ < oty K, ze&

kg T3
.................

—1 i~ .
lwini) — wa i TV | S BOTTY R, e® (6=1,2,8,...).

YR+

o8 . . . .
%) Das Argument z von Bg ist ein Mittelwert zwischen wé’;,tll) und w(")
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Also, da A" <=p™ 2%,
(52) oD — ™ < A" K, ze%* 2 LD & e

u=0

oder erst recht
(53) I (n+t) wi’f[ < Ibm)2-Ko XeKaX

Hieraus folgt die behauptete gleichmaBige Konvergenz der w”. Die Grenz-
funktion sei w(x,y); sie ist definiert fiir alle y im Intervall 0 <y <1
und alle z der Form Xg¢:2" im Intervall 0 bis @. Nach (25) geniigen
die Funktionen w”(y) in bezug auf 2 einer von y und » unabhingigen
Llpschltzbedmgung, so daB fiir die Grenzfunktion w(z,y) offenbar das
gleiche gilt. Hieraus wiederum folgt, daB w(z,y) zu einer eindeutig be-
stimmten, fiir alle 2 des Intervalles 0 < « < ¢ definierten Funktion 2 (2, )
erginzt werden kann, welche ihrerseits einer von y unabhingigen Lipschitz-
bedingung in bezug auf z geniigt. Ferner folgt unter Benutzung der fiir

jede Funktion f(z) giiltigen Identitdt
ey flz+28") —2f(@ -+ k™) 4+ f(2)
g PAUCES v+ p+2)R"TP) = 2f (x4 (» + p+ 1 R"D)
+ (x4 04w )]
aus (38) leicht die Ungleichung
|4%2| = |z(z +2h, y) — 2z(x+h, y) +2(z, 9)| < L, A*.

Hieraus wiederum folgt die Existenz und Stetigkeit von %. )

%) Sei in der Tat f(z) eine im Intervall 0,a stetige Funktion, fiir welche
* [f(x+2R™)—2f(2+h™)+ f(2)| < L, b™" (A" =X:2%)
gilt; dann ist, wie wir behaupten, f(z) stetig differenzierbar. Ist nimlich
A(f,h)=f(z+b)—f(2),

A%(f,b) =f(z+2h) - 2f (z+B) +1 (2],
so gilt identisch

A(f,h):A*( ,§)+24( -g)

Hieraus folgt durch wiederholte Anwendung

A(f,B) = 2'21 14( -—)+21<A(, ) (k=1,2,...).
Setzen wir hierin A=54" =X:2%, so folgt nach Division durch A wegen
AR = gkh(a+k)

k
LR R N (]
R pintR hln)

(Forbsetmng der FuBnote *) auf nichster Seite.)
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Um nunmehr zu zeigen, daB z der Differentialgleichung (1) geniigt,
behaupten wir zunichst: Fir jedes z (0 Lz < a) der Form Xgq:2°
(g=0,1,2,..;p=1,2,...) st

oz . ﬁ:') -wf:)
(54) ou n%__%_ (’,”h(n)=x),
und zwar ist die Konvergenz im Bereiche (49) gleichmiBig in z und y.

Beweis. Sei &> 0 eine vorgegebene Zahl. Wegen der Stetigkeit

von % konnen wir eine von z und y unabhingige Zahl % so wahlen, dafl
(55) j02(2,9) 2(@+h®, y) —2(2,y)
| bz & f 3

ist. Wir behaupten aber weiter: Wir konnen #% auch so grofl wihlen, dafl
fir n 2% .
Wy e ), v, b =24+ ™

(56) | ynmn) - yﬁ;(n) =<3 v B =z .
(’.”+ 1) k(n) =zt k(n)

denn die gleiche Betrachtung wie die in Anm. ?) zeigt auf Grund von (38),

daB die links stehende Differenz kleiner als 4™ L,:2 (vgl. die Ungleichung *»

der Anm.) ist. Wegen der gleichméBigen Konvergenz kénnen wir ferner zu
2™ ein m, >% so wihlen, da8 fiir n>n,

. 2(z+b3,y) —z(z,y) w -w®|
(57) G T T p@ | < 3

Addition der Ungleichungen (55) bis (57) lLiefert aber die Behauptung (54).

(1’1”7&("):2:%—7&(;’)).

Also ist nach

s ALRD) AR 221 LY Ly ESTE
h(») h(n-l-k) I h(n) 227. - 2 = 21 2

Aus dieser Ungleichung folgt aber nach dem Cauchyschen Konvergenzprinzip, da8
die Folge der stetigen Funktionen von 2

A3 ™) _f(z+0") —f(2)
f,‘(m) = R = B®

gleichmifig konvergiert. Die Grenzfunktion, die nach Definition eine spezielle rechte
Derivierte von f () ist, ist also stetig. Aus der Existenz einer stetigen Derivierten
folgt aber nach einem Satz aus der Theorie der reellen Funktionen, da8 f(x) stetig
differenzierbar ist (s. Carathéodory, Vorlesungen iiber reelle Funktionen, 1. Awufl,
S. 534, Satz 7). In unserem Falle ist f(x)=2(z,y); da die Abschitzung *, also
auch ** una,bhb‘,ngig von y gilt, ist die Konvergenz der f, gleichmiBig in = und y,

also stehlg in (x,¥).




Zweidimensionale parabolische Randwertaufgaben. 665

Fiir jedes positive z << a der Form Xgq:27 besteht nun von einem
gewissen n ab die Gleichung

d2pm w®

dy“’n+1 R(x +h(n)’ y) wd;(m 5 __}_ S(x +h(ﬂ\’ v, wﬁ:))

Nach dem Bewiesenen existiert der Limes der rechten Seite fiir n = oo,

und zwar ist die Konvergenz gleichmiflig in (2, y). Daher konvergiert
a2

auch ~—7w’i+i gleichmifig gegen eine stetige Grenzfunktion W(z,y), die
y®

fir alle x der Form Xgq:2” erklart ist, und es besteht nach (54) fiir alle

z dieser Form die Gleichung
W(z,y)=R(z,9) 2=+ 8 (2,9, 2(2, ).

Die rechte Seite ist fiir alle positiven 2 < @ definiert und stetig, und wir
definieren W(z, y) fiir alle diese 2 durch diese Gleichung. Es ist nun zu

zeigen, daf Z—;—z existiert und gleich W(z, y) ist. Fiir alle 2 der Form
Xgq:2% ist das klar®?). Ist z ein beliebiger Wert des Intervalles 0, a, so
sei z, eine Folge gegen 2 konvergierender Zahlen der Form X¢:27?. Dann

ist auf Grund des schon Bewiesenen gleichmiBig in y
klim z(z,y)=z2(2,9),
a z(ftk, y)
Jim, P (e )
Hieraus folgt die Behauptung (vgl. Anm. %))
Hiermit ist gezeigt, daB die Funktion z die Gleichung (1) erfiillt. DaB
die Randbedingungen (2) erfiillt sind, ist klar, da sie von allen w,™
erfiillt sind und 2z stetig ist. — Satz 2 ist somit bewiesen.

Bemerkung iiber den Fehler z(z,, y) — w,(y). Eine Abschitzung
dieses Fehlers liegt schon in Gleichung (22), 8.655, vor. Jedoch hingt

10) Ist gleichmiaBigin 0 <y <1 ]im g,z (¥)=¢(y), ist ferner g, zweimal stetig
differenzierbar und ist gleichmaBig hm g”—G(y), so existiert g” (y) und es ist
G(¥)=9"(y). Denn es ist

9 (y)= an+bny+ff9 (&)at.

Hieraus folgt auf Grund der Voraussetzungen zunichst, daf lim a, + b,y existiert
also auch lim a,=¢a, lim b,="5 existieren. Also wird B> oo

n-»rcx n—r o

Yy
9(9)=a+by+g€(§‘)dc,

woraus die Behauptung folgt.
Mathematische Annalen. 102. 43
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die dort auftretende Zahl z von der durch (14) definierten Funktion 7,(y)
ab. Die Benutzung dieser Abschitzung wiirde daher schon die Kenntnis
der gesuchten Losung z voraussetzen. Dagegen erhalten wir aus (52) die
Abschitzung

l2(2, y) — i (y)| < BT 2K, 2e™" (™, =),

wo K,, wie aus dem Beweis fiir Satz 2 hervorgeht, aus den gegebenen
Funktionen R, 8, z, und deren Ableitungen berechenbar ist: Man bestimme
zuerst m (Gleichung (10)), dann K (Gleichung (29) bis (31)), dann L
(Gleichung (34)), dann L, (8.659), dann K, (Gleichung (39) bis (41)),
dann L, (8.659) und schlieflich K, nach (51).

Iv.

Satz 3. Vorgelegt set das Problem (1), (2). Die Koeffizienten von (1)
mogen den tn Satz 2 gemachten Voraussetzungen geniigen. Auferdem werde

2
noch Existenz und Stetigkest von :7?;

bis zu den vierten vorausgesetzt. Uber z,(y) werde dagegen aufer (23) nur
Stetigheit vorausgesetzt. Ist dann a eine den Ungleichungen (27), (28)
geniigende positive Konstante, so existiert eine der Randbedingung (2) ge-
niigende Funktion z(x,y), die in jedem inneren Punkte von (11) eine
Lésung von (1) ist.

sowre der Ableitungen von R (z,y)

Beweis. Wir wollen zunichst eine Folge von Funktionen z{®(y) her-
stellen, die gleichmifig in 0 <y <1 gegen z,(y) konvergieren und von
denen jede die in Satz 2 iiber z, gemachten Voraussetzungen erfiillt. Sei
s(y) eine zweimal stetig differenzierbare Funktion, die den Bedingungen

(58) s(0)=.8(0,0,0); s(1)=28(0,1,0)
geniigt. Die Funktion

Fly) = 5 (9) + [ s(1) 7 m)

_ [A—n)y fir y< 17)
(y(y, 1= {v(l—y) n Y27
ist dann jedenfalls in 0 <y < 1 stetig und verschwindet fiir y = 0 und y = 1.
Erweitern wir den Definitionsbereich durch die Festsetzung F(— y) = — F(y),
F(y+2)= F(y), so erhalten wir eine iiberall stetige ungerade periodische
Funktion. Die Fejérschen aus den Fourierkoeffizienten von F(y) gebildeten
Mittel 4,(y) enthalten daher nur Sinusglieder und verschwinden nebst
allen Ableitungen gerader Ordnung fiir y =0, y = 1; auBerdem ist gleich-
méfig in (0, 1)
(60) F(y) = lim 4, (y).

(59)
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Wir setzen nun

(61) @"(y) = 4,(9) = Js(n)r(y, W) dn.
Dann ist

(62) 2" (0) = 2" (1) =0

und

(63) 2" (y) = An (3) + 8(9),

also

)ll

2 =5(0);  2™'(1) = s(1)
oder nach (58) und (62)

27 (0) = 8(0,0,zM©0), =2(1) = 8(0, 1, 2" 1)).

Ferner ist 23" (y) nach (63) viermal stetig differenzierbar, da 4, und s
zweimal stetig differenzierbar sind. Da auflerdem nach (59) bis (61) gleich-
milig
(64) Jim 9(3) = %0
ist, ist fiir geniigend gro8es n nicht nur nach (23)

Iz < Z,

sondern es gilt auch die Ungleichung (28) noch, wenn in ibr z, durch z"
ersetzt wird. Im folgenden soll » immer so groB gewahlt sein. Nach dem
Vorstehenden erfiillt dann z§”(y) alle in Satz 2 von z, verlangten Vor-
aussetzungen. Nach diesem Satz existiert daher im abgeschlossenen Be-
reiche (11) eine Lésung z™ (z, y) von (1), die die Randbedingungen
(65) 2™ (0,y)=a"(y); 2"(2,0)=2"(2,1)=0
geniigt. Konnen wir nun zeigen, da8 die 2% (2, y) in dem abgeschlossenen

2, (R)
Bereiche (11) g P2" in jedem ab-
geschlossenen Teilbereiche von (11) gleichmiflig konvergieren, so geniigt
z(z, y) = im 2™ (2, y) offenbar allen Forderungen unseres Satzes.

n->»oo

Fiir den Nachweis der Konvergenz ist die Annahme
(66), B(z,y)=1

keine Beschrinkung der Allgemeinheit, wie man leicht ersieht, wenn man
die Transformation

Yy
X=f~——”;——, Y=———— YRz mdn ™)
ofVR(x,v)dn ¢

11) Block, Sur les équations aux dérivées partielles du type parabolique, Al‘le
for Matematik 6 (1911), Nr. 31, S. 4.

43%
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und die weitere

¥
-3 [ TuX, mdy
C = Ze 1]
ausfithrt, wo 7', der Koeffizient von g-% in der durch die erste Transfor-

mation entstandenen Gleichung ist. Im folgenden soll daher (66) ange-
nommen werden.
Wir setzen nun

(67) 219 (2, y) — 2% (2, y) = o™ P (2, 9).
Dann geniigt v®? der Gleichung
. 02 0
(68) #:é’-}-v.o(mw)(z, Y),
wo
o8 ~ ! a8
(69) io%?’)j-——zﬁ(x,y,z(x,y))kgMaxSE;:M

(2 Zwischenwert zwischen 2 und z®+9),
und den Randbedingungen
(70) 0(0,9) =2""P(y) — 2" (9), v(0,2)=0(1,2)=0.

Da wir wissen, da (68), (70) die Losung v = »®? hat, kénnen wir diese
nach Satz 1 durch Grenziibergang aus

v, 1 -
(1) i TE B = —F +0,0%2 (z,,,,9)
(72) 2,(0) = v,,,(1)=0, ”o(?/)=z§n+w(y)—zé")(y)

erhalten. Nach Hilfssatz 1 ist nun

12,41 ] < Max|o, (1-+ho®P)],
also nach (69)

(73) Ma‘xivﬂ+1‘§MaXE”v](1+Mk)’
Wegen (64) kénnen wir ferner nach der letzten Gleichung (72)
X loo(9)| < &
mib
(74) uliugosn =0

schreiben, so daf aus (73) durch vollstindige Induktion Max|v, , [<e, (1+ Mb)"

folgt. Hieraus wieder ergibt sich (ihnlich wie beim Beweis von 22)
i vr+l i -.—<_— 8neaM'

Daher ist nach (67)
(75) [v(ﬂ,?){ = (z(n‘*'?)(x’ y) — z@) (x, y)] _—-__< &, eGM,
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woraus nach (74) die behauptete in (11) gleichmaBige Konvergenz von z®
folgt. Hieraus folgt auch, daB die stetige Grenzfunktion z(z, y) die Rand-

bedingungen erfiillt. Denn es ist
im 2™ - im 2™ — ™ -
nlin;z 0,9) = 2,(), nl_lzxéz (,0)=2"(2,0)=0,

Jim 2 (z,1) = 2"(2,1) =0.

N N pz®  pym
Um nun weiter zu zeigen, da %5" e jedem abgeschlossenen

Teilbereich von (11) gleichméBig konvergieren, bedienen wir uns der zum
2
Bereich (11) gehtrenden Greenschen Funktion G (z,y,£,7) von gfz ~§§:

die bekanntlich folgendermaBen definiert ist: Ist
' 1 -
o 4(&—8) {3
Uz, y, & 1) = {w—fe fir £
0 , E22z,

so ist

G(x’ Y, &, ’7) = U(x, ¥, &, ’7) - g(x’ Y, &, 1),
wobei g (als Funktion von £, 5) der Differentialgleichung
g , 99 _
Gy T 5 =

3

on?
und den Randbedingungen

9@z, y,2,9)=0; g=9,0)=U(9,£0); g9, 9.£&1)=Ulz,5,¢1)

geniigt. Die Existenz von g, und damit auch von @, folgt (fiir jedes im
Innern von (11) gelegene x, y) leicht aus Satz 2 *?).

2™ ist nun nach Satz 2 auch am Rande von (11) noch differenzierbar.
Man erhilt daher durch bekannte Anwendung einer Greenschen Formel
(unter Beriicksichtigung von (65))

(76) 2Y7 2 (=, y)=0fG(x, ¥, 0, 1) 2" (n) dy

z1
-0f6fG(x, Y, &, n) 8(&, 9, 2™ (&, 7)) dédy
und nach (67)
1
(77 2Yav™P(z,9) = [G(z,9,0,9)0™P(0,1)dy
0

z1
— I v, & S 1,2) = 8(& 7,2"))dg dn.

12) Setzt man ndmlich £ =x—£, 3’ =9 und
g{(2,4,&,9)—(1—n) U(x,y,5,0)—9 U(z,y,§, 1)=7("‘7’y:§" 7),
so0 erhélt man, wie die Rechnung zeigt, fiir y als Funktion von &', 5’ ein allen Voraus-
setzungen von Satz 2 geniigendes Problem. — Der weitere Beweis des Textes bedient
sich bekannter Methoden und ist daher nur in den Hauptziigen kurz wiedergegeben.
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Auf Grund bekannter Abschitzungen®) der Integrale

1

1
fg'g(”" ¥, 0,7)dn, ff—i—,?(x, ¥, & n)f(& n)dédy
¢ 6o

ergeben sich nun aus (76), (77) unter Benutzung von (75) in einem ab-
geschlossenen Teilbereich & von (11) ohne Miihe Ungleichungen der Form
8z™
oy

(78)

< gi-l:’ T kil -=,

} = i ‘/ z
wo M eine von n unabhingige Konstante und #, eine Folge gegen 0 kon-
vergierender (von p unabhingiger) Konstanten ist. Unter Benutzung der
gleichen Abschétzungen und von (78), sowie der Tatsache, dal der Faktor
von G in dem Doppelintegral von (77 ) nach % differenzierbar ist, findet

man schlielich leicht, da auch ° 5y 23 in T gleichmabig fiir n— o0
(»}
gegen 0 konvergiert. Hiermit ist die gleichmiBige Konvergenz von ;y
2, (n
und 2% ) in €, und somit nach Satz 3, S. 666f. bewiesen.

0y ?

13) Siehe z.B. Gevrey, loc. cit. S.330 und 8. 343.

(Eingegangen am 5. 5. 1929.)



