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Uber das Dimpfungsproblem der mathematischen Physik,
mit einer Anwendung auf die Akustik grofier Riume?).

Von
M. J. O. Strutt in Eindhoven (Niederlande).

Durch die Arbeiten von Poincaré, Fredholm, Hilbert u.a. sind die
Entwicklungssitze fiir Eigenwertaufgaben mit reellen, symmetrischen Kernen,
also reellen Eigenwerten im weiten Umfange sichergestellt. Die anschlieBende
und in der Physik fiir die Debijesche Theorie der spezifischen Warme und
die Jeanssche Theorie der Hohlraumstrahlung wichtige Aufgabe der asym-
ptotischen Berechnung von Eigenwerten fiir beliebige Gebiete wurde von
Weyl mittels der Theorie der Integralgleichungen und von Courant durch
Anwendung der Variationsrechnung geldst. Auch fiir akustische Probleme
ist diese asymptotische Kenntnis der Eigenwerte, wie Sommerfeld dartat,
prinzipiell wichtig.

In Wirklichkeit sind die in der mathematischen Physik auftretenden
Schwingungsaufgaben vielfach mit Dampfung behaftet, was sich stets in
einem Ausklingen angeregter freier Schwingungen kundtut.

Die namentlich fiir die Akustik wichtige Aufgabe der Berechnung
dieser An- und Abklingungsvorginge, sowie der unter Zwang sich ein-
stellenden stationdren Amplitnden fithrt auf Entwicklungsprobleme, die
itber den durch die oben erwahnten Arbeiten behandelten Bereich hinaus-
greifen.

W. Sabine *) hat in der experimentellen Akustik einen Satz entdeckt,
der fiir die Konstruktion von Riumen von grundlegender Bedeutung ist.
Er lautet, daB die Nachhalldauer eines geniigend grofBen Raumes lediglich
von der gesamten Oberfliche des dimpfenden Materiales und vom Volumen
abhdngt, nicht aber von der Form. Es liegt nahe, diesen Satz dem von
Lorentz ausgesprochenen und von Weyl bewiesenen an die Seite zu stellen,

) Mathematische Bearbeitung eines Vortrages, der in der «Nederlandsche Natuur-
kundige Vereeniging» zu Amsterdam am 2& Januar 1929 gehalten wurde.
2} CoHected Papers, S. 34.
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nachdem asymptotisch die reellen Eigenwerte eines Raumes nur vom
Volumen abhingen. Der Sabinesche Satz, der bisher nur durch Reflexions-
betrachtungen, denen uniibersehbare Phasenverhiltnisse anhaften, bewiesen
wurde, stellt sich als eine asymptotische Eigenschaft der homplexen Eigen-
werte geddmpfter Schwingungsprobleme heraus.

Im Gegensatz zur reichen Literatur iiber ungeddmpfte Aufgaben ist
jene iiber gedimpfte Probleme auffallend arm. O.Faber®) hat in einer
grundlegenden Arbeit fiir eindimensionale Gebiete Entwicklungssitze auf-
gestellt und asymptotisch die Eigenwerte berechnet. Seine Beweisfithrung
stiitzt sich wesentlich auf die asymptotische Kenntnis der Eigenfunktionen
und der Greenschen Funktion fiir die eindimensionale Aufgabe. Fiir
mehrere Dimensionen besitzen wir diese Kenntnis nicht und ist also ein
vom Faberschen abweichender, allgemein gehaltener Rechnungsgang not-
wendig. Ziel der vorliegenden Arbeit ist es, gestiitzt auf eine einzige
Integralgleichung, sowohl die asymptotische Berechnung der komplexen
Eigenwerte, des Verhaltens der Eigenfunktionen vorzunehmen, als die Ent-
wicklungssitze fiir gedampite Schwingungsaufgaben abzuleiten. Die Form
der hier gegebenen Entwicklungen weicht von derjenigen Fabers ab. An-
schlieBend wird als Anwendung der oben erwihnte Sabinesche Satz be-
wiesen.

I. Asymptotisches Verhalten der Eigenwerte und Eigenfunktionen.

Das Ddampfungsproblem der mathematischen Physik kann folgender-
mafen formuliert werden. Gesucht ist eine Losung der Differentialgleichung
0 0 Zl 2 a 0
(1) L=z (p(ey) 55) + 55 (p5) + 5 (PF5) —a(zy2)u
a2 G}
=o(ey2) 5y +w(ey2)5;  [p>0],
welche auf der Gebietsgrenze eines ganz im Endlichen gelegenen Gebietes
der Gleichung

(2) o(xyz)u+g~z-=0 (n duBere Normale)

geniigt. Uber die Begrenzung des Gebietes machen wir dabei die Voraus-
setzung, dafl sie aus endlich vielen stetigen Flichen zusammengesetzt sei.
Um das Problem zu einem vollstindig bestimmten zu machen sind noch
zwei Anfangsbedingungen fiir einen fest gewdhlten Punkt f=1, vorzu-
geben. Doch stellen wir dieses Anfangswertproblem und die zu ihrer
Lésung notwendigen Entwicklungssitze bis Abschnitt 3 zuriick.

3) Diss. StraSburg 1914 (Ref v. Mises). Vgl auch A. C. Dixon, Proc. London
math. Soc. (2) 3 (1905), 8. 83, sowie T.J.I’A. Bromwich, ibid. (2) 15 (1914) S. 444 446.
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Wir setzen: )
u=wv(zryz)e iV (j=7-1),
wodurch (1) sich schreibt:
(1a) L(v)+odv+jwiiv=0
Man erkennt leicht, daf diese Separation die einzig mogliche ist.
Gesucht sind also zunichst die Eigenwerte und Eigenfunktionen der

homogenen Randaufgabe (1a), (2).
Unter Benutzung einer Greenschen Funktion

G (:2: yz,&nl )’

die den Bedingungen:

a) G geniigt iiberall im Gebiet der Gleichung (1a) mit A =0 in zyz
und in §%¢ auer im Punkte x =&, y=19, 2=1{_;

b) G geniigt auf der Gebietsgrenze der Gle1ehung (2), auBer firz =¢,
y=mun,2=_;

¢)-Im Punkte 2 =¢&, y =1, 2=2{_ verhdlt G sich so, daf ihre Nor-
malableitung, integriert iiber einer kleinen Kugelfliche K um diesen Punkt
herum die Bedingung

@
TdK=—

3

K->0 b4
befriedigt;
d) @ ist eine stetige Funktion von zyz und &9l
geniigt, 148t sich diese Randaufgabe als eine lineare homogene Integral-
gleichung:
() v(zya)=1f[fG(xyz &) o (§9L) v(§9L) dédydl

+3iVif[f G(zyz Enl) w(Enl) v(snl)dsdyadl
schreiben *).

Vorausgesetzt, da ¢ durchweg positiv ist:
e>0,
kann man statt (3) schreiben:

(3a) v:lffngzz[l—i—j—%;]dédqu

—-Z{ffngfvdfdndC—{-O( = l)}
Aus (3a) geht hervor, daf die Elgenwerte und Eigenfunktionen von (3)

i3

bis auf Glieder der Ordnung {1 {, wie man durch Storungsrechnung be-

%) Aus (3) ist abzuleiten, daf die Eigenfunktionen o; nicht orthogonal im gewéhn-
lichen Sinne zueinander sind.
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weist, fiir lim {1 — oo mit den reellen Eigenwerten und Eigenfunktionen
der Gleichung
(4) _ v=1[[fGovdidnde,

zusammentallen. )

Insbesondere gelten also asymptotisch fiir die Eigenwerte von (3) die
von Weyl und Courant abgeleiteten Formeln.

Aus (3a) geht hervor, daB die Eigenwerte von (3) sich asymptotisch
schreiben

(5) +Vi=ea+ij,
WO
Bl _
Uli!glcod, 0< )

Diese Gleichungen gestatten, asymptotisch auch den Ddmpfungsteil § der
Eigenwerte zu berechnen. Ich werde dies fiir eine, zwei und drei Dimen-
sionen ausfiihren.

a) Eine Dimension.

Ohne Démpfung gilt hier fiir die Eigenwerte von (4):

(6) Jim ] == ++ 0(1) (n ganze Zahl).
(f]fdx) \

Mit Dampfung ist nach (3a) ¢ zu ersetzen durch
1 i‘L)
e( +7 -~

V_( +72 “)

so daB aus (6) unter Benutzung von (5) folgt:

also Yo durch

Ve id

~——-dx

(7) /3-*—’“* Vop -
Tt

Hiermit haben wir Fabers Formeln wiedergefunden.

«’+2afj =

also:
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b) Zwei Dimensionen.

Aus den Eigenwerten von (4) ohne Dampfung

(8) fm l=a?=—er® 4+ O(zhe)

(Al >0 ffe
=dzd
P vy

schlieBt man dhnlich wie oben:
f f dx dy

>+ 20p)=a%— ff dmdy

also:
w
) 1 ff——dxdy
© e op
J‘fidxdy
p
¢) Drei Dimensionen.
Hier liefert die Abschéitzung
(10) + O (e«*Ine)

Hl-—»co
(e aeive

in ahnlicher Weise
(11‘) lim ”f ‘[dxdydz +0(L‘1£‘.).
fff dzdyde *

Die Formeln (3) bis (11) 16sen das in diesem Abschnitt gestellte Problem.
Thre Betrachtung erlaubt, sofort asymptotisch die komplexen Eigenwerte
von (3) fiir beliebig viele Dimensionen hinzuschreiben.

II. Die allgemeine Greenseche Funktion.

Wir machen im folgenden einen wesentlichen Gebrauch von der ver-
allgemeinerten Greenschen Funktion (Resolvente oder Grundlosung), die
zuerst von Poincaré ®) eingefithrt wurde, und definieren sie als eine Funktion

K(zyz, Eqé, 4),
welche die nachfolgenden Bedingungen erfiillt:

a) Sie geniigt in 2y2z und in £%{ der Gleichung (1a) im ganzen
Gebiet aufer fir 2 =%, y=19, 2={;

) Rendiconti del Circolo matematico di Palermo 8 (1894), S. 189.
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b) K geniigt der Bedingung (2) wieder mit Ausnahme des Punktes
z=§ y=1, 2= -

¢) Im Punkte x =&, y =1, 2=2{_ verhilt X sich so, dal ihre Normal-
ableitung, integriert iiber einer kleinen Kugelfliche F um diesen Punkt
herum der Bedingung

lim @ Xgp— —
F—)OF on

3
P
geniigt;
d) K ist eine stetige Funktion von zyz und £4¢.
Diese Greensche Funktion 148t sich mit Hilfe der frither eingefiihrten

gewohnlichen Greenschen Funktion G bestimmen aus der Gleichung

(12) K(zyz &ni,0)=C(xyz in0)+ 1[G (zyz,193) 0 (x93)
< K(rys Enl,A)drdyds+iVi[f[ 6 (zyz193)
<w(r93)K(xy3 §9L, 4)drdyds,

wie man durch Operieren mit L beweist und die unter Heranziebung der
Fredholmschen Theorie erlaubt, die Existenz und den meromorphen
Charakter von K einzusehen, sobald man die Existenz von G als bewiesen
annimmt. Analog, wie (3) gestattete, auf (3a) und (4) zu schlieen, erhellt
aus (12), daB K asymptotisch fiir lim|4|— oo zusammenfallen wird mit
der verallgemeinerten Greenschen Funktion K*, die der Differentialgleichung

L[K*]+10K*=L[G]

geniigt und somit zu (la) mit w =0 gehért, welche Funktion K* sich,
wie bekannt, in eine konvergente bilineare Reihe nach den Eigenfunktionen
von (4) entwickeln 148t¢):

* vi(zyz)v(E90)
(12) Kieve snb )= 2 G T isiyis
Wir schlielen, daB die Entwicklung von K fiir sehr grofie |4] in (13)
iibergehen muf bis auf einen Fehler der Ordnung 1% |

Hiermit ist die Grundlage geschaffen fiir die Anwendung des Cauchyschen
Residuensatzes (Partialbruchzerlegung) zur Entwicklung der Funktion K
nach ihren Polen in der komplexen 1-Ebene.

Durch Betrachtung der asymptotischen Eigenwertabschétzungen des
vorigen Abschnittes erhellt, daB sich in dieser Ebene von einem gewissen | 1]
an eine nach Unendlich gehende Folge von Konturen %, angeben laBt, die
keinen Eigenwert treffen.

6) Z.B. A.Sommerfeld, Phys. Zeitschr. 11 (1910), 8. 1057.
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Um zu beweisen, daB die Cauchysche Formel

1 { K(ayz, &n8,u) 7 R (%)
En -

wo R(1;) das Residuum von K fiir 2 = 1, bedeutet und die Summe iiber
alle innerhalb %, gelegenen Pole zu erstrecken ist, gilt, mull gezeigt werden,
daB alle Pole von K einfach sind.

Wegen der Symmetrie von G in (12) laBt sich fiir K leicht eine
Integralgleichung mit symmetrischem Kern:

K(zyz End, X)Ve(xyz +7—(ﬁ-— G(zyz, Enf)]/g(xyz)—}—;w(xyz)

T
+afffe@ynryn)elzys) +i® (;;’2)

< elzys)+i® (ffz’){K(wa,m,l) Yeteys) +i D dp dy d

anschreiben. Nach einem bekannten Satze kann jetzt

K(eyz ént 1))/e(zy2) +7w(”’2)

nur einfache Pole haben. Gleiches gilt also von K (:vyz, &yl A).

Weiter muf, um die. Partialbruchzerlegung durchzufiithren, bewiesen
werden, daf die linke Seite der Cauchyschen Gleichung nach Null strebt
fiir n»— o0.

Hierzu geniigt es, zu zeigen, dal die Entwicklung

K(zyz ént,d)— 3 20
t=1

fir {A{— co zu Recht besteht. Denn, da in der Cauchyschen Gleichung
| 2] innerhalb k, liegt, ist | 1| — oo identisch mit n— co. Das asymaptotische
Bestehen der letzten Gleichung zieht also das Verschwinden der Iinken
Seite in Cauchys Formel fiir n—oco nach sich. Wir haben aber oben
gezeigt, daB die Entwicklung von X fiir [A|—o0 in (13) iibergehen muB,
womit die allgemeine Existenz der zuletzt angeschriebenen Entwicklung
fiir K bewiesen ist?).

?) Das Verschwinden der linken Seite der Cauchyschen Gleichung fiir 2 — oo
und somit | g [— o0, das den Kernpunkt unserer Uberlegung bildet, 148t sich einfach
direkt folgendermafBen beweisen.

Fir | x| — oo schlieBt man aus Gleichung (12):

| ?m E(zyzEqlip)=K*(zyzénlu){1+0[u ]},
>
wo K* die im Text angegebene Bedeutung hat.
. (Fortsetzung der FuSnote 7) aunf niichster Seite.)
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1. Bilinearformeln und Entwicklungssatz.

Zur Berechnung von R (1,) iiberlegen wir, da nach der Fredholmschen
Theorie K(2zyz, 9L, 1) gegeben ist durch den Quotienten zweier ganzer
transzendenter Funktionen von 1, wobei der Nenner nur von 1 abhingt.
Fiir 1— 1; strebt dieser Nenner wie 4, — 4 nach Null, woraus hervorgeht,
daB das Residuum R (1;) von K fiir i— 4, bestimmt wird durch die zur
Gleichung (12) gehérige homogene Integralgleichung,

Da G(zyz,Enl) ein reeller symmetrischer Kern ist, miissen auch
K(zyz, &Enl, 1) wmd R(zyz, En{, ;) symmetrisch in zyz und &% sein.
Dann folgt aber, daf die Gleichung

R(zyzént, k) =1[[[G(zyzr05)e(tys) B(rys. £nL, 1)

~<drdyds+i Vi [JJ G(zyz098)w (3 R (298, Ens. 1) drdyds
nur die Losungen

R(zyz £98 4) = co,(zy2)v,(§90),
wo v, Eigenfunktionen von (3) sind, haben kann. Unsere noch iibrig-
bleibende Aufgabe ist jetzt, die Koeffizienten ¢;, die fiir jedes endliche 1,
notwendig beschrankt sind, zu berechnen.

Indessen werden wir zundchst den Entwicklungssatz erledigen und erst
ganz zuletzt die Berechnung von ¢;, bei der man vorteilhaft vom Ext-
wicklungssatz Gebrauch machen kann, vornehmen.

Das Ergebnis der bisherigen Betrachtungen kann dahin zusammen-
gefaBt werden, daf3 die verallgemeinerte Greensche Funktion K(xyz,EnL, 1)
der Qleichung (1a) in eine konvergente bilineare Reihe
(14) K(wyz éqt, 1) = 3 erleadnlEad)

%

Fir K* gilt aber wegen des Bestehens der konvergenten Bilinearreihe (13) sicher:
g

tim S{)Mdﬂzo‘

n->co b—p
. . kﬂ
Folglich ist auch

m ________K(zyz&‘n&'y) du = tm él{————————*(l_kolﬂ_—%—udp:ﬁ, q.e.d
>0 A—p n-> o A—p
kg kn
Ich mochte hier bemerken, dafi dieses asymptotische Verschwinden des Kontur-
integrales den Schliissel enthdlt zur Erweiterung des sogenannten Heavisideschen
Theorems auf kontinuierliche Systeme, welche von T.J.T’A. Bromwich in seiner be-
kannten Arbeit ,Normal Coordinates in Dynamical Systems“ (Proc. London Mathem,
Soc. (2) 15 (1916), S. 420) auf anderem Wege versucht worden ist, aber nach seiner
eigenen Angabe sogar fiir eine Dimension nicht streng durchgefithrt werden konnte.
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nach den Eigenfunkiionen von (3) entwickeli werden kann. Insbesondere
besagt (14), daf fir die Greensche Funktion G (xyz,&Enl) im gewohn-
lichen Sinne auch bei EHigenwertproblemen mit Ddmpfung die Formel

(15) G(zyz Enl)= 2, ycf”t(“yz)%(&ﬂf)

giiltig ist, wo v; und 1, Ezgenfun]ctzonen und Eigenwerte von (3) dar-
stellen®).

Wenn man fiir die Gleichung (1a) mit w = 0 beweisen konnte, dal (13)
und die hieraus fiir 4 = 0 hervorgehende Bilinearreihe filr G gleichmdfig
konvergieren, wiirde durch unsere Uberlegungen auch die gleichmaBige
Konvergenz von (14) und (15) folgen. Da aber die gleichmiBige Kon-
vergenz von (13) fiir mebhr als eine Dimension nichf bewiesen ist, konnen
wir auch nur auf die gleichmiBige Konvergenz von (14) und (15) fiir eine
Dimension schlieBen?).

Die Aufgabe, eine Funktion F nach den Eigenfunktionen von (3) zu
entwickeln, 148t sich 16sen, wenn fiir ¥ die Operation:

L{F]+ieF+iViwF=—f
zu einer Funktion f fithrt, die, mit einer Eigenfunktion »;, von (3) multi-
pliziert und iiber das ganze Gebiet integriert, fiir jedes ¢ ein beschrinktes
Ergebnis liefert:
[ [ flzye)v,(xy2)dedydz| < M.

Dies ist insbesondere erfilllt, wenn f selber beschrinkt, also F zweimal
stetig nach xyz differenzierbar ist.

Fiir eine solche Funktion F kann man mit Hilfe von K schreiben:

(17) Flay2)=[[[K(zyz e08,0)1(Ent)as dnas = 3 Lolev2),
mit '
fi=JIJ f(zyz) v, (xy2) dzdy da.
Die Rechtfertigung der gliedweisen Integration von (14) mu8, da die

gleichmiBige Konvergenz von (14) nicht feststeht, indirekt stattfinden,
dadurch, da8 die gleichmiBige Konvergenz von (17) bewiesen wird.

®) Fiir mehr als eine Dimension konvergieren die Reihen (14) und (15) nicht
mehr fir x=£,y=9,2=_.

®) Wohl beweist man leicht, da8 die Edsung von (12) sich in eine absolnt and
gleichmaBig konvergente Reihe:

- - cv(xyz)u(énl)
K(xyz,snc,z)—G(myz,smHS’ )

entwickeln 148t, wo »; und 1 Eigenfunktionen nn& Eigenwerte von (3) sind.
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Hierzu iiberlegen wir wieder, dall die Eigenfunktionen v, und Eigen-
werte 4, von (la) fiir ¢ — oo in jene von (4) iibergehen mit einem Fehler

der Ordnung !l'%j. Die Reihe:

fi* o (zy2)
17 =
( a) F ‘T’y W[y dzdydz ’

wo

L{Fl=—f% F=[[[6(xyz &n&)f (nl)dtdndl;
=[] (xy2) o (zyz)dedyde

und » und 4 Eigenfunktionen und Eigenwerte von (4) sind, konvergiert
absolut und gleichm#Big. Hieraus schliefen wir auf die absolute und gleich-
maBige Konvergenz von (17) fiir jedes endliche i. Andrerseits ist (17)
nichts anderes als die Cauchysche Partialbruchzerlegung von 7, so daf
wir bewiesen haben, dafi jede zweimal stetig differenzierbare Funktion F
in eine absolut und gleichmdfig konvergente Reihe nach den Eigenfunk-
tionen v; von (1a), (2) entwickeli werden kann gemdf (17).

In Fabers frither erwihnter Arbeit steht in (17) in unsrer Bezeichnung
V4; — V2 i Nenner und dementsprechend etwas andere c¢,, die aber  nicht
enthalten. Obwohl Fabers Form der unsrigen &quivalent ist, erlaubt sie
nicht, den Sabineschen Satz unmittelbar einzusehen, im Gegensatz zur
vorliegenden.

Die Gleichung (17) geniigt, die in deér mathematischen Physik bei
Anfangsaufgaben und linearen nicht homogenen Randaufgaben (erzwungene
Schwingung) auftretenden Entwicklungsfragen zu erledigen,

Bei der Berechnung von ¢;, die wir zum SchluB dieses Abschnittes
vornehmen, machen wir von (16) Gebrauch und schreiben v; an die Stelle
von F:

Lv]+2ev,4j Viwe,= —f= (1 — 1) 0w+ (Y2 — V1) wo,,
wodurch in (17) die GroBen f;

ﬂ=(1;~1){fffev?dxdydz+ﬁjﬁ JIJwo? dzdyds)

werden. Hiernach lassen wir 1 sich dem Werte 1, unbeschrinkt nihern:

A— 1,
wodurch alle f; nach Null streben. Aus (17) erhellt, daf alle Reihen-

glieder verschwinden, auBer dem Gliede mit dem Zeiger 7, so daB (17)
sich schreibt:

(18) vi:civi{fffgvfdxdydz+-2—$ffffwvfdxdydz}.
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Aus (18) geht sofort hervor:
(19) c,.=ffffgvfdxdydz—i~2-}%fffwv,;2dxdydz}d,
i

womit der noch fehlende Koeffizient in der Entwicklung (14) gefunden ist.

Die entstehende Reihe (14), (19) erlaubt, nachtriglich den bereits
frither aus (12) gezogenen Schluf zu verifizieren, nachdem die Entwicklung
(14) von K asymptotisch in die Entwicklung (13) von K* iibergeht.

IV. Uber die Akustik grofer Riume.

Experimentell werden die akustischen Verhiltnisse von Réumen oft
durch die Nachhalldauer charakterisiert. Diese ist gegeben durch die Zeit,
welche die Schallintensitét in einem bis zum stationiren Zustand mit einem
Ton, dessen Wellenlinge klein ist gegeniiber den Raumdimensionen, ange-
blasenen Raume braucht, um bis zur Horbarkeitsschwelle herabzusinken.
Die Messungen werden dahin reduziert, da im Ergebnis die Anfangsinten-
sitit ein bestimmtes Vielfaches, etwa das Millionenfache der Schwellen-
intensitdt betrigt. Sabines in der Einleitung erwihnte Satz besagt, daf
die so gemessene Nachhalldauer in geniigend grofien Riumen nur von der
gesamten Oberfliche des dimpfenden Materiales, jeweils mit einer Dimpfungs-
konstanten multipliziert, und dem Volumen abhingt, und zwar der zuerst
genannten Grofle umgekehrt, der zuletzt genannten direkt proportional ist,
Diesen Satz beabsichtige ich hier im Limes, fiir ein Verhiltnis der erregenden
Wellenlinge zu Raumdimensionen, das nach Null strebt, abzuleiten.

In Riumen ist bel akustischen Problemen, wie eben erwihnt, die
Démpfung nicht stetig iiber das ganze Gebiet verteilt, sondern nur an der
Gebietsbegrenzung vorhanden. Unsre erste Aufgabe ist, zu untersuchen,
wie eine solche Dampfungsverteilung sich in unsren Formeln kundtut.

Zunichst zeigt die Betrachtung etwa der Courantschen Ableitung von
(6), (8) und (10), daB ein Parameter in den Randbedingungen, also ein
Abdndern von (2) in irgendwelche andere homogene Randbedingungen,
keinen Einfluf auf diese asymptotische Schitzung hat.

Folglich kann auch die Ableitung von (7), (9) und (11) in derselben
Weise wie oben durchgefithrt werden und muBl nachtriglich in diesen
Formeln durch einen GrenzprozeB, der Poincarés ,Méthode de Balayage“
fiir Potentialaufgaben nachgebildet ist, dem Umstand Rechnung getragen
werden, daf w im Raume fiberall verschwindet, wahrend doch g endlich
bleibt.

Man kann dies einfach dadurch erreichen, daB etwa das Raumintegral
im Zahler von (11) auf ein zwischen der Grenze und einer sich der Grenze
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eng anschmiegenden Fliche eingeschlossenes Gebiet erstreckt wird. Ist dn
das Langenelement normal zu diesen Flichen, df das Element der Flichen
selber, so schreibt sich das genannte Integral:

: wife

Jfarfan2)/e.
LaBt man die zwei Flichen geniigend eng zusammenriicken, so sind im
Intervall senkrecht zu und zwischen diesen Flichen p und p konstant.
Wir machen nun auch w in diesem Intervall konstant und gleich

r
P

wenn ¢ den senkrechten Abstand bei den Flichen bezeichnet?). Durch
diese Schreibweise findet man an Stelle von (11):

f f V“df Ine
) Sl fff dxdydz )

Analoge Gleichungen wie (11a) lassen sich im ein- und zweidimensionalen
Fall anschreiben.

SchlieBlich mochte ich noch bemerken, daB w und r beliebige be-
schrinkte fiir grofes |4| schwach verinderliche Funktionen von 1 sein
konnen, ohne daf sich an den vorhergegangenen Uberlegungen etwas Wesent-
liches dndert. Hierdurch sind wir im akustischen Problem in der Lage,
irgendeine passende Annahme iiber die Art der Dampfung zu machen; z B.
fallt die Dampfung an pordsen Winden in den Bereich unsrer Formeln,

Zum Beweis des Sabineschen Satzes ist es zundchst notwendig, die
stationdre in einem Raume sich unter der Einwirkung einer rein periodi-
schen Schallquelle einstellende Amplitude des Geschwindigkeitspotentiales @
zu berechnen. Hierzu haben wir die Differentialgleichung:

L{®]+ 0P +jViw®=—TF,

wo F die Quellenverteilung reprisentiert und w das oben besprochene
Verhalten zeigt, etwa unter der Randbedingung (2) zu lésen. Die stationire
@-Amplitude ergibt sich hierbei aus der Entwicklungsformel (17) des
vorigen Abschnittes zu

¢~2MfffFv drdydz.

10y Dieses Unendlichwerden von w hat auf die Schitzung (8a) keinen Einflu,
da dort nur das Integral uber w in Frage kommt.
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Zieht man noch die Zeitabhingigkeit des Geschwindigkeitspotentiales
sowie der erregenden Quellenverteilung:
@0 = @il
in Betracht, so ergibt sich fiir @, wnd 2% gur Zeit t=1,:

(D), = =717 Z’ c;fffFvsdxdydz v (2y2);

(2h) = —jYaeiVie Y Atn (ayz).
/t=t, i

Zur Zeit t=t, soll die erregende Quelle ihre Titigkeit einstellen. Dann
bestimmt sich das Abklingen von &, in der Folgezeit aus

(21) @0 =2 Ai v, (x 3/2) g Bitin) E—to) + 2 Bi vi* (xyz) eBamy o) 110,
% 2
(Stern bedeutet konjugiert komplexen Wert.)

Die Koeffizienten 4; und B, sind aus den Anfangsbedingungen (20) zu
berechnen.

Mein Ziel ist, zu zeigen, da alle 4;und B; unterhalb einem gewissen,
sehr groBen Indexwert ¢ beliebig wenig von Null verschieden sind, falls
|4]| — oo wichst. Wenn dies der Fall ist, zeigt (21), daB das Abklingen
von &, da B, fiir 7 — oo von 7 unabhingig wird und durch (11) bzw. (11a)
gegeben ist, in einem durch die zuletzt genannten Gleichungen bestimmten
Tempo stattfindet, d. h. nur vom Raumvolumen und vom Dimpfungs-
integral in der vom Sabineschen Satze geforderten Weise abhingt. Andrer-
seits ist klar, daB 4, und B, die eben genannte Bedingung erfiillen, wenn
in beiden Gleichungen (20) die Koeffizienten von v; unterhalb einem ge-
wissen, sehr groflen 7 absolut beliebig klein werden fiir | 1| — co. Zun#chst
ist hierzu notwendig, von der Quellenverteilung F zu fordern, daff die
Integrale

\JJS F(2y2) v, (2y2) dzdydz|

fiir beliebiges ¢ unterhalb einer festen Schranke M bleiben. Unter dieser
Voraussetzung erfiillen aber, wie sofort ersichtlich, die Koeffizienten von v;
in (20) die eben genannte Bedingung, denn
1 3
|7z b 75
weichen fiir |1] — oo bis zu einem festen, sehr grofen 7 beliebig wenig
von Null ab.

Der Sabinesche Satz ist hiermit asymptotisch als richtig nachgewiesen.
44*
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Es ist klar, daf sich dem Sabineschen nachgebildete Sitze in der
Elektrodynamik und der Mechanik formulieren lassen. Allgemein kann
man sagen:

Wird ein in bezug auf elastische* Eigenschafien homogenes Konii-
nuum, dessen frese Schwingungen durch (1) beschrieben werden, bis zum
stationdren Zustand durch eine periodische Quelle zu Schwingungen an-
geregt, derart, daf3 die grofte Wellenlinge noch klein zur groften Eigen-
wellenlinge des Kontinuums ist, so ist die vom Augenblick des Aussetzens
der Quelle gemessene Abklingungszest der gesamten Ddampfung umgekehrt,
dem Volumen direkt proportional und wunabhdngig von der Gestalt des
Kontinuums, der Art der Quelle, des Ortes der Messung und von dem
erregenden Tone.

Der Satz 148t sich auch beweisen fiir Kontinua mit Gleichungen vierter
Ordnung (Platte).

Ein 3hnlicher Satz gilt beim Wecken eines Systems aus dem Ruhe-
zustande durch eine periodische Quelle hoher Frequenz. Der Anlaufvorgang
ist dabei dem Abklingungsvorgang kemplementir.

Eindhoven (Niederlande), Januar 1929,
Natuurkundig Laboratorium der N. V. Philips’ Gloeilampenfabrieken.

(Eingegangen am 22. 2, 1929.)



