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Uber WeierstraBsche Approximation, besonders durch
Hermitesche Interpolation®).

Von
Leopold Fejér in Budapest.

Einleitung.

1. Fiir den Weierstraschen Approximationssatz, nach welchem man
eine beliebige, im Intervalle —1 <2 < -+ 1 gegebene stetige Funktion in
diesem Intervalle durch ein rationales ganzes Polynom g (z) mit beliebig
groBer Genauigkeit gleichmiBig approximieren kann, existieren viele Be-
weise. Sie sind im Pringsheim-Molkschen?!) Enzyklopédieartikel zusammen-
gestellt, und die verschiedenen Vorziige der verschiedenen Beweise sind
dort trefiend hervorgehoben. Von den alteren Beweisen wire noch der von
de la Vallée Poussin, von den neueren der von Dunham Jackson und Serge
Bernstein hinzuzufiigen.

2. Auch ich habe im Laufe der Zeit drei verschiedene Beweise fiir
den Weierstraschen Satz gefunden, die ich in den Jahren 1900, 1908
und 1915 verdfientlicht habe. Sie stiitzen sich unmittelbar auf die Fourier-
Tschebyschefische, oder auf die Legendresche Reihe, oder endlich auf eine
gewisse Interpolationsrethe der gegebenen Funktion. Meinen Ausgangspunkt
bilden also die klassischen Reshenentwicklungen der willkiirlichen Funktion,
und nicht gewisse, iibrigens wichtige, in der Analysis oder in der theoretischen
Physik auftretende s.g. singuldre Integrale, oder anders geartete Kunst-
griffe. Weiter gebe auch ich immer einfach lautende Herstellungsregeln fiir
die gesuchten Naherungspolynome.

Die erste Methode ist mit der zweiten — wenn auch jede der beiden
ihre interessante Besonderheit hat — eng verwandt; ist doch sowohl! die
Fouriersche Kosinusreihe als die Legendresche Reihe ein hervorragender

*) Vorgetragen an der Schlesischen Friedrich Wilhelms-Universitit zu Breslau
am 2. Juli 1929.

1} A. Pringsheim, J. Molk, Principes fondamentaux de la théorie des fonctions,
Encyclopédie des sciences mathématiques pures et appliquées, tome 2, vol. 1; insbe-
sondere FuBnote %),
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Spezialfall der allgemeinen ultrasphirischen Entwicklung der willkiirlichen
Funktion, d. h. der Entwicklung nach s.g. ultrasphirischen Polynomen der
unabhingigen Verinderlichen z.

Um nun diese beiden, in Rede stehenden Methoden in diesen ein-
leitenden Zeilen ganz kurz zu charakterisieren, bemerke ich, dafl nicht die
Partiglsummen selbst dieser Reihenentwicklungen, sondern ihre arith-
metischen Mittel es sind, die jeweils bei einer beliebigen stetigen Funktion
zum Ziele fithren. Ubrigens werde ich iiber diese Reihenentwickiungs-
methode im folgenden nur skizzenhaft einige Worte sagen, und auch dies
nur aus dem Grunde, um gewisse Zusammenhinge hervortreten zu lassen.
Ausfithrlicher méchte ich aber von der dritfen Methode, von der Infer-
polationsmethode sprechen, um so mebr, als ich in diesem Gegenstande in
allerletzter Zeit etwas weiter gekommen bin. Hier dienen als Interpolations-
abszissen — um es kurz auszudriicken — die Nullstellen der ultrasphirischen
Polynome; also insbesondere die s.g. Fourier-Tschebyscheffschen Abszissen,
oder die s.g. Legendre-GauBBschen Abszissen. Um auch mein diesbeziigliches
Resultat hier kurz zu charakterisieren, bemerke ich, daf, wenn eine be-
liebige stetige Funktion im Intervalle (— 1, - 1) vorgeschrieben ist, nicht
die gewchnlichen Lagrangeschen Interpolatzonspolynome, sondern gewisse
hohere, s.g. Hermitesche Interpolationspolynome es sind, die zur Funkiion
gleichmdfiig konvergieren. Dabei verstehe ich unter Lagrangeschem Inter-
polationspolynom, wie iiblich, dasjenige Polynom von hichstens n — 1-tem
Grade, das an den vorgeschriebenen Stellen z,, z,,..., z, denselben Wert
hat wie die gegebene Funktion, unter Hermiteschem Interpolationspolynom
ein ‘Polynom, welches ebenfalls der Bedingung unterworfen ist, daf sein
Wert an den Stellen z,, 2,, ..., z, mit dem Funktionswert iibereinstimmt,
dessen Grad aber hoher als (n — 1) sein kann.

Diese Bemerkung zeigt aber auch, daf die dritte Methode mit den
zwel ersten verwandt ist; sind es doch die wulirasphdrischen Abszissen-
gruppen — wie ich sie nennen méochte -—, die (hauptsichlich) als passende
Interpolationsstellen dienen. Dabei entsprechen die hoheren, Hermiteschen
Interpolationsgebilde genau den Mittelgebilden bei den erwihnten Reihen-
entwicklungen.

§ 1 .
Approximation einer stetigen Funktion durch eine rationale ganze
Funktion mit Hilfe der Methode der kleinsten Quadrate, d. h. mit Be-
nutzung der Teilsummen der Legendreschen Reihe der zu approximierenden
stetigen Funktion.

3. Es sei g(z) eine beliebige ganze rationale Funktion n-ten Grades
mit reellen Koeffizienten. Ist dann f(z) eine gegebene, im Intervalle
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—1 L2 < +1 stetige Funktion von 2, dann heiBt

+1
(L Jr@—g@)da

die im Sinne der Methode der kleinsten Quadrate genommene Abweichung
von g(z) von der Funktion f(z) im Intervalle (—1, 1), oder auch,
kurz, die Besselsche Abweichung von g(z) und f(z).

Es gibt nun bekanntlich ein einziges Polynom g (z), fiir welches die
Abweichung (1) minimal wird, und dieses g(z) erhalte ich, wenn ich f(z)
in die Legendresche Reihe

(2) f(x)~cyPy(x)+¢, P (2)+ ... +¢, P (2)+ ...

entwickle und von dieser unendlichen Entwicklung die Partialsumme mit
dem Index n nehme; d.h.

(3) 9(2) =ty Py(2) + 0, P, () + .. + ¢, P, (2).

Hier bezeichnet P,(z) das n-te Legendresche Polynom.
Die durch unsere Minimumforderung gewonnene Folge von Polynomen

(4) 90(2), 91 (2), ..o, 9, (%), ...
konvergiei‘t aber im allgemeinen nicht zu f(z). Z. B. ist fiir die Funktion
(5) f(z)= ;‘7;(?» (@) — Ppsra (%)),

welche durch die an der rechten Seite stehenden, fir —1<z<+1
gleichmiBig und absolut konvergierenden Reihe definiert ist, die Folge (4)
an der Stelle z = 41 augenscheinlich divergent.

Bilde ich aber, wieder im Sinne der Methode der kleinsten Quadrate,

(6) g-x-(x) % (#)F+ g (2)+...+ga (z)
n a1 >
und dann weiter
_ g (@) +gf(z)+. .. +g¥(x)
(™) gx* (z) =2 G2k ,

dann erhalte ich in der Folge der zweiten arithmetischen Mittel der Partial-
summen der Legendreschen Reihe (2) von f(z), d. h. in der Folge

(8) 90 (), g7 ()s .- gu*(2)s -
die gewiinschte, d. h. im Intervalle —1 <« <41 gleichmaBig zu f(z)
konvergierende Folge von rationalen ganzen Funktionen. Es ist sogar noch
(9) m< g (2) S M,

—1Lze<L 41, =2=0,1,2,..,,00,
wo m das Minimum, J das Maximum ven f(z) im Intervalle —1 <o <41
bezeichnet,
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Dieses Resultat habe ich im Jahre 1908 veroffentlicht®). Ich bemerke,
daB bekanntlich T. H. Gronwall spdter bewiesen hat, daB sogar schon die
Folge der ersten arithmetischen Mittel g, () unter (6) gleichmaBig zu f(x)
konvergiert, wenn auch fiir sie die Eigenschaft (9) verloren geht, die aber
allerdings hier gar nicht gefordert ist. Weiter bemerke ich, daB, nach einer
miindlichen Mitteilung von Professor Hilbert im Jahre 1902, Weierstra8
selbst einen Beweis seines Approximationssatzes postulierte, der auf die
Legendresche Entwicklung (2) der gegebenen Funktion f(2) gegriindet ware.

§2.
Approximation einer stetigzen Funktion durch eine rationale ganze
. . . . 1
Funktion mit Hilfe der Methode der kleinsten Quadrate, wenn
’ VI—-:(:2

als Diehtigkeitsfunktion genommen wird, d. h. mit Benutzung der Teil-
sammen der Fourier-Tschebyschetfschen Reihe der zu approximierenden
Funktion.

4. Wenn ich statt der Besselschen Abweichung (1) die Mehlersche

+1

(10) f%—l;;;(f(x) —g(@) de

minimisiere, so erhalte ich folgendes Resultat. Man bilde die Fouriersche
Kosinusreihe von f(cos)

(11) f(cosB) ~¢, +c,cos0+ ... + ¢, cosnb+...,

d. h, in z,

(12) fleg)~eogTy(x)+e, Ty(x)+... +¢, T, (x)+...,

wo also 7T, (x) diejenige g.r. Funktion n-ten Grades bezeichnet, die cosz @

durch cosf ausdriickt (das s.g. m-te Tschebyschefische Polynom), dann
konvergieren im allgemeinen zwar nicht die Partialsummen

(13) g, (2)=c, Ty () +¢, T, (x)+ ... +¢,T, (),
wohl aber ihre arithmetischen Mittel

90 (%) + 94 (@) + -+ +a
(14) gi (z) = 2DTUDE 310G _0,1,2,..., )
gleichmaBig zu f(z) im Intervalle —1 <2<+ 1, und es ist wieder
m < g, (x) < M.

Diese Methode habe ich im Jahre 1900 verdffentlicht®).

%) L. Fejér, Sur le développement d’une fonction arbitraire suivant les fonctions
de Laplace, Comptes-Rendus, 3 février 1908.

%) L. Fejér, Sur les fonctions bornées et intégrables, Comptes Rendus, 10 dé-
cembre 1900.
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Der Beweis des eben ausgesprochenen Approximationssatzes ist sehr
einfach; der des § 1 ist etwas komplizierter, weil ich die merkwiirdige
Ungleichung
(15) Py(z)+ P (z)+ ... + P, () 20,

—1Lz2<+1, n»n=0,1,2,..., 00,

nicht entbehren kann. Aber ich wiederhole: es kommt mir nicht so sehr
auf die Einfachheit des Beweises, als auf die des Herstellungsprinzips und
der Herstellungsregel an, welche zur Bestimmung der Naherungspolynome
dienen.

5. Man kann beanstanden, daB sowohl im definierenden Prinzipe, als
in der Herstellungsregel des § 1 und § 2 die Infegration eine Rolle spielt.
In der nun folgenden Interpolationsmethode tritt die Integration nicht auf.
Ich betrachte hier nicht jenes Polynom n-ten Grades g(z), fiir welches
die Integralabweichung von f(z) in diesem oder jenem Sinne méglichst
klein ist, sondern ein Intferpolationspolynom, welches also an (n-+ 1)
Stellen = mit f(x) geradezu gleich ist. Will man aber gleichmiBige Kon-
vergenz im Intervalle —1 <2 < 41, so kann man, nach einem wichtigen
Satze von G. Faber?), bekanntlich mit den Lagrangeschen Parabeln nicht
auskommen. Ich betrachte also hohere Interpolationsgebilde, s. g. Hermitesche
Parabeln fiir geeignet gewihlte Abszissengruppen; diese bilden ein Analogon
zu den arithmetischen Mitteln der frither erwihnten Orthogonalreihen und
konvergieren gleichmiflig zur stetigen Funktion f(z).

§3.
Die Lagrangesche Interpolationsformel.

6. Es seien z,,%,,...,%, voneinander verschiedene Abszissen und
Yi> Yas -+ o5 Y, Ordinatenwerte; dann lautet die Lagrangesche Formel

(16) L) = S (=),

wo )

(17) h(o) = Sty

(18) 0(@)=Clz—2)(z~2)...(z~7,)

und C <40 eine willkiirliche Konstante bezeichnet.
Sie stellt diejenige ganze rationale Funktion von hochstens (n —1)-tem
Grade dar, die an den Stellen 2, 2,,...,2, der Reihe nach die Werte

4) G. Faber, Uber die interpolatorische Darstellung stetiger Funktionen, Jahres-
bericht der deutschen Mathematikervereinigung (1914), 8. 192—210.
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Yy> Ya» -+ > Y, annimmt. (Es gibt immer eine, aber anch nur eine solche
g. r. Funktion.) Dies alles 1a8t sich leicht beweisen.
Die Polynome 7, () nenne ich die Grundpolynome der Lagrangeschen

Interpolation. Setzt man in die Lagrangesche Formel y, =y, =... =y, =1,
so erhilt man auf Grund des Vorhergehenden
(19) Sh(z)=1.
k=1
§ 4.

Die Hermitesche Interpolationsformel.
7. Es seien z,, 2,, ..., z, wieder n voneinander verschiedene Abszissen-
werte und
(20) y1> yay-“: 3/,., y{: ?/é’ sony ya,%

weitere 2n gegebene Werte; dann lautet die Hermitesche Interpolations-
formel

(21) X (@)= 3y (@) + 3 vibe (),

WO

(22)  By(2) = (1— 2 (@ — ) (@) = 0,(2) (} ()"

(23) i () = (2 — 2,) (I (2))?

bezeichnet. Es ist hier wieder

(24) w(z)=C(x—z,)(z—2,)...(x — =,) (C+0),
(25) b (%)= s e

und v, (z) ist augenscheinlich die abgekiirzte Bezeichnung des ,charakte-
ristischen Linearfaktors* in %, (z), d. h.
©” (2)
o’ (x)

Die Hermitesche Interpolationsformel (21) stellt diejenige ganze ratio-
nale Funktion von héchstens (2# — 1)-tem Grade dar, die an den Stellen
%4> Zy, ..., T, der Reihe nach die Werte y,, ,, ..., ¥, und deren Ableitung
an denselben Stellen der Reihe nach die Werte 1, 47, ..., ¥, amimmt. Es
gibt immer ein solches Polynom, aber auch nur ein einziges. Dies laBt
sich alles leicht beweisen.

Die » Polynome unter (22)

(27) hy(2); by (%), -5 by (2)

(26) v (xz)=1—

(x_xk)'
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nenne ich die Grundpolynome erster Art und die n Polynome unter (23)

(28) b, (), 9. (2), .- B, (2)
nenne ich die Grundpolynome zwester Art, der Hermateschen Interpolation(21).
8. Setzt man in die Hermitesche Formel (21)

y1=y'2="'=yn=13 y{:yé:__,:yé:o’
so erhdlt man fiir die Grundpolynome erster Art die identische Relation
(29) S (2)= 1.
Setzt man in (21)
p=yp=...=9%h=0, y=g=..=y=1
so erhilt man
(30) Zh.(@)=1 ().
wo / (x) eben dasjenige Polynom (27 — 1)-ten Grades bezeichnet, welches
an den Stellen z,, 2,, ..., z, verschwindet und an allen diesen Stellen die

Ableitung 1 hat.

§5.
Die Treppenparabel und die Wellenparabel.
9. Die Hermitesche Formel (21) zerlegt das zu den Daten y,, ¥,,..., ¥,,

Y1, Y5, ..., Yo gehorige Hermitesche Interpolationspolynom in zwei Sum-
manden:

(31) X(z)=H(z)+ 9 (z),
wo

(32) H(z)= 3y, by (),
(33) 9 (@)= Suihe (x).

Die Polynome H(z) und () lassen sich aber auch unabhingig von
ihren formelm#Bigen Darstellungen (32) und (33) in folgender Weise cha-
rakterisieren:

1. H(z) ist dasjenige Polynom von hdchstens (27 —1)-tem Grade,
welches an den Stellen x,,z,,..., 2, die Werte y,, ¥,,..., %, annimmt,
und dessen Derivierte an diesen Stellen verschwindet. Ich nenme- dieses
Polynom: das Treppenpolynom [die Kurve y = H(z) nenne ich die durch
die Punkte (,,%,), (%3, %.), .-, (%,,%,) gehende Treppenparabel].

Mathematische Annalen. 102. 46
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2. () ist dasjenige Polynom von hichstens (27 —1)-tem Grade,
welches an den Stellen z,, #,, ..., 2, verschwindet und dessen Derivierte
an diesen Stellen die Werte wi, yJ, ..., y» besitzt. Ich kann dieses Poly-
nom vielleicht das Wellenpolynom nennen [und die Parabel y = H{(z).die
durch die Punkte (2,,0), (z,,0),..., (2,,0) gehende und die , Neigungen“
Yi, Y3, -- ., Yn besitzende Wellenparabel].

§ 6.
Das Vorzeichen der Grundpolynome bei der Hermiteschen Interpolation.
Die konjugierten Punkte.

10. Von nun an will ich die voneinander immer verschiedenen Ab-
szissen z,, «,, ..., &, ausdriicklich reell annehmen und lenke meine Auf-
merksamkeit auf das Vorzeichen der Grundpolynome.

Ein Blick auf die Formel (17) des Lagrangeschen Grundpolynoms I, (z)
lehrt, daf dieses sein Vorzeichen (n —1)-mal #ndert, wenn z von —oo
bis --oco variiert.

FEinen ganz anderen Sachverhalt finden wir aber bei den Hermiteschen
Grundpolynomen vor.

1. Das Grundpolynom erster Art h, (z) unter (22) hat hdchstens eine
Zeschenwechselstelle und zwar dort, wo

(34) b (2) =1 28 (5 — ) =0
ist, d. h. an der Stelle

/ . o’ (x;,)

(35> Xk——xk-!_w”(xk)‘

Ich nenne diese Zeichenwechselstellen X, X,, ..., X, die zu den Stellen
Xy, &y, ..., &, gehorigen konjugierten Stellen. (Ist fiir ein k der Wert
w” (z,) =0, so ist X =o0; in diesem Falle ist v, (z) =1 und A, (x) hat
iiberhaupt keine Zeichenwechselstelle.) Die Lage der konjugierten Stellen
spielt im folgenden eine entscheidende Rolle. Es ist iibrigens
(36) Xk =X + 1 1 ! 1 1
{ )

A e
Zp — Xy X — T —y Ty — X4, Xy — Xy,

(k=1,2,...,n)

eine Formel, die wir aber im folgenden nicht gebrauchen werden.

2. Das Grundpolynom zweiter Art B, (z) unter (23) hat eine Zeichen-
wechselstelle, namlich die Stelle

(37) z = x,.



Weierstrasche Approximation:und Hermitesche Interpolation. 715

§7.
Ein Satz iiber die Treppenparabel.

11. Die Stellen z,, ,, ..., z, sollen nun in das Intervall — 1<a2 < +1
fallen. Ich nehme weiter an, daB die konjugierten Punkte X, X,,..., X
auferhalb dieses Intervalles liegen (d. h. genauer, entwecer sei X, >1
oder X, < —1). Dann sind, mit Riicksicht auf v,(z,)=1, die Grund-
polynome erster Art h, (z) unter (22) alle nichtnegativ fir —1 <z< 1.
Daraus ergibt sich mit Riicksicht auf (29) und (32) der folgende

Satz. Sind fiir die im Intervall —1 <2 < + 1 liegenden Punkte
Z,, &y, ..., &, die konjugierten Punkte X , X,,..., X nicht im Innern
dieses Intervalls gelegen, dann liegen die Werte des Treppenpolynoms

H(z)= Zn’ y by (2) fir —1< 2 < +1 zwischen dem kleinsten und dem
k=1
groften der Werte v, %5, ..., 9,

§8.
Neue Charakterisierung der Legendre- Gauschen und Tschebyscheffschen
Abszissen, und zwar mit Hilfe der konjugierten Punkte.

12. Im folgenden will ich nun die Abszissen z,, z,, ..., z, ganz speziell
wihlen.

A. Der konjugierte Punkt X, liege im Mittelpunkt der Strecke, die
von z, bis zum konjugiert harmomischen Punkte von z, reicht, wo —1
und +1 als Grundpunkte gedacht sind, d. h.

T —

(38) X, = —t (k=1,2,...,n).

B. Der konjugierte Punkt X, liege im konjugierten harmonischen Punkte
von z,, wo wieder —1 und -1 als Grundpunkte gedacht sind, d. h.
(39) X =+ (k=1,2,...n).

Zy

In beiden Fillen liegt X, nicht im Innern des Intervalles (—1, +-1),
so dafl also nach Nr.11 simtliche Grundpolynome erster Art A, (z) im
Intervall —1 < 2 < 41 nichtnegativ ausfallen.

Bestimmen wir min in beiden Fillen die unseren Forderungen ent-
sprechenden Abszissen z,, z,, ..., z,, oder, was dasselbe ist, die ganze ratio-
nale Funktion n-ten Grades w(z).

13. Laut (35) fordern wir im Falle A, daf§
2+ 1

: '(z)
(40) 5 X == xk+ g',(zl;‘)

46¥
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erfiillt sei, fir k=1,2,..., %, d. h. daB
(41) (1—2) 0" (%) — 2z0"(2) =0

gei fiir k=1,2,...,n. Wir fordern also, daB das Polynom von héchstens

n-tem Grade .
(1—a?)w"(z)— 220 (z)

an sidmtlichen Nullstellen z,,,,..., 2, des Polynoms w () verschwinde.
Es muf also
(42) (1—2%)o"(x) — 220’ (x) = Konst. v (z)

sein, woraus wir durch Vergleichung der Koeffizienten von z" auf beiden
Seiten der Gleichung (42) sofort ersehen, dafi die Konstante auf der rechten
Seite von (42) gleich — n(n -+ 1) ist. Also gilt schlieBlich

(43) (l—2¥o"(z)—22z0'(z)+n(n+1)w(z)=0.

Das ist die Differentialgleichung des n-ten Legendreschen Polynoms.
Also sind im Falle A die z,, z,, ..., #, die s.g. Legendreschen oder GauB-
schen Abszissen, d. h. die Wurzeln der Gleichung P, (z) =0, wo P, (z)
das n-te Legendresche Polynom bezeichnet. Wir haben also das folgende
Resultat erhalten:

Fiir die Wurzeln der Gleichung P, (z) = 0, und nur fiir diese Punkt-
gruppe, liegt der konjugierte Punkt X, von z, fiir jeden der Werte
k=1,2,...,n genau in der Mitte der Strecke von 2, bis zum konjugiert
harmonischen Punkte von z,, wenn —1 und 41 als Grundpunkte be-
betrachtet werden. ’

14. Durch die Forderung B

1 e (m)

o P ey
erhalten wir fir o () auf demselben Wege die Differentialgleichung
(45) (1—2%)w"(z) — 20’ (z) + 2w (2)=0,
welchem das n-te Tschebyscheffsche Polynom geniigt.

Fiir die Wurzeln der Gleichung 7', (z) = cos (narccosz) =0, d. h. fiir
die Punktgruppe
{46) xk=cos(2k—1)§i:—z— (k=1,2,...,n),

und nur fiir diese Punktgruppe liegt der konjugierte Punkt X, von =z,
fir jeden der Werte £ —=1,2,...,» im konjugiert harmonischen Punkte
von z,, wo wieder —1 und 1 als Grundpunkte fiir das harmonische
Paar gedacht sind.
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Die Tschebyschefischen Abszissen lassen sich tibrigens so konstruieren:
man schlage iiber® der Strecke von —1 bis 41 als Durchmesser einen
Halbkreis, teile diesen in n gleiche Teilbdgen und projiziere die n Mittel-
punkte dieser Teilbogen auf den Durchmesser von —1 bis +1. Die
Projektionspunkte sind die Tschebyschefischen Abszissenpunkte.

§ 9.

Charakterisierung der allgemeinen ultrasphiirischen Abszissen mit Hilfe
der konjugierten Punkte.

15. Ich stelle drittens die Forderung:
C. Die konjugierte Stelle X, sei
Zxk+—£-
Xk:7+% (041, k=1,2,...,%),
d. h. der konjugierte Punkt teile die Strecke von z, bis zu seinem kon-
jugiert harmonischen Paare %; m zwei Teile, deren Verhdlinis, fiir jeden
der Werte k=1, 2, ..., n, dieselbe GroBe 1 habe, (0 <1 < 1). D.h
1y
L (0L1L1, k=1,2,...,n).

Xk-—xk

Diese Forderung fiihrt, auf dem angegebenen Wege, sofort zur Diffe-

rentialgleichung der ultraspharischen Polynome?)
(1-20"—(A+1z0’+0(n+1)o=0.

Der Legendresche Fall A entspricht dem Werte 2 =1, der Tschebyscheffsche
Fall B dem Werte 1= 0.

Ich bemerke, daB die zum Verhsltniswerte 1 (1> 0) gehérigen ultra-
sphéirischen Polynome w, (x) in der Potenzreihenentwicklung nach z der
erzeugenden Funktion

—-———-—~—1 ”
—1=0(2) + o, (2)2+ ...+ o, (2)2"+...
(1-2xz+422)2
als Koeffizienten auftreten, und daB hier die charakteristische Linearfunktion

unter (26) die Form
1—-(A+1 Axf
v, (%) = ( *rl_)z;k-*- %

hat.

%) N. Nielsen, Théorie des fonctions métasphériques, Paris, Gauthier-Villars, 1911.
E. Kogbetliantz, Recherches sur les séries ultrasphériques, Journal de Mathématiques
pures et appliquées (9) 3 (1924), p. 107—187.
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Endlich erwidhne ich hier, daBl im Falle der Newtonschen Abszissen

2 '
n+1

samtliche konjugierte Punkte X, in das Intervall (—1, +1) fallen. Eine
Ausnahme kommt nur vor, wenn » ungerade ist; dann fillt der der sodann
auftretenden Interpolationsstelle # =0 entsprechende konjugierte Punkt ins
Unendliche.

16. Die Nummern 12 bis 15 enthalten eine neue Kennzeichnung der
ultrasphirischen Abszissen. Es fithrte zu ihnen die Betrachtung der kon-
jugierten Punkte der Hermiteschen Interpolation. In den §§1, 2 sind diese
speziellen Abszissengruppen auf einem ganz anderen Wege aufgetreten, nimlich
durch die klassische Methode der kleinsten Quadrate. SchlieBlich erinnere
ich noch an einen dritten Weg, auf dem die ultrasphirischen Abszissen
unmittelbar hervortreten: es ist dies die klassische Frage nach gewissen
giinstigsten mechanischen Quadraturen (GauB, Mehler). Im Reste dieser
Arbeit beschrinke ich mich nun ausschlieflich auf den Grenzfall 1 =0,
d. h. auf die Tschebyscheffschen Abszissen, ohne meine Resultate, die sich
auf allgemeine ultrasphirische Abszissen beziehen, zu erwihnen.

z,=—1+4+k (k=1,2,...,n)

§ 10.

Uber die wichtigsten Eigenschaiten der Grundfunktionen beider Art
im Falle Tschebyscheffscher Abszissen.

17. Es seien mit 2,, z,, ..., z, die Tschebyschefischen Abszissen be-
zeichnet.
Ich erinnere zunichst daran, dall immer

(I Sy (z) =1
F=1
ist.

Eine leichte Rechnung zeigt, da8 im Falle Tschebyschefischer Abszissen

(I1) kézf),‘(x) =} (2)= 4 (cosh) = %cosnﬂ cos(n —1)0
—_—Q-%(oosﬂ—l-cos(Zn —1)6)

ist. Diese interessante Gleichung habe ich hier angefithrt, werde sie aber
beim Konvergenzbeweis nicht beniitzen.
Wegen kb, (2) >0, fir —1< 2 < 41, ist natiirlich auch

n

(1xI) S|h(2)|=1.

k=1
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Um die anderen, zum Konvergenzbeweise notigen Abschitzungen er-
halten zu kénnen, mu8 ich die Grundpolynome im vorliegenden Tschebyschefi-
schen Falle etwas niher betrachten. Laut (22) und (23) ist immer

(47)  h(e) = (1= % (2 — ) (1 (@) = v, (2) (@)’

(48) be(2) = (z — ) (L, (2))*.

Im Falle Tschebyschefischer Abszissen ist aber, auf Grund der
Gleichung (44),

”((Ck) Z,
(49) ’(xk) 1 ___an5
und, wegen
(50) w(x)="T(x)=T(cos8) = cosnb,
(51) (o' (@)" = 2o
Also ist, mit Riicksicht auf (47) bis (51),
(52) hy(2) = v, @) (b, () = T (4(2)* = 55(1 — w,) (FL2)
und

(83) Bu(2) = (2 — %) (h(2)* = - b (2) = (2 — z,)- T o (%),
oder mit anderer Gruppierung der Faktoren
(58) bu(2) =75 (1~ ) ().

Aus (52) erhalten wir zunachst, mit Riicksicht auf | T'(z)| = | T(cos) |
=|cosnb| L1,

2 1
= <-—-- o—
(54) jhk(x)i hk(x) == (x___xk)2 17/2’
fir -1 +1, 242,
Da weiter
r — X, .
(55) kL1, fir [e|<1,
so ist, mit Riicksicht auf {1 —2;|=1—a; <1 und auf Grund der
Formel (53%),
(56) (@) Sh(2), fir ||,

eine, im Tschebyschefischen Falle giiltige, wichtige Ungleichung.
Durch Summation erhalte ich nun aus (56), mit Riicksicht auf (I),

(Iv) MINOIESINOESS

k=1
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18. Die feste Stelle z sei durch ein festes Intervall (z— s, z+¢)
umgeben Diesem Intervalle entsprechend teilen wir die Summen Z{h ()|

und Z”);. (x)| in zwei Teile:

(57 Sih(@)] = Ih(@) = () + 3 (),

(58)  S1B(a) = X 18(a)|+ 3" [B(2)],

wo 3 immer eine Summe bedeutet, die iiber diejenigen Indizes % zu er-
strecken ist, denen ein in das abgeschlossene Intervall (2 — ¢, 2 -+ ¢)
fallendes z, entspricht. 3" bezeichnet immer eine Summe, die iiber allen
tibrigen Indizes & zu erstrecken ist. (Die eine oder andere Summe kann
unter Umstinden auch leer ausfallen.)

Nun ist, mit Riicksicht auf (I) und %, (z) >0,

(V) 3 [t (2)| = b (2) € St (@) = 1,
und, mit Riicksicht auf (IV), -
(VD) I 1(2) | £ I b (@) 1.

Weiter ist, mit Riicksicht auf (54),
n
” 1" 1 2 Y11 2 1 21
(VII) 3"k ()| = 3"k, (2) < 22 S; 217:;.—2 et o
und, mit Riicksicht auf (56) und (VII),
” ’ 2 1

(Vi) @) £ 2k (2) £ 5 o

Ich kann aber auBerdem noch zeigen, da im Falle Tschebyschefscher
Abszissen

n
(IX) lim 35,(2)| = 0
giiltig ist, und zwar gleichméBig im Intervalle —1 <z < 1. Da namlich
1—a? 1—]ay?
Tom = To(a — 1 TI1%l<2,

so gilt, mit Riicksicht auf (53), fiir |, ()| auBer der Ungleichung (56)
auch noch die ebenfalls wichtige Ungleichung

(X) 19 (2)| £ 2]z — 2, ] B, (2),

aus welcher, mit Riicksicht auf (V), die Abschitzung

(VI 15, (2)| L2 3|2 — [ b, (2) < 26 3 by (2) < 26
geschlossen werden kann.
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Aus (VI"), (VIII) und (58) folgt nun

S0, (2)] <20+ 2 L <3,
k=1

wenn nur % gehdrig groB ist. Da & eine beliebig kleine positive GroSe
bezeichnet, so habe ich (IX) schon bewiesen, d. h. das folgende Resultat
erhalten:

Die Summe der absoluten Betrige der Grundpolynome zweiter Art §, (z)
konvergiert im Falle Tschebyscheffscher Abszissen zu Null, wenn n— oo,
und zwar gleichmiBig im Intervalle —1 <2 < 1.

Beim Konvergenzbeweis werde ich nicht (IV), sondern (IX) gebrauchen.

§11.

Beweis der gleichmifiigen Konvergenz der Hermiteschen Interpolations-
polynome zur Funktion, wenn ihre Steilheit in den Tschebyscheffschen
Abszissen beschrinkt bleibt.

19. Es sei nun y = f(z) eine im Intervalle —1 ’gxg +1 iiberall
stetige Funktion. Es seien z,, ,, ..., z, die zum Index n gehérigen
Tschebyschefischen Abszissen. Es seien weiter y,, y,, ..., 4, die Werte
von y =f(z) an den Stellen z,, 2,,...,z,, und 9/, 94, ..., y4 seien belie-
bige n Werte, die dem absoluten Beirage nach nicht groPer sind als 4,

wo A eine beliebig gewdhlte nichinegative absolute Komstante bezeichnet,
d.h. es ses

(59) =71 (), lyil<4 (k=1,2,...,n).
(Den oberen Index n, den ich bei allen GréBen

Xy, oy . e, T,
(60) Yi> Yoo - s Y

Yi Yis oo Yn

ansetzen miiite, kann ich ruhig weglassen, ohne ein MiBverstindnis zu
befiirchten.)

Das zu den so definierten Daten (60) gehorige Hermitesche Inter-
polationspolynom lautet

n K
) X, (@) = k(@) + Suih, (@) = B,(2) + 9, (2).
Ich behaupte nun, daB das Wellenpolynom

(62) 9.(2) = S 9ihu(2)
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- mit n—o0 fiir — 1 <2< + 1 gleschmdfig zu 0 konvergiert. Tatsichlich ist

(63) 19, (@)1 < 10kl [B(2)| <4 319, (2)|—0

auf Grund der Limesgleichung (IX).
Es bleibt also nur noch iibrig das Treppenpolynom

(64) H,(2) = 33,1 (2)

fiir »—oc zu untersuchen. Es sei z eine beliebige Stelle des Intervalls
~1<2 < +1, und y bezeichne den Wert von f(z) an der Stelle x.
Dann ist, mit Riicksicht auf (64) und (I),

(65) H,(z) —y = Z(t% — y) b (2).
Es sel nun 4 eine beliebige positive Gré8e, und e so bestimmt, daBl
(66) ROEOIETS
wenn o
(67) !t - x, g L

wo auch der Wert 2 im Intervalle —1 <2 < 41 gelegen sei. Aus (65),
(66) und (67) folgt, mit Beriicksichtigung von (V) und (VII), unmittelbar
»
(68) [, (2)=y| £ D9~y |l (2)
=N~y b (2)+ 3" =y by (2)
’ " 2 1
Lo h(2)+8%Y hk(x)éa‘f"s'?";:

wo S die groBte Schwankung von f(¢) im Intervalle —1 <¢ < 41 be-
zeichnet. Also ist

(69) |H,(2) —y| <29,

wenn nur n gehorig grof ist, und zwar im ganzen Intervalle —1 <z < + 1.
Hiermit ist aber bewiesen, daf im Intervalle —1 <2< +1 das Treppen-
polynom H, (z) gleichmiBig zu f(z) konvergiert, d. h.

(70) lim H, () = (=)
stattfindet. Ich habe soeben bewiesen, daf fiir —1 <2 < +1 gleichmiBig
(71) lim §, () = 0

stattfindet. Also ist, mit Riicksicht auf (61),

(72) lim X, (2) = £ (),

und zwar gleichmifBig im Intervalle —1 <2< +1.
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Das so erhaltene Theorem lift sich in folgender Weise formulieren.

Es sei y=1{f(z) eine beliebig gegebene, tm Intervalle —1 <z < +1
iberall stetige Funktion. %, Z,,..., %, sollen die Tschebyscheffschen Ab-
szissen bezeichnen, d. h. es ser

2, = cos (2k — 1) 5 (k=1,2,...,m),

und Yy, Yy, ..., Y, sollen die Werte bezeichnen, die die PFunktion f(x)
an diesen Stellen, der Rethe nach, annimmit, d. h. es ser .

Y, = f(x1)> Yy = f(xs)’ S f(xn) .
Durch die Punkie

(205 1) (T35 93)s -+ (%5 Y )5
als Knotenpunkte, geht nun eine n-fach unendliche Schar von Parabeln
von hochstens (2n — 1)-tem Grade. Es sei y = X, (z) irgendeine Parabel
dieser Schar, fir welche jedoch die Richiungstangenten in allen Knoten-
punkten dem absoluten Belrage nach nicht grofer sind als 4, d. h.

[Xi(z)| €4, [Xa(m)|£4, ..., [Xi(2,)[ £ 4,

wo A eine beliebig vorgeschriebene numerische Konstante bezeichnet®).

Dann 2st )
Tim X, (2) = £ (2),

und zwar gleichmdifig im Intervalle —1 <« < +1.
Fiir die Interpolationsparabeln 2n-ten Grades ist dieser Satz nicht
richtig.
§ 12.
Spezielle Fille.
20. Nimmt man im vorigen allgemeinen Theoreme, fiir jedes n, speziell

y{:yé: ces =y?;=0,
so erhidlt man, daB die von mir Treppenparabeln genannten speziellen
Hermiteschen Parabeln fiir —1 <2 < +1 gleichmifig zu y = f(z) kon-
vergieren, d. h. den folgenden Satz (der sich, wie aus dem Vorhergehenden
ersichtlich, kiirzer direkt beweisen 148t):

%) Uber weitergehende Resultate mdchte ich an anderer Stelle berichten. Hier
bemerke ich nur, daB, allgemeiner, X,(z) immer mit lm#zn = im Intervalle
—1Zz<+1 gleichmifig zu f(«) konvergiert, wenn nur der grofite unter den
n Quotienten

[XZ (@) | Y T— 28 25

o (k=1,2,...,n),

mit limn =c0 zu 0 konvergiert.
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Bezeichnet H, (x) diejenige ganze rationale Funkiion von héchstens
(2n—1)-tem Grade in x, die an den Tschebyscheffschen Abszissen
Xy, Xgs - - -» T, denselben Wert annimmt wie die sm Intervalle —1 < 2 < +1
beliebig gegebene diberall stetige Funktion f(x), deren Derivierte aber an
allen diesen Stellen verschwindet, so ist 31_11610 H,(z)={(x), und zwar

gleichmdpig im Intervalle —1 < x < +1. In Formeln:

hm Zf(xm)) 1 —za™) (xT,‘ (xx<2>) £(2),

und zwt;,r gleichmifig fur —1 <2< +1, wo
T, (x) = cosn (arccosz),
xlﬁn)zcos(Zk——l)Q% (k=1,2,...,n).

Wihrend also das Lagrangesche Interpolationspolynom L (z) — die-
jenige ganze rationale Funktion von hochstens (» — 1)-tem Grade, die an
den Tschebyschefischen Stellen z,,z,,..., #, mit unserer Funktion f(z)
iibereinstimmt — nicht notwendigerweise gleichmiafiig zu f(z) konvergiert,
konvergiert das Treppenpolynom H,(z) — das man auch als dasjenige
Polynom von héchstens (27 — 1)-tem Grade charakterisieren kann, welches
an den besagten Stellen z,, z,,..., z,, der Reihe nach, die Werte

y1=f(xl>’ yz‘_':f(x-z)’ RXE yn=f(xn)

doppelt annimmt — fiir limn = co immer gleichmaBig zu f(z), im Inter-
valle —1 <2< + 1.

Diese spezielle, besonders einfache Herstellungsregel fiir die Bildung
WeierstraBscher Approximationspolynome durch Hermitesche Interpolation
habe ich im Jahre 1915 verdffentlicht?). In der neuen allgemeinen Her-
stellungsregel im § 11 figurieren nun beliebige Neigungswerte y1, 97, ..., ¥n
der Hermiteschen Parabel, die nur der Bedingung der Beschrdnkthest
(ly;} £ 4 fiir jedes k und jedes n) unterworfen sein miissen. Nimmt man
fiir diese — um einen anderen speziellen Fall zu erwihnen — den Wert

=Y=...=y=1,

so erhilt man den Satz, daB unsere Hermite-Parabeln auch dann gleich-

?) L. Fejér, a) Interpolatiérél (ungarisch), Anzeiger der Ungarischen Akademie
der Wissenschaften 34 (1916) (Sitzung vom 15. November 1915); b) Uber Inter-
polation, Nachrichten der Gesellschaft der Wissenschaften zu Gottingen, Mathematisch-
physikalische Klasse, 1916 (Sitzung am 15. Januar 1916). Mit dieser Arbeit sind die
§8 3—12 vorliegender Arbeit zn vergleichen; jene enthilt auch wichtige literarische
Verweise.
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miBig zu f(z) konvergieren (immer mit Tschebyschefi- Abszissen!), wenn
simtliche Tangenten dieser Parabeln in den Punkten

(2 F (@), (@ [ (@), -0y (%o f ()
45° mit der Abszissenachse bilden.

Ich glaube, daB man durch zweckmiBige Wahl der ,Tangentenver-
teilung“ in unserem Hermite-Polynome noch gewisse weitere Vorteile wird
gewinnen kénnen.

21. Ich erwihne schlieBlich noch einen dritten, etwas anders gearteten
Spezialfall: es habe 7 () selbstim Intervalle — 1 <2 < 1, oder wenigstens
fiir simtliche Tschebyscheffschen Abszissen, einen beschrdnkien Differential-
quotienten f’(x). Dann kann ich y, =f'(»,) wihlen. Die Hermitesche
Parabel geht in diesem Falle in die Schmiegungsparabel y= 8, () von
y = f(z) iiber, wo S, (z) diejenige ganze rationale Funktion von hdchstens
(2n — 1)-tem Grade bezeichnet, fiir die

B, (w)=1(2), 8.(2)=r(z), - 8.(,)=((z,)
S:z(xl) = fl<x1>> Sa:(xe) = fl(x.r)’ SRR Sr:(xﬂ) = fl(xn)
gilt. Unser allgemeiner Satz im § 11 lefert nun den Satz, daB die
Schmiegungsparabel in diesem Falle fiir n = oo gleichmdfig zur sietigen
Kurve y=f(x) konvergiert (d. h, im 8, (z) =f(z), gleichmdpig fir
—1L2<L+41).

Budapest, den 28. Juni 1929,

(Eingegangen am 15. 7. 1929.)



