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Uber die Reduzibilitit von Polynomen im Korper der
reellen Zahlen.

Von

Karl Dérge in Koln.

Um den in dieser Arbeit bewiesenen Satz als Verallgemeinerung ein-
facher bekannter Theoreme erscheinen zu lassen, kniipfen wir an die Frage
nach der Realitit der Wurzeln der quadratischen Gleichung an. Der Ver-
allgemeinerung zu Liebe formulieren wir den hier vorliegenden Sachverhalt
in folgender etwas umsténdlicher Form: In f(2) =q 2%+ a,z + a, be-
trachte man q,, @,, @, als reelle Parameter. Die Punkte des reellen drei-
dimensionalen Parameterraumes mit den Koordinaten a,, a,, a,, in welchen
f(x) im Korper der reellen Zahlen zerfillt, sind dann durch eine algebraische
Ungleichung — némlich 4a,a, —a? <0 — charakterisiert. Der Bereich,
in welechem £ reduzibel ist, wird von dem Bereich, in welchem £ irreduzibel
ist, getrennt durch die Punktmenge der Punkte, in welchen f das positiv
oder negativ genommene Quadrat eines reellen Polynoms wird.

Es sel nun f ein Polynom von den Verdnderlichen z,,...,2,,. Die
Koeffizienten seien Polynome mit reellen Koeffizienten der reellen Para-
meter ¢,,...,%. Unter Q wersteche man die Menge der Punkte des
s-dimensionalen Parameterraumes, fir welche  oder — f das Quadrat
eines reellen Polynoms in z,, ..., z, wird. Es ist leicht zu sehen, daB
diese Punktmenge € algebraisch bestimmt ist. Es wird zunichst be-
wiesen, dafl die Punkte des reellen s-dimensionalen Parameterraumes, fiir
welche f im Korper der reellen Zahlen zerfillt, durch Systeme algebraischer
Gleichungen und Ungleichungen zwischen den Koeffizienten a, von f, also
auch zwischen den z_, charakterisiert sind. Damit wird dann der folgende
Satz bewiesen:

Die Punkimenge Q zerlegt den s-dimensionalen Parameterraum in
durch sie getrennie Bereiche. GQreift man irgendeinen derartigen Bereich
heraus, so ist darin entweder f fir jeden Punkt im Reellen reduzibel bis
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auf hichstens die Punkie, in denen sich der Grad won f erniedrigt,
oder f ust tn jedem Punkt des Bereiches trreduzibel bis auf hichstens die
Punkte auf gewissen angegebenen algebraischen Flichen®).

Bei Polynomen einer Verinderlichen von mindestens drittem Grade z. B.
haben alle Gebiete denselben Charakter. In allen ihren Punkten, wo nicht
Graderniedrigung eintritt, muB f im Reellen zerfallen. Das Polynom
tx® - (t—1)y* ist in 0 <#< 1 reduzibel,in t < 0 und ¢ > 1 irreduzbel.
Die Grenzpunkte dieser Gebiete sind 0 und 1, wo f ein Quadrat wird.

Aus dem Satze kann z. B. gefolgert werden: Wenn f nie ein Quadrat
wird?), so ist es entweder im ganzen Raume im Reellen reduzibel bis auf
hochstens die Punkte, wo Graderniedrigung eintritt, oder es ist im ganzen
Raume irreduzibel bis auf hochstens die Punkte auf angegebenen algebraischen
Ausnahmeflichen. .

Die Anregung zu der Note habe ich durch das algebraische Kriterium
fiir absolute Irreduzibilitit von E. Noether (Math. Annalen 85) bekommen.
Ich benutze nicht nur die Sitze, sondern auch die Methoden von E. Noether.

1. f(2,, ..., z,,) sei ein Polynom mit Koeffizienten aus dem Kérper K.’
Der Grad sei k. Man setze d = 24. Dann unterwerfe man die z der Trans-
formation xﬂzédm #, [u=1,2,...,m]. f geht dadurch iiber in ein
Polynom der einen Veréinderlichen &. Man nenne es F(&). Die Redu-
zibilitdt von f in K 1iBt sich dann in gewissem Sinne auf die Reduzibilitit
von F zuriickfiihren®). Dazu betrachte man im Korper K die Zerlegung

F(&)=F (8)-F,(8).

Die n F, und in F, wirklich auftretenden Exponenten entwickle man als
d-adische Zahlen. Wenn die dabei vorkommenden Koeffizienten der Potenzen

von d sidmtlich ihrem Betrage nach kleiner als -‘2l~ sind, sagen wir, die

Faktoren F, und F, bitten induziérte Exponenten. Dann gilt der Satz:
f zerfdllt dann und nur dann in K, wenn F in zwei Faktoren mit indu-
zierten Exponenten in K zerfillt. Ferner erhilt man aus einer Zerlegung
von F in Faktoren mit induzierten Exponenten eine Zerlegung von f, in
deren Faktoren als Koeffizienten gerade die Koeffizienten der Faktoren
von F auftreten.

) Hierbei ist der uneigentliche Fall zugelassen, daB der Raum durch @ nicht
zerlegt wird, also einen einzigen Bereich bildet. Randpunkte diirfen dem Bereiche
angehoren.

®) Z. B. wenn die bei den verschiedenen Numerierungen der Veranderlichen 2,
sich ergebenden hichsten Glieder und das absolute Glied nirgends simtlich uberein-
stimmende Vorzeichen haben, wie z. B. in 2*—y*-+ U(z, y), wo U in z und in y
hochstens den Grad k—1 hat.

%) Vgl. die Note von E. Noether.
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Im folgenden lege man in den Veranderlichen z irgendeine feste Reihen-
folge zugrunde, der Einfachheit halber etwa die Rethenfolge nach den
Indizes: z,, @,, ..., Z,,. Man kann dann die Glieder von f nach irgendeinem
Prinzip, etwa nach fallenden Exponenten, ordnen. Dann schreibe man

L
flay,..oz,) =a I+ ...+ a ll; = Yo II;, unter I, ... II; die
A=0

Potenzprodukte der z,, ..., z,, verstanden. Wir setzen im folgenden immer
a, &0 voraus. Der Grad von F(&) sei N. Das hochste Glied von F
ist dann aoéN .

Definition. f zerfillt im Korper K halb, wenn es in einem Er-
weiterungskérper von K in zwei Faktoren f,-f, zerfillt derart, daB in
den f, [k=1,2] die hochsten und die konstanten Koeffizienten zu K
gehoren.

Der Begriff des Halbzerfallens von f la8t sich nun natiirlich wieder
zuriickfithren auf einen gewissen Begriffi des Halbzerfallens von F(Z).
Dazu sage man:

Definition. F zerfillt in K halb, wenn es in einem Erweiterungs-
kérper von K derart in zwei Faktoren F,-F, zerfillt, dal

1. F, und F, nur induzierte Exponenten enthalten,

2. die hochsten und die konstanten Koeffizienten von F, und F, zu K
gehéren.

Der Bequemlichkeit halber normiere man F, indem man mit a¥-?
multipliziert, dann &’ = @, & setzt und schlieBlich statt &' wieder £ schreibt.
Zu F(£) gehort dann ein bestimmtes Polynom F* (&), dessen Koeffizienten
statt der a, jetzt noch mit Potenzen von g, multipliziert sind. Offenbar
zerfallt F dann und nur dann halb in K, wenn F* in K halbzerfallt.
Ferner zerfillt offenbar f dann und nur dann halb in K, wenn F in K
halbzerfillt, also dann und nur dann, wenn F* in K halbzerfsllt.

Wir interessieren uns in Zukunft natiirlich nicht fiir das Halbzerfallen
von f, sondern fiir das Zerfallen von f. Es bestebt aber folgender Zu-
sammenhang: Man unterwerfe die Veréinderlichen z, unter Benutzung irgend-
welcher Zahlen ¢, ¢,,...,«, aus K der Transformation z, ==z, +«,
[4”’ - 1 2 i m}

Aus dem durch Division von f mit @, normierten Polynom f* (z,)
entsteht dann ein neues Polynom £ * (z). Wenn f* in dem*) algebralsch
abgeschlossenen Erweiterungskorper von K zerfallt, so betrachte man dort
simtliche Zerlegungen von f* in normierte Faktoren. Aus diesen Zer-

m

4) Unter dem algebraisch abgeschlossenen Erweiterungskorper von K verstehen
wir etwa den kleinsten algebraisch abgeschlossenen Erweiterungskérper von K.
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legungen erhiilt man offenbar .durch die Transformation z, =z, -+,
samtliche Zerlegungen von f* (z,) in nonmerte Faktoren Gehort so zu
einer Zerlegung ¥ = f;* fg die Zerlegung £*=FA*£*, so ist offenbar der
absolute Koeffizient von f;* der Wert f* (2,) und der absolute Koeffizient
von f* ist fif (). Aus emem Zerfallen von f* in K folgt mithin gewi
das Ha.lbzerfa]len von f (ac ) in K. Umgekehrt folgt aus dem Halb-
zerfallen von f* (#,)in K in “die Faktoren £*.4*, daB £* (e,) und f (e )
zu K gehoren.

Daraus aber ergibt sich: /* zerfillt dann und nur dann in K, wenn
¥z z,+«,) fir geniigend viele und geniigend verteilte Systeme ¢, aus K
in K halbzerfillt, und zwar ist notwendig und hinreichend, da8 nach Be-
stimmung einer geniigend groSen Anzahl 8, die allein durch die Grade
von f bestimmt werden kann, fiir die Systeme e, ..., ,, in welchen o,
unabhingig voneinander die Reihe 0,1,...,8—1 durehlaufen, r* (z,+e, )
in K halbzerfdllt®). Kehrt man zu den Polynomen vor der Norrmemng
zuriiek, so ergibt sich: f zerfillt dann und nur dann in K, wenn nach Be-
stimmung einer hinreichend grofen Zahl §, die allein durch die Grade
von frelativ zu den m Verdnderlichen z, bestimmt werden kann, f(z,+-«,)
fir alle 8™ Systeme von Zahlen &, in welchen die ¢, unabhingig von-
einander ganzzahlig von O bis §—1 variieren, als Polynom von den z,
in K halbzerfallt.

2. Um eine Bedingung fiir das Halbzerfallen von f in K zu erhalten,
geniigt es, das Halbzerfallen von F* in K zu betrachten. Dazu nehme
man fiir irgendein festes ¢ der Reihe 1,2,..., N— 1 irgendeine Zerlegung
von F* in einem Erweiterungskirper von K, wobei man die Faktoren als
normiert annehme:

F*=F{-F;,

Ff =846, + .. 4o B =4+ ey,
Die N Wurzeln von F seien &y, &,...,Exy. Sie verteilen sich auf die
Faktoren F, und F,. Man wihle die Bezeichnung etwa so, dal F, die
Waurzeln £,, .. ,E und F, die Wurzeln & o120 &y hat. DaB diese Zer-
legung von F* dann ein Halbzerfallen von F* hefert bedeutet: Gewisse
der ¢, namlich die, welche zu nicht induzierten Exponenten gehoren, etwa
€ays -+ €, Und ebenso gewisse der e, etwa ez, ..., €z, sollen verschwinden
und auBlerdem soll ¢, — und dann von selbst ey., — zu K gehdren.
Das kann aber auch so ausgedriickt werden: Der mit den neuen Ver-
anderlichen u,, %, ..., v;, ¥y, ..., w, & gebildete Ausdruck )

Uy Coy Uy Gy oo U C, F- 0y 05, F-Vy85,+ ... F 0, é,g,-}»«p(c ~—6)

%) Vgl. den Hilfssatz in Teil H "der Note »Bemerkung zum Hilbertschen Iue&u-
zibilititssatz¥, Math. Annalen 102, S. 521—530. .
Mathematische Anmalen, 102. 47
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soll fiir eine Zahl & aus K verschwinden. Auf diese Form, aufgefat als
Ausdruck in den £,, ..., {y wende man alle N! Permutationen der &,, ..., &y
an., Man erhilt dann weitere Formen in denselben Verdnderlichen w, v, w0, 6.
Man bilde deren Produkt. Dieses ist ein Polynom &, (u, v, w, 8) von
u, v, w, 6, dessen Koeffizienten jetzt wegen ihrer Symmetrie in den
&, ..., £y Polynome von den Koeffizienten von F*, also auch von den
Koeffizienten @, mit ganzen rationalen Koeffizienten sind. Zu jedem o der
Reihe 1,2,..., N—1 gehort also ein @,(u,v,w,d). Man nehme hier
der Einfachheit halber fiir die verschiedenen o etwa dieselben Unbestimmten
u, v, w, 8, deren Anzahl man von vornherein hinreichend grofl annehme. Die
Bedingung fiir das Halbzerfallen von f in K ist dann: @ () =10 soll bei
veranderlichen %, v, w eine Losung 4 in K haben.

Setzt man w =0, so entsteht aus & ein Polynom ¥, welches nur
noch von u,v abhingt. Das Verschwinden von ¥ ist dann offenbar die
notwendige und hinreichende Bedingung fiir das Zerfallen von f in dem
algebraisch abgeschlossenen Erweiterungskorper von K.

In shnlicher Weise kann man eine Form ¥, von Unbestimmten
Uy, Uss + + o5 Vys Vgs -vvs Dys Py, - - - Konstruieren mit Koeffizienten, welche Poly-
nome der @, mit ganzen rationalen Koeffizienten sind derart, daB ¥;=0
die notwendige und hinreichende Bedingung dafiir ist, dafl 7 in dem alge-
braisch abgeschlossenen Erweiterungskérper von K in mindestens drei
Faktoren zerfallt.

Durch die 8™ Transformationen z, =2z, + ¢,, «,=0,1,...,8—1
enstehen aus f 8™ Polynome f,. Zu jedem f, gehort ein bestimmtes @ (4),
man nenne es P, (8). Notwendig und hinreichend fiir das Zerfallen von f
in K ist dann: Jedes @, [6=1,2,...,8™] soll in K eine Wurzel  haben.

3. An Stelle des beliebigen Korpers K betrachte man jetzt den Korper
aller reellen Zahlen, B. Dann wihle man ein festes 6. Die Koeffizienten
von @, aufgefaBt als Polynom der u,v,w, sind Polynome von & mit
reellen Koeffizienten. Man bezeichne sie etwa mit P, (d) [k=1,2,..., K]

K
und setze 3 (P,(8))* = @,(9). Die Bedingung fiir das Zerfallen von f
k=1

in R ist dann die: Jedes @,(8) [6=1,2, ..., 8™] soll eine reelle Wurzel ¢
haben.

Ob bei festem o das Polynom @_(4) eine reelle Wurzel hat, ist nun durch
Gleichungen und Ungleichungen zwischen den Koeffizienten von @, bestimmt,
wie ans den bekannten Sdtzen iiber die Anzahl der reellen Wurzeln von
Polynomen folgt. Genauer gilt folgendes: Man kann zu @, (J) eine endliche
Anzahl von Systemen 2, [r=1,...,7,] bestimmen, von denen jedes aus
einer endlichen Anzahl von algebraischen Gleichungen und algebraischen
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Ungleichungen®) zwischen den Koeffizienten von @,, also zwischen den
Koeffizienten von f besteht, mit folgender Eigenschaft: Dafiir, daB @, (J)
eine reelle Wurzel hat, ist notwendig und hinreichend, daB fiir irgendein
7 alle Gleichungen und Ungleichungen von 2, gleichzeitig erfiillt sind.
Daraus ergibt sich weiter: Notwendig und hinreichend fiir das Zerfallen
von fin R ist, daB fiir jedes o ein System X existiert, dessen Gleichun-
gen und Ungleichungen gleichzeitig erfiillt sind.

Offenbar kann man dann auch ohne Unterscheidung der ¢ von vorn-
herein endlich viele Systeme P, von je endlich vielen algebraischen Re-
lationen zwischen den Koeffizienten von f angeben, so daB fiir das Zer-
fallen von f in B notwendig und hinreichend ist, daB8 fiir irgendein { simt-
liche Relationen von P, gleichzeitig erfiillt sind.

Diese Bedingung hat sich ergeben unter der — allerdings einzigen —
Einschrénkung, die wir bisher durchweg gemacht haben, nimlich da8 g,
der Koeffizient des hochsten Gliedes von f, nicht verschwindet, Ein Satz
gleichen Wortlautes ergibt sich nun nachtriglich anch, wenn man diese
Einschrinkung fallen 138t .

Statt P. schreibe man némlich jetzt P2 (t,=1,2,...,Z,). Entsprechend
erhilt man, wenn man @, =0, @, 4= 0 annimmt, ein System algebraischer
Relationen Pg, [(,=1,...,Z,] gleicher Bedeutung, fiir ay=20, a, =0,
@, + 0 ein System P usw. Vor jede Relation von P. schreibe man nun

2
noch formal @ > 0, was durch (a(,l; 0
dann ein System von algebraischen Relationen, das mit S; bezeichnet
werden moge.

Vorjede Relation von Py, setze man die beiden Relationen a,= 0, a2 >0,

) angedeutet werde. Man erhilt

9, =0
was durch (af > O) angedeutet werde. Das System von Relationen, das
Pg 3 ao = 0

man so erhélt, nenne man S;,. Entsprechend erhilt man 87 : 012: 0
cre . ! > a2>0

usw. Mithin gilt 2 e

P,
Satz I: Notwendig und hinreichend fir das Zerfallen von f in R ist,

dap irgendeines der endlich vielen Z,--Z, ... Systeme 8,;, 8=1,2,..., H,

[Zy+ Z, +...= H] von algebraischen Gleichungen wund Ungleichungen

zwischen den Koeffizienten von f gleichzeitig erfillt ist.

) Unter einer algebraischen Ungleichung verstehen wir eine Behauptung, da8
ein Polynom positiv oder negativ oder nicht positiv oder nicht negativ ist.
Unter einer algebraischen Relation verstehen wir eine algebraische Gleichung
oder eine algebraische Ungleichung.
47%
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Es liegt also prinzipiell gerade so, wie bei der Frage nach der Existenz
reeller Wurzeln von Polynomen mit einer einzigen Unbekannten, natiirlich
rechnerisch viel komplizierter,

Im L+ 1-dimensionalen Raume der reellen Parameter a,, ..., az gibt
es also endlich viele algebraische Flichen, nimlich die, welche man erhilt,
wenn man die Relationen, die in irgendeinem der H Systeme Sy vorkommen,
durch Ersetzen der etwa vorkommenden Ungleichheitszeichen durch Gleich-
heitszeichen simtlich zu Gleichungen macht, derart, daB man von einem
Pankt, in welchem f reduzibel ist, zu einem Punkt, in welchem £ irredu-
zibel ist, nur gelangen kann durch Passieren einer derselben.

Wir werden jetzt diese Flichen genauer zu charakterisieren suchen.

4. Statt die Koeffizienten a, selbst als unabhingige Verinderliche an-
zunehmen, nehmen wir allgemeiner an, sie seien Polynome der unabhiingigen
Parameter ¢, ..., ¢, mit reellen Koeffizienten. Nun behandeln wir zunichst
den Fall eines einzigen Parameters f. Den allgemeinen Fall fithren wir auf
diesen zuriick. _

Es mogen also die Koeffizienten a, Polynome mit reellen Koeffizienten
von ¢ sein, a,(t) 0.

Aus den algebraischen Flichen in den @, werden jetzt Polynome in i.
Sie verschwinden nicht sémtlich identisch in #, weil (a, (t))? vorkommt.
Die hochstens endlich vielen reellen Nullstellen der nicht identisch ver-
schwindenden unter ihnen teilen offenbar die reelle #-Achse ein in endlich
viele Strecken, so daB jede von ihnen entweder nur Punkte enthilt, wo f
in R reduzibel ist, oder nur Punkte, wo f in R irreduzibel ist. Es kann sein,
daB zu dieser Einteilung gar nicht alle Punkte, die man .erhalten hat,
erforderlich sind. Dann streiche man sie fort. Die iibrigen Punkte
nenne man die Grenzpunkte der Einteilung. Sie sind durch f eindeutig
bestimmt.

A(t) sei der Korper aller algebraischen Funktionen von #. Er ist
algebraisch abgeschlossen. Macht man die Betrachtung von 1. und 2. statt
mit dem beliebigen K jetzt mit 4 (), so ist mithin ¥(u,v) = 0 die Bedingung
dafiir, da8 f in A(t) in mindestens zwei Faktoren zerfallt, %, (u, v, p)=0
die Bedingung dafiir, daB es in mindestens drei Faktoren zerfallt. Bei
reell oder komplex spezialisiertem # ist ferner fiir solche ¢, fiir welche
ay ()40 ist, ¥ (u,v) =0 und ¥, (u,v,p) =0 die Bedingung dafiir, daB
f im Korper R (7) aller reellen und komplexen Zahlen in mindestens zwei
bzw. drei Faktoren zerfallt. Dann unterscheiden wir bzgl. A(z) drei Fille:

(T) W (u,0) +0,

Dann- gibt es hochstens endlich viele reelle Punkte ¢, an welchen ¥ ver-
schwindet. AuBlerdem gibt es nur endlich viele Stellen, an welchen a, (%)
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verschwindet. Hochstens an diesen endlich vielen Stellen, an welchen ¥
oder @, verschwindet, kann f in R (7), also erst recht nur hier in B zer-
fallen. Wir haben dies geschlossen, indem wir eine bestimmte Reihenfolge
der Verinderlichen z, ausgezeichnet hatten. Zu dem entsprechenden Er-
gebnis hitten wir mit jeder anderen Reihenfolge gelangen miissen. Daher
gilt der Satz: Ist ¥ (u,v) =0, so kann f hochstens an den endlich vielen
reellen Stellen ¢ zerfallen, an welchen ¥ (u,v) verschwindet, oder bei jeder
der m! moglichen zugrunde gelegten Reihenfolgen z,,, ..., 2., der Verinder-
lichen das Leitglied herausfillt, d. h. aber, an welchen Graderniedrigung
eintritt. Das Verschwinden von ¥ (u,v) fiir reelles ¢ ist gleichbedeutend
mit dem Verschwinden des Polynoms ¥ (a,), welches entsteht, indem man
die Summe der Quadrate aller Koeffizienten von ¥(u,v) bildet.
Es sei jetzt

(I1) Y(u,v)=0, ¥ (u,v,p)=0.

Dann enthdlt f an jeder reellen Stelle #, an welcher a,(f) 40 ist, in
R (7) mindestens drei Faktoren. Da neben jedem komplexen Faktor der
konjugiert komplexe Faktor auftritt, muB dann an jeder reellen Stelle ¢
f auch in R zerfallen bis auf hochstens die Stellen, an welchen «,(#) ver-
schwindet.

Legt man eine andere Reihenfolge der Verinderlichen z, zugrunde,
so erhilt man ein neues ¥ und ein neues 7,. Offenbar miissen aber auch diese
beiden verschwinden. Daher kann man allgemein schlieBen: f zerfillt an
allen reellen Punkten, auBler hochstens an denjenigen, wo Graderniedrigung
eintritt,

(III) Y (u,v)=0, ¥ (u,v,p)+0.

Diejenigen der endlich vielen reellen Punkte #, an welchen aq,() ver-
schwindet, bezeichne man mit z,, 7,,..., die, an welchen ¥, verschwindet,
mit 77, 74, .... In jedem reellen Punkte, der kein v ist, enthilt damn
f in R(¢) mindestens zwei Faktoren; wenn der Punkt auch kein .z’ ist,
genau zwei Faktoren.

f zerfallt nun in A(#) in zwei Faktoren:

(x) f(xy) =(go g+ ... +ox ) (v Iy + ... + WK’H.&’)'

Durch Spezialisieren von ¢ in den ¢ und 3 erhidlt man aus dieser Zer-
legung Zerlegungen von f bei numerischem ¢{. Da f bis auf die endlich
vielen 7,7’ genau zwei Faktoren enthilt, folgt, daB man bei eindeutiger
Festlegung eines Zweiges der ¢,y, derart daf die Zerlegung (x) statt-
findet, bereits simtliche Zerlegungen von f an allen Stellen anfer den 7, 7’
bekommt. Wir nehmen also in Zukunft bei numerischer Betrachtung -an,



734 K. Dorge.

daB die @,y bei anzugebenden Normierungen von ¢, und y, eindeutige
Zweige der durch sie dargestellten algebraischen Funktionen sind.

Wir sehen uns nun die endlich vielen Grenzpunkte #, durch die wir
die ganze reelle 7-Achse eingeteilt haben, einzeln an:

IIL. 1. #, sei Grenzpunkt zwischen zwei reduziblen Strecken?). Die ¢
und vy normiere man so, daB ¢, =1 ist. Die ¢ und v miissen dann in
einer ganzen Umgebung von #, auBer hochstens an der Stelle 7, selbst °
reelle Werte haben. Wenn #, nun kein ¢ ist, sind die ¢ und y an der
Stelle #, stetig. Daher ist an der Stelle #,:
fio = [(1om o) Iy + ... + (lim ) g ] - [lim o 1§ + ... + (lim ) I ]
Wegen a,(f,) & 0 ist hier lim ¢,-lim vy, <= 0, ferner sind simtliche Limites
reell, also zerfillt f m R. Ein Grenzpunkt zwischen reduzblen Strecken
muBl mithin ein 7 sein, @, muB also dort verschwinden; also da man dies
wieder fiir jede Reihenfolge der z, schliefen kann, muB Graderniedrigung
eintreten.

IIL.2. ¢, sei Grenzpunkt zwischen einer irreduziblen und einer redu-
ziblen Strecke. Man operiere nun in so kleinen Umgebungen » um ¢,
daB darin auBer etwa #, kein weiteres 7,7’ vorkommt. § und R seien
die Teile von u, welche in die irreduzible bzw. die reduzible Strecke hinein-
fallen. In § kann @, dann nicht das Vorzeichen wechseln. Dann normiere
man ¢, so, daf in J gilt:

wenn in J @, > 0: Po =V, (2), v =V a,(t),
wenn in J @, < 0: Po=1V—ay (1), vy =107V—a,(t).

Offenbar sind dann die ¢ und y in § konjugiert komplex, wenn a, > 0,
sie sind bis auf den Faktor —1 konjugiert komplex, wenn ¢, << 0. In R
sind die ¢ bis auf einen etwaigen gemeinsamen komplexen Faktor reell,
ebenso die . Ferner sind bei dieser Normierung, da #,, wie aus der Be-
trachtung von & folgt, keine Unendlichkeitsstelle der ¢ und ¢ ist, die ¢
und ¢ an der Stelle 7, stetig. Daher gilt an der Stelle 7, die Zerlegung

fio = [(im o) IT 4. .. + (im @g) Hg)-[(im y,) 115+ ... + (limyg) Tz ].
Nimmt man diese Limites zundchst bei Anndherung an #, aus  heraus, so
folgt, daB die Faktoren entweder konjugiert komplex sind, oder daB der
eine Faktor das —1-fache des konjugiert komplexen des anderen Faktors
ist, also an der Stelle ¢, gilt entweder

f=rftf, oder f=/f(-F)

7 Wir nennen eine Strecke kurz reduzibel, wenn f in jedem ihrer Punkte redu-
zibel ist. Entsprechend nennen wir sie irreduzibel, wenn f in ihr iiberall irredu-
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Nimmt man aber die Limites durch Anndherung von 7, aus R heraus, so
folgt, daB an der Stelle #, £, und f, durch Herausnahme zweier konstanter
Faktoren C,, C, aus f, bzw. f, reell werden. Man kann dasselbe dann auch

erreichen, indem man C, = €, wihlt, da C; 0, reell sein muB. f‘ und iof‘
2

sind dann aber reell und bis auf das Vorzeichen konjugiert komplex also
reell und bis auf das Vorzeichen gleich, etwa gleich & f,. Dann hat man
an der Stelle 7, eine Zerlegung

f_—_(}iC’;ff oder f==0161(—f§),
d h. f={7C,Cr,)? odee f=-—({C.C,f)"

Mithin ist f an der Stelle #, das Quadrat oder das negativ genommene Quadrat
eines reellen Polynoms oder, was dasselbe ist, das Quadrat eines Polynoms?®).

IT1. 3. SchlieBlich sei t, Grenzpunkt zwischen zwei irreduziblen Strecken. -
Mithin zerfillt £ an der Stelle 7, in reelle Faktoren. Daraus schlieft man
genau wie in ITL.2, daB f an der Stelle 7, in zwei konjugiert komplexe
Faktoren, multipliziert mit +1 zerfillt,. Wenn 7 dann an der Stelle ¢,
nur in zwei Faktoren zerfillt, ergibt sich genau wie in II1.2, da8 an der
Stelle ¢, f das Quadrat eines Polynoms ist. Daher erhilt man: Entweder
ist f bei 7, ein Quadrat oder f zerfillt an der Stelle #, in mindestens drei
Faktoren. Dafiir ist, wenn @, (2,) + 0, ¥, = 0 notwendig und hinreichend.
Mit ¥, kann man wieder wie in 4.1 zur Quadratsumme der Koeffizienten
von ¥, iibergehen.

Wenn man die Betrachtungen aus 2. fiir algebraisch abgeschlossene
Kérper, wie es E. Noether tut, mit homogenisierten Polynomen durchfuhrt,
so erhilt man allgemeiner statt unseres ¥, und ¥, ein ¥ und ein U2
dessen Verschwinden notwendig und hmrelchend dafu.r ist, daB fin R()
mindestens drei Faktoren enthilt, auBer wenn Gtademiedrigung eintritt.
Man erhilt dann etwas schirfer, da8 f bei 7, entweder ein Quadrat ist
oder Graderniedrigung eintritt, oder ¥ verschmndet Dabei ist 35’ =0
bei nicht eintretender Graderniedrigung fiir das Zerfallen in R notwend.lg
und hinreichend.

5. Hingt f nicht nur von einem Parameter ¢, sondern von s Para-
meter £,, ..., I, ab, so gelten die abgeleiteten Sitze zunichst nur, wenn man
alle bis auf einen Parameter festhilt. Daraus folgt aber sofort zusammen-
gefalt folgendes allgemeine Resultat: f(z,...2,) sei ein Polynom von

%) Hierbei mu8 — und diese Festsetzung treffe man auch fir das Folgende —
das Polynom f an solchen Stellen, an denen es sich auf eine Konstante reduziert,
als ein Quadrat dann und nur dann angesehen werden, wenn es in jeder Umgehung
der Stelle das Quadrat eines — nicht konstanten — Polynoms ist. .



736 K. Dérge.

%y, ... Z,,. DieKoeffizienten seien Polynome von s reellen Parmetern ¢, ,...,7,.
Geordnet nach fallenden Potenzen fiir irgendeine feste Reihenfolge der z, sei

L
f=“oﬂo~--+“LHL=goazm> a,=+0.

Die Punkte des reellen s-dimensionalen ¢-Raumes, in welchen f das Quadrat
eines Polynoms wird — £ ist dann von selbst das +1-fache des Quadrates
eines reellen Polynoms — bilden die Punktmenge @, die, worauf am
Schluf hingewiesen wird, im wesentlichen algebraisch bestimmt ist. Die
Punkte, in welchen f bei nicht verschwindendem @, mindestens drei kom-
plexe Teiler enthilt, bilden eine algebraische Fliche @, (a,)=0. Die
Punkte, in denen Graderniedrigung in f eintritt, sind selbstverstindlich
algebraisch bestimmt, denn die Quadratsumme von gewissen @, soll ver-
schwinden. Man nenne diese Quadratsumme G und erhilt die Fliche G = 0.
SchlieBlich brauchen wir noch die algebraische Fliche & — 0, deren Kon-
struktion oben angegeben ist, und die bei nicht verschwindendem g, an-
gibt, daB 7 in R(7) zerfillt. Dann gilt folgender

Satz 1I: Es sind wnur folgende drer Fille fiir das Zerfallen in R
méglich :

A) f ist im ganzen Raume bis auf eine hichstens s — 1-dimensionale®)
Punktmenge reduzibel. Dann ist [ hochstens fir die Punkte der Fliche
G =0 zrreduzibel.

B) 7 ist im ganzen Raume bis auf eine hochstens s — 1-dimensionale
Punkimenge irreduzibel. Dann ist f, wenn d§$0 indent,...t, hochstens
an den Punkten der Fliche @ =0, und wenn & =0 hochstens an den
Punlkten der Fliche a, = 0 oder &, = 0 und den Punkten der Punkimenge Q
reduzibel. Reduzibilildt tritt wirklich ein an den Punkien von Q; an den
Punkten von &, =0, wenn a, +0.

C) f sei fiir eine s-dimensionale Punkimenge reduzibel und fir eine
s-dimensionale Punkimenge irreduzibel. Die Punkimenge Q zerlegt dann
den ganzen Raum tn durch sie getrennie Bereiche derart, daf fir jeden
etnzelnen derselben folgendes ¢ilt:

Entweder ist f in allen Punkten des Bereiches reduzibel bis auf hoch-
stens die Punkte G = 0 oder es ist tn allen Punkien des Bereiches trredu-
2ibel bis auf hochstens die Punkte von a, — 0 und &, = 0. Reduzibilitit
tritt wirklich ein, wenn @, <0, aber &, —=0. In den Punkien von @,
die diese Bereiche begrenzen, iritt wirklich Reduzibilitit ein.

9 Eine Punkitmenge im £, ..., {,-Raume heiBt hochstens s— 1-dimensional,
wenn sie nur aus Randpunkten besteht. Sie heifit s-dimensional, wenn sie einen
Punkt und eine ganze Umgebung desselben enthilt.
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Zusatz: Statt ¢3=0 gibt es eine Fliche & =0, so daB man an
Stelle des Paares von Gleichungen a, =0, &, =0 in B) und C) auch die
Gleichungen @ = 0, @3 — 0 mit sonst gleichem Wortlaute hitte schreiben
konnen. :

Schlieflich werde noch eine Bemerkung iiber die algebraische Be-
stimmtheit der Punktmenge @ angekmiipft. Es ist klar, daB bei nicht-
verschwindendem ¢, das Polynom f dann und nur dann ein Quadrat ist,
wenn F in zwei gleiche Faktoren mit induzierten Exponenten zerfillt.
Dazu miissen also gewisse der ¢ und ¢ verschwinden, die ilbrigen aber,
soweit sie gleiche Indizes haben, iihereinstimmen. Es ist klar, daf diese
Bedingungen entsprechend den Schlilssen von 2. auf algebraische Glei-
chungen fiihren,

Durch Benutzung der E. Noetherschen Methode, welche mit homo-
genisierten Polynomen operiert, erhdlt man ein System algebraischer Glei-
chungen, welches nur versagt, wenn Graderniedrigung eintritt.

SchlieBlich werde noch folgender leicht zu beweisender Zusatz ohne
Beweis angegeben.

2. Zusatz: Es gibt, wie soeben angedeutet, eine algebraische Gleichung
@ (a;) = 0, die bei nichtverschwindendem g, die Bedingung dafiir ist, daB f
ein Quadrat ist. Unter @, verstehe man die Gesamtheit der Punkte, in
denen bei nichtverschwindendem @, das Polynom @ (a,) verschwindet, und
die Gesamtheit aller Hiufungspunkte derselben. Ferner nehme man zu Q,
die Punkte der Fliche @, = 0 dann und nur dann hinzu, wenn f nach Fort-
lassen des hochsten Gliedes identisch in den #, das Quadrat eines Polynoms
von den z, wird. Diese Punktmenge @, — im allgemeinen ein echter Teil
von @ — reicht aus, um die Bereiche verschiedenen Charakters, von denen
in dem einen f bis auf algebraische Ausnahmepunkte reduzbel, in dem
anderen bis auf algebraische Ausnahmepunkte irreduzibel ist, voneinander
zu trennen. An den iibrigen Punkten in @, die mithin nicht zan @, ge-
horen, muB f zerfallen, aber es konnen dort nicht Gebiete mit verschie-
devern Charakter aneinander stofen.

(Eingegangen am 8. 4. 1929.)



