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Der Dimensionsbegriff fiir Punktmengen in kartesischen
Riumen.

Von
S. Bochner in Miinchen.
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§ 1.
Problemstellung.

Die Dimensionstheorie der kartesischen Riume 3 ') fing an mit dem
folgenden Satz?).

Satz von Brouwer. In eimem R, st es nicht moglich, esne Punki-
menge, welche einen inneren Punkt enthdli, durch eine topologische®) Ab-
bildung in eine Menge ohne inneren Punkt iberzufithren.

1) Wegen der Begriffe: kartesischer Raum, Teilraum, Simplex, Komplex usw.,
verweisen wir auf den Anhang, in welchem der Volistindigkeit wegen verschiedene
mehr oder minder gelidufige Begriffe und Hilfsbetrachtungen zusammengestellt sind.

2) Es gibt drei direkte Beweise dieses Satzes: a) L. E. J. Brouwer, Math. Annalen
70 (1911), 8.161—165; b) H.Lebesgue, Fund. Math. 2 (1921), 8. 257—285; ¢) E. Sperner,
Hamburger Abhandl. 6 (1928), 8.265—272. Der zuletzt genannte Beweis ist auBer-
ordentlich einfach.

%) Die Abbildung einer Punktmenge ¥ auf eine Punktmenge %’ heiBt topo-
logisch, wenn sie umkehrbar eindeutig und umkehrbar stetig ist. Zwei Punktmengen
9 und 9, zwischen denen eine solche Abbildung mdoglich ist, heiflen homéomorph.
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Dieser Satz fithrt zum Dimensionsbegriff, und zwar ergibt er die Be-
rechtigung, dem %R, und jeder Menge des R,, welche einen inneren Punkt
enthilt, die Dimensionszahl n beizulegen. Aber fiir eine folgerichtige Dimen-
sionierung allgemeiner Mengen in kartesischen Riumen, z B. einer ,Kurve®
in der Ebene, bietet der Satz von Brouwer keine unmittelbare Handhabe.

Wir wollen nun im folgenden zeigen, da man im engen Anschiuf an
die Fragestellung und den Gedankengang des Brouwerschen Satzes und
unter scharferer Ausnutzung seiner Beweiselemente auch fiir die allge-
meinsten Mengen in kartesischen Riumen einen brauchbaren Dimensions-
begriff aufstellen kann. Dieser Dimensionsbegriff ist demjenigen vollstindig
dquivalent, welcher der Dimensionstheorie allgemeiner topologischer Raume
zugrunde liegt?); auf die Aquivalenzirage werden wir im SchluBparagraphen
niher eingehen. Aber ganz unabhingig davon werden wir ,direkt“ den
folgenden Satz beweisen, in welchem der Brouwersche Satz als Korollar
enthalten ist.

Allgemeiner Satz. L Einer jeden nicht-leeren Menge eines R, kommi
etne der Zahlen 0,1,2,3, ... als thre Dimension zu.

1L Ist die Menge N esn Teil der Menge B, so ist dim ¥ < dim B,

II1. Die Dimension ist eine topologische Invariante, d.h. ust eme
Menge U eines R, homoomorphs) mit einer Menge W' eines R, n>n
so0 ist dim % — dim ', Insbesondere wenn U eine Menge eines R, ist,
und dieser R, als Teilraum eines Umbettungsraumes R, aufgefaft wird,
so hat U dieselbe Dimension als Menge des R, wie als Menge des R,.

IV. Jede Menge des $R,, welche einen inmeren Punkt enthdlt, also
insbesondere der R, selbst, ist n-dimensional.

V. Jede n-dimensionale Menge des R, enthdlt einen inneren Punkt.

Da wir den Dimensionsbegriff ab ovo und allgemeingiiltig entwickeln
wollen, werden wir das, was wir im Anhang, der iiblichen Terminologie
folgend, einen n-démensionalen Raum (Simplex, Komplex) genannt haben,
bis auf weiteres einen n-gradigen Raum (Simplex, Komplex) nennen. Im
Verlauf unserer Uberlegungen wird sich herausstellen, daB ,Grad“ und
»Dimension® dieselbe Zahl sind, wie man es ja von jedem Dimensions-
begriff verlangen mu8.

§2.
Die Dimensionszahl fiir kompakte Punkimengen.

Wir betrachten bis auf weiteres nur solche Punktmengen, welche
kompakt, d.h. abgeschlossen und beschrinkt sind.

4 Vgl K. Menger, Dimensionstheorie, 1928, insbesondere Kap, VIII. s
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Es sei in einem R, eine solche Menge 9 gegeben. Wir betrachten
im R, endlich viele Teilriume gleichen Grades m, in deren Vereinigungs-
menge B die Menge 9 enthalten ist. Solche Vereinigungsmengen gibt es
immer: der R, selbst ist ein B. Es liegt nahe, das Minimum der Zahlen m
als Dimension von ¥ zu erkliren. Um aber fiir ,gekriimmte“ und ,zipf-
lige“ Mengen keine zu grofle Dimensionszahl zu erhalten, wollen wir die
Menge U zuerst etwas ,glatten“. Eine solche ,Glittung“ kommt durch
eine ,kleine“ stetige Verriickung zustande, bei welcher auch ausdriicklich
zugelassen wird, daf verschiedene Punkte in einen gleichen zusammenriicken
diirfen. Wir verstehen (mit Brouwer, loc. cit.) unter einer &- Deformation,
&> 0, einer Menge U des R, eine stetige Abbildung von U auf eine andere
Menge des R, bei welcher jeder Punkt um weniger als die (Euklidische)
Entfernung ¢ aus seiner urspriinglichen Lage verschoben wird. Ist ¢, < ¢,,
so ist jede & -Deformation auch eine &,-Deformation.

Definition. Die kompakie Menge % eines R, heife (in bezug auf
diesen R,) u-dimensional, wenn wu das Minsmum der Zahlen m von der
folgenden Beschaffenheit ist: zu jedem ¢ > 0 gibt es eine ¢-Deformation
von U auf einen Teil einer Vereiniqungsmenge von endlich vielen m-gradigen
Teilrgumen von R, .

Man sieht leicht ein, daB man zur selben Dimensionszahl kommt, wenn
man den Passus ,Veresnigungsmenge von endlich wvielen m-gradigen Teil-
rdumen® durch den Passus , Veresnigungsmenge won endlich vielen (nicht
notwendig gleichgradigen) Teilraumen wvon der maximalen Gradzahl m“
ersetzt. Daher ist auf Grund der im Anhang durchgefiihrten Uberlegung
(vgl. Anhang § 3, 5.) die obige Definition mit der folgenden fiir die An-
wendung viel handlicheren Formulierung dquivalent.

Definition. Die kompakie Menge U eines R, heife (in bezug auf
diesen R,) pu-dimensional, wenn p das Minimum der Zahlen m ist, fir
welche es zu jedem &> 0 eine &-Deformation von N auf einen Tesl®)
eines m-gradigen Komplexes gibt.

§ 3.
Thre wichtigsten Eigenschaften.

Jetzt werden wir den allgemeinen Satz beweisen.

Ad T und II. Diese Behauptungen ergeben sich unmittelbar aus der
Definition.

5) Unter einem Teil eines Komplexes verstehen wir einen echten Teil des
Komplexes bzw. den ganzen Komplex.
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Ad TII. Wir werden ein Schluiverfahren von Brouwer® mit einer
geringen Modifikation wiederholen. Es ist leicht einzusehen, dal es geniigt,
wenn wir folgendes beweisen. Gegeben seien eine kompakte Menge 9 eines R,
und eine homdomorphe Menge U’ eines R,'. Wenn es zu jedem &’ >0
eine ¢’-Deformation von ¥’ auf einen Teil %" eines Komplexes &' vom
Grade < m gibt, so gibt es zu jedem &> 0 eine g-Deformation von o
auf einen Teil B eines Komplexes §, vom Grade < m.
Wir gehen von einem festen &’ > 0 und einem dazugehorigen & aus
und nehmen an, daB jeder Simplex von " einen Durchmesser < &' hat
(vgl. Anhang § 8, Satz). Wir bezeichnen die Eckpunkte von & mit

1) P/, By, ... B

und ordnen in folgender Weise jedem Punkte P,” einen Punkt @, aus R, zu.
Zuerst nehmen wir aus irgendeinem der Simplexe, fiir welche P,” Eckpunkt
ist, irgendeinen Punkt von %" und nennen ihn P;”. Es ist?)

(2) E(P/,P)<¢

n

Die Punkte P,” brauchen nicht untereinander verschieden zu sein. Jedem
Punkte P,” ordnen wir in 9’ einen Punkt P, zu, fiir welchen

(3) E(P, P)<¢,

in solcher Weise, daB zusammenfallenden Punkten P;” und P.” zusammen-
fallende Punkte P; und P, entsprechen. Dem Punkt P/ aus %’ entspricht
vermoge der Homdomorphie ein bestimmter Punkt aus . Dies ist der

Punkt Q,. Wir wollen jetzt die Zuordnung der Punktg_Q zn den Punkten P’
zu einer stetigen Abbildung des K . eine

Grade < m erweitern. Wir grelfen n'gendemen Slmplex (‘5 von .@
den Ecken

" t

(4) P,P,,..., P

heraus, stellen seine Punkte durch die Formel

(5) P =t P! +4,Pi ...+t P

dar (vgl. Anhang §1,3.) und lassen dem Punkte P” den Punkt
(6) Q=14Qs+1,Q,+...+1,Q:

entsprechen. Dadurch wird &” auf den eventuell entarteten Simplex mit
den Ecken @, @,,, ..., Qi stetig abgebildet. Liegt der Punkt P in ver-
schiedenen &”, so sind seine aus den verschiedenen &” herriihrenden Bild-
&) Loc, cit. §2.
%) Mit E(P, Q) werden wir die Euklidische Entfernung der Punkte P und ¢ '
bezeichnen.
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punkte zusammenfallend; dies ist eine Folge davon, daB die Simplexe von
®” regular sind (Anhang § 1,4.) und nur in vollen Seiten aneinanderstoSen.
Die Abbildungen der verschiedenen &” schlieBen sich daher zu einer stetigen
Abbildung von ®” auf eine Punktmenge zusammen, die man auf Grund
des Satzes im § 3 des Anhangs als einen Komplex &, vom Grade < m aui-
fassen kann. Hierbei geht A" in einen Teil B von &, iiber. Die auf dem
Wege iiber %’ und %" zustande kommende Abbildung von U auf 9B ist
eine (stetige) Deformation von ¥, von der wir nachweisen wollen, daB sie
durch passende Wahl von ¢’ kleiner gemacht werden kann als die vorge-
schriebene Zahl ¢ > 0.

Es sei ¢ > 0 gegeben. Wegen der Kompaktheit von U’ kénnen wir
&’ so bestimmen, daB zwei Punkten aus ', deren Abstand << 4¢&’ ist, in
A Punkte entsprechen, deren Abstand < lée ist. Dem Punkte P aus 9
mogen in ¥’ und A” die Punkte P’ und P” entsprechen. Wir nehmen
einen &”, mit den Ecken (4), in welchem P” gelegen ist. Es ist

(7) E(P",PY<¢ (s=1,2,...,0).
Aus
(8) E(P,P"y<¢
und (2), (3) und (7) folgt

E(P,P)<4¢ (s=1,2,...,0).
Daher ist
(9) B(P, Q)< 5¢ (s=1,2,...,0).
Insbesondere hat man

E(Q.,, Q13)<T‘13-8 (r,s=1,2,...,0).
Aus (6) folgt, daBl das Bild von &” einen Durchmesser < —;;— ¢ hat, daher ist
(10) E(Q Q)< e (s=1,2,...,0).
Aus (9) und (10) erhalt man endlich

B(P,Q) <.

AdIV. Eine Menge des R, , die einen inneren Punkt enthilt, ent-
hilt insbesondere einen n-gradigen Wiirfel ®. Nach bisher Bewiesenem
geniigt es nachzuweisen, dal man ¥ nicht um weniger als ein beliebiges
&> 0 auf den Teil eines Komplexes vom Grade < n — 1 deformieren kann.
Dies folgt aber sofort aus dem Satz von Brouwer®), daB bei jeder Defor-
mation von W um weniger als die halbe Kantenlinge die deformierte

% Loc. cit. § 1.
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Punktmenge eine offene Teilmenge enthalten muB. Aber ein Komplex im
R, vom Grade < n —1 enthilt keine offene Teilmenge.

Der Beweis des eben herangezogenen Hilfssatzes von Brouwer ist nicht
ganz einfach. Wir wollen daher noch ein anderes Schluiverfahren angeben.
Neuerdings hat E. Sperner?) einen sehr einfachen und eleganten Beweis fiir
den folgenden Satz von Lebesgue angegeben.

a) Einen m-gradigen Simplex kann man nicht zu jedem &> 0 auf
endlich viele abgeschlossene Teilmengen ¥ vom Durchmesser < ¢ aufteilen,
von denen je m -1 einen leeren Durchschnitt haben.

b) Einen m-gradigen Komplex § kann man zu jedem & > 0 auf end-
lich viele abgeschlossene Teilmengen ¥ vom Durchmesser < &z aufteilen,
von denen je m -+ 2 einen leeren Durchschnitt haben.

Zum Absatz b), dessen Formulierung etwas allgemeiner als bei Sperner®)
ist, wollen wir die Konstruktion der T bei gegebenem ¢ > 0 wiederholen.

Wir nehmen an, daf die Durchmesser der Simplexe von & weniger als —;—

betragen. Wir greifen einen Simplex & von § heraus. Sein Grad sei u.
Wir teilen G®, wie bei Sperner, auf u - 1 abgeschlossene Teilmengen T
auf, von denen jede einen der Eckpunkte, aber keinen Punkt der gegen-
iiberliegenden Seite enthilt. Diese Konstruktion fiihren wir fiir alle Simplexe
aus, und vereinigen alle solche T, welche einen Eckpunkt von & ge-
meinsam haben, zu einer Menge T. Jedes T hat einen Durchmesser < e
und enthdlt nur einen Eckpunkt von ®. Ein Punkt P von &, der in
einem yu-gradigen Simplex & enthalten ist, kann hochstens in denjenigen
#+1 Mengen ¥ vorkommen, welche Eckpunkte von & enthalten.

Jetzt beweisen wir unsere Behauptung nach Alexandroffl®) wie folgt.
Die Menge % des R, enthilt einen n-gradigen Simplex B. Wire dieser
nicht n-dimensional, so kénnte man ihn bei vorgegebenem & auf einen
Teil B’ eines héchstens (n —1)-gradigen Komplexes ¢ deformieren. Auf
Grund von b) teilen wir B’ auf abgeschlossene Teilmengen T’ auf, deren
Durchmesser < & ist, so da8 der Durchschnitt von n -1 Mengen T’ leer
ist. Zu jedem ¥’ ordnen wir in B als Menge ¥ die Gesamtheit aller der-
jenigen Punkte zu, deren Deformationsbilder in T’ liegen. Der Durch-
messer jedes T ist kleiner als ¢ = 8¢, iiberdies haben je n 41 Mengen T
einen leeren Durchschnitt. Da &, beliebig klein sein kann, ergibt sich ein
Widerspruch gegen a).

%) Loo. cit. § 4.

10) Math. Annalen 98 (1928), 8. 617—636, insbesondere § 1 (und die inzwischen
erschienene Arbeit in Annals of Math. (2) 30, S 101187, insbesondere Kap. I [Zu-
satz bei der Korrektur.])
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Ad V. Wir brauchen nur zu zeigen: Jede kompakte Menge ¥ ohne
innere Punkte hat eine Dimension < — 1. Hierzu schlieBen wir 9 in
einen abgeschlossenen n-gradigen Wiirfel % ein, und unterteilen 2 in
gleichkantige Wirfel ,, 8,,..., W, vom Durchmesser <e. Im Innern
eines jeden Wiirfels B, greifen wir einen nicht zu ¥ gehérigen Punkt P,
heraus. Einen solchen gibt es, da ¥ nach Voraussetzung keinen innern
Punkt enthilt. Von P, als Projektionszentrum projizieren wir jeden in %,
gelegenen Punkt von 9 auf die Begrenzung von ¥,. Hierbei bleiben die
Punkte auf der Begrenzung von ¥_ unverindert. Diese Projektionen ergeben
zusammengenommen eine e-Deformation von 9 auf endlich viele (n —1)-
dimensionale Teilrdume. Die Dimension von 9 ist also <#n —1.

Wir bemerken, da das, was wir bisher den Grad eines Simplexes bzw.
Komplexes genannt haben, nichts anderes als seine Dimension ist. Tiir
einen Simplex folgt dies daraus, dal er, wenn er u-gradig ist, als Punkt-
menge eines geeigneten R, aufgefalit innere Punkte enthilt. Fiir einen
* u-gradigen Komplex folgt hieraus nach Behauptung II, dafi er mindestens
u-dimensional ist; auf Grund der Definition ist er héchstens u-dimensional,
weil er eine 0-Deformation von sich selbst auf einen u-gradigen Komplex
ist. Also stimmen fiir einen Komplex der ,Grad“ und die ,Dimension“
iiberein. — Den oben zitierten Satz von Brouwer kann man folgendermaflen
verallgemeinern. Eine m-dimensionale kompakte Menge ¥ eines R, kann
nicht fiir jedes ¢ >0 in eine niedrigerdimensionale Menge U’ ¢-deformiert
werden. Sonst brauchte man nur noch 9’ seinerseits auf einen Teil eines
Komplexes von einer Dimension < 7 um weniger als ¢ zu deformieren, um
(fiir jedes 2&>0) eine 2¢-Deformation von ¥ auf einen Teil eines
Komplexes von einer Dimension << m zu erhalten.

§ 4.
Die Dimensionszahl fiir beliebige Punktmengen.

Nunmehr wollen wir die Dimension auch fiir eine nicht-kompakte
Menge ¥ eines N, festsetzen. Wir gehen darauf aus, die Dimension von ¥
als die kleinste Dimensionszahl einer ¥ umbhiillenden kompakten Menge zu
definieren. Wollten wir es wortlich bei der eben formulierten Dimensions-
festsetzung belassen, so wiirden sich sofort Unzutriglichkeiten einstellen.
Erstens gibt es zu einer unbeschrinkten Punktmenge keine beschrinkte,
also keine kompakte Hiille. Zweitens wiirden wir fiir jede iiberall dicht
liegende Punktmenge des Intervalls 0 < <1 die Dimensionszahl =1
erhalten, was aber fiir eine abzahlbare lineare Punktmenge als éine ,zu grofie“
Dimensionszahl erscheinen wiirde. Und drittens wire die Dimension keine
topologische Invariante, weil man eine abzihlbare lineare Punktmenge auf
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den Teil einer kompakten linearen Punktmenge ohne inneren Punkt (das
sogenannte Cantorsche Diskontinuum) topologisch abbilden kann, und eine
solche Punktmenge nach § 2 die Dimension Null hat. Diese Unzutraglich-
keiten” scheiden aus, wenn wir folgendes festsetzen.

Detinition. Gegeben sei esne Menge U in einem R,. Wir betrachten
irgendeine zu ¥ homdoomorphe beschrinkte Menge ' in irgendeinem R,
und irgendeine kompakte Menge B’ aus diesem R,,, welche ' enthdls.
Uniter der Dimension von W verstehen wir das Minimum der Dimenstons-
zahlen aller Mengen %', #

Man sieht leicht, daB fiir eine kompakte Menge ¥ die ,neue“ Di-
mension mit der ,alten® fibereinstimmt. Diese Ubereinstimmung beruht auf
der (bereits nachgewiesenen) Giiltigkeit der Behauptung III fiir kompakte
Mengen.

Jetzt haben wir den allgemeinen Satz fiir beliebige Punktmengen nach-
zuweisen. Ad I ist nur daran zu erinnern, daf man den ganzen R, topo-
logisch auf das Innere eines Wiirfels im 3, abbilden kann, da8 also jede
Menge 9 des R, jedenfalls auf eine beschrinkte Menge (im $R,) abgebildet
werden kann, daf also jeder Menge unsere Definition tatsdchlich eine

eindeutige Dimensionszahl zuordnet. Die Behauptungen II, III und IV

ergeben sich unmittelbar. Die Behauptung V hingegen bedarf einer niheren

Erorterung. Wir fiihren den Beweis wieder indirekt, indem wir nachweisen, ;

daB jede Punktmenge U des R,, welche keinen inneren Punkt enthilt,
eine Dimension < 7n—1 hat.

Zuerst nehmen wir an, daB 9 nirgends dicht liegt, d. h. daB8 in der
Umgebung eines jeden Punktes von 9 nicht nur ein Punkt, sondern sogar
eine n-dimensionale Kugel zur Komplementirmenge von U gehdrt. Wir
bilden den %, topologisch auf das Innere eines Wiirfels % in einem neuen
R, ab. Die Punktmenge 9 geht hierbei in eine beschrinkte nirgends dichte
Punktmenge %’ des neuen %, iiber. Die kleinste abgeschlossene Hiille oA
von U’ ist kompakt und wiederum nirgends dicht. Es ist

dm Y = dim U’ < dm A <n—1.

Es sei nunmehr 9 beliebig. Durch eventuelle Hinzunahme von Punkten
des R, kann man erreichen, daB % die Komplementirmenge einer im &,
iiberall dicht liegenden abzihlbaren Punktmenge € = (P, P,, F;,...) ist.
Zum Beweis unserer Behauptung geniigt es offenbar, nachzuweisen, daf
man eine solche Punktmenge U topologisch auf eine nirgends dichte Punkt-
menge B des R, abbilden kann. Solche Abbildungen kann man nach ver-
schiedenen Prinzipien konstruieren; wir wollen esne solche Abbildung niher
schildern.

iv‘\ri,mo ?%
olans e
?fgww‘

bk o
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Unsere Abbildung??) ist das Resultat von abzihlbar vielen sukzessiven
Abbildungen «,, ¢,, &, ..., von denen jede den ganzen R, in sich selbst
transformiert. Die durch «, hervorgerufenen Bilder von P, %, P,, € be-
zeichnen wir mit P*, A%, P', €%, und allgemein die durch «,,, hervor-
gerufenen Bilder von P™, A™, P, €™ mit P™** o™+ P+ @™*% Bei
der Abbildung ¢, entspricht jedem Punkt des &, genau ein Bildpunkt, nur
dem Punkt P, entspricht eine ganze Punktmenge, die wir das ,Loch* P,
nennen werden. Bei der Abbildung e, entspricht jedem Punkt mit Aus-
nahme von B’ je ein Punkt, also insbesondere dem Loch P; ein Loch P,
nur dem Punkt P, entspricht ein ganzes Loch P;. Aligemein sind
die ersten m von den Gebilden P, P, P,", ... Locher, die anderen
Punkte. Die Abbildung «, besteht im folgenden. Das dem Punkt P, * zu-
geordnete Loch P, ist eine abgeschlossene n-dimensionale Kugel, deren Mittel-
punkt in P, "% gelegen ist, und deren Radius wir mit &, bezeichnen. Und die
Zuordnung von R, — P’ za R, — P, ist eine topologische Abbildung, die
so zustande kommt, daf jeder Punkt P auf dem Strahl durch den Punkt P, ~*
um die Entfernung %, nach auflen verschoben wird. Man rechnet leicht
nach, daB hierbei die Entfernung fiir zwei Punkte, die nicht auf demselben
Strahl liegen, vergroBert, also fiir irgend zwei Punkte jedenfalls nicht ver-
kleinert wird. Von den Zahlen %, setzen wir voraus, daB fiir m=1,2, 3, ...

4 PN A
(11) . =hm+1+hm+3+ <_1_km ]La};,v L o}r{,;)C;
Wir greifen einen Punkt P* aus A“ heraus, der ’Von P“.,,l, Plis, ... ver-
schieden ist, also bei den sukzessiven Abblldungen €yi1> @ 4g, .- Di€ In
ein Loch verwandelt wird. Wegen
(12) E(Pm’ Pm+k)ghm+1+hm+?+"'+hm+k<rm (m;lu')
ist die Folge P™ konvergent; den Grenzwert bezeichnen wir mit P°. Es ist
(13) E(P", P <r,.
Aus

E(Pm+1, Q'm+1) g‘E(Pm, Qm)
folgt, daBl zwei verschiedene Punkte P und @ aus ¥ zwei verschiedene
Bildpunkte P° und Q° besitzen. Daher erhalten w1_r eine umkehrbar ein-
deutige Abbildung von U auf eine Punktmenge xn°. Wir wollen zeigen,

et e o i s

daf sie stetig ist; “Hs ist

E(P°,Q") < E(P",P")+ E(Q°, Q™)+ E(P™,Q")
<2r,+E(P",Q™).

11) Diese Abbildung ist mir von Herrn C.Carathéodory freundlichst vorgeschla.gen
worden.
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Zu gegebenem &> 0 bestimmen wir ein m, fiir welches 27, < »28—, und
bei festgehaltenem Index m und Punkte P bestimmen wir ein é = d(¢),

so daB aus E(P,Q)<é
folgt E(P",Q™) < 5 und daher
E(P° Q% <e.

Hiermit ist die Stetigkeit der Abbildung bewiesen, Da bei der Abbildung
die Punkte ,auseinanderriicken“, ist auch ihre Umkehrung stet:g, also die
Abbildung topologisch.

Jetzt beachten wir fiir festes m das Loch P,.. Wenden wir auf die
Randpunkte P™ der Kugel P, die Formel (12) an, so findet man, unter
Beriicksichtigung von (11), daB die Kugel vom Radius }%, um den
Punkt P! zu allen Lochern

P, PR PR, L
und daher auch zur Komplementirmenge 6° von %° gehort. Es sei jetzt

ein fester Punkt P° aus A° und die positive Zahl ¢ gegeben. Wir be-
stimmen ein festes u, so dal

rm<% fir m2>u.
Dann ist wegen (13)
(14) B(P,P*) < %.

Nunmehr bestimmen wir ein m, so da

(15) B(PLPh)<§ wd mp. o0 jAF & “9D7
Wegen (12) 1st ot DA 4

(16) E(Pri1, Puvr) <'§‘
Die Relationen (14), (15) und (16) zusammengenommen ergeben
E(BPi) <%
Der Punkt P, , ist aber der Mittelpunkt einer zu €° gehérigen Kugel, also
ist A° nirgends dicht im K.
§ 5.
Die Aquivalenzirage.

Es eriibrigt noch festzustellen, daB unsere Dimensionsdefinition mit
der Urysohn-Mengerschen &quivalent ist. Das folgt fiir kompakte Mengen
aus emem wichtigen Satz von Alexandrofi'®) und fiir allgemeinere Mengen

12} Loe. cit.
Mathematische Annalen. 102
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aus einem sehr schdnen Satz von Menger®) in Verbindung mit einem Satz
von Hurewicz!®).

Der Satz von Alexandroff gab den Ansto und die Grundlage zur vor-
liegenden Betrachtung. Er lautet folgendermaBen: Ist eine kompakte Menge
A eines R, u-dimensional (im Urysohn-Mengerschen Sinne), so kann man
9 fiir jedes ¢ > 0 in einen u-dimensionalen Komplex, aber nicht fiir jedes
£>0 in einen (u — 1)-dimensionalen Komplex ¢-deformieren. Diese Charak-
terisierung der Urysohn-Mengerschen Dimension lautet fast ebenso wie
unsere Definilion. Der Unterschied besteht nur darin, dal bei Alexandroff
&-Deformationen auf wolle Komplexe und bei uns auf Zeile von Komplexen
herangezogen werden. Aber dieser Unterschied ist nicht wesentlich. Denn
im Grunde genommen beweist Alexandroff den Satz zuerst unter Zugrunde-
legang von e-Deformationen auf Teile von Komplexen und verfeinert ihn
hinterher in einer anschlieBenden Betrachtung zur endgiiltigen Formu-
Herung. Genau genommen, d. h. dem Beweise nach, bezieht sich die
Alexandrofische Charakterisierung der Dimension nicht auf die Definition
von Urysohn und Menger, sondern auf die nachfolgende Definition von
Lebesgue: Die kompakte Menge 9 ist x-dimensional, wenn x4 das Minimum
der Zahlen m von der folgenden Beschaffenheit ist. Zu jedem & >0 kann
man Y auf endlich viele abgeschlossene Punktmengen vom Durchmesser
< ¢ aufteilen, von denen je m -+ 2 einen leeren Durchschnitt haben. —
Dieser Formulierung der Dimension ist ohne weiteres anzusehen, daf die
Dimension topologisch invariant ist. Wir hitten daher den Beweis der
Behauptung III fiir kompakte Mengen auch unter Benutzung des Alexandroff-
schen Satzes fiihren kénnen.

Die Sitze a) von Hurewicz und b) von Menger lauten: 2) Jeder
separable metrische Raum endlicher Dimension ist Teil eines kompakten
metrischen Raumes gleicher Dimension, b) jeder kompakte wmetrische
Raum endlicher Dimension ist einer Menge eines kartesischen Raumes
homéomorph.

Anhang iiber Simplexe und Komplexe.
§1.

Simplexe.

1. Unter dem n-dimensijonalen (kartesischen) Raum R,, n=1,2,...,
verstehen wir die mit der Euklidischen Metrik behaftete Gesamtheit aller
Zahlen-n-tupel

r=(2y,...,2,).

12} Menger, loc. cit., Kap. IX.
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Zulissige Koordinatentransformationen sind Translationen und orthogonale
Transformationen. Wir fiilhren noch den %, ein: er besteht aus einem
einzigen Punkt.

2. Unter einer Linearform L(x) des QR,; verstehen wir einen Au;sd:mck
ly+lz +...+1,z, mit konstanten Koeffizienten 7,. Ein R, ist Tesl-
raum eines R,, wenn er im R, durch ein System von Gleichungen
(1) L (r)=0 (¢=1,2,..)
definiert ist. (Durch passende Koordinatenwahl kann man das Gleichungs-
system (1), sofern es nicht identisch erfiillt ist, auf die Gestalt bringen:

xy+1=xu+2=...=xn=——0.)

Zu jeder Punktmenge ¥ im %, gibt es einen ,klesnsten umfassenden
Teilraum. Wir bezeichnen ihn mit R ().

3. In emem %, seien Punkte
(2) gl’ g“.” MR g/l+1 (IL‘ g 0)

gegeben; mit #, bezeichnen wir reelle (skalare) Zahlen. Die Gesamtheit
der Punkte

(34) I=tt+hlat -+ 1l
(34) Lt +l =1 tvte’“"t;uu_z_o
nennen wir den Simplex

(4) 6= 6(21’ cee gy-}»l)

mit den Ecken (2). Jeder mit einem Teil der Ecken von & gebildete
Simplex, insbhesondere jeder Eckpunkt von &, heile eine Seite von &. Die
nachfolgenden Behauptungen iiber Simplexe sind alle leichte Folgerungen

aus der analytischen Formel (8, ,).

4. Die Dimension des Teilraumes (& (r,, .-+, 1, ,4)), Vgl 2., ist <
Ist sie = u, so heiBe der Simplex reguldr, sonst enartet. Fir einen regu-
liren Simplex sind die Seiten ihrerseits regulire Simplexe, und jeder Punkt
des Simplexes wird durch die Werte der ¢, in wmkehrbar eindeutiger Weise
festgelegt.

5. Einen Simplex kann man rekursiv aus Strecken (d. h. zweieckigen
Simplexen) aufbauen. Der &, =&(,,...,t,) sei bereits konstruiert;
hieraus entsteht der (4) als Vereinigungsmenge der Strecken, deren ein
Eckpunkt in g, ., liegt und deren anderer Eckpunkt &, durchlauft.

6. Fiir einen reguldren & folgt hieraus — unter Beriicksichtigung der
Tatsache, daB y,,, nicht in R (&,) gelegen ist —, daB jeder Punkt von

&, fiir welchen ¢z, >0, v=1,2,..., u-+1, ein tnnerer Punkt von & in
50%
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bezug auf R (S) ist; hingegen ist jeder andere Punkt von & Grenzpunkt
(d. b. nicht-innerer Punkt) von &.

7. Wenn die Punkte g;,..., r/+, eines 3, bei einer senkrechten Pro-
jektion auf einen Teilraum des 3, in die Punkte (2) iibergehen, so pro-
jiziert sich der Simplex &(r{,...,Li+:) in den Simplex (4). Hieraus
folgt leicht, da8 man einen entarteten Simplex fiir u <= (also fiir geni-
gend grofles n) in passender Weise als senkrechte Projektion eines regu-
liren Simplexes auffassen kann. Da aber die (senkrechte) Projektion einer
beschrinkten abgeschlossenen Punktmenge identisch ist mit der Projektion
ihrer Begrenzung, ist ein entarteter Simplex identisch mit der Vereinigungs-
menge seiner Seiten. Hieraus findet man durch Schluf von p auf p--1,
wo u -1 die Eckenzahl bezeichnet:

Jeder entariete Simplex ist die Veresnigungsmenge von reguliren
Scmplexen, ndmlich die Vereinigungsmenge seiner reguldren Sesten.

§ 2.
Konvexe Polyeder.

Wir betrachten nur abgeschlossene Punktmengen.

1. Eine Punktmenge % des R, heiBt konvex!*), wenn mit irgend zwei
Punkten g, und r, auch die Strecke mit den Eckpunkten r, und g, zu %
gehért. An der Darstellungsformel (3, ,) erkennt man, da8 jeder Simplex
konvex ist. Aus §1, 5. folgt, durch Schlu von g auf u -1, daB mit
irgendwelchen Punkten (2) auch der Simplex (4) zu 9 gehért.

2. Durch Beriicksichtigung von § 1, 6. erhélt man hieraus unschwer,
daB die konvexe Punktmenge o, als Punktmenge des R () betrachtet,
innere Punkte enthilt. Auf Grund dessen legen wir der Punktmenge U
eine Dimension bei, nimlich die Dimension des R ().

3. Wenn man in einer beschrdnktien konvexen Punktmenge irgend-
einen Punkt r,, etwa einen inneren Punkt, festhilt und alle Strecken be-
trachtet, die in z, anfangen und in einem Grenzpunkt von 9 endigen, so
ist ihre Vereinigungsmenge mit ¥ identisch.

Ist g, ein innerer Punkt und  ein Grenzpunkt von ¥, so sind die von
T verschiedenen Punkte der Strecke von r, nach I innere Punkte von 9.

4. Gegeben seien auf der Grenze einer konvexen Punktmenge zwei regulire
Simplexe &, und &,, deren Durchschnitt &, eine volle Seite sowohl von &,
als auch von &, ausmacht (und daher insbesondere ein Simplex ist), und
ein Punkt r, im Innern dieser Punktmenge. Mit g, als weiterem Eckpunkt
und mit der ,Basis“ &, bzw. &, bilde man gemiB § 1, 5. einen neuen

14) Zu den elementaren Eigenschaften konvexer Punktmengen vgl. C.Carathéodory,
Rend. Circolo Matem. Palermo 32 (1911), S.1—25, insbesondere Abschnitt L.
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Simplex &, bzw. &,. Der Durchschnitt von &, und &, — wir bezeich-
nen ihn mit &, — fiillt seinerseits je eine volle Seite von &, und von &,
aus; er entsteht nimlich durch Hinzunahme des Kckpunktes pr, zur
»Basis® &,.

5. In einem %, bilden wir mit endlich wvielen Linearformen L (r) und
A(r) das Relationssystem

(54) Li(t)=10 (I=12,...),
(52) Az(g)go ('?':1’29"'>'
Die hierdurch definierte Punktmenge ist konvex. Wir nennen sie ein (kon-
vexes) Polyeder . Wir bemerken, daf das Relationssystem (5, ,) in ein
ahnlich beschaffenes iibergeht, 1. wenn man im %, eine (zuldssige) Koordi-
natentransformation vornimmt, 2. wenn man den &, in einen hoherdimensio-
nalen %, einbettet (es treten dann m — n Relationen der Gestalt (5,)
hinzu), und 3. wenn man zu einem % enthaltenden Teilraum &, von R,
iibergeht (es sind dann in einem passenden Koordinatensystem in den
L(x) und A (g) die Koeffizienten von n — y Koordinaten durch Nullen
zu ersetzen).

6. Wenn man % im R (B) betrachtet, so kommen die Gleichungen (5,)
in Wegfall?5), weil solche Gleichungen unser Polyeder auf einen Teilraum
von R (P) beschrinken wiirden. Ersetzt man im allgemeinen System (5,,2)
fiir irgendein 1 die Ungleichung A,(r) = 0 durch 4,(r) =0, so entsteht
eine Teilmenge von P, welche (sofern sie nicht leer ist) aus lauter Grenz-
punkten von P besteht und selber ein Polyeder, aber von niedrigerer
Dimension als § ist. Die Vereinigungsmenge dieser Polyeder umfaft die
gesamte Begrenzung von . Denn jeder Punkt von P, fiir welchen

4;,(z)> 0 (1=1,2,...),
ist ein innerer Punkt von .

7. Jeder regulire Simplex ist, wie man unschwer einsieht, ein Poly-
eder; desgleichen jedes Intervall (also insbesondere jeder Wiirfel), d. h. jede
Punktmenge

o, <z, <0, (»=1,2,...).

8. Gegeben seien in einem 3, endlich viele u-dimensionale Polyeder
Boe (¢=1,2,...) und endlich “Viele (# — 1) - dimensionale Teilrdume
RP, (8=1,2,...). Das PBF werde durch das Relationssystem

LP(x)=0 (e=1,2,...)
definiert, vgl. 6.; der 9{,4*1 durch die Relation
Lﬁ(Z) =0

%) Genauer genommen, wenn Formen L (r) auftreten, so sind sie identisch null.
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Wir bezeichnen die Gesamtheit der Linearformen L™ (r) und Ly (r) fiir alle
o, «, p mit D, (1), D, (), --., P,.(r), und wir betrachten das Relationssystem

+®,(r) >0 (r=1,2,..., k)

fiir alle 2 Kombinationen der positiven und negativen Vorzeichen. Auf
diese Weise entstehen endlich viele Polyeder $™*, von denen wir zwei
Eigenschaften feststellen wollen:
1) Falls ein solches Polyeder ** die Dimension u besitzt (vgl. 2.),
so kann es in seinem Innern weder einen Grenzpunkt eines andern B**
noch einen Punkt eines %, enthalten, weil nimlich das Innere der §**
die schirferen Relationen
+&,(x)>0 (r=1,2,...,k)
erfiillt (vgl. 6.).
2) Jedes P 1aBt sich als Vereinigungsmenge gewisser Polyeder
auffassen, nimlich der Polyeder
L (5) 20 (e=1,2,...),
+ PP () >0 (r=1,2,..)),

wobei wir mit %% (¢) die von L (z) (0 =1,2,...) verschiedenen unter
den Linearformen @,(x) bezeichnen.

ke

§3.
Komplexe.
1. Gegeben seien in einem R, zwei Systeme von Polyedern, die Polyeder
(6) BB
und die Polyeder
(7) BLs Bes oo -

Wir sagen, daB die P durch Unterteilung aus den %P, hervorgegangen
sind, wenn jedes B Teil eines P, ist, und wenn man jedes P, als Ver-
einigungsmenge von endlich vielen P darstellen kann. Eine Unterteilung
einer Unterteilung ist wiederum eine Unterteilung.

2. Satz. Gegeben seien in einem R, endlich viele beschrdnkte (kon-
vexe) Polyeder (6).

Man kann sie in reguldre Simplexe
(8) SICI
unierteilen, die folgenden zwei Bedingungen zugleich gentigen.

A) Der Durchschnitt irgend zweier Simplexe ©, und ©; ist eine
volle Seite sowohl von &, als auch von Sg.

B) Der Durchmesser eines jeden Simplexes ist < n, wo n irgend-
eine fest gegebene positive Zahl bedeutet.
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Beweis. Die maximale Dimensionszahl der Polyeder (6) sei mit™ u,
bezeichnet. Diese Zahl ist, wie man leicht einsieht, eine Invariante des
Polyedersystems (6) gegeniiber Unterteilungen. Fiir pu, =0 sind alle P,
Punkte, also unser Satz richtiz,. Wir nehmen an, da er bereits fiir
#o < n —1 bewiesen worden ist, und wollen ihn nunmehr fiir y, = u be-
weisen. Den Ubergang von (6) zu (8) werden wir in drei sukzessiven
Unterteilungen vollziehen.

Erster Schritt. Wir betrachten im %, einen Wiirfel, der alle P um-
schlieBt, unterteilen ihn in Wiirfel ¥, deren jeder einen Durchmesser < 7
hat, und bilden den Durchschnitt eines jeden P, mit einem jeden ¥,.
Die Gesamtheit der resultierenden Polyeder, die nunmehr der Bedingung B)
gentigen, bezeichnen wir wiederum mit

(6) Bos Bas Bss - -

Zweiter Schritt. Wir konstruieren im 9%, endlich viele unter-

einander verschiedene Teilrdume
(9) R, 1D, ..
von der Art, da jedes u-dimensionale unter den Polyedern (6) in einem

,(," * enthalten ist. Wir bezeichnen: 1) mit %, einen festen unter den Teil-
riumen (9), 2) mit By diejenigen p- dlmensmna.len Polyeder aus (6), welche
im R, enthalten sind, und 3) mit R, endlich viele Teilriume des R,
in welchen die Durchschnitte der iibrigen Polyeder (6) mit dem &, ent-
halten sind. Jetzt wenden wir die Konstruktion aus § 2, 8. an, welche
jedes B* in neue Polyeder P** unterteilt. Wenn wir jetzt im Polyeder-
system (6) jedes u-dimensionale Polyeder in der angegebenen Weise unter-
teilen und in der neuwen Polyedergesamtheit mehrmals vorkommende nur
einmal zdhlen, so erhalten wir ein Polyedersystem — wir bezeichnen es
wiederum mit
(6) s'Bv g‘Be: S‘Bs’ e T
welches die folgende Eigenschaft besitzt:

E. Jedes u-dimensionale Polyeder aus (6) enthilt in seinem Innern
keinen Punkt eines andern Polyeders aus (6).

Dritter Schritt. Diejenigen Polyeder aus (6), die eine Dimension
< u —1 haben, bezeichnen wir mit P”, die anderen mit PB’. Die Ver-
einigung der Begrenzungen aller 3’ besteht gemi § 2, 6, aus Polyedern §’,
deren Dimensionen < u —1 sind. Auf das aus den Polyedern $” und $’
bestehende System konnen wir nunmehr unsern Satz anwenden: Wir unter-
teilen diese Polyeder in Simplexe &, welche die Eigenschaft A) besitzen.
Das angestrebte Simplexsystem (8) bauen wir aus zwei Sorten von Sim-
plexen auf, den Simplexen &’ und den Simplexen G”. Die Simplexe &”
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sind alle diejenigen Simplexe &, weiche Teil eines $” sind. Die Sim-
plexe &’ hingegen sind folgendermaBen definiert: Die Begrenzung eines
festen P’ ist die Vereinigungsmenge von Simplexen &. Wir nehmen im
Innern des P’ einen Punkt r, an und bilden gemdB §1,5. mit g, als
Ecke und jedem der beteiligten & als ,Basis“ einen Simplex &’. Die
Vereinigungsmenge dieser &' ergibt den P’, vgl. § 2, 8. Diese Konstruktion
filhren wir fiir alle ¢’ aus.

Zum Nachweis der Behauptung A) unterscheiden wir vier Fille:
1) Die Simplexe &, und &, sind beide vom Typus ©"; 2) es ist G, ein &'
und &, ein &”; 3) &, und &, sind beide vom Typus & und gehoren
zum gleichen Polyeder 5}3’ bzw. 4) zu verschiedenen Polyedern P’. Zum
Fall 1) erinnern wir an die Definition der ©”. Zum Fall 2) bemerken
wir, daB (vgl. E. und § 2, 8.) der Durchschnitt von &, mit &, gleich ist
dem Durchschnitt der ,Basis“ von &, mit &, also gleich ist dem Durch-
schnitt zweier &, und zum Fall 4), daB er gleich ist dem Durchschnitt
der ,Basis“ von &, mit der ,Basis“ von ©&,. Endlich zum Fall 3) er-
innern wir an §2, 4.

3. Als sehr spezielle Folgerung aus unserm Satz stellen wir fest, daB
man jedes (beschrinkte) Intervall (vgl § 2, 7.) als Vereinigungsmenge von
endlich vielen reguliren Simplexen vom Durchmesser <C & darstellen kann.

4. Eine Vereinigungsmenge von endlich vielen reguliren Simplexen (8),
welche der Bedingung A) geniigen, nennen wir einen Komplez & . Unter den
Ecken von & verstehen wir die Gesamtheit der untereinander verschiedenen
Eckpunkte der Simplexe (8). Auf Grund unseres Satzes kann man eine
Punktmenge, welche beschrinkt und auf endlich viele Teilriume von der
maximalen Dimension m verteilt ist, in einen m-dimensionalen Komplex
einschlieBen.

(Eingegangen am 25. 5. 1929.)



