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Uber die Existenz unabhiingiger Axiomensysteme
zu unendlichen Satzsystemen.

Von

Gerhard Gentzen in Géttingen.

Im folgenden soll die in einer Arbeit von P. ﬁenzl) aufgeworfene
Frage behandelt werden:

Gibt es unendliche abgeschlossene Satzsysteme ohne ein unabhingiges
Axiomensystem ? (Terminologie s. u.).
Ich werde zwei Hauptergebnisse beweisen, nidmlich:

I. Es gibt unendliche abgeschlossene Satzsysteme, zu denen kein un-
abhéngiges Axiomensystem existiert.

II. Zu jedem abzdhlbar unendlichen abgeschlossenen linearen Sa.tésystem
148t sich ein unabhingiges Axiomensystem angeben.

Die Beweise dieser Sitze werden den Inhalt des 2. und 3. Abschnitts
der vorlicgenden Arbeit bilden, wihrend im 1. Abschnitt die benutzten Aus-
drucksweisen erklirt und einige Hilfssitze hergeleitet werden sollen.

Die Kenntnis der Hertzschen Arbeiten wird nicht vorausgesetzt.

1. Abschnitt.

Erkldrung der Bezeichnungen, einige Hilfssitze.

Die Bezeichnungen stimmen zum groBen Teil mit denen von Hertz
iiberein. Ich definiere sie noch einmal, einerseits um von den Hertzschen
Arbeiten unabhiingig zu sein, andererseits weil durch die Wahl etwas ver-
einfachter SchluBiregeln vielfach eine andere Fassung der Definitionen er-
forderlich wurde. Um dem Kenner der Hertzschen Arbeiten die Ubersicht
zu erleichtern, sind solche Ausdriicke, welche dieselbe Bedeutung haben wie
dort, bei ihrer Einfilhrung durch einen Stern gekennzeichnet.

1) P, Hertz, Uber Axiomensysteme fiir beliebige Satzsysteme, Math. Annalen

101 (1929); beziiglich obiger Frage siehe vor allem -§ 1 und 7. Weitere Arbeiten von

P. Hertz iiber denselben Gegenstand finden sich in den Math. Annalen 87 (1922) und

89 (1923), sowie den Ann. d. Philos. 7 (1928); diese werden wir im folgenden als H. 1,
H. 2, H. 3, die zuvor genannte als H. 4 zitieren. )
Mathematische Annalen. 107. 23



330 G. Gentzen.
§1.

Die ,,Sitzes.
[Vgl. H.42), §1.]
Ein Safz* hat die Form

UyUy o o . Uy —> D (v =1).
Die » und v heilen Elemente*. Man kann sich unter diesen etwa Ereignisse
vorstellen und den ,,Satz* so lesen: Das Eintreten der Ereignisse «,, . . ., u,

bedingt das Eintreten von v.

Oder man falt den ,,Satz so auf: Ein Elementebereich, der die Ele-
mente u,, ..., u, enthilt, enthilt auch das Element v.

Man kann sich auch die Elemente als Eigenschaften denken und den
,,Saﬁz“ so deuten: Ein Ding mit den Eigenschaften u,, . . ., u, hat auch die
Eigenschaft ».

Oder man stellt sich unter den Elementen ,,Aussagen im Sinne des
Aussagenkalkiils vor und liest den ,,Satz” so: Wenn die Aussagen 4, ..., %,
richtig sind, so ist auch die Aussage v richtig.

Unsere Betrachtungen sind von der Art der inhaltlichen Deutung des
»Satzes” unabhingig, da wir uns nur um dessen formale Gestalt kitmmern
werden.

Die u seien voneinander verschieden. Thre Reihenfolge ist nicht wesentlich,
d. h. Sitze, die sich nur durch diese unterscheiden, gelten als gleich.

Doch kann ein u gleich v sein, ein solcher Satz heiit trivial*.

Indem wir mit einem grofen Buchstaben ein System von endlich vielen
Elementen, Komplez* genannt, bezeichnen, kénnen wir einen ,,Satz“ auch
so schreiben: K >

Dabei ist also K = (uy, s, . . ., %,). Dieser Komplex heiBt das Antezedens*,
das Element v das Sukzedens* des Satzes.

Ein Komplex soll nicht leer sein, auBler wenn dies ausdriicklich zugelassen
wird. LM bedeute die Vereinigungsmenge von L und M.

Ein Satz mit nur einem Antezedenselement heiBt linear*, ein linearer
trivialer Satz, der also die Form v — v hat, tautologisch*.

§ 2.
Der ,,Beweis* eines ,,Satzes* aus anderen ,,Sitzen<.
(Vgl. BH. 4, §1.)

Man kann aus manchen ,,Sitzen“ andere ,,Sitze” ,,beweisen, indem
man gewisse ,,Schluweisen‘. auf sie anwendet. Z.B. aus ¥ — v und » - w
kann man schlieen: u — w.

%) Siehe Anmerkung ?).
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Ein einzelner Schluf besteht aus einer Anzahl von Sitzen, den Primissen*,
und einem weiteren Satz, der Konklusion*, welcher aus den Primissen ge-
schlossen wird. Wir wollen zwel solche Schluweisen einfithren, von denen
wir in § 4 zeigen werden, daB sie, inhaltlich gedeutet, richtig und ausreichend
sind: die ,,Verdiinnung mit einer Primisse und den ,,Schnitt mit zwei
Pramissen. :

1. Eine Verdiinnung (von Hertz ,unmittelbarer SchluB“ genannt) hat

die Form:
L —>w Pramisse

ML > Konklusion
M darf leer sein. — Wir gebrauchen auch die Ausdrucksweisen: ,,einen Satz
verdiinnen‘, ,,verdiinnter Satz von...“.
Inhaltlich kann man die Verdiinnung als eine Hinzufiigung von Voraus-
setzungen (M) deuten.
2. Ein Schnitt hat die Form:

Untersatz: =~ Obersatz:

L —>u Mu -2 Pramissen
LM —>v Konklusion
Schwittsatz

M darf leer sein. u komme nicht in M vor. u heiBt das Schnittelement.

Wir sagen auch: ,einen Satz {als Untersatz) mit einem anderen Satz
(als Obersatz) schneiden®.

Zwei Satze p und ¢ konnen entweder iiberhaupt nicht schneidbar sein,
oder es kann p mit g, doch nicht q mit p schneidbar sein, oder umgekehrt,
und schlieBlich kann sowohl p mit q wie q mit p schneidbar sein. (In diesem
Falle ist der Schnittsatz auf beide Weisen trivial, wie man leicht einsieht.)

Inhaltlich kann man den Schnitt als die Ersetzung einer Voraussetzung (u)
durch eine diese umfassende (L) deuten.

Ein Schnitt von zwei linearen S#tzen hat notwendig die Form

% —> v v > w
u > w
Der Schnittsatz ist also wiederum linear.

Unter einem Beweis eines Satzes q aus den Sétzen p;,..., p, (v =0)
verstehen wir nunmehr eine geordnete Anzahl von Schliissen (d.h. Ver-
diinnungen und Schnitten3)), deren letzter q als Konklusion besitzt, und in
der jede Pramisse entweder zu den p gehért oder tautologisch ist, oder mit
einer vorangehenden Konklusion iibereinstimmt. .

%) Nur insofern als Hertz statt des ,,Schnittes* den ,,Syllogismus* benutzt, weicht
unsere’ Definition des ,,Beweises” (und entsprechend der ,,Beweisbarkeit*) von der
seinigen ab. Siche den nichsten Paragraphen.

23+



332 - G. Gentzen.

DaB wir tautologische Sitze als bewiesen anzunehmen gestatten, wird
sich spater (s. § 4) als begriindet erweisen. Im iibrigen gibt unsere Definition
eines Beweises genau das wieder, was man inhaltlich -darunter versteht.

Ein Satz q heiit aus den Sitzen py, ..., p, beweisbar, wenn es einen
Beweis fiir q aus p,, ..., p, gibt.

§3.
Die Aquivalenz unseres Beweisbarkeitsbegriffes mit dem von P. Hertz.

(Der Inhalt dieses Paragraphen wird fiir das folgende nicht gebraucht.)

P. Hertz benutzt statt des ,,Schnittes” eine etwas kompliziertere SchluB-
weise, den ,,Syllogismus® (s. H. 4, S. 462—463). Der Schnitt ist ein spezieller
Syllogismus. Da wir im iibrigen nicht von den Hertzschen Definitionen
abgewichen sind, ist die Aquivalenz unseres Beweisbarkeitsbegriffs mit dem
von P. Hertz gesichert, wenn wir zeigen kénnen, daB der Syllogismus sich
in einen Beweis in unserem Sinne umformen 1iBt. Das soll jetzt geschehen.

Der Syllogismus lautet:

L, »>u,
: Untersitze
Ly > Uy .
Mu, ... uy > v Obersatz
Ly...LyM —» Konklusion

M daxf leer sein.
Wir verwandeln ihn zuniichst in folgenden, aus einer Reihe von ein-
facheren Syllogismen bestehenden Beweis:

L, > u, Mu,...uy >
Lg—)ug Ll.Muz...uy»v
Lv""%v Ly—l‘..LIMuy-’U

L ... LM -

Jeder einzelne dieser Syllogismen hat bereits die Form eines Schnittes,
nimlich
Ly = ug Lo—1 - - LiMup...uy > v
LoLo—1...Ly Mugt1...up > v

Dies ist nach Definition nur dann kein Schnitt, wenn %, in
L@"'l ...LlMug+1 oo U,

vorkomms. Dann ist aber die Konklusion ein Verdinnter des Obersatzes.
-Also 148¢ sich der Hertzsche Syllogismus in Schnitte und Verdiinnungen
zerlegen, womit unsere Behauptung bewiesen ist.
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§4.
Die Richtigkeit und Vollstindigkeit der SchluBweisen, der Normalbeweis.
(Vgl. H.3.)

Unsere formale Definition der Beweisbarkeit und itherhaupt die Wahl
unserer SchluBweisen wird nur dann als zweckmiBig erscheinen, wenn fest-
steht, daB ein Satz q dann und nur dann aus den Sitzen py, . . ., B, ,,beweisbar*
ist, wenn er inhaltlich eine Folgerung von diesen darstellt.

Wir werden zeigen konnen, dall dies in der Tat stimmt, sobald wir den
zundchst etwas unklaren Begriff , Folgerung” geméB einer inhaltlichen
Deutung unserer ,,Sdtze” folgendermaBen durch Definition festlegen:

Wir fithren erst einen Hilfsbegriff ein:

Wir sagen von einem Komplex von Elementen, dafl er einem vorgelegten
Satz geniige* (s. H. 3), wenn er entweder nicht alle Antezedenselemente des
Satzes enthilt, oder aber alle diese und zugleich das Sukzedens. — Dafiir,
daB ein Komplex einem Satz nicht geniigt, ist also notwendig und hinreichend,
daB er dessen Antezedens enthilt, aber das Sukzedens nicht.

Wir betrachten nun den Komplex K aller (endlich vielen) Elemente von
p1 ...p, und g und nennen g dann (und nur dann) eine Folgerung von

.p,Y), wenn ijeder Teilkomplex von K, der den Sitzen p,...p, ge-
nugt, auch g geniigt.

(Legt man die Auffassung des Aussagenkalkiils zugrunde so tritt an
die Stelle eines Teilkomplexes von K eine Verteilung von Wahrheitswerten
auf die Elemente von K, bei der die Elemente dieses Teilkomplexes den Wert
,,wahr®, die iibrigen den Wert ,.falsch” erhalten. Bei dieser Auffassung sind
die folgenden Beweise ganz entsprechend durchfiihrbar. Auch bei den iibrigen
obengenannten inhaltlichen Deutungen des ,,Satz ‘-Begriffs erweist sich
unser Folgerunosbegnff als angemessen.)

Nun lautet der eine Teil der oben ausgesprochenen Behauptung, den
wir als die ,,inhaltliche Richtigkeit* unserer Schlulweisen bezeichnen konnen,
folgendermaBen:

Satz 15). Wenn ein Satz q aus den S#tzen p,...Dp, ,beweisbar® ist,
so ist er eine ,,Folgerung® dieser.

Den Beweis®) hierfiir fiihren wir in fiinf einfachen Schritten:

1. Ein tautologischer Satz ist Folgerung jedes beliebigen Satzes.

4) Hertz gebraucht die Ausdrucksweise (s. H. 3):,,q wird von p,, . . ., py impliziert*.

5) Wenn wir die Worte ,,Satz‘ und ,,Beweis* im iiblichen Sinne, als Bestandteile
unserer Sprache, gebrauchen, ist damit natiirlich etwas ganz anderes gemeint als mit
den rein formal eingefithrten Begriffen ,,Satz* und ,,Beweis*“ (welche auch bei inhalt-
licher Deutung noch wesentlich enger als jene sind); Verwechslungen diirften stets
durch den Zusammenhang ausgeschlossen sein.
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Das ist klar, da jedem tautologischen Satz jeder beliebige Komplex
geniigt.

2. Ein Verdiinnter eines Satzes ist eine Folgerung desselben.

Das Verdiinnungsschema lautete:

L—>v
ML — v

Ein dem Satz L — v geniigender Komplex enthilt entweder nicht das
ganze Antezedens L, also auch nicht das ganze Antezedens ML des ver-
diinnten Satzes, damit geniigt er auch diesem; oder er enthilt L und zugleich v,
dann geniigt er ebenfalls dem verdiinnten Satz, da er dessen Sukzedens v
enthilt.

3. Ein Schnittsatz zweier Sitze ist eine Folgerung der beiden.

Das Schnittschema lautete:

L —u Mu—>v
LM —v

Ein Komplex, der dem Schnittsatz nicht geniigt, miiBte nimlich LM
enthalten, und » nicht. Enthielte er ferner u, so wiirde er dem Obersatz
nicht geniigen, enthielte er u nicht, so geniigte er dem Untersatz L — u
nicht. Wenn also ein Komplex beiden Pramissen geniigt, so geniigt er auch
dem Schnittsatz.

4. Ein Satz, der aus (einer bzw. zwei) Primissen, welche bereits Folge-
rungen von p;...p, sind, durch Verdiinnung bzw. Schnitt hervorgeht, ist
ebenfalls eine Folgerung von p,...p,.

Denn da er nach 2., 3. eine Folgerung der Primissen ist, so wiirde ein
Komplex, der ihm nicht geniigte, auch mindestens einer seiner Primissen
nicht geniigen, also auch nicht simtlichen p.

5. Liege nun ein Beweis fiir q aus p, ... p, vor. Jeder der Sitze p ist
trivialerweise eine Folgerung von p, . .. p,, ebenso nach 1. jeder tautologische
Satz; und aus 4. folgt dann, da jeder Satz des Beweises, speziell also g,
eine Folgerung von p,...p, ist.

Schwieriger ist der Beweis des anderen Teiles unserer Behauptung, den
wir als die ,,inhaltliche Vollstindigkeit** unserer Schlufiweisen bezeichnen
konnen und den wir so aussprechen:

Wenn ein Satz q eine ,,Folgerung® der Sitze p,...p, ist, so ist er aus
diesen ,,beweisbar 6), '

Mit Riicksicht auf spitere Anwendungen wollen wir den Satz gleich in
wesentlich schirferer Form beweisen, indem wir nimlich zeigen werden, da8

) P. Hertz beweist den analogen Satz fiir seine SchluBweisen in H. 3. Auf Grund
unseres § 3 konnten wir uns hierauf berufen, wir geben jedoch einen neuen Beweis,
da wir die dabei zugleich erhaltene ,,Normalform‘ des ,,Beweises‘* spiter brauchen
werden. Der Hertzsche Beweis fiihrt auf eine ,,aristotelische Normalform*, die fiir
unsere Zwecke nicht geeignet ist.
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es sogar immer einen ,,Beweis” von einer ganz bestimmten Normalgestalt
gibt, die wir sofort angeben werden.
Wir bemerken zunichst, dafl, wenn g trivial ist, und { der tahtologische
Satz mit gleichem Sukzedens, q aus p,...p, durch den Beweis
t

q
sofort beweisbar ist.

Wir kénnen uns also fortan auf nicht triviales q beschrinken.
Unter einem Normalbeweis eines nicht trivialen Satzes q aus den Sdtzen

Pi---Ps (v ==1) verstehen wir einen Beweis, der sich in folgender Gestalt
schreiben 148t:

Yy So
n s

To—1 Sp—1
S,
q

mit p = 0. (Fiir o = 0 ist natiirlich die Form %’ gemeint.) Dabei bedeute
r, 5
Sit1

stets einen Schnitt mit t; als Untersatz, s, als Obersatz, s;,., als
Schnittsatz.

Es komme kein trivialer Satz vor. Die Anfangssitze s, ¥y, .. ., Yoy
gehéren zu den p. (Nicht alle Sdtze p brauchen vorzukommen, auch darf
derselbe Satz mehrmals auftreten.)

Man sieht: Bei einem Normalbeweis findet eine einzige Verdiinnung
(die natiirlich den Satz s, auch ungeéindert lassen kann), und zwar am Ende,
statt, vorher nur Schnitte (eventuell keine); und bei diesen gehért stets der
Untersatz zu den p. Die Sitze 5. .. s, q haben alle das gleiche Sukzedens
(s. d. Schnittschema). Im ganzen Beweis kommen keine anderen Elemente
vor als die von p, . . . p, und q, da bei einem Schnitt keine Elemente auftreten
kénnen, die nicht schon im Ober- oder Untersatz vorkamen?).

7) Unser Normalbeweis entspricht ungefihr dem ,,goklenischen Normalbeweis‘
bei Hertz. Entsprechend 148t sich ein Analogon zum ,aristotelischen Normalbeweis'*
aufstellen, doch gilt fiir diesen kein dem Satz 2 entsprechender Satz, wie das Beispiel
zeigt:

d—>b ab —> ¢
e —>a da —> ¢
ed ¢

mit p, =d > b, p, =ab —>¢, p; = e >a, q = ed - c. Man iiberlegt sich leicht,
daB in diesem Falle kein Beweis (durch Schnitte und Verdiinnungen) méglich ist,
in dem jeder Obersatz zu den p gehort.
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Nunmehr sprechen wir unsere Behauptung in folgender Form aus:
Satz 28). Wenn ein nicht trivialer Satz q eine ,,Folgerung der Sitze

P1--. P, ist, so gibt es einen ,Normalbeweis* fiir q aus p,...p,.
Beweis. Sei q von der Form

L-»Q).

Wir betrachten das System & aller derjenigen Satze, die v als Sukzedens
haben, nicht trivial sind, und fiir die es einen Normalbeweis aus p,...p,
ohne Verdiinnung (d. h. von der obigen Normalgestalt ohne die am Ende
stattfindende Verdiinnung) gibt. (Speziell gehdren also die Sitze dieser
Form unter den p selbst zu S.) Das System & ist endlich, da aus den endlich
vielen Elementen der p itberhaupt nur endlich viele Sitze méglich sind und
bei Schnitten niemals neue Elemente auftreten.

Gibt es nun in G einen Satz, dessen Antezedens ganz in L enthalten
(eventuell gleich L) ist, so ist q ein Verdiinnter dieses Satzes und damit die
Behauptung bewiesen.

Das sei nicht der Fall. Alsdann werden wir einer Widerspruch zu der
Voraussetzung, daf g eine Folgerung von p, . .. p, sei, nachweisen, nimlich
einen Teilkomplex N des Komplexes K der Elemente von p,...p,, q an-
geben, der den Sitzen p, ...p, geniigt, q jedoch nicht.

N stellen wir in der Weise her, da wir eine Reihe von Komplexen

M., M, .. ,M,=N
konstruieren, deren jeder aus dem vorigen durch Hinzufiigen eines Elements
entsteht. Als M; nehmen wir L, das Antezedens von q. Wenn M, bestimmt
ist, erhalten wir M, ., folgendermaBen:

Wir wihlen aus den p einen Satz aus, dem der Komplex M, nicht ge-
niigt. (Wenn es keinen solchen gibt, s. u.) Dessen Sukzedens gehort also
nicht zu M, (wohl aber das ganze Antezedens), wir tun es zu M, hinzu und
erhalten so M, ,,.

Offenbar tritt nach endlich vielen Hinzufiigungen der Fall ein, daB der
letzte Komplex M, den wir dann als N nehmen, allen p geniigt. Denn die
p haben nur endlich viele Elemente, und der Komplex aller dieser Elemente
geniigt sicher jedem p.

Wenn wir nun noch zeigen konnen, da der so erhaltene Komplex N
das Sukzedens » von g nicht enthélt, dann sind wir fertig, denn dann geniigt
er q nicht, obwohl er allen p geniigt.

Zu dem Zweck beweisen wir durch Induktion folgende Behauptung:

Jedes M geniigt allen Sitzen des Systems & und enthilt das Element v
nicht.

Daraus folgt dann natiirlich sofort, daB » in°' N nicht vorkommt.

8) Vgl. Anmerkung ¢).



Axiomensysteme zu unendlichen Satzsystemen. 337

Zunichst gilt die Behauptung fiir M,, d. h. L. L enthilt » nicht, sonst
wire q trivial. Wiirde L einem Satz von & nicht geniigen, so enthielte es
dessen Antezedens ganz. Diesen Fall haben wir schon oben ausgeschlossen.

Sei nun die Behauptung fiir M, richtig, fiir M, ., zu beweisen. Es sei
M, = uM,, und O — u derjenige Satz unter den p, der zur Zufiigung
von u AnlaB gab. D.h. M, geniigt diesem nicht. O gehért also ganz zu M,.
» kommt in M, nicht vor (nach Induktionsvoraussetzung), also auch nicht
in 0. = v, denn sonst wire O — u ein Satz von &, dem M, nicht geniigt.
Also enthilt auch M,,, das Element » nicht.

‘Gebe es nun einen Satz von S\fdem M, ., nicht geniigt. Ein solcher
muB, da M, ihm noch geniigt, offenbar die Form haben:

Py - wv.

P kann leer sein, 4 komme darin nicht vor. Pu gehért zu M, ,, also P
bereits zu M,. Nun betrachten wir den durch Schnitt von O — » mit Pu — v

entstehenden Satz '
OP —o.

Dieser gehort zu G. Denn fiir Pu — v (als Satz von &) gibt es einen Normal-
beweis aus den p ohne Verdiinnung, und durch Zufiigung dieses Schnittes,
bei dem O — %, also ein Satz von p, Untersatz ist, entsteht ein Normalbeweis
ohne Verdiinnung fiir OP —v. OP.— v ist ferner nicht trivial, da v in O
und P nicht vorkommt.

Damit haben wir einen Satz von &, dem M, nicht geniigt (O und P
gehéren zu M,, doch v nicht), also einen Widerspruch, womit Satz 2 be-
wiesen ist.

Fiir das spétere brauchen wir vom Inhalt dieses Paragraphen nur zwei
einfache Folgerungen von Satz 1 und 2, die wir so aussprechen:

Satz 3. Ist ein nicht trivialer Satz q aus den Sétzen p, . . . p, beweisbar,
so gibt es einen Normalbeweis fiir q aus p; ... p,.

Dies folgt sofort aus Satz 1 und 2 zusammen. Man kann diesen Satz
auch ohne den Umweg iiber den Folgerungsbegriff direkt gewinnen, indem
man einen beliebigen Beweis schrittweise in einen Normalbeweis umformt.
Wir haben den Umweg gewihlt, weil er nicht wesentlich langwieriger ist und
wichtige zusdtzliche Ergebnisse, nimlich die Richtigkeit und Vollstindigkeit
unserer Schlufweisen lieferte. '

Satz 4. Ist ein nicht tautologischer linearer Satz q aus den linearen
Sitzen p, ... p, beweisbar, so gibt es unter den p eine Reihe von Sidtzen
der Form '

UV, Vg —>Vgy .u. U > W A=0),

wobei # —w = q ist, und v, ..., u, w lauter verschiedene Elemente sind.
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Nach Satz3 gibt es néimlich einen Normalbewels fiir g aus py...p,
Dieser mufl offenbar so aussehen:

z, —> Z, zy > w
u — I, z; > w

U > w

u > w

Denn es kénnen nur lineare Sitze in ihm vorkommen, weil g und die p
linear sind und ein Schnitt zweier linearer Sitze wieder einen linearen Satz
ergibt. Die zn den p gehérigen Anfangssitze

U= Ty, By > Xy, onny Toog = Ty Ty — W
erfilllen nun schon beinahe die Behauptung; doch brauchen die Elemente w,
Ty, .., %y w nicht alle verschieden zu sein,

Sind nun mehrere von diesen identisch, so lassen wir in dieser Satzreihe
die zwischen dem ersten und letzten Auftreten desselben Elements liegenden
Sitze weg. So erhalten wir schlieBlich eine Reihe von Sitzen, bei denen nur
noch aneinandergrenzende Elemente gleich sind, diese erfiillt die Behauptung.
(Da u += wist, werden bei unserem Verfahren nicht etwa alle Sitze gestrichen.)

§5.
Systeme von Sitzen.
(Vgl. H. 4, S. 465—466.)

Ein System von Sitzen heilit hinsichtlich Schnitten abgeschlossen, wenn
jeder mdgliche Schunitt zweier Sitze des Systems wieder einen Satz des
Systems ergibt.

Ein abgeschlossenes Satzsystem™ zu einem gegebenen Elementenbereich
ist ein System von Sitzen, die aus Elementen des Bereichs hestehen, und dem
jeder aus Sitzen des Systems beweisbare Satz, wobei Verdiinnungen nur
mit Elementen des Bereichs zugelassen sind, angehort.

Einem abgeschlossenen Satzsystem gehéren offenbar alle aus Elementen
des Bereichs zu bildenden trivialen Sitze an. (Denn diese sind bereits aus
0 Sitzen beweisbar.)

Satz 5. Nimmt man zu einem hmswhthch Schnitten abgeschlossenen
System S alle mit Elementen des Systems méoglichen Verdiinnten der Sitze
des Systems sowie alle trivialen Sitze (aus diesen Elementen) hinzu, so hat
man ein abgeschlossenes Satzsystem ©.

Das folgt sofort aus Satz 3. Denn sei q ein nicht trivialer, aus & (d. b.
aus Sitzen von ) beweisbarer Satz. Dann ist er natiirlich auch aus & be-
weisbar, und der Beweis 138t sich nach Satz 3 mit einer einzigen Verdiinnung
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am Schlufl, und nur Sitzen von S als Anfangssitzen, fithren. Da deren
Schnitte Sitze von S ergeben, ist q ein Satz von &.

Ein Satzsystem heit linear, wenn jeder Satz des Systems Verdun.nter
eines ebenfalls zum System gehdrigen linearen Satzes ist.

Ein Aziomensystem™* zu einem abgeschlossenen Satzsystem ist ein System
von Sitzen, die dem Satzsystem angehoren und aus denen sich alle Sitze
des Satzsystems beweisen lassen.

Ein Satzsystem heilt unabhingig*, wenn sich keiner seiner Sitze aus
anderen beweisen liBt. (Ein solches enthilt also keine trivialen Sitze.)

Uns interessiert speziell die Unabhingigkeit von Axiomensystemen.

§6.
Unabhiingigkeit von Axiomensystemen.

Wir werden in diesem Paragraphen einige Tatsachen ohne genauen Beweis
anfiithren, die spiter nicht benutzt werden, jedoch fiir das Verstindnis des
2. und 3. Abschnitts sehr wesentlich sind. Die Beweise finden sich in H. 4
an den jeweils angegebenen Stellen.

Zu jedem endlichen abgeschlossenen Satzsystem gibt es ein unabhingiges
Axiomensystem. [H. 4, S. 4669).]

Man erhélt némlich ein unabhéngiges Axiomensystem, indem man Sitze,
die etwa noch aus anderen beweisbar sind, der Reihe nach streicht.

Dieses Streichverfahren kann versagen, wenn das Satzsystem wnendlich
ist. Es kann z. B. vorkommen, dafl dabei alle Sitze gestrichen wiirden.
(H.4, S.470—471.) Trotzdem kann es ein unabhingiges Axiomensystem
geben. (H. 4, S.471.)

Sehr lehrreich ist das folgende (von Hertz angegebene) Beispiel eines
hinsichtlich Schnitten abgeschlossenen Systems ¥ linearer Sitze, fiir das es
kein unabhingiges Axiomensystem (in leicht verstindlicher Abwandlung
dieses von uns nur fiir abgeschlossene Satzsysteme eingefiihrten Begriffs)
aus linearen Sitzen gibt, wihrend das durch Hinzunahme der (im Elementen-
bereich moglichen) verdiinnten und trivialen Sitze entstehende lineare ab-
geschlossene Satzsystem U (s. § 5) trotzdem ein unabhingiges Axiomensystem
besitzt (das natiirlich nicht aus lauter linearen Sitzen besteht).

Das System U besteht aus den Sitzen:

A: e —a, (»>1),
W: a; —a, (A>p>1)
(H. 4, S. 469—470, 482—483.)

%) Wir brauchen solche Satzsysteme, die nur aus trivialen Satzen bestehen, nicht
auszuschlieBen, wenn wir ein leeres Axiomensystem zulassen.
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- Die Unmoglichkeit eines unabhingicen Axiomensystems beruht auf
folgenden zwei Tatsachen (Beweise fiir diese bei Hertz):

1. Die Sitze von U, miissen aus jedem Axiomensystem von 9 ohne
Benutzung von U;-Sitzen beweisbar sein.

2. Auseinem %;-Satz und den %,-Sitzen sind alle ,-Sitze mit kleinerem »
beweisbar; doch keiner mit groBerem ».

Aus diesen beiden Tatsachen folgt nimlich: Es miisser mindestens zwei
U,-Sitze unter den Axiomen vorkommen, und dann wire der mit kleinerem »
aus anderen Axiomen beweisbar, das Axiomensystem also nicht unabhingig.

Ein ganz entsprechender Sachverhalt liegt bei dem im 2. Abschnitt an-
zugebenden Beispiel eines abgeschlossenen Satzsystems ohne unabhingiges
Axiomensystem vor.

Wenn man dagegen das System U zu einem linearen abgeschlossenen
Satzsystem U erweitert, so besitzt dieses, wie schon gesagt, ein unabhingiges
Axiomensystem. Ein solches ist z. B. (H. 4, S. 482)

a; —> ay az = Ay
Oolly — Gy a, — ag
3020y — Ay a5 —> a4

Die Unabhingigkeit wird dadurch erreicht, da8 statt der 9,-Sitze Ver-
diinnte von diesen genommen werden, aus denen der zugehérige U,-Satz
jeweils erst mit Hilfe der vorangehenden (im Schema in der linken Reihe
dariiberstehenden) Axiome zu beweisen ist, so daB man nun nicht mehr
die vorangehenden Axiome aus den spiteren (mit Hilfe der 9,-Sitze) be-
weisen kann.

Das im 2. Abschnitt zu gebende Beispiel ist so konstruiert, daB dieser
Trick nicht anwendbar ist. Das betreffende Satzsystem ist auch nicht linear,
und kann es nicht sein, weil lineare abgeschlossene Satzsysteme stets ein
unabhéingiges Axiomensystem besitzen, was im 3. Abschnitt gezeigt werden
soll. Dabei wird unter anderem auch der eben genannte Trick, gewisse Ver-
diinnte der linearen Sitze als Axiome zu nehmen, um dadurch Unabhéingigkeit
zu erreichen, Anwendung finden.

§7.
Die ,,Maximalnetze.
(Der Inhalt dieses Paragraphen wird nur im 3. Abschnitt gebraucht.)
(Vgl. H.1, Nr. 10—16.)
Beziiglich eines gegebenen abgeschlossenen linearen Satzsystems & fithren
wir folgende Begriffe ein:
Ein nicht tautologischer linearer Satz 4 — v von & mit der Eigenschaft,
daB auch v —u zu S gehért, heifit ein Netzsaiz.
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Emn Element, das in irgendeinem Netzsatz vorkommt, heit ein Netz-
element. .
Die Menge aller Elemente v zu einem festen Netzelement v, fiir die v — v
und v — u Sitze von G sind, heiBt ein Mazimalnetz*10).

(Ein solches enthilt also mindestens zwei Elemente.)

Satz 6. Jedes Netzelement gehort genau einem Maximalnetz an.

DaBl es einem angehért, ist klar. Gehére nun u zwel verschiedenen
Maximalnetzen an und seien diese durch » bzw. w bestimmt. (Eins von beiden
kann gleich » sein.) Also v - v, v - 4; 4 - w, w — 4 sind Sitze von .
Sei z ¢in Element, das nur dem einen von beiden angehort, etwa dem durch
v bestimmten Maximalnetz. Dann sind v - z, £ —» Sitze von S. Nun
erhilt man durch Schnitte aus diesen und den vorigen Sitzen:

w—-v, w—>z und v >w, T -—>w.

Die Schnittsitze gehéren zu &, da dieses System als abgeschlossen voraus-
gesetzt war.

Also gehort 2 auch zu dem durch w bestimmten Maximalnetz, im Wider-
spruch zu der Annahme.
 Zusitze: Die Elemente eines Netzsatzes gehoren (nach Satz 6) beide
demselben Maximalnetz an.

Sind % und v zwei beliebige Elemente desselben Maximalnetzes, so sind
u v und v - u Sitze von S. (Folgt leicht.) ‘

Ein linearer Satz von &, in dem ein Element Netzelement ist, das andere
kein Element desselben Maximalnetzes, heit ein Halbnetzsatz.

2. Abschnitt.

Angabe eines unendlichen abgeschlossenen Satzsystems, das kein
unabhingiges Axiomensystem besitzt,

§1.

Aufstellung des als Beispiel dienenden Satzsystems .
Die Elemente des Systems sind
b, ¢, a, @, ...
{alle voneinander verschieden).

Wir betrachten zunichst ein System U von Sitzen, die wir in zwej

Klassen einteilen:
Ay: a,b—>c fiir beliebige »,
Wy @y >a, fir 1< p.

10) Hertz schlieft in den Begriff ,,Maximalnetz*“ noch die zugehdrigen Netzsatze
mit ejn; unsere ‘Aussagen bleiben auch bei dieser Auffassung richtig. :
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(Diese Einteilung entspricht der in %, und 9, bei dem im 1. Abschnitt, § 6,
angegebenen System.)

A ist hinsichtlich Schnitten abgeschlossen.

Beweis. Ein Schnitt zweier 2;-Sitze ist nicht méglich, da ¢ in keinem
Antezedens vorkommt.

Ein Schnitt zweier %,-Sitze hat die Form:

a, > a, a; > a,

[

. ag — g
mit p < g, 6 <7, also p <7, d.h. der Schnittsatz gehort wieder zu U,.
Ein Schnitt eines U;- und eines A,-Satzes hat die Form (¢ kann nicht
Schnittelement sein, da es in keinem W,-Satz vorkommt):

a, > 4, a;b - ¢

a, b 5 ¢
Der Schnittsatz gehort wieder zu ;.

Damit ist die Abgeschlossenheit von U hinsichtlich Schnitten gezeigt.

Nun nehmen wir zu U, alle nicht trivialen Verdiinnten von 9;-Sitzen
(mit Elementen von % gebildet) hinzu, dies System nennen wir B,; ebenso
bezeichnen wir das aus 2, durch Hinzunahme aller nicht trivialen Verdiinnten
von A,-Sitzen (mit Elementen von A) entstehende System als B,.

Beide Systeme (B,, B,) haben keine Sitze gemeinsam, denn die B,-Sitze
haben simtlich ¢ als Sukzedens, die B,-Sitze nie.

B, und B, zusammen mit den aus den Elementen von U zu bildenden
trivialen Sitzen bilden nun ein abgeschlossenes unendliches Satzsystem U
(S. Satz 5, 1. Abschnitt, §5.)

Von diesem System A wollen wir zeigen, daB es kein unabhingiges
Axiomensystem zu ihm gibt.

Fiir das Verstindnis des Folgenden lese man zuerst den Beweis in § 3,
alsdann wird der Zweck der einzelnen in § 2 bewiesenen Hilfssitze deutlich.

§ 2.
Einige Hilfssiitze iiber das System .

Als ,,Grad eines B;-Satzes bezeichnen wir den kleinsten bei den in
seinem Antezedens vorkommenden o auftretenden Index.

(Z. B. aza,a,b — ¢ hat den Grad 2.)

Nr.1. Eine Verdiinnung eines B,-Satzes mit Systemelementen ergibt
einen B,-Satz, und zwar nicht von groferem Grade als zuvor, oder einen
trivialen Satz, doch nie einen B,-Satz.

Nr.2. Eine Verdiinnung eines B,-Satzes mit Systemelementen ergibt
einen B,-Satz oder einen trivialen Satz, doch nie einen B,-Satz.

Beide Behauptungen (Nr.1 und 2) sind leicht als richtig zu erkennen.



~ Axiomensysteme zu unendlichen Satzsystemen. 343

Nr.3. Ein Schnitt von zwei B,-Sitzen ist nicht mdoglich, da beide ¢
als Sukzedens haben und keiner ¢ im Antezedens hat. .

Nr. 4. Ein Schnitt von zwei B,-Sitzen ergibt einen B,-Satz oder einen
trivialen Satz.

Denn der Schnittsatz gehort zu % und kann nicht ¢ als Sukzedens haben.

Nr.5. Ein Schnitt eines 8B,-Satzes mit einem B,-Satz (der also Obersatz
ist, s. 1. Abschnitt, § 2) ergibt einen B,-Satz oder einen trivialen Satz. (Da
im Schnittsatz ¢ nicht Sukzedens ist.)

Ein Schnitt eines B,-Satzes mit einem $B,-Satz ergibt entweder einen
trivialen Satz oder einen B,-Satz (da ¢ Sukzedens bleibt), und zwar ist dieser
nicht von groBerem Grad als der Obersatz.

Beweis fiir die letzte Behauptung: Der Grad des Obersatzes sei
u, d. h. @, ist das @ mit kleinstem Index, das in ihm vorkommt. Wire nun
der Grad des Schnittsatzes groBer, so miillte a, das Schnittelement sein.
Das heiit der Untersatz hitte die Form:

(B (), ..., > a,
(b und ¢ kénnen vorkommen, brauchen es aber nicht). Dieser ist Ver-
diinnter eines Up-Satzes, der also die Form hat:
@y, > .
Nach Definition der U-Sitze ist dann », < x. Nun kommt a,, auch im
Schnittsatz vor, dieser hat also einen kleineren Grad als z, entgegen der An-
nahn:e.

Nr.6. Kommt in einem Normalbeweis aus Sitzen von U ein B,-Satz
als Anfangssatz vor, so tritt b im Antezedens des Endergebnisses des Be-
weises auf. ‘

Sei namlich der B,-Satz der Satz r, bzw. 5, im Schema des Normal-

- beweises (1. Abschnitt, §4); dann kann in der Satzreihe 1,5,,;... Soq bzw.
Sy« - - 50q das im Antezedens des B,-Satzes vorkommende b niemals verloren-
gehen; denn es kann b nie Schnittelement sein, da b in keinem nicht trivialen
Satz von A als Sukzedens auftritt.

Nr.7. Aus allen Sitzen von 2, und einem $B,;-Satz sind alle B,-Sitze
von nicht groferem Grade als dieser beweisbar.

Beweis. Der 8B,-Satz sei:

a, ...aygb—>c.

1

Dabei sei bereits » der Grad, also der kleinste Index.
Nun sind

ay, —> Qy,

ay

L > Gy

Gy, > Gy,
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Satze von %, Schneidet man den ersten mit dem B,-Satz, den zweiten
mit dem Schnittsatz, den dritten mit dem hierdurch erhaltenen Schnitt-
satz, usw., so entsteht schheBlich

a, b—ec

(Ist ¢ = 1, so steht dies sofort da und die Zwischenbetrachtung fallt weg.)

Dies ist der (eindeutig bestimmte) U;-Satz von demselben Grad wie der
urspriinghche B,-Satz. Aus ihm folgen nun leicht alle ,-Sitze kleineren
Grades:

Sei nédmlich p < ,, so ist a, - a,, ein Wp-Satz, und dessen Schnitt mit
dem U;-Satz ergibt: a,b — ¢, den U;-Satz vom Grade u.

Aus den %,-Sitzen folgen durch Verdiinnungen die $B,-Sitze derselben
Grade, womit der Hilfssatz Nr. 7 voll bewiesen ist.

§3.
Beweis der Unmaoglichkeit eines unabhiingigen Axiomensystems fiir 9.
Das geht jetzt sehr rasch, da die Hilfssitze alles Wesentliche schon ent-
halten. (Vgl. 1. Abschnitt, §86.)
Wir nehmen an, es gébe ein unabhiingiges Axiomensystem € von .
Diejenigen Axiome, die B,-Sitze sind, mogen das System G, bilden.

Behauptung: Aus G, sind bereits alle %, - Sitze beweisbar. Dies folgt
ohne weiteres aus § 2, Nr. 6. Denn jeder U,-Satz soll aus den Axiomen be-
weisbar sein, der Beweis 148t sich in Normalform bringen (Satz 3), und dann
kann nach §2, Nr. 6, kein B,-Satz Anfangssatz sein, da ja b im Ergebnis
nicht auftritt.

Aus @, ist kein B,-Satz beweisbar. (Nach Satz 3 und § 2, Nr. 2 und 4.
Also muB das Axiomensystem € mindestens einen %B,-Satz enthalten.
Nun ergibt Satz3 und §2, Nr. 3, 4, 5, 1 und 2:

Aus €, und einem B;-Axiom ist kein B,-Satz von gréBerem Grade be-
weisbar (als das Axiom ihn hat). Es gibt aber B,-Sitze beliebig grofen
‘Grades. Also muB noch ein zweiter B;-Satz von groferem Grade als der erste
Axiom sein. (€ mufl sogar unendlich viele 8,-Sitze enthalten; doch brauchen
wir diese Tatsache nicht.)

Nunmehr folgt aus §2, Nr.7:

Das erste. B,-Axiom ist aus dem zweiten zusammen mit den Axiomen ¢,
{aus denen ja alle 9,-Sitze folgen) beweisbar.

Also ist das Axiomensystem nicht unabhingig.
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3. Abschnitt.

Aufstellung eines unabhidngigen Axiomensystems fiir ein gegébenes
abzdhlbar unendliches abgeschlossenes lineares Satzsystem.

§1.
Ubersicht iiber das Verfahren.

Ein beliebiges abzéhlbar unendliches abgeschlossenes lineares Satz-
system & sei gegeben.

Wir werden (in §2) ein Teilsystem T von & herstellen, von dem wir
nachweisen werden, dafl es ein Axiomensystem von € (§ 3), und zwar ein un-
abhéngiges (§ 4) ist.

Bei der Aufstellung von T gehen wir aus von dem System & der nicht
tautologischen linearen Sitze von €. Dies ist ein Axiomensystem von &,
im allgemeinen natiirlich kein unabhingiges.

Wir werden zunichst aus den Netzsitzen (1. Abschnitt, §7) von &
Axiome auswihlen, die dann bereits einen Teil von T darstellen (§ 2, Nr. 1).

Da man die Elemente eines Maximalnetzes sozusagen alle als gleich-
bedeutend ansehen kann (man kann sie in einem Satz durch einander ersetzen,
ohne seine Zugehérigkeit zu & zu #indern), so geniigt es ferner, aus jedem
Maximalnetz ein Vertreterelement auszuwihlen und unter den Halbnetz-
sdtzen von & nur noch solche zu betrachten, deren Netzelemente Vertreter
sind11). (§2, Nr. 2, 1. Schritt.)

Der dann folgende 2. und 3. Schritt (§ 2, Nr. 2) stellen den Kern des
Verfahrens dar. Im 3. Schritt werden an Stelle der linearen Sitze, von denen
ausgegangen wurde, gewisse Verdiinnte als Axiome (zu I) genommen; in
dhnlicher Weise wie bei dem im 1. Abschnitt, § 6, beschriebenen Beispiel.
Da. dies allein nicht ausreicht, um die Unabhingigkeit der Axiome zu gewihr-
leisten, geht der 2. Schritt voran, in welchem Sitze gestrichen und um-
geordnet werden.

§ 2.

Aufstellung des Axiomensystems .

Nr.1l. Auswahl von Axiomen aus den Netzsitzen.
Man betrachte die in irgendeiner fest gewihlten Abzihlung der Sétze von
S vorkommenden Netzsitze, diese bilden eine Reihe ;. Die Reihe P, gehe

man durch und 4ndere sie so ab:

Ist ein Satz aus vorangehenden (in der schon abgeinderten Reihe) be-
weisbar, so wird er weggelassen. Ist das nicht der Fall, so bleibt der Satz,

11) Ein analoges Verfahren fiir endliche Systeme wird von Hertz in H. 1, Nr. 36,
42, 43 angewandt. .
Mathematische Annalen. 107. . 24
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er heifle ¥ — v, stehen, und es wird gleich der Satz v — u, der nach Definition
der Netzsitze auch zu P, gehort, danebengeschrieben.

So entsteht eine neue Reihe PB,, diese stellt bereits einen Teil von T dar.

Nr. 2. Hersteliung der iibrigen Axiome.

1. Schritt. (Vertreterauswahl aus den Halbnetzsitzen.)

Man ordnet jedem Maximalnetz (beziiglich &) dasjenige von seinen
Elementen, das in der Abzidhlung der Sitze von S als erstes vorkommt, als
»vertreterelement zu. Nun geht man die Reihe der Sitze von & durch
und 146t jeden Halbnetzsatz fort, der ein Netzelement enthilt, das nicht
der Vertreter seines Maximalnetzes ist. Ferner werden alle Netzsitze weg-
gelassen. (Diese wurden ja schon unter Nr.1 gesondert betrachtet.) Die
iibrigbleibenden Sitze von S bilden eine Reihe, die wir Q, nennen.

2. Schritt. (Streichung und Umordnung von Sitzen.)

Man gehe die Reihe , durch und #ndere sie so ab:

Man komme zu einem Satz uw — .

Ist er aus schon vorangehenden, in der abgeinderten Reihe, beweisbar,
so wird er weggelassen.

Ist das nicht der Fall und gibt es unter den vorangehenden (in der neuen
Reihe) einen Satz der Form % — w und zugleich irgendwo in &, den Satz
w — v, so wird statt ¥ — v zundchst w — v hingeschrieben.

Gibt es mehrere solche Moglichkeiten, so wihlt man diejenige aus, die
durch den ersten vorangehenden Satz, der diese Eigenschaft hat, bestimmt
wird.

Der neu hingeschriebene Satz wird alsdann ebenfalls auf dieselbe Eigen-
schaft untersucht und eventuell wieder durch einen anderen ersetzt, usw.
Dabei kann nie ein Satz auftreten, welcher aus den ihm in der (durch die
Abanderung von L, entstandenen) Reihe vorangehenden Sitzen allein be-
weisbar ist; denn dann trife das gleiche offenbar auf den Satz zu, fiir den
er hingeschrieben wurde, usf. bis zu u — v selbst, fiir den das nicht der Fall
sein sollte.

Das Ersetzungsverfahren fithrt nach einer Anzahl von Ersetzungen stets
auf einen Satz, der die betreffende Eigenschaft nicht mehr besitzt, diesen
1a8t man stehen (eventuell schon u — v selbst).

Wire das nimlich nicht der Fall, so miiBte irgendwann bei den Er-
setzungen ein schon dabei vorgekommener Satz, z. B. w — v, wiederkehren.
[Weil das Sukzedens () stets dasselbe bleibt und das Antezedens nach der

- Ersetzungsregel stets gleich einem Sukzedens eines der endlich vielen (in der
Reihe) vorangehenden Sitze ist.]

Die Folge der sich ersetzenden Sitze von w — v bis zur ersten Wiederkebr

von w — v laute:

WY, Ty >V, ..., Ly—>V, W >V
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(=1, denn w — v kann nicht sofort durch sich selbst ersetzt werden, da
w — w nicht in £, vorkommt). D.h. es gehen in der Reihe u. 2. die Sitze

voran: WX, T > xz,' ey Ty >y, T, > W

Aus diesen (ohne den ersten) ist nun der Satz x; — w beweisbar; dieser gehdrt
also, nebst w — z;, zu S; demnach wiren beide Netzsitze. Es sollte aber
in Q, kein Netzsatz vorkommen; wir haben also einen Widerspruch.

Die durch den 2. Schritt aus Q, entstehende Reihe nennen wir Q.

3. Schritt. (Verdiinnung gewisser Sitze.)

Man gehe die Reihe Q, durch und 4ndere sie so ab:

Man komme zu einem Satz w — .

Gibt es unter den in £, (also diesmal nicht ,,in der schon geinderten
Reibe*) vorangehenden Sitzen keinen mit u als Antezedenselement, so bleibt
u — v ungedndert stehen. Gibt es jedoch solche Sitze, so seien dies die Sitze:

U > Wy, ouy U~ W, (v=1)

Alsdann wird u -» v ersetzt durch den verdiinnten Satz:

UwW, . .. W, — 0.
(Kein w ist gleich v, da sonst in Q, zweimal 4 — v vorkime, was nach dem
2. Schritt unmdglich lst Also ist ww, ...w, —~v ein nicht trivialer Satz
von &.)

Die so entstehende Reihe nennen wir Q.

Die Reihen 9, und Q; bilden zusammen das System ¥. Offenbar rrllt
Die Sitze von ¥ gehéren zu &.

§3.
Das System ¥ ist ein Axiomensystem von &.

Nr.1. Jeder Netzsatz von S ist aus P, beweisbar.

Dies ist trivial, denn von den Netzsdtzen (9B,) wurden nur solche weg-
gelassen, die aus anderen, schon als Axiome genommenen, beweisbar waren.

Nr.2. Jeder Nicht-Netzsatz von & ist aus Q, zusammen mit P, be-
weisbar.

Dies ist nur zu zeigen fiir die beim 1. Schritt weggelassenen Halbnetz-
sitze. [Es beruht natiirlich auf der durch die Netzsitze ausgedriickten
,,A'qu.iva,lenz“ der Netzelemente mit ihren Vertretern (vgl. §1).] '

Sei # — v ein solcher Halbnetzsatz, » ein nicht ,vertretendes Netz-
element, v kein Netzelement oder ein Vertreter. w sei der Vertreter des
Maximalnetzes, zu dem u gehort (w 4 %,v). Nun sind ¥ —w und % - u
Netzsitze, also, nach Nr. 1, aus P, beweisbar. Aus w — u und » — o folgt
w - v, dies ist also auch ein Satz von S, und zwar ein in Q, vorkommender
Halbnetzsatz. Aus diesem und 4 — w folgt umgekehrt » — v, womit dieser
Satz aus Q; und P, bewiesen ist. - '

24+
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Ganz analog schlieBt man, wenn das Sukzedens oder beide Elemente
nicht vertretende Netzelemente sind.

Nr. 3. Jeder Satz von L, ist aus {Q, beweisbar.

Dies geht sofort aus dem Verfahren des 2. Schritts hervor. Denn jeder
hierbei weggelassene Satz war aus den in Q, vorangehenden, eventuell mit
Einschlufl eines an seine Stelle getretenen Satzes, beweisbar.

Nr. 4. Jeder Satz von Q, ist aus £ beweisbar.

Fiir den ersten Satz von L, ist dies trivial (da er auch der 1. Satz von
Qg ist). Sei es fiir die ersten x Sitze von Q, bewiesen. Ist der u + 1-te Satz
beim 3. Schritt nicht verdiinnt worden, so ist es auch fiir ithn bewilesen.
Andernfalls habe er die Form % — v und sei beim 3. Schritt in

UWy ... W, >V {(v=1)

umgewandelt worden. Dann sind also
U > Wy, oy U W,
vorangehende Sitze in Q, (unter den ersten p). Diese sind nach Induktions-
voraussetzung bereits aus £, beweisbar. Nun folgt aus ihnen und
Uwy ... W, >V .
durch v Schnitte offenbar » —v. (Analog wie im 2. Abschnitt, § 2, Nr.7.)
Damit ist die Behauptung bewiesen.

Nr.5. Aus 2, 3, 4 und 1 folgt, daB jeder Satz von © aus z beweisbar
ist. Also gilt dasselbe fiir jeden Satz von &.

§ 4.
Das System ¥ ist unabhingig.
Nr.1. Kein Satz von 9P, ist aus den iibrigen Axiomen beweisbar.
Sei w — v ein Satz von P,, der aus anderen Sitzen von P, und Gy be-
weisbar wire. Statt der Sitze von Q; kann man die entsprechenden in Q,
(d. h. die, aus denen sie beim 3. Schritt entstanden sind) nehmen, denn jene
folgen aus diesen durch Verdiinnung. Alsdann hat man lauter lineare Sitze.
Nun gibt es nach Satz 4 unter diesen eine Reihe von Sitzen der Form
U =Wy, Wy ~>Wy ooy Wyy >W,, W, >V
(»=1). Da neben u — v als Netzsatz auch » —u zu & gehort, so auch
die aus diesem und der aufgeschriebenen Reihe beweisbaren Sitze
Wy U, Wy Wy ey Wy > Wy, V= W

Also sind alle diese Satze Netzsitze, d. h.

U > Wy, Wy > Wy ovny Wy >V
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gehoren zu P, (und keiner zu L,). Nach Konstruktion von P, treten dort
alle Sitze paarweise auf. Wir betrachten das in P, als letztes auftretende
von den v -+ 2 Paaren
UV, VU UWy, Wy U ..y Wy, >V, V> W,

Dieses steht mit der Bildung von P, im Widerspruch, da seine beiden Satze
aus den iibrigen Paaren, die ihm vorangehen, beweisbar sind.

Nr.2. Kein Satz von Qg ist aus den iibrigen Axiomen beweisbar.

Es bedeute g, bzw. g, bzw. p,, den y-ten Satz in der Reihe Q, bzw. Q,
bzw. R,. Es ist also stets g3, ein Verdiinnter von g,,, gemifl dem 3. Schritt.

Sei nun der Satz gy, aus anderen Sitzen von T beweisbar. Dann ist
jeder Satz von S aus T ohne Benutzung des Axioms g3, beweisbar, z. B. der
Satz @y,. Dieser laute v —v. Er sei aus den Axiomen

Pais « -« Pous Gsgs - -+ Q30>
und zwar nicht aus wenigeren von diesen, was natiirlich stets erreichbar ist,
beweisbar. (Unter ihnen komme gy, nicht vor.)
Wie unter Nr.1 schlieBen wir, dal » — v aus den linearen Sitzen

P2i5 -+ Peus  Q2p5 - -5 Q20

beweisbar ist (doch brauchen jetzt nicht mehr alle zum Beweis notwendig
zu sein), und daB sich unter diesen eine Reihe von Satzen der Form

U > Wy, Wy —> Way -y Wy — O
angeben 1a8t (Satz 4). Jetzt ersetze man alle darin vorkommenden Netz-
elemente durch ihre Vertreter. Dabei gehen die Sitze von Q, in sich iiber,
die von P, in tautologische Sitze. (Denn beide Elemente eines PB,-Satzes
gehéren jeweils zu demselben Maximalnetz und haben demnach denselben
Vertreter.) LadBt man letztere weg, so bleibt offenbar wieder eine Satzreihe
der Form

U —> Ly, Ty ~> Loy «nny Ty >0
stehen, und zwar sind dies nur noch Sitze von Q,. (» = 1, denn stinde
nur % -> v da, so kiime dieser Satz in &, zweimal vor, das ist nach dem
2. Schritt unmoglich.)

% — %, sei, ohne Beschrinkung, der Satz gy, Nun ist 2, — v (2, % v)
ein Satz von &, da beweisbar, und zwar von ;. Damit folgt aus der Regel
des 2. Schrittes, da » — 2, nicht or » — v in R, vorkommt, denn dann wire
% —v durch einen anderen Satz (zuniichst z; — v) ersetzt worden. Also
kommt u — 2, in Q, spiter als u — v.. Demnach lautet der aus % —» z, beim
3. Schritt entstandene Satz g, so:

U.. V... >

nach Konstruktion des 3. Schrittes. Dafiir schreiben wir
vK -z,
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Nach Annahme ist nun der Satz 4 — v (qs,) aus

P2is --- Paus Gse> -+ 3o,
und zwar nicht ohne vK — , (qg,) beweisbar. Das kann aber nicht stimmen.
Ein Satz mit v im Antezedens kann kein unvermeidbarer Bestandteil eines
Beweises fiir einen Satz mit v als Sukzedens sein. Das 148t sich folgendermalen
einsehen: '

Nach Satz 3 miifite es einen Normalbeweis fiir # — v geben, in welchem
vK — 2z, unter den Anfangssitzen vorkommt., Die Sitze s im Schema des
Normalbeweises (s. 1. Abschnitt, § 4) hitten alle das Sukzedens ». Also miilite
vK -> z, zu den r gehéren. Alsdann wiirde er mit einem der s geschnitten.
Da nun v nicht das Schnittelement wire, so kiime » im Antezedens und Suk-
zedens des Schnittsatzes vor, dieser wire also trivial, und triviale Satze sollten
im Normalbeweis nicht vorkommen.

Damit haben wir einen Widerspruch, die Unabhéngigkeit des Axiomen-
systems I ist also bewiesen.

(Eingegangen am 6. 2. 1932.)



