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Die Struktur der R. Brauerschen Algebrenklassengruppe
iiber einem algebraischen Zahlkorper.

Insbesondere Begriindung der Theorie des Normenrestsymbols
und Herleitung des Reziprozititsgesetzes mit nichtkommutativen
Hilfsmitteln.

Emmy Noether zum 50. Geburtstag am 23. Marz 1932.

Von

Helmut Hasse in Marburg.

Einleitung.

- Emmy Noether [4] hat wohl zuerst den Gedanken ausgesprochen, die
Theorie der nichtkommutativen Algebren sei von einfacheren GesetzmifBig-
keiten beherrscht als die Theorie der kommutativen Algebren, insbesondere
der kommutativen algebraischen Erweiterungskérper, und folgerichtig sei
die nichtkommutative Theorie in einem systematischen Aufbau nicht nur
rein #uBerlich der kommutativen Theorie voranzustellen, sondern auch zu
deren Begriindung sachlich weitgehend heranzuziehen. Sie hat selbst die
Durchfiihrbarkeit dieses Gedankens fiir verschiedene Einzelabschnitte der
Gesamttheorie dargetan, und zwar nicht nur fiir rein-algebraische Teile
(Galoissche Theorie), sondern neuerdings auch fiir tiefliegende arithmetische
Gedankenreihen (Hauptgeschlechtssatz).

DaB die Arithmetik der nichtkommutativen Algebren sich in der Tat
vor der Arithmetik der kommutativen Zahlkérper durch besondere Einfach-
heit auszeichnet, geht ans den an die grundlegende Arbeit von Speiser [1]
ankniipfenden Arbeiten von Artin [1], Brandt [1—5] und mir [5] hervor.
Es sei etwa nur der Umstand angefiihrt, dal im Nichtkommutativen bei der
Primidealzerlegung stets Restklassengrad gleich Verzweigungsordnung ist,
‘und daB die aus dem Kommutativen bekannten besonderen Schwierigkeiten,
die in dem Auftreten hoherer Verzweigungen bestehen, im Nichtkommu-
tativen gar nicht auftreten. _

Ich will im folgenden aus dieser einfachen Arithmetik der nichtkommu-
tativen Algebren einen neuen Beweis -des Reziprozititsgesetzes entwickeln.
Damit erfiille ich einen mir schon vor einiger Zeit von Emmy Noether aus-
gesprochenen Wunsch; und so hat die dieser Arbeit vorangestellte Widmung
_ihre innere Berechtigung. -

. 48 *



732 H. Hasse.

Sie hat sie um so mehr, als auch die Idee, die mich zu diesem Beweis
gefithrt hat, auf eine Anregung von Emmy Noether zuriickgeht: In einer
kiirzlich erschienenen Arbeit [8] hatte ich gezeigt, daBl aus den Normen-

restsymbolen (%@) ein volles Invariantensystem fiir die zyklische Algebra
(o, Z, S) entspringt. Der Nachweis der Invarianz dort in Abschnitt III war
deshalb nicht ganz einfach, weil man fiir das Normehrestsymbol (5’p—Z ) keine

direkte Definition besa8, die sich allein auf das Verhalten von « ,,im Kleinen®,
d. h. an der Primstelle p des Grundkorpers % stiitzt. Man war vielmehr zur
Definition des Normenrestsymbols auf einen Umweg iiber andere Primstellen q
von k angewiesen, und somit im Prinzip auf das Reziprozititsgesetz, das
sich ja als Bindung ,,im GroBen®:
o, Z
%) =1

zwischen dem Verhalten an den einzelnen Primstellen darstellt. Emmy
Noether bemerkte nun mit Recht, daf ja gerade der von mir bewiesene
Invarianzsatz eine- direkte, ganz im Kleinen verlaufende Definition des
Normenrestsymbols liefert; sie hat damit den SchluBisatz meiner Arbeit [8]
In einer nicht vorhergesehenen Weise widerlegt.

Verfolgt man diesen ihren Gedanken durch eine entsprechende Fassung
der Definition des Normenrestsymbols, so hort natiirlich der Invarianzsatz
auf, eine tiefliegende Tatsache zu sein — er wird ja definitorisch erzwungen —;
dafiir wird aber jetzt das Reziprozititsgesetz in obiger Produktform, das
bei der bisherigen Definition definitorisch erzwungen wurde, eine tiefliegende
Tatsache. Uberdies wird die Normenresteigenschaft des Normenrestsymbols,
die bei der bisherigen Definition eine tiefliegende Tatsache darstellte, durch
die neue Definition fast unmittelbar in Evidenz gesetzt. Durch diese Ver-
schiebung zwischen Definition und Sitzen wird somit das Gesicht der Theorie
des Normenrestsymbols, d. i. die Klassenkorpertheorie im Kleinen (Hasse[3, 4],
F. K. Schmidt [1], Chevalley [1, 2, 4, 51), von den ihm bisher anhaftenden ent-
stellenden Ziigen befreit. Der erste Ansatz in dieser Richtung geht iibrigens
auf Deuring {1] zuriick, der mit den nichtkommutativen Methoden den Ver-
tauschungssatz fiir das Normenrestsymbol bewies.

Im folgenden will ich all’ dies im einzelnen auseinandersetzen.

. Im Hinblick auf die gegenwirtig im Flu$ befindliche, weitergehende Idee

Emmy Noethers, auch die Klassenkorpertheorie im GroBen vom Nicht-

konimutativen her aufzubauen, will ich noch voranschicken, welche Tat-

- sachen aus der Klassenkorpertheorie fiir das Folgende allein gebraucht werden.
. _Aus der Klassenkorpertheorie im Kleinen wird gebraucht: - :

.. 9. 1) (Sitze der Klassenkorpertheorie. im Kleinen fiir Klassen-

“einteilangen nach dem Kongruenzwert der Ordnungszahl inp). Zu der
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von der Ordnung my zyklischen Klasseneinterlung in ky nach dem Kongruenz-
“wert mod my der Ordnungszahl wn p ewistiert ein Klassenkirper WP, derart
also, daf die Zahlnormen aus W® in k, genau die Zahlen mit durch my teil-
barer Ordnungszahl sind, nimlich der Korper der R(p)®» — l-ten Einheits-
wurzeln tiber ky. Er st zyklisch vom Grade my und unverzweigt iber k.

Umgekehrt ist ein diber k, unverzweigter Kérper vom Grade m, notwendig
dieser Korper WP.

Hierbei wurde p als endlich vorausgesetzt. Den ganz einfachen Beweis
siehe in Hasse [5].

Fiir unendliches p ist das Analogon trivial: Ist p reell (fiir komplexes p
ist nichts zu beweisen), so ist &, der Kérper aller reellen Zahlen, und zu der
einzigen Klasseneinteilung in %,, der nach dem Vorzeichen, also zyklisch
von der Ordnung 2, gehdrt als Klassenkorper der einzige algebraische Er-
weiterungskorper W iiber k,, der Kérper aller komplexen Zahlen; dieser
ist zyklisch vom Grade 2 iiber kp. —

Aus der Klassenkorpertheorie im GroBen wird gebraucht:

(0. 2) (Normensatz). Ist Z ein zyklischer Korper iber dem algebraischen
Zahlkorper k, so ist eine Zahl o aus k dann und nur dann Norm einer Zahl
aus Z, wenn o fiir jede Primstelle p von k Norm einer Zahl aus dem zugehirigen
p-adischen Erweiterungskorper Z? in bezug auf die p-adische Erweiterung ky tst.

Dieser Satz braucht sogar nur fiir Z von Primzahlgrad bekannt zu sein;
daraus folgt er mit nichtkommutativen Hilfsmitteln in einfacher Weise fiir
beliebigen Grad. Doch geben ja, im Gegensatz zur bisherigen Klassenkorper-
theorie (Hasse [6]), die neuen Vereinfachungen von Chevalley und Herbrand
(siehe in Chevalley [4]) den Satz ohne jede Schwierigkeit von Anfang an fiir
beliebigen Grad.

Des weiteren wird ein Existenztheorem gebraucht, das aber viel schwicher
ist als der allgemeine Existenzsatz der Klassenkorpertheorie und der all-
gemeine Satz von der arithmetischen Progression:

(0. 3) (Existenztheorem). Sind p,, ..., p, verschiedene Primzahlen
und ky, . .., k, natirliche Zahlen, so qibt es stets eine zyklische Kongruenz-
klasseneinteilung der rationalen Zahlen, bei der die Exponenten von py, . . ., Py
jeweils Multipla von ki, . .., k, sind und — 1 den Exponenten 2 hat.

Indem man die Kongruenzkiasseneinteilung durch einen Primzahlmodul
zu realisieren sucht, kann man diesen Satz unmittelbar dem Frobeniusschen
Dichtigkeitssatz (oder auch nur Existenzsatz) kfiir einenk geeigneten absolut-

k

metabelschen Kérper vom Typus R (¢, V—1, Vo - -+ Vr) (€ k-te Einheits-
. wurzel) unterordnen ¥). Ich mochte jedoch glauben, daB man den Beweis auch

*) Zusatz bei der Korrektur. Es geniigt fir alle Fille, k als kleinstes ge-
meinsames Vielfaches der Zahlen 2%,, p, und 8 zu wahlen.
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durchaus elementar erbringen kann, indem man die Klasseneinteilung durch
einen zusammengesetzten Modul zu realisieren sucht.

Ubrigens ist dieser Existenzsatz auch noch etwas einfacher als das ur-
spriinglich von Artin [2] zum Beweis seines Reziprozititsgesetzes heran-
gezogene dhnliche Lemma, weil hier keine Bedingung der Gleichheit zweier
Klassen auftritt; doch kann Artin neuerdings auch seinen Beweis auf den
obigen einfacheren Existenzsatz, ja sogar auf dessen Spezialfall r =1
(und ohne —1) stiitzen. —

SchlieBlich wird gebraucht:

(0. 4) (Existenzsatz der Klassenkorpertheorie und Artinsches Rezi-
prozititsgesetz fiir (zyklische) Klasseneinteilungen nach dem Kon-
gruenzwert der absoluten Idealnormen.) Zu jeder (zyklischen) Klassen-
einteslung nach dem Kongruenzwert der absoluten Idealnormen in einem
algebraischen Zahlkorper k existiert ein (zyklischer) Kreiskorper W als Klassen-
korper, derart also, daf die Kongruenzwerte der Idealnormen aus W in k genau
die Hauptklasse ausmachen. '

Die zugehérigen Frobenius-Artin-Automorphismen Fy = ( %’) Liefern eine
1somorphe Abbildung jener Kongruenzklassengruppe auf die galoissche Gruppe
von W.

Diese Tatsachen sind bekanntlich unmittelbare Folgerungen aus dem
bekannten Beweis des Zerlegungsgesetzes im Kreiskérper. —

Wie gesagt, werde ich fiir das eigentliche Ziel dieser Arbeit, die Begriin-
dung der Theorie des Normenrestsymbols und Herleitung des Reziprozitéts-
gesetzes mit nichtkommutativen Hilfsmitteln, nur von den hier zusammen-
gestellten speziellen Tatsachen aus der Klassenkérpertheorie Gebrauch
machen. Das soll jedoch nicht ausschlieBen, da ich an einigen Stellen zur
Abrundung der gewonnenen Strukfurresultate auch weitere Tatsachen aus
der Klassenkorpertheorie heranziehe. Ich werde das dann jedesmal ausdriick-
lich hervorheben. — ‘

- Nach Fertigstellung dieser Arbeit ist eine Note von Chevalley [3] er-
schienen, in der auf anderem Wege, ohne Heranziehung nichtkommutativer
Hilfsmittel, shnliche Strukturzusammenhinge zwischen den Sitzen der
Klassenkorpertheorie wie hier entwickelt werden. Ferner hat, wie ich
wahrend der Drucklegung erfahre, Chevalley [5] auch seinerseits, angeregt
durch Einsichtnahme in die Ausarbeitung einer Vorlesung von E. Noether [4],
die Klassenkorpertheorie im Kleinen unter Verwendung derselben Gedanken
und Methoden wie hier vollstindig entwickelt. Da jedoch bei mir hier.
das Hauptgewicht auf dem Ubergang zur Klassenkorpertheorie im GroBen
liegt, so iiberschneiden sich unsere Arbeiten nur geringfiigig.
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I. Abschnitt.
Algebraische Theorie.

Es handelt sich um eine Theorie, die im AnschluB an die grundlegende
Wedderburnsche Theorie (Wedderburn [1], Dickson [1, 3]) einerseits von
R. Brauer [1-5,7, 8], Emmy Noether [1,2,4,5] und v. d. Waerden [1], anderer-
seits in den Grundziigen auch von Wedderburn [2], Dickson [1—5] und
Albert [1-—10] entwickelt wurde. Siehe auBerdem die Darstellung in Ab-
schnitt II meiner Arbeit [8].

Der Kiirze und Ubersichtlichkeit halber brmge ich hier die Tatsachen in
etwas anderer Reihenfolge, als sie sich bei systematischem Aufbau natur-
 gemil ergeben wiirden. Beweise fithre ich nicht aus, mit Ausnahme der
Tatsache (2. 5), fiir die ich einen modifizierten Beweis bringe.

1. Einfache normale Algebren.

Es se1 k ein beliebiger Korper. Wir betrachten einfache Algebren 4 iiber &
als Koeffizientenkorper,

(1. 1) Der Wedderburnsche Struktursatz. Zu den einfachen Algebren
gehoren speziell die Divisionsalgebren D und die vollstindigen Matrixalgebren
D, iiber ihnen (charakterisiert allein durch ihre Reihenzahl r). Hiermit ist
bereits der allgemeinste Typus gegeben. Jede einfache Algebra A ist also
vom Typus D,. Hierbei ist D durch 4 abstrakt eindeutig bestimmt (und
sogar innerhalb 4 eindeutig bis auf Transformation).

Das Zentrum Z von 4 ist gleich dem Zentrum von D, und ist ein alge-
braischer Erweiterungskérper von k. Will man nur das typisch Nichtkom-
mutative untersuchen, so hat man den Sechritt von % nach Z von der Be-
trachtung auszuschlieBen und nur 4 iiber Z als erweitertem Koeffizienten-
kérper zu betrachten. DemgemiB setzt man zweckmiBig gleich voraus,
der Koeffizientenkorper % sei das Zentrum von A. Dann heit 4 normal.

Der Rang von 4 ist dann eine Quadratzahl n2. Dabei heiBt n der Grad
von 4; er ist der Grad des allgemeinen Elementes von 4.

(1. 2) Die R. Brauersche Algebrenklassengruppe. Zwei einfache nor-
male Algebren A und A heiBen dhnlich, A ~ A, wenn ihnen dieselbe
Divisionsalgebra D im Sinne von (1.1) zugeordnet ist.

Diese Ahnlichkeitsbeziehung fithrt zu einer Klasseneinteslung im Bereich
aller einfachen normalen Algebren iiber dem festen Koeffizientenkorper k;
jede solche Klasse U ist durch die in ihr enthaltene Divisionsalgebra D ein-
deutig charakteristiert und besteht aus der Gesamtheit aller vollen Matrix-
algebren 4 =D, (r=1,2,...) iber D. :

Der Grad m von D heit der Index von %. Er ist Teiler der Grade
n = mr aller Elemente 4 = D, aus .
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Das direkte Produkt A x B zweier einfacher normaler Algebren 4 und B
ist wieder eine einfache normale Algebra.

Aus A~ A4, B~ B folgt AXxB ~ AxB. Hiernach fithrt die direkte
Multiplikation zu einer elementweisen Klassenmultiplikation.

In bezug auf diese Multiplikation bilden die Klassen 9 eine abelsche
Gruppe ©, die also allein durch den Koeffizientenkérper k bestimmt ist. Eins-
element 1 ist die Klasse, die zu % selbst als Divisionsalgebra gehért und also aus
allen vollen Matrixalgebren k, (r =1,2, ...) liber k besteht. Reziprok zu ¥ ist die
Klasse o, deren Algebren 4’ zu den Algebren 4 aus U reziprok-isomorph sind.

Jede Klasse A hat als Element der Gruppe & endlichen Ezponenten .
Dieser Exponent I ist Teiler des Index m von %. Andererseits ist das Pro-
dukt m, der einfachen Primfaktoren von m Teiler von I Also mg|l|m.

(1. 3) Erweiterung des Koeffizientenkorpers. Ist K ein beliebiger
Erweiterungskorper von £, so entsteht durch Erweiterung des Koeffizienten-
korpers k auf K als neuen Koeffizientenkérper die Erweiterung Ay von A.
Sie ist einfach und normal iiber K.

Aus A~ 4 folgt Ay ~Ag, und es ist (AXB)x = AxxBg. Daher
bewirkt die Erweiterung auf K eine elementweise Erweiterung der Klasse U
auf eine Klasse g, und eine Reduktion der Gruppe ® auf eine Faktorgruppe
Gx = G/Ug. Dabei ist Uy die Untergruppe derjenigen Klassen U aus G,
die bei der Erwelterung auf K in die Einsklasse iibergehen: Az =1
(d-h. 4x = K,). G©x ist eine gewisse Untergruppe der Brauerschen
Algebrenklassengruppe iiber K. .

Die Reduktion von ® auf Gz hat eine Reduktion des Index m von U
auf einen Teiler myz als Index von Ax und des Exponenten | von A auf einen
Teiler Iy als Exponent von %Ux zur Folge.

(1. 4) Zerfillungskorper. Kehrt man die der Definition von Wy zu-
grunde liegende Fragestellung um, indem man jetzt bei gegebenem ¥ nach
denjenigen Erweiterungskérpern K fragt, fiir die Az = 1 wird, so hat man
den Begriff des Zerfallungskérpers K von 9. Zur Anpassung an diesen Ausdruck
sage ich fiir die Relationen 4 ~ %, % = 1 gelegentlich auch 4 bzw. U zerfiillt.

Die Zerfallungskérper K von U von endlichem Grade iiber & haben als
Grade stets Multipla » = m7 des Index m von U und sind identisch mit den
Teilkdrpern vom Maximalgrad n = mr der Algebren 4 = D, aus .

Ob es solche Zerfillungskérper fiir jedes vorgeschriebene Vielfache
n = mr wirklich gibt, hingt von der Natur des Koeffizientenkérpers k ab
(es ist z. B. sicher der Fall fiir algebraische Zahlkérper k). Jedenfalls gibt
es stets Zerfallungskorper vom Minimalgrad m, d. h. Teilkérper von D selbst

vom Maximalgrad m, niamlich die maximalen Teilkérper von D.
| Die obige Untergruppe Uy kann jetzt auch charakterisiert werden als die
Untergmppe der von K zerfa]lten Klassen % aus 6.
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2. Zyklische Algebren.

Ohne auf die allgemeine Emmy Noethersche Theorie der verschrankten
Produkte einzugehen, die ich in Abschnitt II meiner Arbeit [8] ausfiihrlich
dargelegt habe, will ich hier nur die auf den zyklischen Spezialfall beziiglichen
Tatsachen zusammenstellen, die iibrigens auch einer einfachen, von der
allgemeinen Theorie unabhingigen Begriindung fahig sind.

(2. 1) Zyklische Erzeugung einer Algebra. Eine einfache normale
Algebra A iber k vom Grade » heillt zyklisch, wenn sie einen iiber k zyklischen
Teilkdrper Z vom Maximalgrade # besitzt. 4 hat dann die folgende Struktur:
A=Z+uZ+...+uw12

zu = uzS fir jedes z aus Z, wo S ein erzeugender Automorphismus der
zyklischen galoisschen Gruppe von Z ist,
u* =, wo «=0 aus k. ‘
Ich bezeichne das kurz durch A= (0,2,8),

mit

und nenne es eine zyklische Erzeugung von A.

Umgekehrt wird so fiir beliebige «, Z, S mit den angegebenen Kigen-
schaften eine einfache normale Algebra 4 mit Z als Teilkorper vom Maximal-
grad erzeugt.

(2. 2) Zyklische Darstellung einer Algebrenklasse. Hat eine Algebren-
klasse A vom Index m einen zyklischen Zerfillungskdorper Z vom Grade
n = mr, so gibt es in ibr eine zyklische Algebra 4 = («,Z, S), némlich
4 = D,. A heit dann zyklisch darstellbar und A = («, Z, S) eine zyklische
Darstellung von A.

Es gilt:

(«, Z, S) ~ und daher = (%, Z, S) dann und nur dann, wenn ¢ = &N (c)

mit ¢ aus Z,.

ferner (1,2, 8) ~k,
also speziell .

(3, Z, 8) ~ k dann und nur dann, wenn « = N(c) mit ¢ aus Z;
ferner (x,2Z,8) (B,Z,8) ~ (a8, Z, S).

Hiernach besteht eine isomorphe Abbildung der zum Kérper Z gehérigen
Untergruppe Uy (der von Z zerfillten Klassen %) auf die Normklassengruppe
von Z in %, d.h. die Faktorgruppe in der Gruppe aller « + 0 aus % nach
der Untergruppe aller Zahlnormen «, = N(¢) mit ¢ aus Z.

Insbesondere ist dann der Exponent ! von U die fritheste Potenz des
zugeordneten «, die Norm einer Zahl aus Z ist.

(2. 3) Ubergang zu einer anderen Erzeugenden. Geht man von S
zu einer anderen Erzeugenden S* [(v, n) = 1] der galoisschen Gruppe von Z
uber so transformiert sich die zyklische Erzeugung so:

(¢, Z, 8) = («, Z, S8”).
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Hiernach hat man allgemein:
(% Z,8) ~ und daher = (z,Z,S) dann und nur dann,

l ___S"mlt (”"n)_ 1
wenn gleichzeitig | & = o N (c) mit ¢ aus Z.

(2. 4) Ubergang zu einer Erweiterungsklasse. Jede Erweiterungs-
klasse Ay einer zyklisch darstellbaren Klasse U ist wieder zykhsch darstellbar,
nimlich .

(@, Z, S)g ~ (a, ZX, Sk).
Hier bezeichnet Z¥ das gewdhnliche Kompositum von Z und K (einen der
untereinander isomorphen Kernkorper der Erweiterung Zx von Z auf K)
und Sx die fritheste Potenz von S, die in der galoisschen Gruppe von Z¥
iiber K liegt (Reduktion der galoisschen Gruppe von Z durch Erweiterung
auwf K).

(2. 5) Ubergang zu einem Teilkorper oder zyklischen Erweiterungs-
korper. Ist Z, ein Teilkorper von Z, und Z vom Grade s iiber Z,, so gilt:

(o5, Z, S) ~ (&, Zo, So),

wo S, rechts den durch S im Teilkdrper Z, bewirkten Automorphismus be-
zeichnet.

Umgekehrt also: Laft Z eine iiber %k zyklische Erweiterung Z; vom
Grade s iiber Z zu, so ist die s-reihige volle Matrixalgebra iiber («, Z, S)
wieder zyklisch, nimlich

(2,2, 8); = (2, Zy, S),

wo S, rechts einen durch Fortsetzung von S auf Z, entstehenden Automorphis-
mus bezeichnet.
Dieser Satz wurde kirzlich von Albert [10] bewiesen. Ieh gebe an-
schlieBend einen auf #dhnlicher Grundlage beruhenden Beweis.
Sei b eine Z,-Basis von Z, als Zeilenvektor gedacht, und
zb =bM,
die zugehonge Matrizendarstellung von Z in Z,. Sei ferner P diejenige
Matrix aus Z,, die die Anwendung von S auf b riickgingig macht:
BSP =5, bS=>HPL
Hiermit werde die Matrix
: M, = u,P
aus (a, Zo, S;) gebildet, wo u, das S, in dieser zyklischen Erzeugung zuge-
ordnete Element ist: '
2o Uo = U 2o Tiir jedes z, aus Z,,

)
Up =@, WO Ny = ~ der Grad von Z,.

T =3

R
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Aus ,
bMs = 256 = 250SP = BSM, . P =b P tu' Myu, P =bM,;"M, M,
folgt dann
MM, = M,M,;.
Ferner folgt
(uoP) sﬁ’v*—1+...+s°+1,

wegen P = P weiter
SE=L 4L+ St
M, = o P> ,

und, weil aus 65" = b folgt PS TS+ 1 somit
M; = o

Hiernach erzeugen die M, mit M, zusammen eine zur zyklischen Algebra
(e, Z, 8) homomorphe, also wegen der Einfachheit der letzteren sicher
isomorphe Algebra und lassen somit («f, Z, S) als Teilalgebra der s-reihigen
Matrizalgebra («, Z,, S,); erkennen. Wegen der Gleichheit der Grade
ergibt sich die Behauptung. —

Wie die ganze Theorie der zyklischen Algebren so ist auch der Satz (2. 5)
Spezialfall einer allgemeineren Tatsache iiber verschrinkte Produkte. In
der Ausdrucksweise der Gruppen linearer Substitutionen wurde diese all-
. gemeine Tatsache bereits von R. Brauer in §3 seiner Arbeit [2] hergeleitet.
Sie lautet:

Ist Z galoissch mit der Gruppe &, Z, ein galoisscher Tellkorper von Z,
®, der zugehérige Normalteiler von ®, und hingt ein Faktorensystem
as, r 20 Z nur von den Klassen S,, T, der S, T nach G, ab: asr =as, 1.,
so gilt: ,

(as, 1 Z) ~ (as., 1., Zo).

Der obige Beweis fiir (2. 5) kann dann durch ohne weiteres ersicht-
liche geringfiigige Modifikationen zu einem Beweis dieser allgemeineren
Tatsache ausgestaltet werden. Auch lilt sich diese wieder, entsprechend
zu der obigen zweiten Formulierung von (2. 5), umkehren.

I1. Abschnitt.

Arithmetische Theorie.

Es handelt sich um Anwendung arithmetischer Methoden zur Unter-
suchung der algebraischen Struktur der em.fachen normalen Algebren iiber
einem algebraischen Zahlkérper k.

Der Grundgedanke dieser Untersuchung ist folgender: Man erweitere
zuniichst die zu untersuchenden Algebren iiber & auf die zu den Primstellen p -
von k gehorigen p-adischen Erweiterungskorper k,, untersuche dann die viel
einfachere Struktur der entstehenden p-adischen Erweiterungen, und setze
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schlieBlich.die gewonnepen Resultate iiber die Struktur im Kleinen zu Re-
sultaten iiber die Struktur im Groflen zusammen.

Als fundamentales Hilfsmittel fiix den Hauptpunkt bel dieser Unter-
suchung, den Ubergang vom Kleinen zum GroSen, dient dabei der Normen-
satz (0. 2).

Es ist derselbe Grundgedanke, den zuerst Minkowski in seiner Theorie
der quadratischen Formen konzipiert hat, der weiter der Henselschen Theorie
der algebraischen Zahlen und der Henselschen arithmetischen Theorie der
algebraischen Funktionen zugrunde liegt, der im Anschlul an Minkowski
und Hensel in meinen Arbeiten iiber quadratische Formen [1, 2] systematisch
durchgefithrt ist, der weiterhin im Anschluf} an Speiser.[l] von mir [5] schon
fiir die Begriindung der arithmetischen Idealtheorie in Algebren erfolgreich
angewendet werden konnte, und der schlieflich, in Verwirklichung der in
meiner Arbeit [4] iiber die Klassenkorpertheorie im Kleinen ausgesprochenen
Gedanken, sich neuerdings durch die Untersuchungen von Chevalley und
Herbrand (siehe in Chevalley [4]) auch fiir die Begriindung der Klassen-
kérpertheorie als beherrschender Gesichtspunkt erweist.

3. Ubergang ins Kleine (p-adische Erweiterung).

(3. 1) Verhalten der Algebren und Algebrenklassen. Durch p-adische
Erweiterung des Grundkorpers k auf k, erweitern sich die einfachen normalen
Algebren 4 iiber k auf einfache normale Algebren 4, = A4, iiber k,, die
Klassen % auf Klassen %, = %, und ihre Gruppe  reduziert sich auf eine
Faktorgruppe 6., = 6, = 6/U,, wo U, = U, die Untergruppe der-
jenigen Klassen % aus @ ist, die von k, zerfillt werden: U, = 1. &, ist
(wie sich nachtriglich leicht ergibt) die volle Brauersche Algebrenklassen-
gruppe iiber k,; doch ist das fiir das Folgende unwesentlich.

Index m und Exponent / einer Klasse U reduzieren sich auf Index m,
und Exponent I, von %;; das sind gewisse Teiler von m bzw. I, die ich auch

p-Index und p-Ea;pommt von U nenne.

Ist Ay ~ kp, d.h. ¥, = 1, fiir alle Primstellen p von k, so sage ich, 4
oder U zerfillt iberall. Trivialerweise gilt:

(3. 11) Zerfallt N schlechthin, so zerfdllt W diberall:

Aus U =1 folgt A, = 1 fiir alle p.
Allgemeiner: - B
(3. 12) dus A = A folgt Wy = N, fiir alle p. ,

(3. 2) Verhalten der Differente. Weil die zweiseitigen Ideale einer
Maximalordnung von D sich' eineindeutig mit den zweiseitigen Idealen jeder
‘Maximalordnung jedes Elementes 4 = D, aus % entsprechen, und weil
sich dabei inshesondere die (reduzierten) Differenten der 4 aus ¥ einander
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entsprechen, so kann ohne MiBverstindnis von der Differente 8 der Klasse U
gesprochen werden.

Diese reduziert sich bei der Erweiterung zu %, au.f ihren p-Beitrag, die
Differente 0, von %, die ich auch die p-Differente von U nenne (p endlich).

(3. 3) Verhalten der Erweiterungskorper endlichen Grades. Ist K
ein Erweiterungskérper von endlichem Grade 7 iiber %, so wird (Hensel [1])
die p-adische Erweiterung K, direkte Summe von PB-adischen Kérpern Kg,
entsprechend den verschiedenen Primteilern P von p in K. Die Ky sind
algebraische Erweiterungskérper von Graden ng iiber k,, den PB-Graden
von K; fiir diese gilt:

Sng =n.
Bip

ng ist das Produkt aus Grad fg und Ordnung eg des Primteilers P in bezug
auf p. — Falls p unendlich reell ist, sind alle fg = 1 und e = 1 oder 2, je
nachdem 9B reell oder komplex ist, falls p unendlich komplex ist, sind alle
fp = 1und alleeg = 1. (Ich schlieBe mich damit, entgegen meiner bisherigen
Gepflogenheit fg = 1 oder 2, eg = 1, einem zweckmiBigen Vorschlag von
Artin an.)

Ist speziell K galoissch iiber %, so sind alle p entsprechenden Ky einander
isomorph; ihr gemeinsamer Typus sei dann mit K? bezeichnet, sein Grad
mit ny. Dieser p-Grad von K ist dann ein Teiler des Grades n von K; der
komplementire Teiler ist die Anzahl der verschiedenen Primteiler § von p
in K. n, selbst ist das Produkt aus Grad f, und Ordnung e, der Primteiler
in bezug auf p.

Fiir galoissches K reduziert sich ferner die galoissche Gruppe bei Ubergang
zu einem der Ky auf die Zerlegungsgruppe zu P. Ist (fiir endliches p) ins-
besondere e, = 1, d. h. ist K? unverzweigt iiber k,, so ist diese Zerlegungs-
gruppe zyklisch [siehe (0.1)], und eine eindeutig normierte Erzeugende ist
der durch die Kongruenzeigenschaft

wl® = 10§ ® mod P

fiir alle ganzen wy aus Ky charakterisierte Frobenius-Artin-Automorphismus
Fg= _(ﬁ } Kommt es auf die Unterscheidung der konjugierten Primteiler

-;;dwierlegungsgruppen nicht an (also z. B. von selbst immer bei abe]schem K),
K

so schreibe ich F, = (?> = (I:;v>.

(3. 4) Verhalten der Zerfillungskorper. Ist (K sei galoissch oder
. nicht) Ky Zerfillungskdrper von Ay, also (Wp)xg = 1, so sage ich, K ist
Zerfillungskorper fiir B von . Ist dies gleichzeitig fiir alle P/p der Fall
(also z. B. von selbst immer bei galoisschem Korper K), so sage ich, K ist
Zerfallungskorper fiir p von A. :
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Aus der Relation
W)y = Uxg = Ux)s
ergibt sich:
3. 41) It K Zerfallungskorpefr schlechthin von A, so vst K Zerfallungs-
korper von W fir alle Primstellen P von K:
Aus g =1 folgt (Up)xy =1 fiir alle P.
(3. 5) Verhalten der zyklischen Darstellungen. Ist U zyklisch dar-
stellbar, so ist auch U, zyklisch darstellbar, nidmlich
(e, Z, ’S)D ~ (a, Z?, SP);
dabei ist Z? der p entsprechende p-adische Erweiterungskérper von Z im
Sinne von (3. 3), und S, die fritheste Potenz von S, die in dessen galoisscher
Gruppe, der Zerlegungsgruppe zu p von Z, liegt.

4. Die Struktur im Kleinen I (friihere Resultate).

Ich stelle hier die Resultate meiner fritheren Arbeit [5] unter Benutzung
der im vorhergehenden eingefiihrten Terminologie zusammen. Es kommt fiir
diese Resultate an sich nicht auf die Entstehung der p-adischen Algebren 4,
durch p-adische Erweiterung von Algebren 4 an; sie beziehen sich also auf
beliebige einfache normale Algebren itber k,. Ich behalte hier gleichwohl,
der beabsichtigten Anwendung auf die Strukturuntersuchung im Groflen
zuliebe, den Gesichtspunkt der Entstehung durch p-adische Erweiterung
in der Bezeichnung bei. Sachlich bedeutet das iibrigens nach der Bemerkung
in (3. 1) keinen Unterschied.

(4. 1) Zyklische Darstellung von A,. U, ist stets zyklisch darstellbar,
und -besitzt sogar stets einen zyklischen Zerfallungskorper vom Minimal-
grade myp, nimlich den Kérper W? aus (0. 1).

Die in U, liegende p-adische Divisionsalgebra D? (die i.a. natiirlich
nicht mit der p-adischen Erweiterung D, der in % liegenden Divisionsalgebra D
iibereinstimmt) besitzt also e’ine' zyk]ische Erzeugung:

= (ap, WP, Fy).
Dabei kann fiir endliches p als Erzeugende F, der zykhschen galoisschen
Gruppe von W? der Frobemus—Artm—AutomorphJsmus von W? gewahlt
werden

(4. 2) Invariante Kennzeiehnung von ¥;,. Nach (2. 2) und (0. 1) kommt
~ es bei der Zahl a;, aus ky nur auf die Restklasse mod m, der Ordnungszahl u;
inp an; fir unendliches (reelles) p ist pp als Exponent des Vorzeichens von
ap zu verstehen!

- Diese Restklasse up mod m, ist stets prim zu m,,. ‘
- Essind also ¢(m;) Typen p-adischer Divisionsalgebren DP vom Grade mp
- und somit @(my) Klassen U, p-adischer Algebren vom Index m; vorhanden;
diese sind auch wirklich voneinander verschieden, weil sich umgekehrt- 1
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mvariant durch D? kennzeichnen 148t: Ist fiir endliches p (fiir unendliches p
ist nichts zu beweisen) g das (einzige) zweiseitige Primideal der (einzigen)
Maximalordnung von DP, so erfihrt der Restklassenkérper mod @ bei
Transformation mit irgendeinem genau durch @? teilbaren Element aus D?
die 15’-te Potenz des Frobenius-Artin-Automorphismus, d.h. potenziert
sich mit- m(p)“ (p45" mod m,, verstanden).

(4. 3) Die Differente von ¥,. Die Differente von D, und somit in
entsprechendem Sinne wie in (3. 2) die Differente der Klasse 9, ist 8, = g™~ *
(p endlich). '

(4. 4) Die Gruppe Y, ,. Die Gruppe U, der von WP zerfillten
p-adischen Algebrenklassen 1st ‘zyklisch von der Ordnung m,. Denn sie ist
nach (2. 2) isomorph zur Normklassengruppe von W? in k,, und diese ist
nach (0. 1) zyklisch von der Ordnung m,, reprisentiert durch die Restklassen
mod m, der Ordnungszahlen (Vorzeichenexponenten) in p.

Insbesondere bedeutet hiernach die in (4. 2) erwihnte Tatsache
(pps mp) = 1, daB jede Klasse A, vom Index m, erzeugendes Element der
zyklischen Gruppe U, ist. Das hat zur Folge:

Der Exponent /, jeder Klasse U, ist gleich ihrem Index m,.

Die simtlichen Elemente der Gruppe 1, werden geliefert als die
Potenzen eines erzeugenden Elementes, werden also nach (2, 2) in der Form

(cc;, W», Fp) (r=201,..., mp—1)
zyklisch dargestellt.

5. Die Struktur im Kleinen II (weitere Ausfiihrungen).
(5. 1) Die Struktur der Gesamtgruppe G,. Es sei
Ay = Ay
eine beliebige Klasse aus U p. Nach (4. 4) besitzt sie die zyklische Darstellung
Ap = (ay, WP, Fy).

. Wenn QI° kein erzeugendes Element der Gruppe U, (d.h. » nicht
prim zu m,) lst so ist dies noch nicht die ausgezeichnete zykhsche Darstellung
von Ay gemiB (4.1). Diese ist vielmehr mit dem Korper W des in (0.1)
genannten Typus vom Grade mjy zu bilden; da my nach (4. 4) Teiler von my
ist, so ist W} Teilkdrper von W. D1e zyklische Darstellung von %3 im
Sinne von (4.1) mdge dann . :
' Dg\ (“07 Wop> FP)
lauten und die gemiB (4. 2) zugeordnete invariante prime Restklasse wp mod my-
sein.

Nun ist

. m
47 = (DY), wo s=_%.
P
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Nach dem Satz (2.5) ist aber
(D), = (“p , WP, Fy).
Somit ergibt sich zwischen den beiden zyklischen Darstellungen
= (ap, WP, Fy) und D¢ = (a5, W2, FJ)

von A, der Zusammenhang: »

(a5, WP, Fy) = (a5, WP, Fy).
Daraus folgt nach (2. 2) und (0. 1) fiir die QI, und %A, zugeordneten mvananten
Restklassen der Zusammenhang

P Yl = Sup mod My,
iibersichtlicher geschrieben:

(o)
u vy u
2 2= "% nmod 1,

wo jetzt links und rechts im Zihler jeweils die Ordnungszahl (der Vorzeichen-
exponent) aus der betreffenden zyklischen Darstellung von Uy steht.

Hiernach ist es zweckmifig, die Klasse %, an Stelle durch die Rest-
klasse p, mod m, lieber durch die Restklasse

Op = mod 1
My

zu charakterisieren. Die hergeleitete Tatsache, etwas anderes gewendet,
besagt nimlich, daB man diese Restklasse mod 1 nicht nur aus der zyklischen
Darstellung (ap, W?, F), die zum Zerfallungskérper W? vom Minimalgrad m,
gehort, ablesen kann, sondern in derselben Weise auch aus jeder zyklischen
Darstellung (,, W?, F,) mit irgendeinem Zerfallungskérper W* des in (0. 1)
genannten Typus. Dessen Grad ), ist ja dann nach (1.4) ein Multiplum
von my, also WP selbst ein Erweiterungskorper von W?; und nach dem eben
Gezeigten gilt

wenn g, die Ordnungszahl (den Vorzeichenexponenten) von , in p bezeichnet.

- Ich nenne o, die Invariante von Ay und bezeichne sie mit (%—’) Wenn
es auf die Entstehung von %, durch p-adische Erweiterung von % ankommt,
nenne ich sie auch die p-Invariante von ?I und bezeichne sie mit (%)

- Indem man zu einem gemeinsamen Zerfillungskérper von dem in (0. 1)
genannten Typus iibergeht, erhilt man jetzt nach (4. 4) ohne welteres ’

(5. 11) Es st : =
(57%) = (3) +(3) moa .
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Hiernach gilt:

(5. 12) Durch die Invarianten (?) wird (fiir endliches p) die Gesami-
gruppe ©y wsomorph auf die additive Restklassengruppe aller rationalen Zahlen
mod 1 abgebildet.

Fiir unendliches (ree]les) p wird G, nur auf die additive Gruppe aus 0
und 4 mod 1 isomorph abgebildet, entsprechend der Tatsache, da8 es dann
fiir W? nur zwei Méglichkeiten, den Korper &, selbst aller reellen Zahlen und
den Korper aller komplexen Zahlen, gibt.

(5. 2) Kriterium fiir Zerfillungskorper von ,. Damit ein alge-
braischer Korper Ky vom Grade ny wber k, Zerfallungskorper der Klasse 9,
vom Index my ist, ist die notwendige Gradbedingung my|nyg auch hinreichend.

Den Beweis siehe in Hasse [9] oder besser in Kéthe [1], wo mit dem-
selben Beweisansatz gleich allgemeiner das Verhalten der Invariante g,
von A, bei Ubergang zu einem algebraischen Erweiterungskérper Ky aus-
gedriickt wird: sie multipliziert sich einfach mit dem Grade ng.

(5. 3) Theorie des Normenrestsymbols (Klassenkorpertheorie im
Kleinen). Sei ein zyklischer Kérper Z° vom Grade ny iiber k, gegeben. Um
zu einer ganz im Kleinen verlaufenden Definition des Normenrestsymbols

. Z° . . .
(a—"p—> zu gelangen, betrachte ich die zyklische Algebra

= (ap, Z°, Sp), |
wo S, irgendein erzeugender Automorphismus von Z” ist, und ihre Klasse %1,,.

el <%> = :T: mod. 1

die Darstellung ihrer Invariante als Bruch vom Nenner #,. Dann definiere ich:

P
ov,p,‘Z .
( ) =5

Wenn Z” durch p-adische Erweiterung eines zyklischen Korpers Z tiber &
entsteht und «, a,pZ) .

Diese Definition hingt nach (2. 3), (2. 2) und (5. 12) nicht von der Aus-
wahl der Erzeugenden S, ab. :

Sie hat folgende Bedeutung: Durchléuft «, die Gruppe aller Zahlen <0
aus kp, so durchlduft %, die Untergruppe U, aller von Z? zerfiillten Klassen
aus ®p. Nach (5. 2) ist das die Gruppe aller derjenigen Klassen ,, deren
Index m, ein Teiler von n, ist. Nach (5. 1) liefert (—9:’—”) eine isomorphe Ab-
- bildung dieser Gruppe A, auf die additive Gruppe aller rationalen Zahlen

. o
vom Nenner 7, mod 1. Folglich liefert: das Symbol (a”p
Abbildung der Gruppe U, auf die galoissche Gruppe von Z° itber k.
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Auf der anderen Seite ist U, nach (2.2) isomorph zur Normklassen-
gruppe von Z° in k,.

Zusammengenommen haben wir also:

’Z’

(5. 31) Das Symbol (a” ) vermitield eine isomorphe Abbildung der Norm-
Klassengruppe von Z° in kp auf die galoissche Gruppe von ZP diber k.

Im einzelnen:

(5. 311) Bs st (%2
Zahl aus Z? wst.

(5. 312) Es ist

’ Z -
)= 1 dann und nur dann, wenn ay, Norm einer

apBy 2P\ (ay B\ (B 2P\

( ) )”( p )( ) )
Insbesondere ergibt sich unmittelbar aus der Definition des Normen-
restsymbols und der in (5.1) entwickelten Berechnungsregel fiir die In-

variante (‘&,_;> bei unverzweigtem Zerfallungskérper:

(5. 32) Ist (fiir endliches p) WP unverzweigt iber k,, so driickt sich das
Normenrestsymbol durch den Frobenius-Artin-Automorphismus so aus:

(ap, w? (Wv ~'p
? )'" v/

daber bezeichnet vy die Ordnungszahl von « in p.

Diein (5. 31) auftretende Normklassengruppe von Z? kann auch noch etwas
anders charakterisiert werden: Weil jede Zahl aus k,, die nach einer festen
hinreichend hohen Potenz von p kongruent 1 ist, sogar n,-te Potenz in %,,
also sicher Norm einer Zahl aus Z? ist, existiert eine friiheste Potenz f, dieser
Art, der Fihrer von ZP, oder, wenn ZP durch p-adische Erweiterung eines
zyklischen Kérpers Z iiber k entsteht, der p-Fiikrer von Z. Die Normklassen-
gruppe von ZP in k, ist identisch mit der Normenrestklassengruppe mod f, -
von ZP in k.

' Insbesondere besagt (5. 32), da8 f, = p© ist, wenn ZP unverzweigt iiber k,
ist [p endlich oder auch unendlich — siehe die Bemerkung iiber den letzteren
Fall in (3. 3)]. _

Mit (5. 31) ist der Isomorphiesaiz der Klassenkirpertheorie tm Kleinen
herausgestellt. Natiirlich ist die in (5. 32) liegende Teilaussage dieses Iso-
morphiesatzes nichts anderes als die von Anfang an vorausgesetzte Tatsache
(0.1) aus der Klassenkorpertheone im Kleinen. Die Bedeutung von (5. 32)
liegt vielmehr darin, daB damit eine bestimmte Normlemng des durch (5. 311),
(5. 812) nur bis auf einen willkiirlichen zu n, primen Exponenten festgelegten

Normem:estsymbols ausgedriickt wird. —
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Es ist nicht schwer, von der geschaffenen Grundlage aus auch die
weiteren Sétze der Klassenkorpertheorie im Kleinen aufzubauen. Was ins-
besondere den Existenzsatz anbetrifft, so ist, wie ich erfahre, kiirzlich von
Chevalley [5] ein auf dieser Grundlage beruhender Beweis entwickelt worden.
Ich mochte hier den Chevalleyschen Untersuchungen nicht vorgreifen und
will daher nur noch den Beweis fiir die folgende Tatsache entwickeln:

1 , Z8
(5. 33) Ist Z} Teilkorper von ZP, so st (%p °> derjenige Automorphismus

| .
von 28, der durch den dutomorphismus (“*-—) von 20 geliefert wird.

. n .o .
Beweis. Sel np = —E”- der Grad von Z} iiber k,. Sei ferner

: Ag = (o Z, 85), Ay = (ap, 27, Sy).
Nach (2.5) gilt dann fiir die entsprechenden Klassen:

QI;:’ = QI:>
also nach (5. 11)

und somit

mit demselben »5. Das liefert die Behauptung nach der Definition des Normen-
retssymbols.

6. Zusammensetzung der Struktur im Kleinen zur Struktur im GroBSen.

Ich wiederhole hier zuniichst den Beweis des Hauptsatzes von R. Brauer,
Emmy Noether und mir, der in unserer gemeinsamen Arbeit (Hasse [0]) in
der etwas umstindlichen Form seiner historischen Entstehung mitgeteilt
wurde; ich gebe diesen Beweis nunmebr in systematischer Weise. Siehe

- dazu auch die in gleicher Richtung liegenden Bearbeitungen dieses Beweises
von Albert und mir (Albert [11]).

(6. 1) Uberall zerfallende Algebrenklassen ¥. Eine unmittelbare
‘ Fo]ge des Normensatzes (0. 2) ist:

(6. 11) Besitzt U einen zyklischen Zerfallungskor'per Z, und zerfdllt %
diberall, so zerfallt W schlechthin: .

Aus Nz =1 und Wy =1 fiir olle p folgt A = 1.

Beweis. Ist 4 = («,Z,S) die Z entsprechende zyklische Darstellung
von ¥, so bedeutet A, = 1 nach (3.5) A, ~ (x, 2%, 8;) ~1, also nach
(2. 2), dal « Norm aus Z° ist. Da dies fiir alle p gilt, ist dann nach dem
Normensatz (0. 2) « Norm aus Z. Das bedeutet, wieder nach 2. 2) A~1,
also A =1. —

. 49%
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Mittels (6. 11) kann in Umkehrung zu (3. 11) bewiesen werden:

(6. 12) Zerfillt W wberall, so zerfdllt A schlechthin:

Aus Wy, =1 fiir alle p folgt A = 1.

Beweis. Es ist zu zeigen, daB der Index m von U gleich 1 ist.

Angenommen, es sel m <=1, und es sei p ein Primteiler von m. Dann
sei K ein galoisscher Zerfallungskérper von U endlichen Grades iiber %, und

: E<K, <K, <...<K,=K

eine Korperkette mit den Eigenschaften:

K, ist iiber ¥ von zu p primem Grad %,

K, ist itber K,_, zyklisch.
Die Existenz einer solchen Kette ergibt sich unmittelbar aus dem bekannten
Sylowschen Gruppensatz und der Aufldsbarkeit der p-Gruppen (sogar mit
K; iiber K;_, durchweg vom Grade p). Aus dem iiberall Zerfallen von %
folgt nach (3. 4), daBl auch alle Erweiterungen Ay, liberall zerfallen. Unter
Anwendung von (6. 11) folgt jetzt aus dem schlechthm Zerfallen von Ug,
sukzessive, daB Wk, _ 5 - -+ Ug, schlechthin zerfallen. Hiernach wire der
Koérper K, vom zu p pnmen Gra.de h ein Zerfillungskorper fiir A. Das ist
ein Widerspruch, weil 2 dann nach (1.4) durch den Index m, also durch P
teilbar sein miifite.

(6. 2) Kriterium fiir Zerfa]lungskorper von ¥. In Umkeh.rung zu
(8. 41) ergibt sich jetzt weiter:

(6. 21) Ist K Zerfallungskorper von U fir alle Primstellen P von K s0
wst K Zerfillungskorper schlechthin von U :

Aus (Wp)gy = 1 fir alle P folgt Ax = 1.

Beweis. Nach (3. 4) zerfillt A x dann iiberall, nach (6. 12) also schlechthin.

Aus den beiden komplementiren Tatsachen (3.41) und (6. 21) ergibt
sich durch Zusammenfassen der notwendigen und hinreichenden Kriterien
(5. 2) fiir Zerfallungskorper im Kleinen fiir die einzelnen P das notwendlge
und hinreichende Kriterium fiir Zerfillungskérper im GroSen:

(6. 22) Damit ein algebraischer Erweiterungskorper K endlichen Grades
tber k Zerfallungskorper fir die Algebrenklasse U ist, st notwendig und hin-
veichend, dap fiir jede Primstelle p und k und samtliche ihr zugeordneten Prim-
stellen P von K jeweils der p-Index m, von A ein Teiler der SB-Gmde ng VON
K ust: my|ng.

(6. 3) Die Differente von ¥. Aus (3.2) und (4. 3) ergibt sich:

" Die Differente 8 von W ist als Produkt ihrer simtlichen p-Beitriige 0y ge-
geben durch:

) tos 9 = H pmp—-l’
wo P jewels das zu der (efmﬂwhen) Promstelle p von k ge}umge zweiseutige
Primideal von ¥ bezeichnet.
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Hieraus ergibt sich insbesondere, daB der p-Index m, nur fiir endlich
viele Primstellen p von 1 verschieden ist. )

(6. 4) Zyklische Darstellung von . Ich beweise jetzt die fiir die
weiteren Zwecke ausreichende Teilaussage des Hauptsatzes:

(6. 41) Jede Algebrenklasse W st zyklisch darstellbar, d. h. besitzt 2yklische
Zerfallungskorper Z.

Beweis. Nach (6. 22) und (6. 3) geniigt es, einen zyklischen Kérper Z
itber -k so zu konstruieren, da8 fiir die endlich vielen p, fiir die % einen p-Index
myp == 1 hat, jeweils der p-Grad n, von Z ein Multiplum von m, wird. Dies
kann nun stets sogar durch einen Kreiskérper Z = W iiber k erreicht werden.

In der Tat: Um die angegebene Bedingung mj, |n, zunichst fir die
endlichen Primstellen p zu erfiillen, wihle man W als Klassenkorper iiber &
zu einer derartigen zyklischen Kongruenzklasseneinteilung der absoluten

Normen, daBl die betreffenden R(p) = /pf v jeweils in Klassen von durch m,
teilbarem Exponenten fallen. Das wird erreicht, wenn in der zugrunde
liegenden Kongruenzklasseneinteilung der rationalen<Zahlen die betreffenden
Primzahlen p jeweils in Klassen fallen, deren Exponenten %, durch das kleinste
Multiplum aller zu p gehdrigen m, f; teilbar sind. Um my|n, auch fir
die unendlichen p zu erfiillen, geniigt es, die Einteilung noch so zu
wihlen, da —1 in der Klasse vom Exponenten 2 liegt. Damit ist die
Existenz eines Kérpers W mit den erforderlichen Eigenschaften auf das
Existenztheorem (0. 3) und die Existenzaussage in (0. 4) zuriickgefithrt. —

Die volle Aussage des Hauptsatzes lautet:

(6. 42) Jedes Element A aus N, also jede einfache normale Algebra, ist
zyklisch.

Oder auch: A besitzt zyklzscke Zerfillungskorper Z fir jedes Multiplum
n = mr des Index m als Grad.

Um diese Tatsache zu beweisen, kommt man nicht mehr mit Kreis-
kérpern aus, braucht vielmehr ein schirferes Existenztheorem. Ein solches
hinreichend scharfes Existenztheorem hat inzwischen Engstrom [1] bewiesen.
Auch ergibt sich ein solches, wohl in gréBtmoglicher Allgemeinheit, aus der
kiirzlich erschienenen Dissertation von Grunwald [1]; siehe Grunwald [2].

Dieses schirfere Existenztheorem gibt dann in Zhnlicher Weise, als
Folge aus der in (4.4) {festgestellten Gleichheit von p-Exponent I, und
p-Index m,, noch die Tatsache:

" (6. 43) Der Exponent 1 jeder Klasse U ist gleich threm Index m.

Der gemeinsame Wert st das Kleinste gemeinsame Multiplum aller

p-Indizes my.

Siehe dazu im emzelnen Hasse {8]. . ‘

Im folgenden wird von den auf den schiirferen Existenzsatz gegriindeten
Aussagen (6.42) und (6. 43) kein Gebrauch gemacht werden.
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(6. 5) Struktur der Gesamtgruppe . In Umkehrung zu (3.12)
hat man nach (6.12) wegen der Gruppeneigenschaft unmittelbar:

(6. 51) Aus Ay = A, fir alle p folgt A = A

Nimmt man die beiden komplementiren Tatsachen (3.12) und (6. 51)
zusammen, so ergibt sich durch Zusammenfassen der in (5. 1) fiir die einzelnen

A, als charakteristisch erkannten Invarianten ( ) dafl das System aller ( )
ein volles Invariantensystem fiir die Klasse 9 ist: _
(6. 52) Es ist A = A dann und nur dann, wenn (%) = (%) mod 1 fir

alle p 1st.
Ferner gilt gemaB (5. 11):

(6. 53) Es ist
(F) =)+ () mod 1
Nach (6. 52), (6. 53) wird die Gesamtgruppe & durch das System der ( %)

. isomorph auf eine gewisse Untergruppe der direkten Summe aller den einzelnen
p gemal (5. 12) entsprechenden additiven Gruppen mod 1 abgebildet. Diese
Untergruppe ist aber nicht die volle direkte Summe. Denn es gilt die funda-
mentale Tatsache:

(6. 54) Zwischen den p-Invarianten evner Klasse W besteht stets dre Summen-
relation

z (3)=0mod 1.

Beweis. Es sei W ein gemifl dem Beweis von (6. 41) konstruierter
zyklischer Kreiskorper iiber %, der 9 zerfillt. W habe den Grad » und die
p-Grade n,. N

= («, W, S)
sel die zu W gehorige zyklische Darstellung von %. Nach (3. 5) ist dann

n

A, ~ (o, WP, Sp), wo 8, = 8".

Ich betrachte zuniichst die (endlich vielen) endlichen p mit my = 1.
Fiir diese ist W? nach Konstruktion von W der unverzweigte Korper vom
Grade n; iiber k,. Demgemif lassen sich die Invana.nten( ) gemiB (5. 1)

ausdriicken. Dazu hat man nur statt der Erzeugenden S, die Frobenius-
Artin-Automorphismen F, = (_) einzufiihren. Sei also

o2
Fo=8"=28" [mit (h m) = 1I].
Daon ist nach (2.3)
\ Ay ~ (a*, WP, Fy),
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und somit nach (5. 1) A
(—9{) = D% mod 1,
P ny
wenn o« genau durch p’? teilbar ist.
Ich betrachte ferner die (unendlich.vielen) endlichen p mit m, = 1.
Fiir sie ist A = 1, also einerseits

(%—)E 0 mod 1,

andererseits nach (2. 2)
o Norm einer Zahl aus W».
Da zu den jetzt betrachteten p insbesondere die Primteiler des Moduls M
der W entsprechenden Kongruenzklasseneinteilung gehéren, so ist also
jedenfalls « Normenrest mod M. Da « nach (2. 2) nur bis auf eine beliebige
Zahlnorm aus W als Faktor bestimmt ist, darf daher insbesondere « prim
zu M angenommen werden. Ferner sind daher die Beitrige der jetzt be-
trachteten p zu « Idealnormen aus W.
Zusammengenommen hat dann also o eine Idealzerlegung:
«= JT »?-N()
mp 1
P endl.
wo ¢ ein zu M primes Ideal aus W ist.
Ich betrachte weiter die unendlichen p mit m, == 1 (also p reell, m, = 2)
Fiir sie ist einerseits nach dem bei (5. 12) Bemerkten

Ay 1
( ?) =3 mod 1,
andererseits nach (2.2) « keine Norm aus dem (komplexen) Korper w?,

also negativ.
‘ Ich betrachte schlieSlich d1e unendlichen (reellen) p mit m, = 1. Fir
sie ist wieder % = 1, also einerseits

(%) =0 mod 1,

andererseits « Norm aus dem (komplexen) Kérper W, also positiv.
Hiernach ist sgn N(a) = (— 1)2, wo a die Anzahl der unend]ichen P
mit my 5= 1 bezeichnet,
Zusammengenommen gehort somit « zur Hauptklasse der W entsprechen-
den Klasseneinteilung oder zu der Klasse der Ordnung 2, je nachdem a gerade

oder ungerade ist. Genau dasselbe gilt dann fiir das Produkt J7 p’?. Nach
my £
P endl.

dem in (0. 4) vorangeste]lten Artinschen Reziprozititsgesetz fir W ist dem-
entsprechend
. 7 va = 32
mpy =1

P endl.
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denn 8™ ist (falls iiberhaupt @ == 0 und somit n gerade ist) das Element der
Ordnung 2 in der galoisschen Gruppe von W. Stellt man auch die linke
Seite in dieser Relation mit Hilfe der zuvor eingefiihrten Bezeichnungen als
Potenz von S dar, so ergibt sich:

£ p—}—— = 0 mod 1.
mp=0=l 7.1’9
P endl.

Diese Rela.tlon besagt aber nach den obigen Ausfiihrungen iiber die Werte
der Invananten( ) gerade die Behauptung. —

Unter Anwendung des allgemeinen Satzes von der arithmetischen Pro-
gression in % kann man schlieBlich zeigen, dafl die in (6. 54) festgestellte
Relation die einzige allgemeine Relation zwischen den Invarianten (%) einer

Klasse U ist, indem man némlich beweist:
(6. 55) Zu jedem den Primstellen p von k zugeordneten System rationaler
Zahlen o, mit den Eigenschaften:
(i) nur endlich viele o, sind gebrochen,
(i) fur die unendlichen (reellen) p ist oy = 0 oder % mod 1,
(iii) es 45t X op = O mod 1 '
P

existiert eine Algebrenklasse W viber k mat
(%) = gp mod 1
fir alle p.
Beweis. Sei in reduzierter Darstellung

Qpi%; mod 1.

Dann sei W ein zyklischer Kreiskorper iiber k, dessen p-Grade n, jeweils
durch die reduzierten Nenner m;, teilbar sind, so da8 also die g, auch auf die
Nenner n, erweitert werden kénnen:

Ein solcher Korper W existiert nach (0 3), (0. 4), weil nach (i) nur endlich
viele m, <=1 sind, und weil insbesondere nach (ii) die gestellte Bedingung
fiir die unendlichen p erfiillt werden kann.
Es sei nun S ein erzeugender Automorphismus von W. Ich konstruiere
dann eine zyklische Algebra
= (e, W, 8)

zu W als Zezfa]lungskorper derart daB ihre Klasse 9 die Invarianten
(%) = g, mod 1 hat. Um das zu erreichen, unterwerfe ich die Zahl « aus k

- geeigneten Bedmgungen
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Fiir die endlichen p mit m, == 1 sei « genau durch p p teilbar, wenn wie
im Beweis von (6. 54)

(%) =F, =8 (y, «,) =1
© ist und v, gemiB .
vp = Ap vp mod n,

bestimmt ist. Dann wird, wie dort, in der Tat

Fiir die endlichen p, die im Modul der W entsprechenden Kongruenz-
klasseneinteilung aufgehen (nach Konstruktion von W ist fiir diese p sicher
my = 1), sei o prim zu p und Norm einer Zahl aus W?; hierzu geniigt es,
daB « jeweils primer Normenrest von W? nach dem p-Fiihrer f, von W ist.
Dann ist wieder, wie im Beweis von (6. 54),

(%)z g, = 0 mod 1.

Fiir die unendlichen (reellen) p habe « das Vorzeichen (— 1)"». Dann

ist auch fiir diese p

(%) = gv'mod 1.

Den bisherigen Bedingungen fiir « kann nach dem allgemeinen Satz
von der arithmetischen Progression durch eine Zahl der Form
«=IIp"-q
my F=1
P endl.

entsprochen werden, wo g ein von allen bisher genannten p verschiedenes
Primideal aus % ist. Es ist dann auch fiir die bisher nicht genannten p, von q
zunichst abgesehen,

(%) = 0= g, mod1l.

Mittels (6. 54) und der vorausgesetzten Relation (iii) ergibt sich jetzt,
daB schlieflich auch

() ==L = Fe=em

ist. Das vollendet den Beweis.
Zusammengenommen hat sich das folgende Resultat iiber die Struktur
der R. Brauerschen Algebrenklassengruppe & iiber % ergeben

(6. 56) Die Gruppe ® wird durch die Invarianten ( ) isomorph abgebzldd

auf diejenige Untergruppe der direlden Summe der den einzelnen Primstellen p
 von k gemdp (5.12) entsprechenden additiven Gruppen mod 1, die durch die
Relation (iii) in (6. 55) gekennzeichnet ist.

lll
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Fiir die anschlieBend entwickelte Theorie des Normenrestsymbols und
insbesondere den Beweis des Reziprozititsgesetzes wird von den Tatsachen
(6. 55), (6.586), die sich auf den allgemeinen Satz von der arithmetischen
Progression stiitzen, kein Gebrauch gemacht werden.

(6. 6) Theorie des Normenrestsymbols (Beweis des Reziprozitits-
gesetzes in der Produktform). Sei ein zyklischer Kérper Z vom Grade n
iiber k£ gegeben, und sei S ein erzeugender Automorphismus von Z.

Zunichst sollen die in (5. 3) gegebene Definition des Normenrestsymbols
und die dort anschlieBend dariiber bewiesenen Tatsachen unter dem Gesichts-
punkt der Entstehung des dortigen Korpers Z? durch p-adische Erweiterung
von Z ausgesprochen werden.

Die Definition des Symbols (“’ ) kann in die folgende Form gesetzt
werden: Sei U die Klasse der zyklischen Algebra '

= (a, Z, S)
und sei B
(g) = mod 1
P n
die Darstellung ihrer p-Invariante als Bruch vomvNen.ner n. Dann ist
(55) = 575
P

Die Tatsachen (5. 31) und (5._ 32) hefem im Hinblick auf das in (3. 3)
und nach (5. 32) Bemerkte:- 4

(6. 61) Das Symbol (“_? ) vermittelt eine isomorphe Abbildung der Normen-
restklassengruppe nach dem p-Fiikrer §, von Z auf die Zerlequngsgruppe von Z

fir p. 2
Im einzelnen: \ - ,J"

von Z ust.
af, Z — (% Z\ (B, Z
6 69 B i (52) = (=) (55)
(6. 62) Ist (ein endlw}ws) p unverzweigt in Z, so driickt swk das Normen-
restsymbol durch den Frobenius-Artin-Automorphismus so aus:

%2y _ (L,

: ( ) ) - (p) ?

daber bezeichnet v, die Ordnungszahl von o in p
Die Tatsache (5. 33) Liefert:

,Zg ' .
(6. 63) Ist Z, Teilkorper von Z, so ist ( ) derjenige Amtmwrpkzsnms

von Zo, der durch den Autonwmhzsmus ( pZ) von Z geliefert wird,
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Nimmt man zu der Definition in der jetzt gegebenen Form die funda~
mentale Summenrelation (6.54) hinzu, so folgt:

(6. 64) (Produktform des Reziprozititsgeseizes). Es ist

o, Z
os) =t

Zusammen mit (6. 61) und (6. 612) ergibt (6. 64) insbesondere leicht die
Identitdt der hier gegebenen Definition des Normenrestsymbols mit der
Definition in meiner fritheren Arbeit [3].

(6. 7) Ubergang zum Artinschen Reziprozititsgesetz (Isomorphie-
- satz der Klassenkorpertheorie im Grofen). Es hat keine Schwierig-
keit, von den vorstehend erhaltenen Tatsachen, insbesondere der Produkt-
formel (6. 64) ausgehend die Giiltigkeit der folgenden Kernaussage des Artin-
schen Rezivprozititsqesetzes zu erschlieBen:

(6. 1) Das Artin-Symbol ( ) fiir zum Fiihrer § von Z prime Idedle a

aus k vermittelt eine homomorphe Abbildung der Z mod § zugeordmaten Ideal-
Klassengruppe in k in die galoissche Gruppe von Z.
Dabei ist das Artin-Symbol erklart durch:
Z\ _ Z\* - ”»
(9 = (2", wema = 177
der Fihrer von Z ist als das Produkt f = [T, der p-Fithrer von Z zu
o ~

verstehen; und die Z mod f zugeoidnete Idéalklassengruppe in % wird durch
die Strahlklassen mod §{ der Normen zu f primer Ideale aus Z als Haupt-
klasse geliefert. Die Behauptung driickt sich also folgendermafBien aus:

( —Z-) =1, wenn a in der Hauptklasse liegt, d. h. wenn ein zu f primes

¢ Ideal ¢ in Z existiert, derart, dafl
aN{(¢) =a=1modf
ist. :
Beweis. Unter den genannten Voraussetzungen ist « Normenrest mod f,
von Z fiir jedes nicht in a aufgehende p; daher ist nach (6. 611)
o, Z\
| (5 =1
fiir alle diese p. Fiir die in a aufgehenden p dagegen ist nach (6. 62)

‘ [o 2% Z _ Z —"p
| 58 - (3 -
Die Anwendung der Produktformel (6.54) liefert jetzt ohne weiteres die
Behauptung ( )— 1. —
* Will man das volle Artinsche Rmzprozztwtsgesaz und damit den Isomorphie-

- satz der Klassenkirpertheorie im Grofen haben, so mufl man wieder weiter-
gehende Tatsachen aus der Klassenkorpertheorie heranziehen.
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Dal einerseits die in (6. 71) genannte Abbildung auf die ganze galoissche
Gruppe von Z erfolgt, ergibt sich ohne weiteres aus dem Frobeniusschen
Dichtigkeitssatz (oder auch nur Existenzsatz), nach dem es zu dem erzeugenden

Automorphismus S von Z Primideale p mit (p) S (d. h. also in Z un-

zerlegt bleibende Primideale p) gibt *).

Daf} andererseits die in (6. 71) genannte Abbildung isomorph ist, ergibt
sich ohne weiteres aus der analytischen Grundlage der Klassenkérpertheorie,
daf nimlich die Klassenanzahl der Z mod f zugeordneten Idealklassen-
einteilung in % nicht grofler sein kann als der Grad » von Z.

Unter Anwendung dieser analytischen Hilfsmittel erhilt man dann
also aus (6. 71):

(6. 72) Das Artin-Symbol (g) fiir zum Fiihrer § von Z prime Ideale a

aus k vermittelt eine isomorphe Abbildung der Z mod | zugeordmeten Ideol-
klassengruppe in k auf die galoissche Gruppe von Z.

Die in geldufiger Weise zu vollziehende Verallgemeinerung der hier nur
fiir zyklische Korper Z tiber % entwickelten Theorie des Normenrestsymbols
und Reziprozititsgesetzes auf beliebige abelsche Kérper iiber % bietet keinerlei
Schwierigkeiten, so daB ich hier darauf nicht besonders einzugehen brauche.

7. Anhang.

Von den in der Einleitung zusammengestellten Tatsachen (0. 1) bis (0. 4)
aus der Klassenkorpertheorie, die fiir die vorstehend entwickelte Theorie
wesentlich gebraucht wurden, ist allein der Normensatz (0.2) ein wirklich
tiefliegender allgemeiner Satz, wihrend die iibrigen Tatsachen (0. 1), (0. 3),
(0. 4) nur ganz einfache, leicht unabhingig beweisbare Spezialfille der all-
gemeinen Klassenkorpersitze sind.

Fiir eine Begriindung der ganzen Klassenkorpertheorie mit nichtkom-
mutativen Hilfsmitteln wiire es natiirlich erwiinscht, auch einen unabhéingigen
Beweis des Normensatzes zu besitzen. In dieser Hinsicht ist es interessant,
daB der Normensatz, oder vielmehr der mit seiner Hilfe erschlossene und ihn
als Spezialfall enthaltende allgemeine Satz (6. 12):

Zerfdllt A vberall, so zerfdllt A auch schlechthin
sich als eini Theorem iiber quadratische diophantische Gleichungen formulieren
1a8t.

In der Tat, sei e; eine Basis von 4 und «;;; die zugehorigen Multi-
plikationskonstanten. Das Zerfallen von A4 bedeutet dann die Existenz einer
Basistransformation
) €y = Z e &r

*) Zusatz bei der K()-rrekttir Wie neuerdmgs Cheva.lley [4] gezeigt hat,
kann man diesen Nachweis auch rein’ arithmetisch erbringen.
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auf ein vollstdndiges System von Matrizeneinheiten e,, und zwar mit Trans-
formationskoeffizienten &,, in k oder in k,, je nachdem es sich um das Zerfallen
von A schlechthin oder fiir p handelt. Bezeichnet &, das System der Multipli-
kationskonstanten fiir ‘die Matrizeneinheiten e, — es besteht nur aus Nullen
und Einsen —, so bedeutet jene Transformation das Bestehen eines Systems

(Q) 2 ;51 Eir Eis = 2 o

von inhomogenen quadratischen diophantischen Gleichungen, deren Koeffi-
zienten a;;,, &,s; zu k gehoren, mit Werten der Unbestimmten &;, in k
bzw. in kp, und derart, da deren Determinante |&;,| == 0 ist.

Der Satz von den iiberall zerfallenden Algebren liuft dann also auf
folgende Tatsache hinaus:

Wenn das Gleichungssystem (Q) in jedem p-adischen Erweiterungskirper ky,
von k eine Losung mit nicht verschwindender Determinante hat, so hat es auch
© an k selbst eine Liosung mit nicht verschwindender Determinante.

Das ist eine gewisse Verallgemeinerung des Fundamentalprinzips meiner
Arbeiten [1, 2] iiber quadratische Formen in k. Dort handelt es sich um
Systeme homogener quadratischer Gleichungen, wie sie den Darstellbarkeits-
und Aquivalenzbeziehungen quadratischer Formen entsprechen.

Es wire denkbar, da8 sich die dortigen Methoden derart ausbauen heBen,
daB auch der hier auftretende inhomogene Typus erfat wird. Damit wire
dann insbesondere der Normensatz im allgemeinen Falle auf den Normensatz
im quadratischen Falle zuriickgefiihrt, der ja fiir den Beweis des Fundamental-
prinzips bei den quadratischen Formen das grundlégende Werkzeug ist.

Ubrigens 148t sich auch schon das Resultat meiner Arbeit [2] iiber die
Aquivalenz quadratischer Formen zu einem ersten Schritt in Richtung auf
den Beweis des Satzes von den iiberall zerfallenden Algebren ausnutzen.
Mit der Basis ¢; von A ist nimlich die quadratische Form

F = Y8 (ee;)&:&),

%9

das ist die Spur des Quadrates des allgemeinen Elementes
T = 2 e &

von A, kovariant verbunden. Zerfillt nun A iiberall, so 18t sich diese Form
fiir jedes p in %, auf die einem vollstindigen System von Matrizeneinheiten é,
entsprechende Normalform F transformieren. Nach dem angefithrten Resultat
geht das dann also auch in % selbst. :

. Damit ist also jedenfalls gezeigt, daB A eine Basis ¢, besitzt, fiir die die
Spurenmatrix S (e, ¢,) dieselbe ist wie bei einem vollstindigen Matrizen-
emheltensystem &r. .
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