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Math. Annalen 178, 255--270 (1968)

Die Aufldsung der rationalen Singularititen
holomorpher Abbildungen

EGBERT BRIESKORN

Herrn Professor Heinrich Behnke zum 70. Geburtstag gewidmet

§ 0. Einleitung

0.0. In meiner Arbeit ,,Uber die Aufldsung gewisser Singularititen von
holomorphen Abbildungen® ist die Frage nach der Existenz von Auflsungen
nur teilweise beantwortet worden. Die vorliegende Arbeit bringt die voll-
kommene Losung dieses Problems.

0.1. Es sei f: X — S eine surjektive holomorphe Abbildung zusammen-
hidngender komplexer Mannigfaltigkeiten der Dimension 3 bzw. 1. Die Sin-
gularititenmenge S(f)={xe X |df,=0} sei endlich.

Definition. Eine Auflosung von f ist ein kommutatives Diagramm holo-
morpher Abbildungen komplexer Mannigfaltigkeiten

X X
f’l lf
mit folgenden Eigenschaften:
i) f'ist regular,d. h. S(f)= .
ii) ¢ ist eine verzweigte Uberlagerung.
p ist eigentlich und surjektiv.
iii) Fir jede Faser X/ von f"ist die durch y induzierte Abbildung X, - X,
eine Auflésung der Singularitdten im Sinne von H. Hironaka [7].
Das erste Hauptresultat ist der folgende Satz.

Satz 0.1. Unter den obigen Voraussetzungen hat f: X —S genau dann
eine Auflosung, wenn die Singularititen der Fasern von f rational sind.

Eine Abbildung f, deren Singularititen rational sind, kann mehrere Auf-
16sungen haben. Das zweite Hauptresultat ist die vollkommene Beschreibung
samtlicher méglichen Auflésungen. Fiir diese Beschreibung sind die in 0.2 bis
0.5 enthaltenen Vorbereitungen erforderlich.

0.2. Wenn eine Singularitit einer Faser von f rational ist, dann ist sie,
da X regular ist, nach M. Artin [1] ein rationaler Doppelpunkt und daher nach
[3], [4] isomorph zu einer Quotientensingularitit (C2/G, 0), wo G eine endliche
Untergruppe von SL(2, €) ist, welche durch die Singularitit bis auf Konjugation
eindeutig bestimmt ist.
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256 E. Brieskorn:

Es sei I der bewertete Graph, welcher zu der Schnittmatrix der minimalen
Auflésung der Singularitit (C*/G, 0) gehort, und I'; der bewertete Graph, der
aus ['; durch Vorzeichenwechsel der Bewertung entsteht. Bekanntlich definiert
die Zuordnung G— I'; eine bijektive Beziehung zwischen den Konjugations-
klassen endlicher Untergruppen G von SL(2,C) und den Dynkinschemata
derjenigen reduzierten irreduziblen Wurzelsysteme R, deren Wurzeln gleiche
Linge haben (vgl. [4] und, besonders zum folgenden, [16]).

Wir erinnern an folgende Begriffe aus der Theorie der Wurzelsysteme. V/
sei ein endlichdimensionaler reeller Vektorraum, und RCV ein reduziertes
irreduzibles Wurzelsystem. Fiir jedes o € R gibt es nach Definition ein eindeutig
bestimmtes s, € GL(V) mit s,(«)= —a und mit einer Hyperebene H, als Fix-
punktmenge. a* € V* sei die auf H, verschwindende Linearform mit {a*, &) = 2.
Die Gewichte sind die freie abelsche Gruppe

P={xeV|{a*x)€eZ aeR}.

Die Weylkammern sind die Zusammenhangskomponenten von V— (] H,.
aeR

Sie entsprechen bijektiv den Systemen einfacher Wurzeln. Fiir ein solches
System S C R ist die zugehorige Weylkammer

CS)={xeV|{(s*x>>0,5e8S}.

Die Weylkammern von P sind die Durchschnitte von P mit den Weylkammern.
Die Weylgruppe W ist die von den Spiegelungen s, erzeugte endliche Gruppe.
Sie operiert einfach transitiv auf der Menge der Weylkammern. Ein Coxeter-
element ist ein Element s, - ..."s,, wo S={a,,...,o} ein System einfacher
Wurzeln ist. Alle Coxeterelemente sind konjugiert in W, ihre gemeinsame
Ordnung ist die Coxeterzahl h. Im folgenden wird die dem Dynkinschema I';
entsprechende Gruppe von Gewichten mit der eben beschriebenen Struktur
mit P; bezeichnet und die zugehdrige Coxeterzahl mit hg.

0.3. Nun sei f: X — S wieder eine Abbildung wie in 0.1. Es sei ¢ : T—S
eine verzweigte Uberlagerung 1-dimensionaler zusammenhingender kom-
plexer Mannigfaltigkeiten. Eine Auflosung

X X

f’l lf

wird im folgenden kurz Auflésung von f iiber ¢ genannt und mit p bezeichnet.
(Letzteres wird dadurch gerechtfertigt, daBB man fiir ein f mit zusammenhingen-
den Fasern f’ und ¢ durch Steinfaktorisierung von f o y erhélt.) Im folgenden
sollen alle Auflésungen von f iiber ¢ bestimmt werden. Dabei werden zwei
Auflésungen iiber ¢
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als gleich angesehen, wenn es eine biholomorphe Abbildung h: X; — X} mit
yaoh=y;und f0h=f] gibt.

Fir te T sei O,(¢) die Ordnung der Uberlagerung ¢ in t.

Wir werden beweisen:

Satz 0.2. Die Singularititen der Fasern von f: X — S seien rational. Zu
@ : T— S existiert genau dann eine Aufldsung von f iiber ¢, wenn die folgende
Bedingung erfiillt ist.

Fur alle te T und xeS(f) mit ()= f(x) gilt: Wenn die Singularitit
(X[ x) der Faser X, isomorph zu der Quotientensingularitit (C2/G, 0) ist,
dann ist O,(¢) ein Vielfaches der Coxeterzahl h.

0.4. Es sei eine Auflosung p von f iiber ¢ gegeben. Dann ist offenbar die

kanonische Abbildung auf das gefaserte Produkt

P: X' >TxeX
eine Modifikation im Sinne von [15]. Die Abbildung { geniigt zur Beschreibung
der Auflésung, denn wenn p: T xgX —» T und q: T xsX — X die Projektionen
sind, gilt f" = po { und y = g o . Im folgenden werde wie liblich zur Abkiirzung
Xr=T xgX gesetzt.

Wir werden die Modifikationen  durch monoidale Transformationen
beschreiben, welche durch die Wahl gewisser Elemente in den Divisoren-
klassengruppen der lokalen Ringe der singuldren Punkte von X, bestimmt
sind. Dazu bemerken wir allgemein folgendes:

Es sei (Y, Oy) ein komplexer Raum, ye Y ein isolierter singulidrer Punkt
und j ein Element der Divisorenklassengruppe C(Uy,,) des lokalen Ringes Oy ,.
Dann kann man folgendermaBen eine nur von j abhidngende Modifikation

P;:Y;>Y

konstruieren. Es sei ; ein j représentierendes divisorielles Ideal in Oy ,. Dies 4
kann in eindeutiger Weise zu einer kohérenten Idealgarbe # iiber einer ge-
eigneten Umgebung U von y fortgesetzt werden, so daB ;= ¢,. Wenn U
hinreichend klein gewahlt wurde, ist #| U — y invertierbar. Beweis: Wegen [6],
Expose 20, prop. 6 genligt es, zu zeigen, daB fiir jedes vom maximalen Ideal
verschiedene Primideal p von @y , die Lokalisierung 4, ein Hauptideal in
(Oy,,), ist. Aber weil (Y, y) eine isolierte Singularitit ist, ist (Oy ), reguldr
(vgl. [6], Exposé 20, Théoréme 3), also nach Auslander faktoriell — und daher
ist #,, welches zusammen mit ; divisoriell ist, ein Hauptideal. —

Nun sei

Py Us>U
die durch _# definierte monoidale Transformation im Sinne von [7], Definition 1.
Die holomorphe Abbildung % , hdngt nicht von der Wahl des Reprisentanten
4 fiir j ab, denn jeder andere ;' ist das Produkt von ; mit einem Hauptideal,
so daB also mit §;'(#) auch §,'(#’) invertierbar wird und umgekehrt. Da
F|U -y invertierbar ist, ist P4 : P, '(U — y)» U — y biholomorph, und durch

19*
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Identifikation von §;'(U—y) mit U—yCY erhilt man einen komplexen
Raum Y; und eine Modifikationsabbildung
P Y—>Y,
die nur von j e C(0y, ) abhiingt und fiir die
P (Y=Y —y

biholomorph ist. Die durch Komposition von {; mit g: X;— X entstehende
Abbildung wird im folgenden mit y; bezeichnet.

0.5. Fir eine beliebige holomorphe Abbildung komplexer Raume
n: W — W und einen Punkt we W definieren wir die relative Picardgruppe
von W’ {iber W in w durch

Pic,(m)=(R'n,O%), .
Nun seien f: X —S und ¢: T— S gegeben, und der Einfachheit halber sei
S(f)={x} und ¢ !(f(x))={t}. Wenn man fiir diesen Spezialfall alle Auf-
l6sungen von f iiber ¢ kennt, kennt man sie offenbar auch im allgemeinen Fall
(vgl. [3]). Es sei y: X'— X eine Auflésung von f iiber ¢, und §: X'—> X, wie
oben. Es sei X, die Faser von X iiber ¢, und X, die Faser von X' iiber t. Es
bezeichne x, sowohl den Punkt (¢, x) € X; als auch (t, x) € X,. Natiirlich ist X,
isomorph zu X,,,, und die durch { induzierte Abbildung
P X > X,

ist eine Auflésung der Singularitdten von X,. Die Beschrankung holomorpher
Geradenbiindel iiber offenen Mengen von X' auf den Durchschnitt mit X;
induziert einen Homomorphismus

Pic,,(¥) - Pic,,(7,) -
Lemma. Pic, () — Pic, () ist ein Isomorphismus.

Beweis. Aus den exakten Sequenzen
0-Z-0y - 0% -0
0-Z— 0x,— 0%—-0
erhilt man durch Ubergang zu den hoheren direkten Bildern und durch Be-

schrinkungshomomorphismen ein kommutatives Diagramm von exakten
Sequenzen

(R, Ox)y,~ (R P, 0%),, — (R?P,Z),~ (R*P, Oy),,

(R PuOx)e,~ (R P 0%),,— (R*PpZ), ~ (R* P Ox)),, -
In [3], p. 86, 87 wird bewiesen, daB die vier Gruppen an den Ecken des Dia-
gramms verschwinden. Ferner folgt aus der Regularitit von f*, daB (R*{,Z),,
—(R*PnZ),, ein Isomorphismus ist, und daraus folgt die Behauptung.
0.6. Es ist wohlbekannt, daB man fiir eine Auflosung der Singularititen
n:Y'—Y eines komplexen Raumes Y mit einem normalen isolierten singuldren
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Punkt ye Y einen kanonischen surjektiven Homomorphismus
Picy(n) - C(0Oy, »—0
hat, dessen Kern von den Elementen erzeugt wird, welche durch die 1-co-
dimensionalen irreduziblen Komponenten der reduzierten exzeptionellen
Faser red(Y;) erzeugt werden (vgl. [13]. Der dort angegebene Beweis fiir 2-
dimensionale komplexe Raume ist auf den allgemeinen Fall iibertragbar.)
Da aus der Definition der Auflosung y insbesondere folgt, daB die Fasern von ¢
hochstens 1-dimensional sind, ergibt sich:
Es gibt einen kanonischen Isomorphismus

Pic, (9) = C(0x,. ) -

Durch Komposition mit dem Isomorphismus des Lemmas erhilt man also
einen Isomorphismus

w : Picx,(fl’t)—’c((gxr,x,) .
In Pic, ({,) hat man ausgezeichnete Elemente «, ..., o, nimlich die, welche

von den iiber x, liegenden irreduziblen exzeptionellen Kurven der Auflosung
P, : X, — X, reprasentiert werden. Es sei
Sw)={p(y), ..., P}
S($)CC(0xy )

0.7. Nach diesen Vorbereitungen sind wir in der Lage, fiir gegebenes f
und ¢ simtliche Auflosungen y iiber ¢ vollstindig zu beschreiben. Der Voll-
stdndigkeit halber stellen wir noch einmal die Voraussetzungen zusammen,
zu denen Satz 1 und Satz 2 gefiihrt haben:

Voraussetzungen. f : X — S sei eine holomorphe Abbildung, X und S zu-
sammenhéngend und nichtsinguldr, dimX =3 und dimS = 1. Die Singulari-
taitenmenge sei S(f)={x}, und die Singularitit (X, ), x) der Faser X/, sei
isomorph zu (C%/G, 0), G C SL(2,C). ¢ : T — S sei eine verzweigte Uberlagerung,
T nichtsingulir und ¢~ '(f(x))={t}. Es sei O,() ein Vielfaches der
Coxeterzahl hg.

Satz 0.3. Unter den obigen Voraussetzungen existiert ein Isomorphismus
der Divisorenklassengruppe C(0y,.,,) auf die Gruppe der Gewichte P, so
daB gilt:

i) Fiir jede Auflésung y von f liber ¢ ist S() ein System einfacher Wurzeln.

ii) Fir jedes j in einer Weylkammer C(S) von C(Uy,,. , ) ist y; eine nur von

C(S) abhingige Auflésung y(S) von f iiber ¢.

iii) S(y(S))=S und p(S(y)=1yp.

Korollar. Die Anzahl der Auflésungen von f iiber ¢ ist gleich der Ordnung
der Weylschen Gruppe Wy.

Wir beweisen Satz 1in § 1, Satz 2 in § 2 und Satz 3 in § 3.

Fiir viele Anregungen danke ich M. F. Atiyah, H. Hironaka, F. Hirzebruch und D. Mumford.
Das in dieser Arbeit geloste Problem hat sich aus einer Note von Atiyah “On analytic surfaces with
double points” entwickelt.
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§ 1. Die Auflosungen der Ikosaedersingularitit

1.1. In diesem Paragraphen beweisen wir Satz 0.1. DaB die Rationalitédt der
Singularititen der Fasern einer Abbildung f eine notwendige Bedingung fiir
die Existenz einer Auflésung von f ist, wurde bereits in [3], Satz 3 bewiesen.
Ebenso wurde in [3], Satz 4, bereits gezeigt, daB f eine Auflosung hat, falls
die Singularititen der Fasern von f isomorph zu (C?/G, 0) sind, wo G C SL(2, T)
die zyklische Gruppe C, der Ordnung k, die bindre Tetraedergruppe T oder
die bindre Oktaedergruppe O oder die bindre Diedergruppe D, der Ordnung
4k ist. Die einzige noch aufzul6sende Singularitdt ist also die lkosaeder-
singularitdt (C?/1, 0), wo | die binére Ikosaedergruppe ist.

Wir erinnern daran, daB zu den G die folgenden, wie iiblich bezeichneten
Dynkinschemata I'; gehoren, und die folgenden, von F. Klein [10] abgeleiteten
Gleichungen fiir die Quotientensingularitéten.

Ie,=A-y x5+xi+x4 =0
Io,=Dyy, x¢+xix,+x571=0
I't =Eq xg+x3+ x5 =0
Iy =E, xZ+xi+xx3 =0
Iy =E, X34+ x3+x3 =0.

Es ist also wie {iblich der Fall Eg, der Schwierigkeiten macht.

1.2. Aus dem Unizititssatz fiir rationale Doppelpunkte (vgl. [3], [4]) und
den obigen Gleichungen fiir sie ergibt sich nach [3], 2.5 unmittelbar:

X' bzw. S seien komplexe Mannigfaltigkeiten der Dimension 3 bzw. 1.
Es seien f;:(X’, x)—(S,s), i=1,2 holomorphe Abbildungen und (X/},x)
(X2, x) rational. Dann sind f, und f, biholomorph dquivalent.

Dabher folgt: Man kann Singularititen vom Typ (C?/G, 0) fiir alle holo-
morphen Abbildungen aufldsen, wenn man es fiir eine kann. Fiir eine solche
spezielle Abbildung f : X — S wiederum ist die Konstruktion einer Auflésung v
iiber ¢:T—S nach 0.4 &dquivalent zur Konstruktion der Modifikation
P : X' — Xr, oder auch zur Konstruktion einer Modifikation =, die lokal iiber
dem fraglichen singuldren Punkt von X; zu { dquivalent ist. Solche = kon-
struieren wir in den folgenden Abschnitten fiir die Ikosaedersingularitdt mit
den klassischen Methoden der algebraischen Geometrie. Daf3 diese Kon-
struktion mit der in der Einleitung beschriebenen iibereinstimmt, wird in § 3
gezeigt und zum Beweis von Satz 0.3 benutzt.

1.3. Wir betrachten die einfachste mogliche Abbildung mit einer Ikosaeder-
singularitit der Faser, nimlich die Abbildung C*—C"' mit

s=x3+x3+x3.
Ferner sei die Abbildung € — T gegeben durch
s=130.

Das gefaserte Produkt € x .€? ist die affin algebraische Varietit mit der

Gleichun
& xg+xi+x3—-120=0.
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Diese Familie affin algebraischer Flichen betten wir folgendermaBen in eine
Familie X projektivalgebraischer Flichen X, ein. Wir betten € x €2 in € x P,
als Komplement von € x Py” ein, wo Py* die unendlich ferne Gerade ist. Man
hat eine 2-fache verzweigte Uberlagerung
. CxuC*->CxC?
mit
(ta X0s X1, x2)_’(t’ xuxz) .
Diese 1aBt sich in eindeutiger Weise zu einer verzweigten Uberlagerung
u:X->CxP,

fortsetzen, wobei X ein eindeutig bestimmter normaler komplexer Raum ist.
Durch Komposition mit der Projektion € x P, —C hat man eine Abbildung

f:X-C,

deren Fasern wir mit X, bezeichnen. Die Uberlagerung u induziert eine zwei-
fache Uberlagerung

u:X,—» P={t}xP,.
Bei geeigneter Wahl der homogenen Koordinaten (z,, z,, z;) in P hat die
Verzweigungskurve B, von u, in P die Gleichung

z3(z323 + 23 - t3%23)=0.

Die Theorie der ,,Doppelebenen” X, mit einer derartigen Verzweigungskurve
ist wohlbekannt und Gegenstand einer klassischen Arbeit von M. Noether [14].
Die in den zwei folgenden Abschnitten referierten Resultate werden alle in [14]
bewiesen, und wir beschrinken uns beziiglich der Beweise auf einige An-
deutungen.

1.4. Um X, zu untersuchen, 16st man seine Singularititen folgendermaBen
auf. P sei die kleinste aus ,P durch iterierten o-ProzeB entstehende Mannig-
faltigkeit, fiir welche der gesamte B, in ,P entsprechende Divisor nur singulari-
tatenfreie, sich transversal schneidende Komponenten hat und die Kompo-
nenten ungerader Multiplizitét disjunkt sind. Es sei

X,— P
die X,— P entsprechende verzweigte Uberlagerung. Dann ist X,— X, eine

Auflosung der Singularititen von X,. Auf X, hat man iiber P die folgende
Konfiguration singularititenfreier rationaler Kurven

-2

-1 -6 -1 -4 -1

Dabei ist die mit © bezeichnete Kurve das strikte Bild von P, wihrend die
Ubrigen Kurven iiber dem singuliren Punkt von B, in P{° liegen. Es sei

‘Yt_’)?r
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der iterierte inverse g-ProzeB, in dem sukzessive 5 exzeptionelle Kurven 1. Art
in der obigen Konfiguration heruntergeblasen werden. Dann bleibt von der
obigen Konfiguration eine rationale Kurve E, mit Selbstschnitt + 1 und einer
gewohnlichen Spitze librig. — E, reprasentiert den kanonischen Divisor, und
daher verschwinden das geometrische Geschlecht p, und die Plurigeschlechter
P, von X Man kann leicht die Eulercharakteristik von X, und dann von X

L=t

1
—(ci+cy)= B

berechnen und erhilt ¢, = 11 fiir X,. Also ist y(X,) = o
Aus y =1 und P,,=0 folgt nach Castelnuovo:

Die X, sind rational.

Auf X, hat man die folgende Konfiguration von rationalen Kurven, die

bis auf die mit positivem Selbstschnitt alle singularitdtenfrei sind:
-2 =2 -2 =2 =2 =2 =2 -1 +1

-2
Hierin ist E,die Kurve mit Selbstschnitt + 1, und die Kurve mit Selbstschnitt
—1 ist das strikte Bild der Geraden in P durch die beiden singuldren Punkte
von ,B. In dieser Konfiguration kann man sukzessive 8 exzeptionelle Kurven
1. Art abblasen, und erhilt so
- P,

wo (P’ eine rationale Fliche mit 2. Bettizahl 1, also die projektive Ebene ist.
E, geht dabei in eine cuspidale Kubik iiber, und die 8 exzeptionellen Kurven
liegen tiber ihrem Wendepunkt.

Fiir ¢ + 0 sieht man leicht, daB fiir alle exzeptionellen Kurven C auf X, das
virtuelle Geschlecht verschwindet und CC = —1 ist, und sie also exzeptionelle
Kurven 1. Art sind. Daher folgt, daB man in )2,, t 0, acht disjunkte exzeptio-
nelle Kurven 1. Art C, ..., Cg so abblasen kann, daB3 man bei diesem inversen
o-ProzeB3

X, - P
eine projektive Ebene P’ erhilt. E, geht natiirlich wieder in eine cuspidale
Kubik iiber, aber die C,, ..., Cy diesmal in 8 verschiedene einfache Punkte
pi, ..., pg der Kubik. — Es sei g die Spitze der Kubik. Sowohl fiir ¢ = 0 als auch
t+0 ist ein Punkt ¢’ in der ersten infinitesimalen Umgebung des Punktes g
von P’ ausgezeichnet, ndmlich der, dem in ,P die Kurve P{° entspricht.

1.5. Fiir jedes ¢t hat man (fiir t + 0 nach Wahlder C,, ..., Cg) die birationalen
holomorphen Abbildungen

X""Xn )?z_’)?n )E;-»,P/ .
Durch Komposition erhilt man eine birationale Transformation
o P-X,,
und durch weitere Komposition mit der Uberlagerung u, eine rationale

Transformation )
Yo PP
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Nun sei t 0. Um y, zu analysieren, beweist man zunachst, dal3 die Bildkurven
,(p;) der 8 Basispunkte singularititenfreie Quadriken in P sind, die P{” in
dem singuliiren Punkt von B, berithren und B, iiberall mit gerader Multiplizitit
schneiden. Hieraus folgt, daB die einer allgemeinen Geraden von ,P entspre-
chende Kurve in ,P’ Doppelpunkte in py, ..., pg hat. Ferner schneidet sie die
cuspidale Kubik in der Spitze g in Richtung ¢’ mit Multiplizitit 2. Weil sie von
einer 2-fachen Uberlagerung von P, mit 6 Verzweigungspunkten kommt, hat
sie das Geschlecht p=2, und damit ergibt sich aus der Plickerformel, daB3 sie
eine Sextik ist.

Mithin gilt:

Lemma 1.1 (Noether). Fiir t+0 ist y, die rationale Transformation, die
zu dem 2-dimensionalen Linearsystem L, der Sextiken in ,P; gehort, welche
Doppelpunkte in den Punkten p;, ..., pg auf der cuspidalen Kubik haben und
im allgemeinen einfach mit der Tangentialrichtung ¢’ durch die Spitze g gehen.

Nach M. Noether kann man eine Basis ¥{,i=1, 2, 3 fiir L, wihlen, so daB}
die Transformation p, durch z;= ¥, i =1, 2, 3 gegeben ist, und daB folgendes
gilt: @, ist die Form der cuspidalen Kubik, ¢ die Form einer anderen Kubik
durch p,,...,ps und ¥’ die Form einer irreduziblen Sextik mit Doppelpunkten
in p,,...,ps und einem einfachen Zweig mit Tangentialrichtung ¢’ in g, und
es gilt

Y=Y
Y =d, b,
Py =d2.

1.6. Die Idee fiir die Konstruktion einer Familie X' von Fldchen X/, die
die Familie X von Flichen X, auflést, ist diese: Die minimalen Auflésungen
X, von X, fiir t +0 entstehen aus P’ durch Aufblasen von p,,...,pg und g
und ¢’ auf der Kubik, und X; entsteht aus ,P" durch Aufblasen von ¢, ¢’ und
8 konsekutiven Punkten iiber dem Wendepunkt der Kubik. Daher kann man
versuchen, eine Familie von X/ zu konstruieren, indem man in allen P’ gleich-
zeitig sukzessive 8 Punkte aufbldst, wobei diese mit t —0 geeignet gegen den
Wendepunkt streben. Die folgende Konstruktion der Aufldsung besteht in
der Prazisierung dieser Idee.

In P, seien die homogenen Koordinaten (y;, y,, y;) so gewihlt, daB} die
cuspidale Kubik die folgende Form hat:

(Y1, y2, ¥y3) = V1y2— V3.
Dann definieren wir fiir ¢ + 0 bireguldre Abbildungen
ge: P P
h,: P —P
durch

G(1; 91, y2,¥3) =173y, ¥2, 72 y3)
h(1;2,, 25, 23)=(t;t 22y, %25, t 712 23).
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Entsprechend definieren wir Formen ¥ (y) durch

¥ 0192, ¥3)=t"% Y1 (Y1, 2, 17y3)

T;I (.VI’yZ’ y3)= t_6 qﬂll (t3.)71’YZ’ t2y3)

V1 v2, y3) =t~ 2OV, y2,y3).
Man beweist leicht: Fiir ¥ = lim P{” gilt mit gewissen nicht verschwindenden
Konstanten a, b, ¢ =0

Lemma 1.2. ) s
Yo=ay3y;
P =b(iy, —¥3)y3

o=cly—yd*.
Daraus und aus der Definition der ¥ folgt: wenn man die Transformation

®,: P'— P durch

P(E; y)=(t; P.v), PY ) PV ()
definiert, dann gilt fiir die in 1.5 definierten vy, (bei cohirenter Wahl der
Cyy...,Cq fiir t+0)

Lemma 1.3.

P, =1, fiir alle ¢
l]),=h,tp1gf1 fir t+0.

Mit Hilfe der Formen ¥ definieren wir die folgenden Transformationen
@ und 7.
Y:CxP,-»CxP,
ist die meromorphe Abbildung, die durch
V(e y)=(t; 1), P1 (), ¥7' ()
definiert wird.
P:CxP-»X
ist die eindeutig bestimmte meromorphe Abbildung mit uo @& =V, fiir deren
Beschriankungen &,: P’ — X, gilt &, = ¢,.

1.7. Nunmehr konnen wir endlich die gesuchte Modifikation
n: X' -»X

konstruieren, und zwar als eine Auflésung der Singularititen des Graphen der
meromorphen Abbildung @ : € x P;— X. Und zwar erhalten wir die Modifika-
tion ¢ : X' —C x P; folgendermaBen durch iterierten o-ProzeB lings singulari-
tatenfreien Kurven.

Es seien py, ..., pg, g, q' die Basispunkte von @, in ,P’. Es sei 1: X©->C
x P, der o-ProzeB lings der Kurve {g,(¢),teC}, und 7': XV X© der
o-Proze} lings der Kurve {g,(q),teC}. Ferner sei ¢': X¢*V5 XD fiir
i=1,..., 8 der g-ProzeB lidngs der singularititenfreien Kurve, welche man als

das strikte Bild in X¥ von der Kurve C' = {g,(p,) | t € €} erhilt. Dann ist

o=0%0"6%’c*c3c%c'1't.
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Definition. X' =X
n==doqg
fi=fon.

Satz 1.4. i) X' ist singularititenfrei.
ii) f"ist reguldr,d. h. S(f)=(.
iii) 7 ist holomorph.
iv) Fiir alle t e € ist die durch = induzierte Abbildung der Fasern
7, X, - X,
die minimale Auflésung der Singularititen von X,.

Beweis. i) und ii) folgen unmittelbar daraus, daB X' durch o-Prozesse
entsteht, und zwar lings Kurven, die transversal zu den Faserungen X OC
sind. Die iibrigen Behauptungen ergeben sich leicht aus den Resultaten der
Abschnitte 1.4 bis 1.6.

Nach dem in 1.2 Gesagten ist mit der Existenz von = Satz 0.1 bewiesen.

1.8. Die Konstruktion von ¢ hing von der Wahl des Systems von Kurven
C,, ..., Cg ab. Hierfiir gibt es nach M. Noether [14] 27 - 3% - 5 Méglichkeiten.

Die Konstruktion von ¢ hing von der Numerierung der Punkte py, ..., pg
ab, und dafiir gibt es 8!=27-32-5-7 Méglichkeiten. Man erhilt:

Lemma 1.5. Es gibt 2% 3552 -7 Auflosungen der Ikosaedersingularitit.
Dies ist die Ordnung der Weylschen Gruppe von Eg.

§ 2. Picard-Lefschetz-Monodromie und Coxeter-Killing-Transformation

2.1. Es sei f:C"**>C eine holomorphe Abbildung mit f(0)=0 und
0eC"* ! einisolierter Punkt von S(f). Es sei ¢ eine fiir das Folgende hinreichend
klein gewihlte Zahl und X = {x e C"*! | Ix|| <e}. X, seidie Faser von f: X - C.
Fiir hinreichend kleines s + 0sei E; = {x € X || f(x)|=s}und S' ={t e C | |t| =s}.
Dann ist

E,—S!

ein differenzierbares lokaltriviales Faserbiindel, und insbesondere hat man
eine Monodromie

h:H,(X,,Z)->H,(X,,Z).
Die Gruppen H,(X,, Z) sind frei, und daher ist die Ordnung der Monodromie,
falls sie endlich ist, gleich der Ordnung der transponierten komplexifizierten
Monodromie

hy: H'(X,, ©) - H"(X,, C).
In Kapitel I, § 4 meiner Habilitationsschrift ist eine Methode zur Berechnung
von k% entwickelt worden. In 2.2 wenden wir diese auf Abbildungen f an,
deren Faser X, einen rationalen Doppelpunkt als Singularitét hat. In diesen
Fillen konnte man die Monodromie iibrigens mit der Methode berechnen,
die Milnor hierfiir vor kurzem in [12], § 9 entwickelt hat.
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2.2. Es sei also jetzt f(x,, x;, x,) eine der in 1.1 angegebenen Funktionen.

Die Fdlle Ay, Eq und Eg lassen sich auf einen Schlag erledigen, denn in
diesen Fallen ist f von der Form

f=xg 4y 4z,
und in Kapitel 1, §4 meiner Habilitationsschrift (oder auch [5], Lemma 4),
wurde bewiesen, dall das charakteristische Polynom der Monodromie das
folgende ist
4,0)= ] (A—emiZicax),
0 <jik<ay

Der Fall Dy : Im folgenden bezeichne res den Poincaré-Residuum-Operator.

Die folgenden holomorphen Differentialformen bilden eine Basis fiir H(X,, C):

X1
w=res dxondx, Andx
f—t 0 1 2
x4 .
w;=res dxo Adxy ndx, j=0,...,k—2.

Da h{ induziert wird durch
k—1 k—2

2
2ri5—> 2ni 575 2risT—5
2k-2 2k—2 2k-2
(Xgs X1, X2) > (e Xp, € X1,€ X3),

ergibt sich:
Die Eigenwerte der Monodromie sind I mitm=1,3,5,...,2k—3,k—1.
Der Fall E, : Die folgenden holomorphen 2-Formen bilden eine Basis fiir

H*(X,,©):

J
w;=Tes X2 dxog Adxyndx, j=0,1,2,3,4,6,7.

Da h¢ von der folgenden Transformation
9 6 4
2ni o 2mig 2miGg
18 18 18
(xo’xbxl)_)(e Xp, € Xy, € x2)

induziert wird, ergibt sich:

Die Eigenwerte der Monodromie sind e“i 18 mitm= 1,5,7,9,11,13,17.
Wir fassen zusammen:

Satz 2.1. Die Picard-Lefschetz-Monodromie einer Abbildung, welche eine
isolierte Singularitit vom Typ (C?/G, 0) hat, hat die gleiche Jordansche Normal-
form wie die Coxetertransformation des Wurzelsystems R;.

2.3. Es sei f[:C*>C" wie in 2.2, und ¢:C'—-C! eine Uberlagerung.
T* sei das Urbild von S*. Durch Liften der in 2.1 definierten Faserung E,— S!
erhilt man eine Faserung F— T!, und es ist klar, daB diese die Monodromie
h%@ hat, wenn h die Monodromie von E;— S! ist. Falls eine Auflésung von f
liber ¢ existiert, muB offenbar F— T! differenzierbar ein triviales Faserbiindel
sein. Mithin gilt
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Lemma 2.2. Eine notwendige Bedingung fiir die Existenz einer Auflésung
von f: X —S§ iber ¢:T-S ist, daB fiir xe S(f) und ¢t mit ¢(t)= f(x) gilt:
O,(p) ist ein Vielfaches der Ordnung der Picard-Lefschetz-Monodromie der
Singularitédt von f in x.

Satz 2.1 und Lemma 2.2 zusammen ergeben die Notwendigkeit der Be-
dingung von Satz 0.2 fiir die Existenz einer Auflésung von f iiber ¢. Dal} die
Bedingung auch hinreichend ist, folgt nach [3], 2.6 leicht aus der Tatsache, daf3
wir in [3] und in § 1 Auflésungen iiber einem ¢ mit O,(¢)= h; konstruiert
haben. Damit ist Satz 0.2 vollstindig bewiesen.

2.4. F. Hirzebruch hat in [9], S. 15 die folgende, iiber Satz 2.1 hinaus-
gehende Vermutung geduBert: (Notation wie in 2.1 und 2.2).

Vermutung: f:C>*—C! wie in 2.2 habe die Faser €C?/G. Dann gibt es
einen Isomorphismus von H,(X, Z) auf die Gruppe der Gewichte P;, so daB3
die Schnittzahl von Homologieklassen dem Skalarprodukt — {a*, f> von
Gewichten entspricht, und daB die Picard-Lefschetz-Monodromie als Coxeter-
transformation operiert.

In dieser Vermutung folgt die Richtigkeit aller Aussagen mit Ausnahme
derjenigen iiber die Coxetertransformation aus der nunmehr in Satz 0.1 auch
fiir Eg bewiesenen Existenz einer Auflésung. Da die Monodromie die Schnitt-
zahl invariant 1aBt, folgt ferner, daBl die Monodromie als ein Element von
Aut(Rg) operiert.

In den Fillen E,, E; und A, ist Aut(Rg)= W (vgl. z. B. [16]), und die
Monodromie ist also ein Element der Weylgruppe. Sobald man dieses weil,
ist man aber fertig, denn die Monodromie hat nach Satz 2.1 die gleichen
Eigenwerte wie die Coxetertransformationen, und letztere sind in der Weyl-
gruppe durch ihre Eigenwerte charakterisiert (vgl. z. B. [11], Corollary 9.2).

In den Fillen A,, Eq und D, ist Aut(Rg) = W xZ ,. Wire die Mono-
dromie h kein Element von W, dann wire —he W, und wenn 4, ..., 4,
die Eigenwerte von h sind, hitte man mit —h ein Element in W; mit den
Eigenwerten — A, ..., —A,. Damit ergibt sich in allen Fillen ein Widerspruch
zu [11], Cor. 9.2. Mithin:

Satz 2.3. Obige Vermutung ist richtig fiir A,, D,,,., Es, E4, Es.

Ich bin sicher, daB sie auch in den anderen Fillen richtig ist.

§ 3. Charakteristische Kegel und Weylsche Kammern

3.1. In diesem Paragraphen beweisen wir Satz 0.3. Dieser Satz hat seinen
Ursprung in Hironakas Ph. D. Thesis, Harvard (1960).

Es sei f: X'— X eine holomorphe Abbildung und ¢ eine kohidrente Ideal-
garbe auf X. Es sei f ~(#) die von f* ¢ erzeugte kohérente Idealgarbe auf X'.
Zu ¢ existiert eine eindeutig bestimmte kleinste Modifikation f,: X, — X,
so daB f, '(#) invertierbar ist, d. h. lokalfrei vom Rang 1 ist. f} ist die zu ¢
gehorige monoidale Modifikation (vgl. [7], [8]). Wir wollen solche # finden,
fiir die X, — X eine Auflésung der Singularitéiten von X von einer besonderen
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Art ist. Umgekehrt kann man mit Hironaka fiir eine vorgegebene Modifikation
y fragen, welche # ein invertierbares ¢~ !(#) haben. Hironakas diesbeziig-
liche Resultate motivieren die folgende Definition.

Definition. Es sei (X, x) eine isolierte Singularitit und p: X' — X eine
eigentliche Modifikation. Der charakteristische Kegel C () von p in x ist
die Menge der j e C(Ox ) mit §;=y.

3.2. Im folgenden beziehen wir uns ohne weitere Erklirungen auf die
Notationen und Aussagen der Einleitung.

Nach Satz 0.2 existieren Auflésungen. Also sei §: X' — X; eine Auflésung.
Auf Pic, ({,) ist durch komplex-analytische Schnitttheorie eine quadratische
Form definiert, und es wurde bereits in 0.2 erwihnt, daB fiir die exzeptionellen
Kurven E,,...,E, der Auflésung ,: X;— X, die negative Schnittmatrix
—(E; - E)) eine Cartan-Matrix ist, d. h. eine Matrix (o, a;», wo ay, ..., % ein
System einfacher Wurzeln von Rg ist. Die durch die Cartan-Matrix definierte
Bilinearform iibertragt sich durch den Isomorphismus % auf C(0,. ), und
es gibt daher einen Isomorphismus C(0y,. ,)=P;, so daB die Bilinearform
auf C(0y,. ) gerade die durch (a, f)= (a* B> definierte Bilinearform ist.
Man weil} aus der Theorie der Wurzelsysteme, daB in P; durch (., .) das System
der Wurzeln R; (und damit auch die Systeme S von einfachen Wurzeln, die
Weylkammern von P usw.) eindeutig bestimmt sind. Entsprechendes gilt dann
fir C(0y,. ) nach Wahl der Auflésung . In Wahrheit hiingt diese Struktur
auf der Divisorenklassengruppe aber auch nicht von der Wahl von y ab. Dies
ist deswegen klar, weil nach 0.5 der Isomorphismus ¥ dem durch die Inklusion
X/— X' induzierten Isomorphismus (R*$,Z), —(R*P.Z),, entspricht. Die
Behauptung folgt dann daraus, daB fiir jede Auflosung y die Abbildung
f":X’—> T ein lokaltriviales differenzierbares Faserbiindel ist, und daB die
Schnittform topologisch definiert werden kann.

Mit dieser Definition der Struktur von P auf C(0y,. ) wird nach dem oben
Gesagten die Aussage i) von Satz 0.3 trivial.

3.3. Wir beweisen:

Lemma 3.1. Es sei  eine Auflésung. Dann gilt

C.(®)=C(S(),
d. h. der charakteristische Kegel von { in x, ist gerade die Weylsche Kammer
des y entsprechenden einfachen Wurzelsystems S(y).

Beweis. Wir zeigen in (a) die Inklusion C, ($)C C(S(y)) und in (b) die
Inklusion C(S(y)) C C, ().

(a) Es seije C, (), 7 ein Repridsentant von j, welcher (f) nicht als asso-
ziiertes Primideal hat, und ¢ die Fortsetzung von ; als kohérente Idealgarbe.
F.seidie durch ¢ erzeugte Idealgarbe in Oy,. Dann folgt daraus, daB {: X' — X,
nach Annahme die monoidale Modifikation zu ¢ ist, daB} ¢,: X; - X, die
monoidale Modifikation zu ¢, ist (vgl. [7], S. 129, 130). Es sei i : X, — X’ die
Einbettung. Dann ist klar, daB ¢, '(#)=i"'®p~*(#) gilt. Andererseits ent-
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spricht fiir invertierbare Idealgarben i~ ! dem Beschrinkungshomomorphismus
Pic, () Pic, ().

Ferner ist klar: Wenn v~ !(#) invertierbar ist, dann reprisentiert yp~!(#) in
Pic, () das j bei dem kanonischen Isomorphismus

Picx,(tp) = C(@Xr,xt)
entsprechende Element. Mithin: Das j in Pic, (,) entsprechende Element ist
P, 1(#,). Hieraus folgt die Behauptung. Denn man iiberlegt sich leicht: Wenn
fiir eine Idealgarbe .# auf X, die zugeh6rige monoidale Modifikation gerade
die Auflésung ¢, : X! — X, ist, dann gilt fiir den zu {,” ! (#) gehorigen Divisor D,
daB D - E; <0 fiir jede exzeptionelle Kurve E;.

(b) Es seije C(S(y)). Dann sei D ein Divisor in X', der das j entsprechende
Element in Pic, () reprisentiert, und #,, seine Idealgarbe. Man macht sich
leicht klar, daB die kohédrente Idealgarbe ¢ = f, 45, in x, ein j reprisentierendes
divisorielles Ideal als Halm hat, und daB ferner genau dann #,=f ! ¢ gilt,
wenn .#,, eine A-Garbe ist. Wir haben also zu zeigen, daB3 £}, eine A-Garbe ist,
denn dann faktorisiert § durch X'—(Xy),— X, und man macht sich leicht
klar, daB in Wahrheit X’'—(X;), ein Isomorphismus ist und also §=1p;.
Nun sei also ein p € X' gegeben. Wegen D - E; < 0 fiir alle exzeptionellen Kurven
E; existiert ein Divisor D’ = D mit D'E; =0 fiir alle E; und p ¢ Trager (D' — D).
Aber wegen D'E; =0 ist D’ natiirlich ein Hauptdivisor (g), und wegen D' = D
ist g ein globaler Schnitt in .#}, dessen Keim in p das Ideal (#p), erzeugt.
Da man fiir jedes p einen solchen Schnitt finden kann, ist £, eine A-Garbe.

3.4. Aus Lemma 3.1 folgt insbesondere: wenn  eine Aufldsung ist, dann
ist p =1, fiir alle j € C(S(y)), und insbesondere ist also fiir solche Systeme ein-
facher Wurzeln S = S(yp) die Modifikation (S) wohldefiniert und es gelten
die in 0.3 iii) behaupteten Beziehungsn S(yp(S))= S und w(S(y)) = . Jede Auf-
16sung ist also von der Form p = y(S) mit eindeutig bestimmtem S, und es
gibt hochstens so viele Auflosungen wie Weylsche Kammern C(S). Wenn man
also noch wei3, daB3 es mindestens so viele verschiedene Auflosungen wie
Weylsche Kammern gibt, dann ist Satz 0.3 vollstindig bewiesen. Die Existenz
dieser Auflésungen folgt aus den Konstruktionen in [3] und in § 1. Fiir den Fall
Eg haben wir die entsprechende Feststellung bereits mit Lemma 1.5 getroffen,
fiir die anderen Fille ist sie mehr oder weniger explizit in [3], 3.2 enthalten.

Schlufbemerkung. Wir haben 0.3 und die Existenz der Aufldsungen nicht
so bewiesen, wie es die Formulierung des Satzes erwarten lassen wiirde.
Wiinschenswert wire ein Beweis, der zunichst fiir alle G gleichzeitig zeigt,
daB die Divisorenklassengruppe isomorph zu P; ist, und dann, daB die y(S)
wohldefiniert und gerade die Auflosungen sind. Ein solcher Beweis ist mir
z. Z. leider nicht bekannt.
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