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Schichten von Matrizen sind rationale Varietiten

Klaus Bongartz

Gesamthochschule Wuppertal, Fachbereich 7 Mathematik, GauBstrasse 20,
D-5600 Wuppertal 1, Bundesrepublik Deutschland

Einleitung

Operiert eine algebraische Gruppe auf einer Varietit, so bilden die Bahnen einer
festen Dimension jeweils eine lokal-abgeschlossene Menge, deren irreduzible
Komponenten man Schichten nennt [1, 2].

Von besonderem Interesse ist das Studium der Schichten halbeinfacher oder
reduktiver Lie-Algebren unter der adjungierten Operation der entsprechenden
Gruppen (siehe etwa [1] und die dort angegebene umfangreiche Literatur).

Hier betrachten wir nur den Fall der vollen linearen Gruppe GL,, die via
Konjugation auf der Menge g/, aller Matrizen operiert. Dieser Fall ist so wichtig
und besitzt eine so vollstindige und elegante Losung, daB3 wir {iber die von uns
erzielten neuen Ergebnisse hinaus auch altere, zum Teil schwer zugingliche
Resultate mit in die Arbeit aufgenommen haben. Dabei sind vor allem einige
zentrale Teile aus Petersons reichhaltiger Thesis zu nennen, deren Studium auch den
Ausgangspunkt zu dieser Arbeit bildete. Um den Kreis der méglichen Leser nicht
unnétig einzuschrianken, benutzen wir keinerlei Lie-Theorie, sondern nur funda-
mentale Ergebnisse aus der algebraischen Geometrie und der linearen Algebra,
insbesondere aus der Theorie der Elementarteiler. Dieser Standpunkt wird durch
folgende, auf Peterson und Ringel (unveroffentlicht) zuriickgehende Beschreibung
der Schichten von g/, ermdglicht:

Zu einer Partition p=(p,,p,,-..,p,) von n, d.h. einer Folge natiirlicher Zahlen
P12Zpr2...2p,21 mit py +p,+ ... +p,=n, betrachtet man die Menge S(p) aller
Matrizen, deren Elementarteiler e, e,, ..., e, der Bedingung Grad ¢;=p; fir 1 <i<r
geniigen. Die Abbildung p+— S(p) ist eine Bijektion zwischen den Partitionen von n
und den Schichten von g/,,.

Wir geben im zweiten Paragraphen einen Bewess fiir dieses Resultat, der sich an
Petersons Vorgehen in [5] orientiert. Zuvor rekapitulieren wir im ersten Abschnitt
die Elementarteilertheorie der Matrizen, soweit wir sie bendtigen, und vertiefen
danach im Kernstiick der Arbeit einige Aspekte der Theorie. Dies ermdglicht uns
dann im dritten Teil kurze Beweise fiir die Rationalitit und Glattheit der Schichten,
wobei letztere in Charakteristik 0 bereits auf vollig verschiedenem Weg von
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Peterson in [5] sowie Kraft und Luna (unverdffentlicht) gezeigt worden war. Im
letzten Paragraphen geben wir zu jeder Partition p=(p,,p,,...,p,) einen affinen
transversalen Querschnitt Q(p) in S(p) an. Das soll bedeuten, daBB Q(p) ein affiner
Teilraum von S(p) ist, der jede GL,-Bahn auf S(p) genau einmal trifft, und zwar so,
daf sich in keinem Punkt von Q(p) die Tangentialrdume an Q(p) und die Bahn des
Punktes echt schneiden. Im Gegensatz zu Petersons Konstruktion aus [5], die in der
Einleitung von [1] leicht verstdndlich dargestellt ist, funktioniert unser Verfahren
auch in positiver Charakteristik. Wir wollen es im folgenden kurz beschreiben:

Die Matrizen aus Q(p) bestehen aus r quadratischen Diagonalblocken
D,,D,,..., D, jeweils vom Format p;. Dabei ist D, die Begleitmatrix (siche 1.4 fiir
die Definition) eines beliebigen normierten Polynoms vom Grad p,. Die restlichen
D;’s werden rekursiv nach folgender einfacher Vorschrift gebildet. Ist g; : =p; —p, .,
=0, so ist D;=D;,,. Im anderen Fall nimmt man die Begleitmatrix E eines
beliebigen normierten Polynoms vom Grad ¢; und setzt

[ E
D;= 1 .
Dy

Fiir die Partition (4, 2, 2, 1) zum Beispiel besteht Q(p) gerade aus allen Matrizen der
Form

(=]
—

cocoocococo~o
Co oo oo =0 q,
cooco—~ oo
coocoon8n ocooo
co=mSc oo oo
cor ocooocooO
Om o000 O
o cocoocoo
R ococoocoococoo0co

[e)
[s=)
o
o

=]

mit beliebigen a, b, ¢, d aus dem Grundkdrper.

In der gesamten Arbeit sei k ein algebraisch abgeschlossener Korper beliebiger
Charakteristik. DaB3 wir uns mit GL, und g/, beschiftigen, hat gegeniiber dem
liblicherweise betrachteten Fall der Matrizen mit Determinante 1 und Spur 0
lediglich einige Vorteile in den Notationen. Natiirlich gelten alle unsere Ergebnisse
mit den eventuell notwendigen offensichtlichen Modifikationen auch fiir diesen
Fall. Alle topologischen Aussagen beziehen sich stets auf die Zariski-Topologie.

Mein Dank gilt W. Borho, der mir im AnschluB an eine Vorlesung iiber Schichten die Lektiire
von Petersons Arbeit empfahl. Die Rationalitdt der Schichten ist bei Peterson als offenes Problem
formuliert.

1. Elementarteiler

1.1 Jede Matrix A egl, definiert via X -v=Av eine k[X]-Modulstruktur M, auf
dem Vektorraum k" aller Spalten mit » Zeilen. Umgekehrt liefert eine k[X]-
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Modulstruktur auf k" eine Matrix, indem man die Darstellungsmatrix der Multi-
plikation mit X beziiglich der kanonischen Basis v, v,,...,v, von k" betrachtet.
Dabei entspricht die Isomorphie von Moduln der Konjugiertheit der entsprechen-
den Matrizen. Der aus der linearen Algebra wohlbekannte Elementarteilersatz fiir
Matrizen besagt nun folgendes:

Satz. Sei Aegl,.

a) Es gibt normierte nicht-konstante Polynome e, e,,...,e, in k[X] mit
e;=r;€;+, fiir i <r und geeignete r,ck[X], derart dafp M , zur direkten Summe der
k[X]/(e;) isomorph ist.

b) Falls M, isomorph zu einer direkten Summe zyklischer Moduln der Form
k[X]/(f;) mit normierten nicht-konstanten Polynomen f,f,,....f, ist, derart daf}
Ji =8:fi41 fiir i<s gilt, so folgt r=5 und e,=f; fir 1<iZr.

Die in dem Satz auftretenden eindeutig bestimmten Polynome e; =e; (4) nennt
man die Elementarteiler von A. Besonders einfach ist die Situation, wenn M,
zyklisch ist. Dann hat ndmlich A4 nur einen Elementarteiler, der zudem mit dem
Minimalpolynom und dem charakteristischen Polynom von 4 iibereinstimmt.

1.2. Mit Hilfe der Elementarteiler ordnet man jeder Matrix A egl, eine Partition
p(A) von n zu, ndmlich die Folge der Grade der Elementarteiler. Wie gewohnlich
veranschaulichen wir eine Partition p=(p,,p,,...,p,) durch ihr zugehoriges
Young-Diagramm, indem wir ein Schema zeichnen mit p, Késtchen in der ersten
Zeile, p, in der zweiten, usw. Das Young-Diagramm zur Partition (5, 3, 2) hat also
folgende Gestalt.

Durch Vertauschen von Zeilen und Spalten im Young-Diagramm zu p erhélt
man das Young- Diagramm zur dualen Partition p. So ist z.B. (3, 3,2, 1, 1) die duale
Partition zu (5, 3, 2).

Zu jeder Partition p betrachten wir die Menge S(p) aller Matrizen mit p(4) =p.
Wie bereits bemerkt, erhalten wir auf diese Art und Weise gerade alle Schichten von
gl,. Hier iiberlegen wir uns zunichst nur, daB alle Matrizen aus S(p) Bahnen
gleicher Dimension liefern. Dazu ordnen wir einer Partition p=(p,,p,,...,p,) die
Zahl p*=p}+p3+... +p} zu.

Lemma. Sei p eine Partition. Dann gilt fir alle AeS(p) die Gleichung
dim End M ,=p2.
Beweis. Sei MA% (—B k[X]/(e;), also End M, isomorph zu (—B Hom (k[X]/(e;),

k[X1/(e;)). Wegen der fiir alle normierten Polynome g, & gu]tlgen Vektorraumiso-
morphismen Hom (k[X1/(gh), k[X1/(9))>k[X1/(g)= (h)/(gh) & Hom (k [X]/(g),
k[X]/(gh)) folgt aus den Teilbarkeitseigenschaften der Elementarteiler jedenfalls
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dim End M, =) min(p,, p;). Diese Zahl hingt also nicht von 4 ab, sondern nur von
ij
p(A4). Um sie wirklich zu berechnen, betrachten wir p, verschiedene Korper-

elemente o;,a,,...,a, und setzen e;= ['[ (X —«;). Dem Modul G—) k[X1/(e)
=1
entspricht dann eine diagonalisierbare Matr1x D aus S(p). Tragt man in die erste

Spalte des Young Diagramms zu p stets o, ein, dann in die zweite a, usw., so erkennt
man M, @ (kK [X]/(X —u; ))”J

Nun 1st dlmHom(k[X]/(X ), k[X]/(X—p))=05,5. Also folgt dim End
M,=p>.

1.3. Fiir die nachfolgende einfache Tatsache konnten wir in der Literatur keinen
geeigneten Nachweis finden, so daB3 wir der Vollstdndigkeit halber einen Beweis
anfiihren.

Lemma. Sei A€ S(p) mit M ,= @ k[X]/(e;)m;. Dann gilt fiir jede natiirliche Zahl
j=1 i
i=1, daf einvoni Elementen erzeugter Untermodul N hochstens Z p; als Dimension
i j=1

hat. Falls dabei Gleichheit auftritt, so ist N isomorph zu @ k[X]/(e;).
j=1

Beweis. Man flhrt leicht beide Aussagen auf den Fall zuriick, wo 4 nur einen
Eigenwert hat, den man sogar noch als 0 annehmen darf. 4 ist also nilpotent, und
die Elementarteiler haben die einfache Gestalt ¢;= X"

Fiir i=1 ist die Proposition wahr, weil X?* das Minimalpolynom von 4 ist. Im
Induktionsschritt unterscheiden wir zwei Fille.

1. Fall. X?~! annuliert N.
Sei s die Anzahl der p; mit p, =p;. Dann liegt N schon in dem von Xm,,
Xmy,...,Xmg, mg,(,...,m, erzeugten Untermodul von M ,. Per Induktion iiber

dimM, gilt also 1 +dimN=Z Z p;. Insbesondere tritt in diesem Fall nicht
Gleichheit auf. i=1

2. Fall. XP*~! annulliert N nicht.

Dann seien Erzeugende n,n,,...,n; von N so gewihlt, daB X771 n +0.
Folglich liegt fiir ein j mit p; = p, die Projektion von », auf den direkten Summanden
k [X]/(e;)m; nicht in dem von Xm; erzeugten Untermodul. Ohne Einschriankung sei
j=1. Dann wird durch die Vorschriften am,; =n, und am;=m; fir 2<j<r ein
Automorphismus o von M , definiert. Man betrachte nun das folgende kommutati-
ve Diagramm mit exakten Zeilen:

0— k[X]'ny, > N — N —0
lﬂ lv la

0 — k[X1/(e)my —> M, — @ k(X)/(eym;— 0
j=

Dabei sind die horizontalen Abbildungen die kanonischen, wahrend y die
Komposition der Inklusion N M, mit a~! ist. Per Konstruktion faktorisiert ye
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also in der angegebenen Weise. Ferner ist B bijektiv, also nach dem
Schlangenlemma ¢ 1njekt1v Da N von i—1 Elementen erzeugt wird, gilt per

Induktlon dimN=< Z p;j, also auch dimN< Z p;. Gleichheit erzwingt
ji=2 j=1
dimN= Z pj» also per Induktion N = @ k[X]/(e;). Da ¢ per Konstruktion ein
j=2

Schnitt und g bijektiv ist, ist auch ¢ ein Schnltt d.h. N> @ k[X]/(e)).

1.4. Zunichst sei der Leser daran erinnert, dal man zu einem normierten nicht
konstanten Polynom f=X"+a,_;X™ '+... +a, die zugehorige Begleitmatrix
B(f)egl, definiert als

[0 0 0. . .0 =—q
1 00...0 —q
01 0...0 -—q
00 0. . .1 —a,,|]

Durch B(f) wird k™ zu einem zyklischen k£ [X]-Modul, so daB /' der Elementarteiler
von B(f) ist. Ahnlich definieren wir zu je zwei natiirlichen Zahlen s, ¢ und zu
jedem Polynom h=b,X*+b,_, X* '+ ... + b, vom Grad <s die (s+1)xt —Matrix
C(s+1,t,h) als

0. ... ....0 b
b,
0. .......0 b,

Statt C(s+1,¢, k) schreiben wir im folgenden kurz C(h), wenn das Format der
Matrix aus dem Zusammenhang heraus klar ist.

Zu vorgegebener Partition p von #n spielen spéter die drei im folgenden defi-
nierten Teilmengen X (p)> Y(p) >Z(p) von gl, eine entscheidende Rolle. Dabei
gehort eine Matrix 4 zu X(p), falls es fiir alle i,j=1,2, ..., r normierte Polynome f;
vom Grad p; gibt und beliebige Polynome #;; vom Grad <p; —1, so dal3 4 sich wie
folgt in Blocke zerlegt.

[ B(f) |Clhyy) C(hy,) |
Clhy) | B(f) |~ [Clhy)

| C) [Cha) 1. - [BUY)
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Natiirlich sind bei einer derartigen Matrix die f’s und 4;;’s eindeutig durch 4
bestimmt. Fiir die Partition p=(4, 3, 1) besteht also X (p) gerade aus allen Matrizen
der Gestalt

(=l e e =
(==l - =]
COe O oo
SO = OO O OO
S —m OO OO oo

>Q e 8, 6 O
T O N S~~~

0 0 0

mit beliebigen Koeffizienten aus .
Eine Matrix 4 aus X(p) gehort zu Y(p), falls folgende drei Bedingungen Y1, Y2
und Y3 erfiillt sind:

Y1: Fir i>j gilt ;=0
Y2: Fiir i<r ist f;,, ein Teiler von f;.
Y3: Fiir alle i<j ist f; ein Teiler von 4;;.

SchlieBlich gehdrt eine Matrix aus Y(p) zu Z(p), falls alle 4;; verschwinden.

Wegen der Blockdiagonalform und der Eigenschaft Y2 ist klar, daB eine Matrix
A aus Z(p) als Elementarteiler gerade die Polynome fi, f5, ..., f, hat, also in S(p)
liegt. Offenbar bilden die Matrizen aus Z(p) sogar ein Représentantensystem fiir
die Bahnen von GL, auf S(p).

Wihrend X (p) ein affiner Teilraum von g/, ist, sind Y(p) und Z(p) nicht durch
lineare Gleichungen definiert. Immerhin gilt aber:

Lemma. Y(p) und Z(p) sind abgeschiossene Teilmengen von gl,, die zu affinen
Réumen isomorph sind.

Beweis. Statt den Leser durch einen von den Notationen her aufwendigen Beweis zu
verwirren, geben wir nur den einfachen Grund fiir die Korrektheit des Lemmas an.

Man identifiziere die Menge U aller Polynome vom Grad <s mit dem (s+1)-
dimensionalen affinen Raum A**!, die Menge V aller normierten Polynome vom
Grad t<smit A’ Dann ist in U x V die Menge W aller Paare (f, g), bei denen g ein
Teiler von f ist, abgeschlossen und isomorph zu A**1. Schreibt man ndmlich fiir
beliebiges (f,g) e U x V nach dem Euklidischen Algorithmus f=gh+k mit Grad
k<1, so sind die Koeffizienten von A und k polynomial (mit universellen iiber Z
definierten Polynomen) in den Koeffizienten von fund g. Also ist W abgeschlossen.
Identifiziert man auch noch die Menge aller Polynome vom Grad <s—¢ mit
AsT171 soliefert (g, h)—(gh, g) einen bijektiven Morphismus A’ x A5*1 7' W, der
nach obiger Bemerkung iiber die Koeffizienten von /4 sogar einen inversen
Morphismus besitzt.

1.5. Wir behalten die in 1.4 eingefiihrten Bezeichnungen bei.

Proposition. Sei p=(p,,p,,...,p,) eine Partition von n. Dann gilt Y (p)=X(p)
NS(p). Ferner hat eine Matrix A aus Y(p) gerade f,,f,, ..., [, als Elementarteiler.
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Beweis. Zur Abkiirzung setzen wir
Wy =01, Wy=0p h15 s W, =Up ppoy 4 Prg H1
Der Nachweis der Inklusion Y(p)=X(p)nS(p) und des Zusatzes ist einfach.

Sei dazu A€ Y(p) gegeben. Per Konstruktion hat dann der Modul M, obige
w/'s als Erzeugende Wir definieren neue Erzeugende w;’s durch w, =w; und durch

W= z rijw; fur j=2. Dabei sind die r;; durch die nach Y3 giiltigen

Glelchungen h;;=r;;f; gegeben. Eine kurze Rechnung, bei der auch die Eigenschaft
Y1 benutzt wird, zelgt nun, daB f;w;=0 fir 1<j<r gilt. Deshalb ist M,

Faktormodul von G—) kIX1/(f;). Aus Dimensionsgriinden gilt sogar

M A_ (—B k[X1/(f), und wegen der Bedingungen aus Y2 sind die f;’s dann die

Elementarteller von A. Somit liegt 4 in S(p).

Umgekehrt sei 4 € X(p) nS(p) mit Elementarteilern e, , e,, ..., e, gegeben. Fiir
jedes i bezeichne N; den von w;,w,, ..., w; erzeugten Untermodul von M ,. Wir
beweisen nacheinander, daB 4 die Bedingungen Y1, Y2 und Y3 erfiillt.

A erfiillt Y1: Nach 1.3 gilt ndmlich dim N;< )’ p;. Indem man spaltenweise von
j=1

links nach rechts vorgeht, entnimmt man nun dem Aussehen der Matrizen in X (p),

daB &;; fiir alle i>j verschwindet. Also ist 4 eine obere Blockdreiecksmatrix, und

man hat fiir jedes 1 <i<r eine exakte Sequenz der folgenden Form:

(*) 0—-N;_y = N—R=k[X]/(f)—0 .

A erfiillt Y2: Zunéchst liest man an der Form von A4 die Gleichung dim N, = z pj
ji=1

fiir alle i ab. Nach 1.3 ist also N; isomorph zu (—B k[X]/(e;). Wir zeigen nun per

Jj=
Induktion nach i, daB e;=f; gilt, woraus sofort Y2 folgt.
Der Induktlonsanfang ist wegen N, >k [X]/(f,) klar. Zum Induktionsschritt
berechnen wir das charakteristische Polynom g der zu N; gehdrenden Matrix

(siehe 1.1). Aus N; = '® k[X]/(e;) folgt g=e, e, ... ¢;. Andererseits zeigt die exakte
j=1

J
Sequenz (*) g=e,e,...e;_ f;, was e;=f; impliziert.

Aerfiillt Y3: Wir habenschon N; > @ k[X]/(f;) fir alle i bewiesen. Dies erzwingt,
=1

dafB die exakte Sequenz (*) fiir jedes i spaltet. Aus Dimensionsgriinden ist nimlich
die induzierte Sequenz

0—Hom (R;, N;_;)—Hom (R;, N)—Hom (R;, R)—0

ebenfalls exakt. Somit besitzt die Projektion n: N;— R; einen Schnitt. In der Faser
n ' (T)={w,+wlweN,_,} des kanonischen Erzeugenden T von R; gibt es also ein
Element w; +w, das von f; annulliert wird. Also gilt fiir alle 2 <i <r die Beziehung:

i—-1
f;wi=2 h_)l ]Ef; i—-1 -
j=1
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Es geniigt also per Induktion nach i>2 folgende Behauptung zu zeigen: Liegt
i—1
Y g;w; fur irgendwelche Polynome g; in f;{N;_, so teilt f; alle g; mit 1 <;<i—1.
j=1

Zum Beweis setzen wir f;=r;,, f;+, fiir 1 <j<r, was wegen Y2 moglich ist. Sei
also zuerst i=2. Dann ist also g, w; €f, N, vorausgesetzt. Multiplikation mit r,
liefert r,g,wyer, Ny =f, Ny =0. Also liegt r,g, im Annulator von N,, d.h.

fi=r0; teilt ryg,, d.h. f, teilt g, .
i—1
Im Induktionsschritt ist 3 g,w;ef;N,_; vorausgesetzt. Multiplikation
mit r; liefert j=1
i—1

Y rigwierfiNi _ =fi_{Ni  SficiNiy

j=1

wobei die Inklusion wegen der soeben hergleiteten Beziehung f;_,w;_, €f;_, N,_,
gilt. Folglich annuliert r;g;_, den vom Bild von w;_, erzeugten Faktormodul

N;_1/N;_,, dessen Annulator von f;_, erzeugt wird. Somit ist r,f; ein Teiler von
i—-2

r:gi—1, d.h. f; ein Teiler von g,_,. Ferner ergibt sich nun rigiw;€fio i1 Ni—y
=

J
erneut wegen f;_;w;_, €f;_; N;_,. Per Induktion teilt also f;_, =r,f; alle r;g; mit
15j5i-2, d.h. f; teilt alle g; mit 1 <j<i—1.
Der Beweis der Proposition ist damit beendet.

2. Die Schichten von g/,

2.1. Zueiner Partition p und einer natiirlichen Zahl ¢ > 1 definieren wir s(¢, p) als die
Anzahl der Késtchen in den ersten ¢ Spalten des Young-Diagramms zu p. Weiter sei
Z, die Menge der Paare (4,v) aus g/, x k", derart da} die Dimension des von v
erzeugten Untermoduls von M , hochstens # ist. Dies bedeutet gerade, daB der Rang
der von den Spalten v, Av,..., A" 'v gebildeten Matrix <t ist, so daB Z,
abgeschlossen in g/, xk" ist. Wir betrachten nun die kanonische Projektion
n,: Z,—gl, sowie den Nullschnitt a,:g/,—Z, mit n,(4,v)=A4 und ¢,4=(4,0).

Lemma. Fiir AeS(p) gilt dimn,”* (4)=s(t, p).

Beweis. Sei AeS(p) mit M ,= @ k[X]/(f;) vorgelegt. Fiir m=(m,,m,, ..., m,) mit
i=1

m; ek [X]/(f;) ist der normierte Erzeuger 4; des Annulators von m; jeweils ein Teiler
von f;. Ferner wird der Annulator von m gerade vom kleinsten gemeinsamen
Vielfachen der A,;’s erzeugt. Also gilt

M (A)=u _@1 Kernh; ,

wobei Kern 4; als Untermodul von k[X]/(f;) aufzufassen ist, und die Vereinigung
sich iiber all diejenigen Tupel h=(h,,h,,...,h,) von normierten Teilern 4; von f;
erstreckt, deren kleinstes gemeinsames Vielfaches Grad <t hat.
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Offenbar gilt dimKernh,<min(z,p;), also auch dim @ Kernh;<s(t,p)

i=1
= z min (¢, p;) fiir jedes Tupel # mit obigen Eigenschaften. Da es nur endlich viele
deramge Tupel gibt, folgt die Ungletchung dim ;' (4) £5(¢, p). Umgekehrt geniigt
es wegen der Irreduzibilitit von (—B Kernh; ein Tupel 4 anzugeben mit

i=1

dim @ Kern h; =s(¢, p). Dazu wihlt man einfach ein Polynom g so, daB g alle f; mit
i=1

grad f; = teilt und von allen f; mit grad f; <t geteilt wird. Wegen der Teilbarkeitsbe-
ziehungen zwischen den f;’s existiert ein derartiges g, und man nimmt dann jeweils
fiir 4; den groBten gemeinsamen Teiler von f; und g.

2.2. Auf der Menge der Partition ist durch “p<g<>s(t, p) <s(t, g) fir alle te N”
eine Ordnungsrelation definiert. Beziiglich dieser Ordnungsrelation sind zwei
Partitionen p<g genau dann benachbart (das heilt p£p’<q impliziert p'=g),
wenn das zu g gehorende Young-Diagramm E aus dem zu p gehodrenden D dadurch
entsteht, daB3 ein unterstes Kédstchen einer Spalte von D an die ndchstmogliche links
davon stehende Spalte unten angefiigt wird (siehe z.B. [5]). Daher hat p 54 auch
p*£4? zur Folge.

Im folgenden bezeichne g/¢ fiir eine natiirliche Zahl d die Menge aller Matrizen
A, deren Bahn die Dimension #* —d hat, d.h. deren Isotropiegruppe H in GL, die
Dimension d hat. Da H gerade die Gruppe der Einheiten in End M 4 ist, gilt nach 1.2

also gl ={A4 |p/(2)2 =d}.

Lemma [5]. Sei p eine Partition mit d=n* —p*. Dann liegt der Abschluf3 S(p) von S(p)
in | ) S(q). Insbesondere ist S(p)=S(p) ngl?.

q2p

Beweis. Da g,(A) fiir jedes ¢ jede irreduzible Komponente des Kegels n, ' (A) trifft,
folgt aus dem Halbstetigkeitssatz von Chevalley ([3]), daB fiir alle ¢ und / die
Mengen X (t,7) = {A egl,|dim n; ' (A) 2!} abgeschlossen sind. Nach 2.1 ist nun S(p)
in der abgeschlossenen Menge C = ﬂ X(t,s(t, p)) enthalten. Andererseits gilt nach

dem Elementarteilersatz gl, = U S (q) so daB aus 2.1 auch folgt C< U S(q). Wie

eben bemerkt, trifft S(g) fiir p 5 q nicht g/¢, so daB das Lemma vollstandlg bewiesen
ist.

Im allgemeinen ist S(p) eine echte Teilmenge der nach dem Lemma abgeschlos-
senen Menge | ) S(g). Das einfachste Beispiel tritt fiir n=4 und die Partition
(2,2) auf. azp

2.3. Proposition [5]. Die Abbildung p+—s S(p) liefert eine Bijektion zwischen den
Partitionen von n und den Schichien von gi,.

Beweis. Als Bild der nach 1.4 irreduziblen Varietdt GL, x Z(p) ist S(p) irreduzibel.
Fiir jedes d ist nach dem Elementarteilersatz und 1.2 g/¢ die disjunkte Vereinigung
der S(p) mit p?=d, die nach 2.2 abgeschlossen sind in g/¢. Daher sind die S(p)’s
sogar die Zusammenhangskomponenten von g/¢. Der Rest ist nun klar.
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Bemerkung. Aus dieser expliziten Beschreibung ergeben sich einige interessante
unmittelbare Folgerungen fiir die Schichten von g/,, die bereits vor Peterson von
anderen Mathematikern mit v6llig anderen Methoden erhalten worden waren. Es
gilt:

— Die Schichten von g/, sind disjunkt (Dixmier).

— Jede Schicht enthilt diagonalisierbare Matrizen (Ozeki-Wakimoto und Tauvel).
— Jede Schicht enthilt bis auf Konjugation genau eine nilpotente Matrix (John-

ston-Richardson).

Literaturhinweise auf die entsprechenden Arbeiten findet der Leser etwa in [4].

3. Rationalitiit der Schichten

3.1. Sei im folgenden p=(p,, ..., p,) eine Partition von n. Wir betrachten dann zu
einer Matrix A4 egl, die Matrix T=T(p, A), deren Spalten gerade gebildet werden
vOn Wy, AWy, ..., AP T w  wy, AWy, o AP  wy w,, AW, ..., AP 1w, Dabei
setzen wir zur Abkiirzung w; =v,, W, =0, 4 1,..., W,=0p 4 p, 4 . +p._,+1- Offenbar
ist die Menge U(p) aller Matrizen A, fiir die 7(p, A) invertierbar ist, eine offene
Teilmenge von g/,. Fiir 4 € Z(p) (siehe 1.4) ist sogar T(p, A) die Einheitsmatrix, so
daB U(p) eine offene Umgebung von Z(p) ist. Um diese Umgebung explizit zu
beschreiben, bendtigen wir neben der in 1.4 eingefilhrten Menge X(p) noch die
Untergruppe G(p) aller Matrizen A4 aus GL,, die der Bedingung Aw,=w; fir
i=1,2,...,r geniigen.

Lemma. Die Operation von GL, auf gl, via Konjugation induziert einen Isomorphis-
mus @ zwischen G(p) x X(p) und U(p).

Beweis. Sei zunichst (C,D)eG(p) x X(p). Man iiberpriift direkt anhand der
Definitionen, daB3 gilt T(p, CDC ') =C. Daher liegt &(C, D)=CDC ™! {iberhaupt
in U(p).

Setzt man nun y(4)=(T(p, A), T(p, A) " AT(p, A)) fiir A aus U(p), so liegt
(A) nach der bekannten Transformationsformel fiir Matrizen bei Basiswechsel in
G(p) x X(p). Offenbar sind ¢ und  zueinander inverse Morphismen.

3.2. Wir behalten die in 3.1 und 1.4 eingefiihrten Bezeichnungen bei. Aus 3.1 und
1.5 ergibt sich nun unmittelbar das Schliisselresultat dieser Arbeit.

Satz. Die Konjugation induziert einen Isomorphismus zwischen G(p)x Y(p) und
U(p)nS(p)-
Aus dem Satz erhilt man direkt zwei wichtige Folgerungen.

Korollar 1. Die Schichten von gl, sind rationale Varietdten.

Beweis. Offenbar ist G(p) eine offene Menge im affinen Raum A™ mit m=n(n—r).
Die Behauptung folgt also aus dem Satz und aus 1.4.

Korollar 2. Die Schichten von gl, sind glatte Varietdten.

Beweis. Nach dem Satz und 1.4 sind alle Punkte von U(p)nS(p) glatt. Da
U(p) nS(p) offene Umgebung des Reprasentantensystems Z(p) ist, ist S(p) glatt.
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4. Querschnitte

4.1. Zunichst ziehen wir noch eine einfache Folgerung aus Satz 3.2. Dabei sei
p=(py,Ps,...,p,) eine Partition von n.

Lemma. Die Koeffizienten der Elementarteiler sind regulire Funktionen auf S(p).
Versieht man Z(p) mit der trivialen GL,-Operation, so liefern sie die Komponenten
einer GL,-dquivarianten Retraktion von S(p) auf Z(p). Insbesondere ist die Menge
der Bahnen S(p)/GL, beziiglich der Quotiententopologie homdomorph zu einem
affinen Raum.

Beweis. Auf U(p)nS(p) > G(p) x Y(p) sind die Koeffizienten der Elementarteiler
nach 1.5 gerade gewisse Komponentenfunktionen auf Y(p), also reguldare Funktio-
nen. Da U(p) nS(p) eine offene Umgebung des Représentantensystems Z(p) ist,
und da die Koeffizienten der Elementarteiler GL, -invariante Funktionen sind, sind
sie iiberall reguldr. Die iibrigen Aussagen sind nun nach 1.4 und 1.5 klar.

Die erste Aussage des Lemmas findet sich bereits bei Peterson, die letzte bei
Kraft und Peterson.

4.2. Aus unseren bisherigen Untersuchungen folgt leicht, daB Z(p) ein transver-
saler Querschnitt im Sinne der zu Beginn vereinbarten Definition ist. Die Transver-
salitdt ergibt sich namlich aus der Existenz der GL,-dquivarianten Retraktion. Nun
ist Z(p) zwar isomorph zu einem affinen Raum, hat aber gegeniiber Petersons
Querschnitt noch den Nachteil, kein affiner Teilraum von g/, zu sein. Wir werden
daher Z(p) durch einen affinen Teilraum Q(p) ersetzen, der zudem noch ein
transversaler Querschnitt ist. Dabei gehen wir ein wenig formaler vor als in der
Einleitung.

Sind f.f;,...,f, normierte Polynome vom Grad =1, so definieren wir
D(f,,f3,-.-,f,) als die Matrix

B(£1)

1

B(f2)

B() |

mit Nullen auBerhalb der besetzten Stellen. Dabei ist wieder B(f) die Begleitmatrix
des Polynoms f (siche 1.4).

Lemma. In obiger Situation hat die Matrix D=D(f,, f,, ..., f,) nur einen Elementar-
teiler, und zwar f,f, ... f,.

Beweis. Per Konstruktion wird der zu D gehérige k[X]-Modul vom ersten
kanonischen Basisvektor erzeugt. Deshalb hat D nur einen Elementarteiler,
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namlich das charakteristische Polynom g. Wegen der unteren Blockdreiecksform
von D ist g das Produkt der charakteristischen Polynome der Diagonalbldcke, d. h.
g ist das Produkt der f’s.

4.3. Sei jetzt p=(p,,p,,--.,p,) eine Partition von n. Fiir i=1,2,...,r sei V(i) der
affine Raum der normierten Polynome vom Grad p;, —p; ., wobei p, ., =0 gesetzt

sei. Dann definieren wir eine injektive Abbildung y von X V(i) nach g/, durch
i=1

D,

o

mit D;=D(g;,,9;,>---,9;,)» Wobei (ji,ja,-..,J) die Teilfolge von (i,i+1,...,r)
derjenigen Indizes j ist, fiir die g;=+1 ist. Das Bild von y bezeichnen wir mit Q(p).

lp(g1sg2’ e ’gr):

Proposition. Q(p) ist ein affiner Teilraum von gl,, der jede Bahn von GL, auf S(p)
genau einmal trifft. Versieht man Q(p) mit der trivialen GL,-Operation, so gibt es eine
GL,-dquivariante Retraktion von S(p) auf Q(p).

Beweis. Per Konstruktion ist Q(p) ein affiner Teilraum. Ist 4=y(gy,9,,--.,9,) aus
Q(p), so sind nach 4.2 und 1.5 die Produkte [] g; fir 1 <i<r die Elementarteiler

j=1
von A. Offenbar erhilt man so jedes mégliché Tupel (f;, /5, ..., f,) von Elementar-
teilern genau einmal. SchlieBlich lassen sich aus den Koeffizienten der Elementartei-
ler die Koeffizienten der g;’s, d.h. die Koeffizienten der Matrizen aus Q(p),
polynomial berechnen, was im Beweis des Lemmas 1.4 ausfiihrlich begriindet ist.
Dies liefert die gewiinschte Retraktion.
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