C‘ U q NIEDERSACHSISCHE STAATS- UND
-~ L UNIVERSITATSBIBLIOTHEK GOTTINGEN

Werk

Titel: Mathematische Annalen

Verlag: Springer

Jahr: 1989

Kollektion: Mathematica

Werk Id: PPN235181684_0283

PURL: http://resolver.sub.uni-goettingen.de/purl?PID=PPN235181684_0283|LOG_0036

Terms and Conditions

The Goettingen State and University Library provides access to digitized documents strictly for noncommercial educational,
research and private purposes and makes no warranty with regard to their use for other purposes. Some of our collections
are protected by copyright. Publication and/or broadcast in any form (including electronic) requires prior written permission
from the Goettingen State- and University Library.

Each copy of any part of this document must contain there Terms and Conditions. With the usage of the library's online
system to access or download a digitized document you accept the Terms and Conditions.

Reproductions of material on the web site may not be made for or donated to other repositories, nor may be further
reproduced without written permission from the Goettingen State- and University Library.

For reproduction requests and permissions, please contact us. If citing materials, please give proper attribution of the
source.

Contact

Niedersachsische Staats- und Universitatsbibliothek Gottingen
Georg-August-Universitat Gottingen

Platz der Gottinger Sieben 1

37073 Géttingen

Germany

Email: gdz@sub.uni-goettingen.de



Math. Ann. 283, 139-149 (1989) Anm
© Springer-Verlag 1989
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einiger arithmetischer Funktionen. I
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1. Einleitung

Viele interessante, mit der Oszillation des Restgliedes 4,(x)=n(x)—1li(x) im

Primzahlsatz
}Lm n(x)/li(x)=1

verkniipfte Untersuchungen haben ihren Ursprung in der bahnbrechenden Arbeit
von Riemann ,,Ueber die Anzahl der Primzahlen unter einer gegebenen GroBe®
[6, S. 145-153]. Durch einige Riemannsche Bemerkungen angeregt, vermutete

man beispielsweise, daf
n(x) <li(x)

stets ist. Im Jahr 1914 zeigte aber Littlewood [5], daB 4, sogar unendlich viele
Vorzeichenwechsel hat, und daher erwies sich die oben erwiahnte Vermutung als
falsch. Die Aufgabe, solch einen Vorzeichenwechsel anzugeben, ist leider bisher
ungeldst, vgl. [4].

Die Untersuchung der GréBenordnung der Funktion V,(X), die die Anzahl der
Vorzeichenwechsel von 4, im Intervall (0, X] (X =0) angibt, ist ein fiir die
analytische Zahlentheorie wesentliches Problem. Da man einen Abrif} der
Geschichte der betreffenden Forschungen z.B. in [2, 3] finden kann, beschridnken
wir uns hier darauf, die folgende kurze ,,Zeittafel“ der Mathematiker, die bisher die
bedeutendsten Ergebnisse erhalten haben, auszuschreiben:

Riemann, Littlewood, Polya, Ingham, Turan, Knapowski, Pintz,

Kaczorowski.

Das beste Resultat, hier in etwas schwicherer Form geschrieben, gehdrt

Zur Grundlage seiner Methode macht er die Anwendung des Operators 4,
dessen Einwirkung auf eine Funktion f:(0, c0)—IR durch

5(F) ()= Ef(é)% (x>0) (12)
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definiert wird, falls das Integral in der rechten Seite von (1.2) existiert. Geniigt nun
eine Funktion f gewissen Bedingungen und bezeichnet F ihre Mellinsche
Transformation (s. §2), so gilt

SN =s 1 )

o1 —i®

x?sds (x>0). (1.3)

Bezeichnet ferner V(f, X) die Anzahl der Vorzeichenwechsel von f im Intervall
(0, X] (X >0), so gibt die Anwendung des Lemmas (§3)

V£ X)zV(6(f),X) (X>0).

Statt sich direkt mit f zu beschéftigen, kann man also die gebildete Funktion é(f)
betrachten, deren oszillatorischer Charakter, durch die gegenseitige Stellung der
Pole der Transformation F determiniert, leichter untersucht wird, denn im
Integral in der rechten Seite von (1.3) kommt der zusitzliche, die Konvergenz
verstirkende Faktor 1/s vor. Die geeignete Iteration des Operators 0 ist auch eine
wesentliche Etappe der Methode von Kaczorowski, die hier nur skizziert wird; vgl.
[2, 3].

In vielen fiir die Theorie der Primzahlverteilung wichtigen konkreten Féllen
fiihrt die Anwendung des oben geschilderten Verfahrens zu Ergebnissen vom
Typus

Vi, X)2clogX (X=X, (1.4
wo ¢>0 und X, =2 effektive Konstanten sind (im Gegensatz zu denjenigen, von
denen man nur die Existenz aussagt).

Der erste Artikel dieser Reihe prasentiert eine Modifikation der Methode von
Kaczorowski. Wir wenden nidmlich statt des Operators d einen allgemeineren A
an:

A(f)(x)=x“’""Ef(é)é‘”"“dé (x>0), (1.5)

wo d und k Parameter sind, vgl. (1.2).

Die geeignete Einfiihrung dieser Parameter ist ndmlich die Hauptneuerung
(aber auch die Hauptschwierigkeit), die im Vergleich zu der originalen Ausgangs-
gestalt der Methode zur Verschirfung (in Hinsicht auf ¢ > 0) effektiver Resultate
vom Typus (1.4) fiihrt. Grob gesagt, geschieht das, weil unsere Modifikation
gegebene Information iiber die Mellinsche Transformation F von f in wirksa-
merer Weise benutzt.

Das Hauptresultat des Artikels lautet (s. §2 fiir die Bezeichnungen):

Satz. Es sei f:(0,00)—IR eine stiickweise stetige, in keinem Intervall (a, b)C (0, c0)
konstante Funktion. Ferner sei F =9R(f) ihre Mellinsche Transformation, wobei es
ein ¢>0 derart gibt, daf ©
F(s)= [ f(x)x™* dx
]

fiir >0, —¢ absolut konvergiert. F sei eine in D\{g,, 0, ..., 0,, @, holomorphe

Funktion, wo
D={seC:0o=0=0,,|t|Shju{seC:o20,}:

Qv=ﬁv+in=00<ﬂv<6170<yv<h(v=1a"':r);
Qv*gv’(":’:vl)
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ist. F habe im Punkt g, einen Pol der Ordnung m,=1 mit dem Hauptteil

—Z: av,l(s'—Qv)l (V=1,...,T).

I=—-m,
Es sei
IFEIEM<+00 (sedD).

Es gebe endlich wenigstens einen Pol g, =o(=B+1iy) (vo€ {1, ..., r}) derart, daf die
Bedingung

B> G 2 0= B o~ o0) (16)

erfiilllt ist. Dann gibt es eine von 6y, 6, h, By, ..., B, V1,---,7, effektiv abhdingige
Konstante ¢ >0 und eine von 64, 64, b, By, ... 7 M, Gy 1,0 0 Gy s oy By — 15 2ens
a effektiv abhdngige Konstante X, =2 derart, daf

V(f,X)=clogX

r, —mp

fir X=X, ist.

Man kann den Satz verallgemeinern, indem man die Existenz reeller Pole der
Funktion F=9i(f) zuldBt. Hier verzichten wir aber darauf, einen geeigneten Satz
zu formulieren.

Es ist auch bemerkenswert, daB die gegenseitige Stellung von nur einem Pol der
Funktion F =I(f) und dem Rechteck P={se C:0,<0 <0,,0<t<h} ein Ergebnis
vom Typus (1.4) mit ¢>0 determiniert, ohne ,das Rechteck P zu iiberschreiten”.

Notieren wir die folgende unmittelbare Folgerung aus dem Satz.

Folgerung. Es sei f:(0,00)—>R eine stiickweise stetige, in keinem Intervall (a,b)
C(0, o0) konstante Funktion. Ferner sei F=9R(f) ihre Mellinsche Transformation,
die fiir 6> 0¥ durch das absolut konvergente Integral

F(s)= Z F)xs1dx

definiert ist. F sei in der Halbebene o > o meromorph, wo — o0 <o <o¥ ist. Es gelte
sup{f*eR: p*>a}, p* ist ein Pol von F} <sup{feR:f>a§, f+iy
ist ein Pol von F fiir gewisses y+0}.

Dann ist
. V(LX)
ll)I(Ilglf Tog X >0.

Der Satz verallgemeinert in der bestimmten Richtung ein Resultat von
Kaczorowski and Pintz [3, Theorem 2]; die Folgerung ist in der Tat nicht neu, vgl.
[3, Theorem 1].

Die beim Beweisen des Satzes genauer dargestellte Methode kann einen
methodologischen Ausgangspunkt fiir mogliche Anwendungen bilden. Einige
solche werden schon in Artikel II [7] gezeigt werden, wo ein wichtiger Fall
betrachtet werden wird: f(x)= 4(x)=1y(x)— x(x>0), wobei y die Tschebyschev-
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sche Funktion bezeichnet. Ohne hier in Einzelheiten einzugehen, kénnen wir
sagen, daB in [7] u.a. das geleistet werden wird, was schon der Satz in diesem
Spezialfall f=A antizipiert.

Erwidhnen wir noch, daB bei der Aufgabe, ein effektives Resultat vom Typus
(1.4)fiir V(4,, X)=V,(X) zu geben, die Methode versagt; vgl. jedoch das ineffektive
Ergebnis (1.1) [2].

2. Bezeichnungen

N Menge der natiirlichen Zahlen
R Korper der reellen Zahlen
C Korper der komplexen Zahlen

s=o0+it komplexe Zahl, fiir die analytische Zahlentheorie kanonisch ge-
schrieben (o,t€R, i*= —1)

H ={seC:t=0}

oD topologischer Rand eines Gebietes D CC oder entsprechende orien-
tierte Kurve

M(f) Mellinsche Transformation einer Funktion f: (0, .0)— IR, die im Punkt
seC durch

0jof(x))c““d3c
(1]

definiert wird (falls das Integral absolut konvergiert); s. z.B. [1, S. 87ff.]
(im Artikel bedeutet I(f) eine entsprechende analytische Fortsetzung)
o(-) Landausches Symbol

< Winogradovsches Symbol

ot < und » gleichzeitig

[x] grofte ganze rationale Zahl, die <x ist (xeR)
V(f,X) s.§1, unmittelbar nach (1.3)

O Ende cines Beweises.

3. Lemma

Eine elementare Observation, die eine Grundlage der Kaczorowskischen Metho-
de der Untersuchung der Anzahl der Vorzeichenwechsel arithmetischer Funk-
tionen bildet, lautet:

Lemma [2, I, Lemma 1]. Es sei f:(0,00)—IR eine stiickweise stetige in keinem

Intervall (a,b)C(0, «0) konstante Funktion, fiir die das Integral j |f(E)d¢E fir alle
a>0 endlich ist. Ferner sei f,:(0,00)—R durch

Six)= gf(ﬁ)dé (x>0)

definiert. Dann gilt fiir alle X >0
V(£ X)2V(f1, X).
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4. Beweis des Satzes
Fall r=1, m;=1. Es genilige f den Voraussetzungen des Satzes. Fiir neR
definieren wir die Funktion 4= A(f):

A(X)=x"’gf(€)€”‘ldf (x>0).

Mit Hilfe des bekannten Fubinischen Satzes stellt man leicht fest, daf3
M) _ F(s)

=——(0>0,—&en=—0,+¢
S+ S+’1( 1 n= 1teé)

M(A) (5)= | AC)x~* 'dx=

ist. Fithren wir die Bezeichnungen 4, =A4, A,=A(4,_,) (n=2) ein. Induktiv zeigt
man, dal
F(s)
(s+n)
ist. Bemerken wir nun, da die Funktionen A4,(n=1) den Voraussetzungen der
Mellinschen Umkehrformel geniigen, s. z.B. [1, S. 88f.].
Wir schreiben n+ 2(n e N) statt n und setzen n =d + k mit d, ke R. Dabei sind n,

d, k Parameter, die spéter passend gewéhlt werden.
Wir nehmen

M(A,)(s)= neN,oe>0,—¢e,n=—0,+¢)

d+k>—0, 4.1)
an. Dann gilt
1 orfio  F(s)x*ds

Apyo(X)= i Gljm Grd+lT? 4.2)

und aus dem Residuensatz folgt

a_x° 1 F(s)x*ds

A= 2R Gy o b G

4.3)
WO g=p, ist.
Schreiben wir
a_,=la_|exp(in,),¢ +d+k=|o+d+klexp(in,),
WO ay, a,€R. Dann ist

a_,x° la_,|xf

2R -
ot d+hr T Tlardr kT

5 cos(ylogx+oa; —ay(n+2)). 4.4)

Grob gesagt, werden wenigstens manche Vorzeichenwechsel von f von diesem
Term stammen, vgl. das Lemma. Dazu wollte man ,das Restglied“ in (4.3) klein
genug machen. Weiter wird diese Idee prizisiert und vervollstindigt werden.

In den unten angegebenen Abschitzungen werden die in den Symbolen O(-)
und < implizierten Konstanten effektiv von den entsprechenden Parametern
abhingen.
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Fiihren wir die Bezeichnungen ein:
Li={seC:0=0,,0=t<h}.
L,={seC:o6=0t2h}, 4.5)
Ly={seC:06,<0=0,,t=h}

und schdtzen (unter geeigneten Voraussetzungen) die entsprechenden Teile vom
Integral in der rechten Seite von (4.3) ab:

i Mhx°®e < x%0
Lo = log+d+k"t? T (0o +d+k)
.[ é Mx l n Td_;< -x : n’
Lo~ oy +ih+d+kI" n t* o, +ih+d+k|
M a1 x°do a1 x°do
<
Lj3 = oo +ih+d+k? ajo |6 +ih+d+k|" < afo lo+ih+d+k*

Die anderen, ,symmetrisch gelegenen™ Teile des Integrals schidtzen wir in
derselben Weise ab. Hieraus erhalten wir

< x# >_ 1 f F(s)x*ds
lo+d+k" o (s+d+kyt?
o+d+k

n o1
o, +ih+d+k

o+d+k

c+ih+d+k do

+ [ x*7F

o0

+x717F

Ferner bemerken wir, daf3
log|1 +s|=0—3(a2—t))+0(s]®)

fiir |s| £ 1/2 gilt. Liegt also s in einer beschrdnkten Menge, und ist k gentigend grof3
(auch im Vergleich mit d), so erhélt man

d
et +k' =exp (log 1+ Q—;{j‘ —log ’1 + %iD

s+d+k
—exp {Ef—‘f L(y2~:2+(a—ﬁ)(a+ﬁ+zd»+o(kl—s)}. (4.6)

T
Es werden zwei weitere Parameter 4 und a eingefiihrt:
0<i<1 und a>0.

Wir setzen im folgenden voraus
X=2 und X*<xZX,
und n sei von nun an gegeben durch
n:=[alogX]+1.
Setze abkiirzend

py:=Aco—p)+a {ﬁ_k"" + 21?()’2+(00“ﬂ)(0'0+ﬂ+2d))+0 (,37)}

4.7)
=i =p+a il P oo s o ()
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Mit (4.6) folgt

o+d+k <X,

oo+d+k
o+d+k
o, +ih+d+k

L]

n

xo1 B < X",

Setze schlieBlich noch voraus
A>alk
und
dz —(oo+04)/2. 4.8)
Hieraus folgt
Jmax (0—p)(c+p+2d)=(0,—B)(01+5+2d).

Unter Verwendung von (4.6) folgt dann

o+d+k
o+ih+d+k

n

do < X*2,

a4
[x77

do

und insgesamt daher
F(s)x*ds (

x8 -t
<Ig+d+kl"> ajp(s+d+k)"+2|

Nun hat man g, <0 und u, <0 herbeizufiihren. Den Term O(1/k?) lasse man
zundchst unberiicksichtigt.
Setze abkiirzend

Y:=

< XM X", (4.9)

(> +(oo—B) (0o + B +2d)),

g, —pB
k

+ 5z (0 =20y~ )0y +f+24)

M oy

_Gl_ﬁ
k

Man postuliere

A>(a/k)Y, (4.10)
ak>Z. 4.11)

Aber auch
alk<i<1 (4.12)

mub erfiillt sein. Damit der Nenner von Z keine Sorgen bereitet, wiinscht man sich
auch noch

h?*—y*—(o,—p)(o,+f+2d)>0. (4.13)
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Angenommen es gilt
P2 +(0o—B)(6o+B+2d)>0. (4.14)

Dann ist
Y >1. (4.15)

Aber (4.14) ist gleichbedeutend mit
2

1 1
Wir erinnern uns an (4.8). Dann sei also
oo+0y 1 1 92
- <d<—= - .
5 =d< 2(a(,+/3)+2ﬁ_ao, (4.16)
und dies ist méglich. Von nun an erfiille also d diese Bedingung. Um etwas
Konkretes vor Augen zu haben, konnte man durchaus d:= — (o, +¢,)/2 wéhlen.

Als néchstes wird
6,—0
Ri=h*— 21—2924(c,—P) (0,0
gV e =)o —o0)
gesetzt. Nach Voraussetzung (1.6) ist
R>0. (4.17)
Man rechnet nach, da3 (4.13) equivalent mit
1 y? R
— 'y +
2B~a, o,—B

ist. Aber das stimmt wegen (4.16) und (4.17).
Man rechnet nach

d<—%(ao+ﬂ)+

YZ<1 < (4.17).

Nun kann man
Z<alk<1/Y

wihlen. Dann haben wir bereits (4.11), und es ist (a/k) Y < 1. Also kann man wéhlen
(a/k)Y <i<1.

Hieraus und aus (4.15) folgen (4.10) und (4.12).
Nun fehlt aber noch O(1/k%). Dazu braucht man nur k >k, zu wihlen.
Einerseits erhalten wir jetzt aus (4.3), (4.4) und (4.9)

V(Ay42, X)2(1=2)(y/m)log X (4.18)

fiir gewisses 4'€(0,1), A'> 4 und X = X, =2. Andererseits ergibt die Anwendung
des Lemmas

V(£X)2V(AL, X)2.. 2V (4,40, X)  (X>0),
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was zusammen mit (4.18) zu
V(fiX)zclogX (X2X,)

fithrt, wo c=(1—A')y/n ist.

SchlieBlich kann man die postulierte effektive Abhingigkeit der Konstanten ¢
und X, durch die Nachpriifung der obigen Uberlegungen a posteriori
feststellen. [J

Fallr=1,m; =2 (Skizze des Beweises ). Mit Ausnahme der anderen Gestalt von

Is{zees @(s), wobei Fs)x°

bezeichnet, fiihrt man den Beweis analog dem Fall r=1, m; =1 durch. Man hat
namlich (statt m, wird einfach m geschrieben)

x@ -1 a, - —1—1
&§¢“)( +d+@”212m(1 1V,2>< j >
1—1-j(=n=2)(=n=3)...(=n— 2—]+1)
(o+d+ky
Wihlen wir a, d, k, A und n wie im Fall m=1. Fir X*<x< X ist dann

B(s) = (4.19)

x (logx)~

Res D(s)= Xt {(logx —

m—1
i G h ) oteaxr =)

n
o+d+k

Wegen AlogX <logx<logX und y>0 gilt

RlogX, (4.20)

logx— — "
B o+ d+k

und daher

a_, x n m—1 B
Ret 000~ =% gy s (98 ) 00on) Niany

Hieraus ersicht man nun, daB die im Fall m=1 durchgefiihrten Uberlegungen
mutatis mutandis wiederholt werden konnen. Das Glied

2R G=m x? (lo x——n—~>m—1
(m 1)! (e+d+krt? 8 o+d+k

_ 2]a_n| xP o x___zz__""lcos( I
T m=1) o+ d k2 [ B T grd+k riog
oy —(n+2)a, +(m—1)a(x), 4.22)
wobei
a(x)=Arg(logx—a_%_'-_z) (X*<x£X)
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und o, =Arg(a_,), a,=Arg(e+d+k) gesetzt wird, stellt insbesondere die
gewiinschte Oszillation her. Der in (4.21) szs. zusétzlich vorkommende Faktor
(logx —n/(g +d+ k)™~ ! ermdglicht uns um so mehr, eine Ungleichung vom Typus
(4.9) (mit p, <0, p,<0) herzuleiten. Bemerken wir noch, daf die Funktion
a:[X* X]-R stetig und beschrinkt ist. Um die gewiinschte Anzahl geeigneter
Oszillationen von (4.22) zu bekommen, kénnen wir daher die Zwischenwerteigen-
schaft stetiger Funktionen verwenden. []

Fallr =2 (Skizze des Beweises ). Wie im Fall r =1 werden die Funktionen A4,(n>2)
eingefiihrt. Mit der Bezeichnung (4.19) erhilt man

A, fx)=2 _il Re (SR;;S <D(s)> + 51&1 1 B(6)ds. (4.23)

wobei (4.1) angenommen ist (d, k€IR sind Parameter).
Unter der Voraussetzung

X22,X*<x<X und n=[alogX]+1,
wo 1€(0, 1) und a>0 Parameter sind, die passend zu wihlen sind, bekommt man
aus (4.20) und (4.21)

SISés D(s)| X (logXxy™~~1' (v=1,...,r). (4.24)

xﬁv
lo, +d+k["

Nun sind die Pole g, geeignet zu ordnen. Zu diesem Zweck wird zuerst ein Pol
¢ =0, fixiert, fiir den die Bedingung (1.6) erfiillt ist. Ferner wird d so gewahlt, dal

yz 2 _yz
—oo—f<2d< —0,— 4.25
B_O_O ] ﬁ o, _ﬁ 1 B ( )

ist. Dies ist mdglich wegen (1.6). Fiir s, s'e H wird

D(s,s)=t*—t'*—(c—0')(c+ 0" +2d)

gesetzt, und in HH die Relation £ eingefiihrt:
SPs <> D(s,5)>0, oder D(s,5)=0 und o¢'Zc (5,5€H).

2isteine Ordnung in IH (d. h,, sie ist reflexiv, antisymmetrisch, transitiv und hat die
Eigenschaft: fiir beliebige s,s' € H ist s#s’ oder s'?s). Insbesondere gibt es in der
Menge {g,, ...,0,} CH ein Element ¢'=¢,(=f'+iy’) derart, daB

0'Po, (4.26)

fiir v=1,...,rist. Schreibt man g, =g, ¢, + =6, + ih, so hat man aus (4.25): ¢2g,
und 929, . ,. Daher gilt (4.26) auch fiir v=0, r+1.

Die Vorzeichenwechsel von 4,,, werden von dem gewonnenen Pol ¢
stammen.

Es gilt (4.8). Unter Voraussetzung (4.12) erhilt man aus (4.24)

(l!{f? <D(S)D-1 ajb B(s)ds| < X"+ XW++1,
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WE Up, Moty ZU Uy, Uy [S.(4.7)] analoge Ausdriicke sind. Auch ist
(Res 4>(s)|)“ ! !Res O(s)| < X" (logX)™ ™™  (v=1,...,r,vEV),
s=¢ =0y

wobei u,(v=+v') analog zu setzen sind.

Mit geeigneter Wahl der Parameter a, 4 und k filhrt man nun ;<0
(v=0,...,r+1; vV herbei. Dabei kann man sich auf (4.26) stiitzen und im
allgemeinen wie im Beweis des Satzes im Fall r=1 vorgehen. Der technische
Unterschied besteht darin, daf3 aktuell der Parameter d anders als im Fall r=1
oben gewihlt wird [vgl. (4.16) und (4.25)], und das ist zu beriicksichtigen.

Man schreibt daher (4.23) in Gestalt

Ay s(X)=2Re (B;;S, 45(8)) 1+0(x"y),

wo u' <0 ist. In derselben Weise wie im Fall r=1 betrachtet man Res ®(s). Unter
s=¢

Verwendung des Lemmas folgt die Behauptung des Satzes. []

Danksagungen. Artikel I und II dieser Reihe bilden eine verbesserte Version eines Teils meiner
Doktorarbeit. Herrn Professor Wlodzimierz Stas danke ich herzlich fiir wissenschaftliche
Leitung. Mein Dank gilt auch Jerzy Kaczorowski fiir eine Reihe von wertvollen Bemerkungen.
Dem anonymen Referenten, der zahlreiche Verbesserungen vorgeschlagen hat, bin ich besonders
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