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Uber das Primzahl-Zwillingsproblem

Dieter Wolke
Mathematisches Institut, Albertstrasse 23b, D-7800 Freiburg, Bundesrepublik Deutschland

1. Fiir natiirliches k und x=>2 sei

pax,2k)= ¥ AmAn—2k)
2k<nsx
(4 =von-Mangold-Funktion).
Nach Hardy-Littlewood [2] verhilt sich y, fiir x— oo vermutlich wie

_ _ p—1\
H(x,Zk)—2p]:[2<1 (p_1)2> ,1,}2(1)—2> (x—2k). (1.1)

Van der Corput [1] und Lavrik [4] (s. hierzu Montgomery [5, Chap. 15]) zeigten,
daB} dies im mittleren Sinn richtig ist.
Fiir beliebige C,, C,>0 kann die Anzahl der k < x/2 mit

E(x, 2k) =1 5(x, 2k)— H(x, 2k) % O(x(Inx) ~€1) 1.2)
durch O(x(Inx)~€2) abgeschitzt werden. Oder:
Y (E(x,2k))*=0(x*(Inx)~€) fiir jedes C>0. (1.3)
1<k=<x/2

Nach der Methode von Montgomery-Vaughan [6] wurde (1.2) von Jahnke [3] wie
folgt verschérft: Es existiert ein 6 >0, so daB die Anzahl der k < x/2 mit p(x, 2k)=0
durch O(x! ~%) abgeschitzt werden kann.

In der vorliegenden Arbeit soli das Ergebnis von van der Corput-Lavrik
dahingehend verbessert werden, daB fiir ,,fast alle* k < x die vermutete Asymptotik
fiir v,(y, 2k) in einem y-Bereich gilt, der weit liber x hinausgeht.

Satz. Seien ¢, A, B>0. Dann gilt fiir alle k<x mit Ausnahme von O(x(Inx)™4)
Zahlen
w2y, 2k) = H(y, 2k) + O(y(In y) %)

im Bereich
8

2xsysx®
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(Die 0-Konstanten hdngen nur von ¢, 4 und B ab).

Die Aussage wird ermoglicht durch Dichte-Sitze fiir die Nullstellen der
L-Reihen. Die Dichte-Hypothese (s. [5, Chap. 12]) bzw. die verallgemeinerte
Riemann’sche Vermutung fiihren mit der verwendeten Methode zu dem Intervall
[2x,x2~¢] fur y.

2. Fir D, >0 sei

8 _, 5,8
IXSN<N'S2N<x5 °, Q,=(nx)*", Q=N8 2, 1)
Fiir hinreichend grofBes x ist Q; < g— <0.
Im Hinblick auf die Auswertung der Summe
S@)=8(, N,N)= Y  A(n)e(an) (2.2)
N<nsN’

bendétigt man folgendes
Lemma 1. Fiir geIN und feR sei

Lg,p)= j 1~ Le(tf)dt

2@ le(I= <x2

(¢ durchliuft die nichttrivialen Nullstellen von L(s, y)).
1
(1) Fir 1920, IBIS 20 und beliebiges D,>0 gilt (mit nur von D,

abhdngiger <-Konstante)
L(g, /)< N'"> min(N'/2, ||~ /?) (Inx) " ?=.

N 1
Ik 1Bl= 70 gilt

L(g, p)<N'?min(N'/2,|8|~*?)(Inx)"® .

(2) Firr 0,<q<

1
Beweis. Nach Titchmarsh [9, Lemmas 4.3 und 4.5.] ist fiir ¢ = ¢ + in im Fall N <|pl
1

é_
a0
NEYBI~Y,  falls o/ NIBl,

I 27 le(tf)dt < N*7V2|BI7 12, falls  N|B|<lo|<8nNIBl, (23)
N%o|+1)~1, falls 8zN|B|<|o|<x2.
Durch Entwickeln von e(t) sicht man im Fall |[B|<N !
N¢
1+]el
Es soll im Folgenden der Fall = N ~1 behandelt werden.

Sei wie tiblich fiir =3 und T2>1

j e~ le(tf)dt < 24)
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N(o, T, ) die Anzahl der Nullstellen ¢ =& +in von L(s,y) mit £=o und |7|< T.
Nach Montgomery [5, Chap. 12] gilt
3(1—oa)

T) 27 In°(qT), 1<,
Y N, Ty< (@ )2(1—0') @D 2T (2.5)

e (@T) 7 In'*qT), $so<t.

(Diese Ungleichungen sind zwischenzeitlich mehrfach verschirft worden. Eine
Ubersicht findet man in Richert [8, Chap. 6]. In Bezug auf unseren Satz entstehen
jedoch nur geringe Verbesserungen). Fiir g<Q,, ymodg, |t| £x* und

620,=1—(Inx)" 43 (2.6)
gilt L(c+iT, x)*+0 (s. [7, VIII Satz 6.2]). Fiir Q, <qg<NQ ™! with 6,=1 gesetzt.
3(1-0) 3(1-o) _

Im Bereich §£a<4lst T e in T wachsend, T “2=7 ' fallend. Entsprechen-

des ist richtig fiir T (2 3,2.5,2.6) fiihren daher im Fall N1 < <B=LqQ) 'z
der Abschitzung
3

4/5 2
uq,ﬁ)<ln‘6x-{qNﬂ”2+B‘”2N”2 [ (@NBP~°N~")'"%do
1/2
+ﬁ—1/2N1/2 o.‘-o ((qNﬂ)Z/"N_l)l_adO'}.
4/5

Im ersten Integral ist die Funktion

filo)=( ~6)< ln(qNﬁ)~1nN)

wegen Q > N'3/2% monoton steigend. Im Intervall [£,6,] nimmt die Funktion

1=(1-0) 2 1naNp-1nn
ihren groBBten Wert an einem der Endpunkte an. Es folgt daher
L(g, f)<In'®x - {gN'2 +"2N** + N'2B~ V(gNB)*oN )t o0}
Fir g<Q, ist ((gNB)*°°N 1)1 =% nach (2.6)
<(Inx)~ 167Dz,

Damit ergibt sich Behauptung (1) fiir || = N ~!. Im andern Fall geht man mit (2.4)
ganz analog vor. Behauptung (2) folgt in gleicher Weise, wobei mehrfach Q > N5/8
ausgeniitzt wird.

Fir 1£9<Q und (a,q)=1 sei

a 1 a 1
I,.,= [E_E’E_'-Q—Q-] 2.7
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Lemma 2. (1) Fir 1<q=<0,, (a,9)=1, a= ;—1+BEI“ und beliebiges D, >0 gilt

S= 3 , A(n)e(an)

N<n<N

_ (‘;_E“%MZSM e(n)+ O((Inx)! =P+ - min(N, N*/2||~ /%))

(2) Fir Q1<q< p ,(a,9)=1und xel, , gilt
S(®)<q~ Y?min(N, N2~ V?)In'"x.
N
(3) Fir —<q=<0,(a,q9)=1und aecl_, gilt
Q q,

S(x)<K(Ng~ 24+ N*5 4+ N12g11%) In*x .

Beweis zu (1). Nach [7, VII. Satz 4.4] besteht fir N<y<N' und ymodq die
explizite Formel

v )= 3 Abzn)

yO
=gy— ¥ r +R(y),

le()| £ x2
wobei
g,=1, falls y=yx0 ¢,=0, falls y=y,

und
R(y)<min <1n X, —— 2 In x> (l]yu = min |y—a>. (2.8)
“ ” aeZ

Die im zitierten Satz genannte Einschrinkung auf primitive Charaktere kann auf
Kosten eines Fehlers O(In? x) fallengelassen werden. Die dortigen Terme v, Inx, d,

und B(y, y) sind ebenfalls O(InZx). (Im Fall, daB zu g ein Charakter y, mit einer
Ausnahme-Nullstelle gehort, kann d, nur durch O(g%) abgeschitzt werden. Da zu q
nur ein solches y; gehort, bleibt die folgende Formel fiir S g + f ) auch in diesem
Fall richtig.)

In iiblicher Weise ergibt sich

a
S (5+ﬁ) o 2 Z xay (i) Z  A(n)x(n)- e(nf)+ O(In>x)

“(‘”5 Py — o % ) T ] ey

( le( =

(w( ) o5 0 ('R(N)'“R(N’)H J IRO) Iﬂldy) +in? x)
29)
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Das Integral im ersten Term ist

= Y enp)+0(1+N|p).

N<n<N’
Der Fehler-Term erweist sich mit (2.8) und der Ungleichung t(y) <q'/? als

0(q""? In® x max(1,N|g]).

Damit wird (2.9) zu

1/2

a_ g\ _H9 "
S(5 +ﬂ) = olg) nden PO <<p(q) La B))

+0(q'* In%x max(1, N|f))). (2.10)
Der Fehler kann mit Lemma 1 wie in (1) behauptet abgeschiitzt werden. Ahnlich
geht man bei (2) vor.

(3) findet man in [ 10, Theorem 3.1]. In etwas schwacherer Form ergibt es sich
wie (1) mit (2.10) und einem Analogon zu Lemma 1.

Lemma 3. Fiir Q,<q=0Q und (a,q)=1 ist

Ng~!(lnx)*?, falls Q,<q< —g—,
II |S(e)|*dor < <N2 N8/5> . N
- — + In®x, falls — <q=<0Q.
70 " 40 g <1=¢

Dies ergibt sich unmittelbar aus den Ungleichungen (2) und (3) von Lemma 2.

3. Die Einteilung des Einheitsintervalls in ,,major” und ,,minor arcs“ geschieht wie
folgt.

M= |) U Iq,a}

q=Q1 15asq,(a,9)=1
m=[0"'1+0"T\M. .
Es werde zuerst der Fall
8 —-&
x(Inx)?* <N <N'<2N<x5 (32)

betrachtet.
Fiir k<x 148t sich der Beitrag von M zu

P,(N', 2k) —1p,(N, 2k) = 1 ;i— 1 [S(e, N, N")|? e( — 2ko)dor + O(x) (3.3)
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mit Lemma 2 leicht berechnen. Man sieht fiir g<Q,

L ISR~ 2koda

a=1 Ig.a
@q9=1

§ ) 1

= Z p) {

W1, 07 -1

2

N<n=<N’

(a5

fp(q) I (lrlx)2 P2 min(N?, N~ 1)dﬁ>

<_L e —2d) K@ o)

o(q) (qQ) : ¥*(q) e
X

+0 )—Hp(q)(lnx)2 22N ——

Q,

»(q) <p(q)

also

J 186 N, NP~ 2ha)do= 5 K E"; c(—2k)(N'—N)

+O(N((Inx)~" +(Inx)2* A p2))) (3.4)
(N, N gemiB (3.2), c )= Y e (5 h)) .
12asq,@9=1 \q

Es soll

A(N,N',Dy)= Hkéx, | (3.5)

e(— 2koc)doc' >N(lnx)~? 3}

abgeschitzt werden. Man erhalt

A(O=N 'z(lnx)“”'i lé e(ky) | 1S(@)* e( —20)daf>dy

<KN~2(1nx)*?3 [ |S(ay)]* | 1S(e)|? - min (x, > doyda, .  (3.6)

_
lloty — oty
Lemma 4. Gleichmdfig in o, em gilt

1
———— | dou, < Nx(Inx)37 D1,
||a1—ocz||> 2 <N

Beweis. Zu festgehaltenem o, em sei

[ 18(ez)|* min (x,

my=my(a,)=[o; —x "', +x7 '] m,

m=me)= {aem, 2" x7" <fu—ay | S2'x71) <1<1< e +1)
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535
Nach dem Dirichlet’schen Approximationssatz und (3.1) wird mg | ) m, iiberdeckt
durch die Intervalle I, , mit 0, <q<Q, (a,9)=1,1=5a<q.

. N
Es werde bei festgehaltenem [ zuerst J, ,, der Beitrag der I, , mit 2 <q=290,1,,
N .
~m, @, zum obigen Integral abgeschétzt. Zu jedem g e (—, Q] gibt es hochstens

<£‘ 1< 1, falls NQ '<gq<x27!,
4 dgx~1, falls x2"'<q<Q
solche Intervalle. Die erste Alternative tritt nur fiir 2' > xQN

ein. In diesem Fall
ergibt sich mit Lemma 3

N2 N8/5 21 NZ NS/S
T (Bs+ )+ . B(5+2)
v N/Q<§:<x/2’ 0 qQ 2

x/21<gq=Q X Q qQ
N8/5 N2
<In°x- ( N+ + N85
2 Q9 Q
NZ N13/5
<1n9x-<—+ +N8/5>
o ¢

<Nx(Inx)36~D:,

(3.7)
nach (2.1). Im Fall 2'<xQN ~! folgt dieselbe Ungleichung

. . N
Bezeichne analog J, ;den Beitrag der I, , mit Q; <q < — zu dem Integral iiber
m,. Die g mit g=x2 "' liefern dhnlich wie oben mit Lemma 3
< il q 1n35x<Nx(lnx)36 Dy,
2 g,<qxNj0 X
Es bleiben im Fall 2'<xQ;!

nur noch die g mit @, <g<x2~". Das Intervall
Q4 mm(N Q ,x27] werde in <Inx Teile (K, K'] mit K' <2K eingeteilt. Wegen
a da
i

fir g, ¢ €(K,K'], (a,q)=(d’,q')=1, a#: % wird m; von hochstens

< ;Kz +1 Intervallen I, , mit g (K, K'] geschnitten. Diese tragen zu J, , nur

1
< o (2 K2+1>Kln35x<len35x (Ij +K2_’>
<Nx(Inx)35~ D

bei. Dies fithrt zur Ungleichung (3.7) fiir J, , Summation tber die ! ergibt die
Behauptung.
Setzt man Lemma 4 in (3.6) ein, so zeigt sich
A(N, N, D3)<x(Inx)37 *2D3~ D1 (3.8)
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Zusammenfassung von (3.3-3.5, 3.8) ergibt fiir N, N’ geméB (3.2) (nachdem D,
hinreichend groB gewahlt wurde):
Fiir alle k < x bis auf hochstens O(x(Inx)*”* 222~ 21) Ausnahmen gilt

Po(N',2k)—p,(N,2k)= Y HZ(q) cq(—-Zk)(N‘—N)+O(N(lnx)'D3). (3.9
a<(dnnPr 0*(q)

Im Fall 2x < N < x(Inx)P* argumentiert man ganz analog mit

1+Q
Va(N', 2k)— p,(N, 2k) = Qf_ 2, Alny)e(n,a)

1 N<nm <N

X ¥ A(ny)e(—n,a)e( — 2ko)do .

N—-2k=n<N'—2k

Somit ist (3.9) richtig fiir

8
z ¢t

2xEN<N L2NZx3
8 —E.
4. Das Intervall [2x,x°> ] werde aufgeteilt in <(Inx)?**! aneinander anschlie-
Bende Intervalle [N,, N, . ,] mit
N,., <N,(1+(nx)"29).

Fiir alle k < x bis auf hdchstens O(x(Inx)38 *+ 203*Pa=D1) Aysnahmen und alle v gilt
daher

_ FAD oy, —
VN 20—, 20)= et 2H) (N, = 2x)

+O(N (Inx)P+~Ps+1), @4.1)
Fiir alle Nicht-Ausnahmen k ist wegen

Y A(mAm—2k)<N,

Ny<n=Ny+1
8 —&.
(4.1) an allen ye[2x,x° '] mit einem Fehler
O(¥(Inx)?+~P2*1 4 (Inx)~?4))

erfiillt.
Mit der Ungleichung

¢(q)

q
¢ ((q, 2k))

erhilt man durch einfache elementare Rechnung, daB die Anzahl der k < x mit

le(—2k) =

()
——c,(—2k
4> ()P 9*(q) =2k

durch O(x(Inx)2Ps*1~2D1) ghgeschitzt werden kann.

>(Inx)~Ps
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Verwertet man noch das Ergebnis (1.2) von von der Corput-Lavrik, so folgt

nach passender Wahl der D, die Behauptung des Satzes fiir alle y im angegebenen
Intervall.
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