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Thetareihen und modulare Spitzenformen
zu den Hilbertschen Modulgruppen
reell-quadratischer Korper. 11

Carl Friedrich Hermann
Universitdt Mannheim, Seminargebdude A 5, D-6800 Mannheim, Bundesrepublik Deutschland

Im Buch von van der Geer [6] wird gezeigt, daB} aus der Existenz eines effektiven
und modularen multikanonischen Divisors auf der Hilbertschen Modulfliche
Y,(D) die Minimalitat des Modells Y,’(D) folgt. Es wird vermutet, daB ein solcher
Divisor immer existiert. Falls y das Geschlecht von (1/5) ist, wurde diese
Vermutung in [3] fiir zwei Serien von Diskriminanten D=1 mod8 mit Hilfe von
auf Hx H_ definierten [I},-Spitzenformen vom Gewicht zwei bewiesen
[I,=Sl,(0p).] Im vorliegenden Artikel untersuchen wir, wann geeignete Produkte
der in [3] studierten modularen Thetareihen effektive multikanonische Divisoren
auf Y_(D) liefern. Die Bedingungen, die hierbei auftreten, betreffen die Fourierent-
wicklungen und Nullstellen dieser Thetareihen und sind fiir Spitzenformen vom
Gewicht zwei automatisch erfiillt.

Wir iibernehmen die Notation von [3].

Sei a ein quadratfreier Teiler von D. Dann ist IT*(D, a) (s. [ 3, 3.6]) eine modulare
I)-Spitzenform vom Gewicht 10. Die Hurwitz-MaaB-Erweiterung G, von I},
operiert transitiv auf der Menge {II(D,a), a|D} [3, Satz.2.] Deshalb ist die
Differentialform w*(IT%(D, a)) entweder fiir alle Teiler von D holomorph auf Y_(D)

oder fiir keinen. Es kommt aber vor, daBl w* [ [] (IT*(D, a)\ holomorph ist, obwohl
a|D

w*(IT*(D, a)) fiir alle a|D Pole hat. Falls D % 5 mod8, zerfillt II(D, a) in ein Produkt
zweier Modulformen. Fiir D=1mod8 bzw. D=0mod4 sind 0%D,a) bzw.

A%(D, a) modulare Spitzenformen vom Gewicht 4, [3,3.6]. Zwei Teiler a und y2 é,
a
wobei y durch y=2, falls (d,a)=(3,2)mod4 und y=1 sonst definiert ist, sind als
dquivalent anzusehen. Wir setzen I1(D) = [T (IT*(D, a)), sowie A(D) = [] 44D, a), falls
a|D a|D
D=0mod4 und (D)= [] 0%(D, a), falls D=1mod8, wobei sich die Produkte iiber
alD

je 2'™~1 njcht dquivalente Teiler erstrecken. I1(D) ist eine modulare Spitzenform
vom Gewicht 5-2“?, und A(D) bzw. 6(D) sind modulare Spitzenformen vom
Gewicht 2@* ! [(D) bezeichnet die Anzahl der Primteiler von D.]

Es gilt

Satz 1. a) o*(II(D)) ist genau dann holomorph auf Y_(D), wenn D kongruent 6 mod 9
ist, und es in Q([/l_)) keine Zahl der Norm —2 gibt.
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b) (D=0mod4)

w*(A(D)) ist genau dann holomorph auf Y_(D), wenn es in (Q(]/T)) keine Zahl der
Norm —N mit Ne{1,2,3} gibt.

¢) (D=1mod8)
w*(0(D)) ist genau dann holomorph auf Y_(D), wenn es zu jedem

D —k?
Ne Az ———€N, k,neZ, k=n=1mod2
einen Primteiler von D gibt, der nicht durch die quadratische Form X2*+4Ny?
darstellbar ist.

Wir stellen den Beweis von Satz | zuriick und ziehen zundchst eine Folge-
rung. Auf Y_(D) existieren jedenfalls dann effektive und modular multikanonische
Divisoren, wenn Y_(D)= Y°(D) gilt, und D eine der Kongruenzen D=6 mod9,
D=0mod4 oder D=1mod8 erfiillt.

Beispiele fiir a) sind D =60, 69, 105. Alle Diskriminanten D =4m, wobei m eine
quadratfreie Zahl mit m= — 1 mod 24 ist, genligen beispielsweise der Bedingung b).
Fiir Diskriminanten D=1mod8 ist die Aussage von Satz 1 komplizierter. Aus
n=1mod?2 folgt N=0mod2, also ist w*(D) jedenfalls dann holomorph, falls D
einen Teiler a mit a==1 mod8 besitzt in Ubereinstimmung mit [3] Satz 6. Weitere
Beispiele fiir ¢) sind etwa die Diskriminanten D =17p, wobei p eine Primzahl mit
p=a?+8b2=c?+16d?% a,b,c,de2Z+1 ist. Denn es gibt dann keine ungerade
Zahlen k,n mit D4 f €{2,4}, aber aus x>+ Ny?*=17 und N=0mod2 folgt
Ne€{2,4}. Aus einer modularen Spitzenform fe [F D g, v], keZ, erhilt man auf

folgende Weise weitere modulare Spitzenformen. Sei 9= a0, + foj, ein ganzes

op-Ideal, p ein Primideal der Norm p und leQ(f ) eine total-positive Zahl mit
M2 =(A)p. Es gibt Zahlen #, £ M~ * mit

_(* m
Mm—(ﬁ é)eSIZ(Qq/B».

=) =6k (0 )

Ty, /Lf)=(f | MA)'_’HO (f | Mmf)_

Setze

und

2 2

Direkte Rechnung unter Benutzung der bekannten Tatsache, dall 1}, von den

. . 1 . .
speziellen Matrizen I und <0 T), o€ oy erzeugt wird, ergibt

T, A,f)e[rp,kﬂig—l,u*]
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mit einem I,-Charakter v*. T,(, 4, ) ist genau dann modular, wenn f modular
ist. Falls f ein Produkt von Thetareihen der Art [3,(9)] ist, dann ist auch
T, (M, 4, f) eine Thetareihe. Dies folgt aus [3, Satz 3]. Leider wurde dort ein Term
vergessen. Korrigiert und leicht verallgemeinert lautet dieser Satz

Satz 2. Sei M=o,0+0,P ein (gebrochenes) Ideal in QQ/B) und
a
My = ( ﬁ Z) &S1,(@()/D)

wobei n, eI~ 1. Fiir jeden quadratfreien Teiler a von D gibt es eine Abbildung
ta, M): C(a,)—C(a,M), so dafs fiir alle ze H x H _ gilt

(03(D, a, 0p, 4, v) | Myy) (z) = (Norm(IMM))*08(D, a, M, t(a, M) (1, v)) (g) .
Fir D=1mod8 gilt t(a, M)(1,1)=(1,1) undfiir D=0mod4
t(a, M) (Cyla,)=Cy(a, M), k=4,6.

A 0
Beweis. Wegen M ;g = Mg, (0 PR
Ideal zu beweisen. In jeder Klasse gibt es ein Ideal 3 mit den in [3] Satz 3
vorausgesetzten Eigenschaften. Also gibt es Matrizen

) geniigt es, Satz 3 fiir ein zu M dquivalentes

U o0
MeSp,(@) und Q= (0 U,ﬂ)esz(Q)
mit detU=Norm3 und ¢(a, op)(M5)=MQ. Aus
(02IMQ)(Z) = (0,19) (Z) = (det U)*0,(AZ))

folgt dann Satz 3. Der Faktor (det U)*=(Norm J)* war in [3] vergessen worden.
Falls 9 ein Hauptideal («,) ist, wobei a, € 0p, a,>0 und N(x,)=p, gilt

T (%), 0y, f) = f(2,2) plj; f (a,, (z + x)) .

p
In [3] wurde (in Fall D =1mod8) ein hinreichendes Kriterium dafiir angegeben,
daB3 6(D, a,)Ty((a5), %5, 0(D, a,)) eine Spitzenform vom Gewicht zwei zur vollen
Gruppe [}, ist. Das verallgemeinern wir nun und setzen dazu voraus, daB D =u?
+ 02 =52+ pt? gilt (p eine Primzahl), wobei u, s€ 2N+ 1,v€ 4N, t € 2N, und daB es in
u+ [/5

v
T~ 3= §Z+Vlla

t .
V= s+21/5 und 3p=§Z+VPZ' Es gilt 32=(y,) und S§=p<%”) mit einem
Primideal p der Norm p. Setze 9(D,p) (z)=T/3,, —&y,,0(D,1)(z). Aus Satz2
folgt (Bezeichnungen wie in [3] S. 332-333)

QQ/B) eine Einheit ¢ >0 negativer Norm gibt. Setze y, =

(t/2)* /x=o t/2)°p
Die Charakteristik (1,1)€3; mod23; wird durch 7y, représentiert. Falls

9(1),p)(z)=9(1),1,3,,,1,1)(’3("9")2)’?11 9(1),1,3,,,1,1)((*‘_‘?‘22&&"_))‘ )

% =1mod2 wird (1,1)e 3,mod23, durch 3 reprasentiert. Dies kommt nur fiir
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p=2 vor, und der Charakter der Modulform (D, 1)(D, 2) ist dann nicht trivial.
Falls t=0mod4 wird (1,1)e3,mod23, durch y, reprisentiert. Das Transfor-
mationsverhalten der Thetareihen auf der rechten Seite von (1) unter Translati-
onen z+ z+a, ey, erhilt man leicht durch direkte Rechnung unter Ver-
wendung von [3] Formel (12). Es gilt

S(a)%e%ism)

oD, 1) (z+20)=(—1) 0(D,1)(z)

und

=+ 1)S@

(D, p)(z +ea)=e* (D, p)(2). @

Ein I,-Charakter ist genau dann trivial, wenn er auf der Untergruppe
1 o co
0 1 , & D

Satz 3. Sei D die Diskriminante eines reell-quadratischen Zahlkorpers, dessen
sdamtliche Teiler kongruent 1 mod8 sind. Dann gibt es Zahlen u,s€ 2N+1 und
v,te2N mit D=u?+0v>=5>+2t> und eine durch diese bestimmte modulare
Iy-Spitzenform 8(D, 1)3(D, 2) vom Gewicht zwei zu einem Charakter C mit C*=1, der
genau dann trivial ist, wenn t=0mod4 und v=4mod8 gilt.

trivial ist. Aus (2) folgt daher

Die ersten 10 Primzahlen, die die Bedingungen von Satz 3 erfiillen, sind
41, 137, 313, 409, 457, 521, 569, 761, 809, 857.

Ein einfaches Kriterium dafiir, wann die zu den modularen Spitzenformen der Art

p+1+r1
2 B

f=06(D,1y9(D,p)e [F D

-kanonischen Divisoren effektiv sind, habe ich auBer fiir (r, p)

1
gehé')rendcnp + 3 tr

=(1,2) nicht gefunden. Allerdings kann Div(w*(f)) in jedem Einzelfall explizit
berechnet werden. (s. dazu die Beispiele weiter unten). Aus Satz 3 und [6, VII 7.12]
folgt

Satz4. YO(D) ist minimal, falls D=u?+v>=s>+2t> wobei v=4mod8 und
t=0mod4.

Beweis von Satz 1. Fiir modulares fe[I},2k] gilt
Div(o*(f)=&(f)+S(f)+E(f)
mit =Y aPFY, a@=20. Der Index i numeriert hier die verschiedenen
Wi

Komponenten der Kurve Fy. Der Triger des Divisors S(f) setzt sich aus
rationalen Kurven, die durch die Auflésung der Spitzen entstehen, zusammen, und
der Triger von &(f) besteht aus rationalen Kurven, die von der Auflésung der
elliptischen Fixpunkte herkommen.
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Fir D=5, 8, 12 sind Div(w*(II(D)) bzw. Div(w*(4(D))) nicht effektiv. Falls
D >12 gibt es nur elliptische Fixpunkte der Ordnung 2 oder 3. Ihre Auflésung wird
im Buch [6] von van der Geer detailliert beschrieben (Kap. II 3). Falls in der
Auflosung eines Fixpunktes nur (— 2)-Kurven vorkommen, gibt es keine Fortset-
zungsprobleme [6, 3.3]. Sei E eine (—3)-Kurve, die zu einem Fixpunkt e der
Ordnung 3 gehort. Jede Modulform fe[ I}, k] mit k3 0mod3 verschwindet in e.
Fiir alle a|D liegt demnach e auf einer Nullstellenkurve von I1(D, a).

Hilfssatz 1. Zwei irreduzible Nullstellenkurven von II(D,a) schneiden sich im
Endlichen nicht.

Dies folgt aus [3, Satz4] und einem Resultat von Franke, wonach zwei
verschiedene Humbertsche Flichen der Diskriminante 1 auf der Siegelschen
Halbebene keinen Schnittpunkt haben [1, 3.3.4]. Im folgenden bezeichne f eine

der Modulformen
fe{II*(D,a), 44D, a),0%(D, a)} .

Aus Hilfssatz 1 folgt, da3 die Nullstellenkurven von f auf Y_(D) nicht singuldr
sind, und daBl E genau eine dieser Kurven schneidet. Wir folgern daraus, daf3
w*(4(D)) und w*(0(D)) lber allen elliptischen Fixpunkten holomorph sind, und
daB dies fur w*(II(D)) genau dann gilt, wenn in der Auflésung der Fixpunkte nur
(—2)-Kurven vorkommen. Nach [5, 2.1(7)] ist dies fiir Diskriminanten
D=6mod9 und nur fiir diese der Fall.

Wir setzen (D) =0, falls es in o}, eine Einheit negativer Norm gibt, und (D)= 1
sonst. Die Hurwitz-MaaB-Erweiterung G, von I}, operiert auf der Menge der
Spitzen und zerlegt sie in Orbits mit h,(D)=2"?~!~%D) Elementen. Es gibt h,(D)
Teiler a; von D und h,(D)=h(D) (h,(D))~! ganze Ideale 3, so daB die h(D) Ideale
0,3, j=1,...,h4(D), i=1, ..., hy(D) alle Idealklassen von Q([/B) représentieren.
Der Divisor &(f) zerfillt in eine Summe

hy(D) ha(D)

SN= % ¥ S, /). )

ji=1 i=1

Wegen [3, Satz 2] geniigt es, &(J;, ) zu berechnen. Mit B; ,, keZ, seien die
Randpunkte der Menge {0 €3; 2, a>0, @<0} bezeichnet. Es gilt 37 >=ZB, ,
+ZB, ;- Uber die Gleichungen

2mizy = B; y_ 1 logu; , + B; x logu; i,
4

2mi(—z,)= _i,k— logu; ,+ Ei,k logv; ,

werden Koordinaten (z,, —z,)e H x H_ in Koordinaten (u;,,v;,) auf Y_(D)
umgerechnet (s. [4, 2.3] oder [6, Kap. IT]).

Die Linge der Kettenbruchentwicklung einer zu J;” 2 gehorenden reduzierten
quadratischen Irrationalzahl sei 27°®)}, und die Geraden S, seien durch die
Gleichungen v; , =u; ,; =0 gegeben. Wir setzen

. 2B,
min(D, a, ., i, k) =min {S (g "">, gea, g=p mod20a5i}
a/D

und Qi /)=(a,,3/2a,, S0}
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Indem wir (4) in die Fourierentwicklung (f|Mg)(z) einsetzen, erhalten wir
-1

. S@u /)= % i, k) (IS S
mit k=0
GRIPD,a)=4( £ min(D.a k)=
ne i, j)
c(i, k) (4*(D, a)) =¥ min(D, a, n, i, k)) — 2
und

C(i, k) (08(D9 a)) = (mln (D, a, Ta i’ k)) -

wobein dasin [3, 3.2] eingefiihrte Element n e (i, j) ist, und T den vorderen Teil der
Charakteristik (1,1)e C(a, 3 ) bezeichnet.

Sei Jein oj-Idealund A e 32 eine Zahl mit A>0und 1< 0. Nach (5) mufl man zur
Berechnung von &(f) die Minima der Abbildungen

0(a, 3, 2):(a,3)*\{0} >N,

A
— S| g2
& (g al/B)
fiir 3=33; und 1= B; unter den Nebenbedingungen g=pumod2a,J; bestimmen.
Zum Beweis von Satz 1 geniigt es aber, Q(a;, 3, 4) fiir verschiedene Teiler a; von D
zu vergleichen. Zu Q(a, 3, 1) geh6rt nach Wahl einer Z-Basis von a,3 eine positiv
definite quadratische Form der Diskriminante 4N(1)m?, wobei m=Norm3J. Wir
setzen 0.B.d.A. voraus, daB3 J relativ prim zu (2D) ist. Dann gibt es eine Zahl w(3J)

_b +2'/5 mit N(o(3)) =0 mod 2dm? und 0,3 = Zam + Zax(3). Setze 0(a, 3, ) (x, )

=S((xam+ yw)? L) Die Wahl von {am,®(3)} als Basis von a,3 hat den
a/D

Vorteil, daB fiir zwei quadratfreie Teiler a, und a, von D die Formel

Q(ay, 3, l)(l// \/ ) 0(ay, 3, A)(x, y) (6)

gilt. Im folgenden bezeichnen wir die quadratische Form Q(x, y)=ax? +bxy +cy?
auch einfach mit Q oder auch mit [a, b, c] und setzen (a,b,c)=contQ.
Aus (6) erhélt man nach einigen elementaren Rechnungen

Hilfssatz 2. Q(a,, 3, 1) ist genau dann S, (Z)-dquivalent zu Q(a,, 3, 1), wenn es in der
Ordnung der Diskriminante

4N(J)m*(contQ(a,, T, 1), contQ(a,, T, 1))~ ?

von Q]/ N(A)) ein Element der Norm 5 gibt.

(11 2)

Der quadratischen Form Q=[a,b,c] ordnen wir die symmetrische Matrix

_(a b2
<¢>(Q)—<b/2 c)
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zu. Die Abbildung
#(a,3):372->M,(@),

A 0(Q(a, 3, 4)
ist ein Homomorphismus von Z-Moduln mit ¢(a, J)(3~2)C M ,(Z) (s. auch [3,
(12)]). Die Matrix ¢(a, 3;) (B;) is primitiv, weil {By, B; ; ,} eine Basis von J; % ist.
Also gilt contQ(a, 3;, By) € {1, 2}. Zu jeder positiv definiten quadratischen Form Q

gibt es bekanntlich eine zu Q dquivalente Form Q,.q=[4,b, c] mit 1) a,¢>0und 2)
—a<b=Za=Zc (s.z.B. [7,13]). Es gilt

min{Q(x, ), (x,y)=(1,0)mod2} =a,

min{Q(x, y), (x,y)=(0,1)mod2} =c
und

min{Q(x,y), (x,y)=(1,1)mod2}=a—b+c.
Wir kommen nun zuriick auf Formel (5) und setzen Q(a, 3;, By),ea =L7, 25,t]. Eine
einfache Rechnung ergibt c(i, k) (IT3(D, a))=r—s+t— 5. Also gilt
c(i, k) (IT1*(D, a)) <0
= Q(aa Si’ Bik)red € {[1: 09 1]9 [15 03 2]’ [190’ 3]’ [23 2: 2]a [1) 0, 4]’ [25 29 3]} .

Falls es in Q([/T)) ein Element der Norm —2 gibt, dann auch ein B; mit
N(B;)= —2 und Q(a,3;, By),ea=1[1,0,2] fiir alle a|D. Die in Satz 1a) genannten
Bedingungen sind also notwendig. Aus D=6 mod9 folgt, daB es in Q(l/l_)) kein
Element der Norm —1, —3 oder —4 gibt. Es gibt genau zwei Sl,(Z)-
Aquivalenzklassen positiv definiter quadratischer Formen der Determinante 5.

Sie werden durch [1,0, 5] und [2,2,3] reprisentiert. Sei B, € J; ? eine Zahl mit
N(B;)m? = —5. Weil x*+ 5y*=3 keine ganzzahlige Losung hat, folgt aus Hilfs-

satz 2, dal} Q(a,3;, By) und Q < G.a® , 3 By ) nicht dquivalent sind, also ist die

Multiplizitdt von S;, in S(n(D)) g]elch 0 und Satz 1a) ist bewiesen.
Der Beweis der Teile b) und c) von Satz1 erfolgt weitgehend analog.
Diskriminanten D=0mod4 haben immer mindestens zwei Teiler. Die Pole von

2
w*(AXD,a)) werden durch Nullstellen von w* (Ai(D,#)) kompensiert,

auBer wenn Norm (37)N(By)e{—1,—2,—3}. Im Fall D=1mod8 ist
Div(w*(0%(D, a))) fiir kein a|D effektiv. Falls *(6%(D, a;)), j=1, 2, eine gemeinsame
Polkurve S; haben, gibt es M ;e Sl,(Z) mit

1 0
¢(D, aj)(Bik)zMj<0 N> MS‘,

wobei die Matrizen M; noch einer Kongruenzbedingung mod2 geniigen miissen,
die von der Wahl einer Basis von a,,3; mod2a, J; abhéingt. Aus [3, Satz 4] folgt

N E{D in f , k, neZ} und aus Hilfssatz 2 folgt, daB es Zahlen x,yeZ gibt mit
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a.a . . . .
x?+Ny*=-—12_ Die oben erwidhnte Kongruenzbedingung erzwingt

(a,p)?

falls p nicht durch die quadratische Form x2 4 4Ny? dargestellt wird. Nun sei eine

y=0mod2 und n=1mod2. Daher ist S;, kein Pol von (08(D, a)6® (D, ﬂ~)),

D— 2
Zahl N= —4;121—, N,r,neZ, n=1mod2, r*<D vorgegeben. Setze oy = r+;/l—)‘

Wir konnen o.B.d.A. annehmen, daB J:=Zn+Z'ay eines der Ideale 3,

ie{1,...,h,(D)} ist. Setze By= _nZN. Es gilt

N 0\,
¢(1,s,~)(ﬁN)=M(0 1)M

mit M e [(2) und daher

g’p
min {S( ]/51\,)’ g2€eJ,, gsnmod23i} =1.
Daraus folgt, daB es ein keZ gibt mit By=B;, und c(i, k) (08D, 1))= — 1. Wenn
jeder Teiler von D durch x*>+4Ny? darstellbar ist, gilt wegen Hilfssatz 2
c(i, k) (0%(D, @) = — 1 fiir alle a|D. Also tritt S;, in Div(w*(0(D)) mit der Vielfachheit
— 2! auf,

Ich méchte nun anhand einiger Beispiele illustrieren, wie man

Div(w*(f)), fe{lI*D,a), 4%D,a), 05D, a)}

explizit berechnen kann. Zunichst einige allgemeine Bemerkungen. Auf den
Nullstellenkurven von f liegt kein Fixpunkt der Ordnung 3 und der zweiten Art,
also geben diese Fixpunkte in €(f) keinen Beitrag. Sei v,(f) die Multiplizitit, mit
der die zum Fixpunkt e der Ordnung 2 gehoérende (— 2)-Kurve in E(f) auftritt.
Dann gilt v,(f)=0, falls e nicht auf F(f) liegt und (wegen Hilfssatz 1) v,(IT*(D, a))
=v,(44D, a))=1, v,(0%D,a))=4 sonst. Sei E eine (—3)-Kurve, dic zu einem
Fixpunkt der Ordnung 3 gehért. Dann enthilt €(f) den Beitrag v;(f)E mit
v3(IT3(D, a))= —1, v5(43(D, a))=0 und v4(0%(D, a)) =2. D2

Nach [3] Satz 4 ist jede Nullstellenkurve von IT*(D,a) in { JFy, N e{ i eN }

k+1/D . . . .
enthalten. Setze ay = +2l/— und M = o,m + opay. Die schief-Hermitesche Matrix

BN2=~EI—M(m< O (XON>Mmt

m — oy

(Mg wie in Satz 2) ist primitiv. Die durch By definierte Komponente von F, sei mit
F{ bezeichnet. Aufgrund von Satz 2 verschwindet (D, a, op, 4, v) auf F§’ genau
dann, wenn (D, a, M, t(u, v)) auf {(oy, &y)z,z€ H} CH x H _ verschwindet.

Mit Hilfe dieses Kriteriums sowie [3, Satz 2] und den Uberlegungen von [3],
Beweis von Satz 4, kann man §(f) leicht berechnen. Man muf} dazu nur feststellen,

) o . .. .
welche der quadratischen Formen Q| a, S)J?,m—'; diagonalisierbar sind.
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In unseren Beispielen gibt es in oj, nur je ein Idealgeschlecht. Zur Bestimmung
von &(f) geniigt es daher, die Minima der quadratischen Formen Q(a, op, By)

obei
v {a€op, 0>0,G<0}=...+ NB_,+NB,+NB, +...,

zu berechnen. Falls die Grundeinheit von Q([/]S) positiv ist, gibt es zu jedem a ein
d, so daB Q(a, 3, A) dquivalent ist zu Q(d, 3, ed). Deshalb und wegen Q(a, 3, 1)
=Q(a,T, ) genligt es, Q(a, o, B)fiir k=0,1, ...,427°P]_ + u) zu reduzieren (u=1,
falls /=1mod2 und u=2 sonst. (I_bezeichnet die Lange des zu (1/5) gehorenden
Zykels). Zur Illustration der einzelnen Rechenschritte behandeln wir das erste
Beispiel ziemlich ausfiihrlich.

D=28

(%) =Z+Zo, w=7+71ﬁ =[[Bo2ba11=[[223.3.2]], | =10, §(28)=1,
B_1=1+]ﬁ, Bo=l/7a By =bBy—B 1.
0(a, 0,5, x+ Y1) = [%xﬂ- %y, 2x, —ay], ae{1,2}.

Setze ¢(Q(a, 0,8, By) = R(a, K)p(Q(a, 055, By);s)R(a, k)'. Es gilt

k 0 1 2

b, 2 2 3

B, V7 Y1-1 )12
Q(l’OZB’ Bk)red [1707 7] [1’0’6] [15(), 3]
Q(z’ D38, Bk)red [27 2’ 4] [2’ 0’ 3] [2’ 2a 2]

R, Kymod2 (1 ‘) (" ’) (1 1)

10 10
RO mod 1 1 11
2/ mo 10 0 1

. T+V7
Die Charakteristik ne a, mod2a, wird fiir a=1 durch n =(1,0)< +1l[) und fiir

7 . .
a=2 durch n=(0, 1)(7 +21[> reprasentiert. Daher gilt

B
min {S(gzﬁ) gED,q, gE7+[/7m0d2}
=min {r,x? +2s,xy+ 5% (x, »)=(1,00R(1, k) mod 2},

wobei [7y, 251, t] = 0(1, 045, By)eq. Mit Hilfe von Formel (5) und der Tabelle
errechnet man

S(43(28,1)=25,+8,—83—8,—S5—56—5,+Ss.
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Analog dazu findet man
S(43(28,2))= —S;—S,—S,+S,+285+S¢—Sg— Sy .

Die Komponenten F{ bzw. FY seien durch die Bedingungen {(B,, B,)z, ze H}
CFY bzw. {(B,, B,)z,ze H} CFY’ definiert. Es gilt

H(43(28,a) =2FP+F), ae{1,2)
i3 1) =3z
I1(28,1) 11(28,2)
= 1081 CA.08.2)

Man kann 44€[G,s,3,1] zeigen. Es gilt
Div(w*(4(28))=2(F3;+F;)+So—S,—S3+S5—S;—Sg+2EV + E® + E®),
W;)bei die EY zu den Fixpunkten der Ordnung 2 gehoren, die auf F, liegen. Weiter

gilt
Div(w*(42))=2F¢+So+8S;—S,—83+S,+Ss+8S¢—S;—Ss+Sg—E’ —EP,

wobei die E{ die zu den beiden Fixpunkten der Ordnung drei und der ersten Art

gehorenden (— 3)-Kurven sind. Das geometrische Geschlecht von Y_(28) ist eins.

Bis auf einen konstanten Faktor gibt es also genau eine I,¢-Spitzenform vom
Gewicht zwei. Sie sei mit Q bezeichnet.

) =F¢. Letzteres impliziert

Satz 5. Q ist eine symmetrische I',g-Spitzenform vom Gewicht zwei mit Q(g(z))
=£(z) und FQ)=F;.

Beweis. Die Einschrankung von Q auf F; liefert §(Q2)= F5. Daraus ergibt sich

F( Do, Q= Fe,  (03=9+]/7)

und wegen F(4¢)=F4 sogar F(T,(a,, 2))=F,, woraus F(Q)=<F; folgt. Wire Q
schiefsymmetrisch oder nicht invariant unter z+— gyz, so wiirde es auf Fg
Nullstellen von  geben, was wegen F3nF¢ =0 nicht moglich ist.

Folgerung. Div(w*(£2)) ist ein effektiver und modularer kanonischer Divisor auf
Y_(28).

D=

w= lﬁﬁ_@ =[02,2,2,3,2,2]],B_, = 1/1_50), B,= [/E Die zwei Idealklassen in

Q(]/éﬁ) konnen durch g, und o, reprisentiert werden. Dazu gehoren zwei Zykel
von je zwolf rationalen Kurven S, ie€{l,2}, k=0,..,11. Es
gilt Div(w*(I1(60)))=4(F s+ F1,)+2F, +8F4

2

Y, (20(S;io+ Si6) + 18(Si1 + Sis+Si7 +Si7+Si11)

i=1

+11(Si2+ Sia+ Sig + Si10) +4(Si3+ Si9))
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und
2
Div(w*(4(60))=4F ;5 +2F 1+ 3, (8(Sio+Si6) +6(S;; + Sis +Si7+Si11)
i=1

+4(S;2+Sis+Sis + Sit0) -

In den beiden letzten Beispielen bezeichnen E®, i=1,...,4 (—2)-Kurven, die von
Fixpunkten der Ordnung zwei herkommen. Es gilt E¥ - F,=1,i=1,2und E® . Fy,
=E®.Fy=1mit N=5im Fall D=41 und N =26 falls D=113. E, ist eine (— 3)-
Kurve mit E;- F, =1.

D=41

7+)/41 T T I T
y‘=[[ 9 Ty Luy Ty vy Loy Luy Ly Iy ,4]],B._1=80CU, B0=80'

Div(w*(I1(41))) =2(F + Fy + F4+ Fg+F 4)—3S0—2(S; +S10) —2(S5 + S,)
+4(S;4+S7)+6(Ss+Ss)—E;+ EV+EP+ E® + E@ |
Div(cw*(0(41))) =8(F 1+ F3)+S; + 80— (S3+Sg+S4+ S, +S55+S¢)
+2E,+4EY + E®),
Div(w*(0(41,1)9(41,2)))=4F, +2F,+ F ,+ E; + 2EV+ E® |

w= “+—— V113 =[[11,6,2,4,2,2,2,3,2,...,2,3,2,2,2,4,2,6]],
2 N——

8x
B-1=80(l), B0=80,

Div(w*(0(113))=8(F, + F,+ F,+F;)+S; +S,,+6(S, +S,,)
+3(S5+S20)+2(S,+S10)
+(Ss5+S818)—(S7+S16+Ss+ S5 +So+S14+S10+S13+ 811 +512)
+2(Eq+ EQ) + ES) + 4(EM + E®).

Div(w*(0(113,1)9(113,2))*)=8F , + 8F , + 4F , + 2F
+2Fg+2F 4+ S+ 85, +2(S,+S5,)
+(S3+820)+2S4+S19)+3(S5+S18) +2(S6+S17)+ 8,4+ 816
+Sg+S15+So+S814+S10+S13+ 811 +8,,+2E;.

Div(w*(3(113,7))=8F 4+ 2F;+F 4+ F 5+ F o —(S;+S,5)

—(83+520)+85+S1g+S6+S17+5;+816+3(Sg+5;5)
+4(So+S14)+5(S10+S813)+6(Sy; +S51,)+2E; +4EM,

Die Summe der beiden 2-kanonischen modularen Divisoren Div(w*(6(113))) und
Div(w*(3(113,7))) ist effektiv.
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