C‘ U q NIEDERSACHSISCHE STAATS- UND
-~ L UNIVERSITATSBIBLIOTHEK GOTTINGEN

Werk

Titel: Analysis

Jahr: 1866

Kollektion: Mathematica

Digitalisiert: Niedersachsische Staats- und Universitatsbibliothek Gottingen
Werk Id: PPN235999628

PURL: http://resolver.sub.uni-goettingen.de/purl?PPN235999628

OPAC: http://opac.sub.uni-goettingen.de/DB=1/PPN?PPN=235999628

LOG Id: LOG_0009

LOG Titel: Theorematis de resolubilitate functionum algebraicarum integrarum in factores reales demonstratio tertia.
Supplementum commentationis praecedentis

LOG Typ: chapter

Ubergeordnetes Werk

Werk Id: PPN235957348
PURL: http://resolver.sub.uni-goettingen.de/purl?PPN235957348
OPAC: http://opac.sub.uni-goettingen.de/DB=1/PPN?PPN=235957348

Terms and Conditions

The Goettingen State and University Library provides access to digitized documents strictly for noncommercial educational,
research and private purposes and makes no warranty with regard to their use for other purposes. Some of our collections
are protected by copyright. Publication and/or broadcast in any form (including electronic) requires prior written permission
from the Goettingen State- and University Library.

Each copy of any part of this document must contain there Terms and Conditions. With the usage of the library's online
system to access or download a digitized document you accept the Terms and Conditions.

Reproductions of material on the web site may not be made for or donated to other repositories, nor may be further
reproduced without written permission from the Goettingen State- and University Library.

For reproduction requests and permissions, please contact us. If citing materials, please give proper attribution of the
source.

Contact

Niedersachsische Staats- und Universitatsbibliothek Gottingen
Georg-August-Universitat Gottingen

Platz der Gottinger Sieben 1

37073 Géttingen

Germany

Email: gdz@sub.uni-goettingen.de


mailto:gdz@sub.uni-goettingen.de

THEOREMATIS

DE RESOLUBILITATE FUNCTIONUM
ALGEBRAICARUM INTEGRARUM

IN FACTORES REALES

DEMONSTRATIO TERTIA

SUPPLEMENTUM COMMENTATIONIS PRAECEDENTIS

AUCTORE

CAROLO FRIDERICO GAUSS

SOCIETATI REGIAE SCIENTIARUM TRADITUM 1816. JAN. 30.

Commentationes societatis regiae scientiarum Gottingensis recentiores. Vol. 1.

Gottingae MDCCCXVI.




58



59

THEOREMATIS DE RESOLUBILITATE
FUNCTIONUM ALGEBRAICARUM INTEGRARUM
IN FACTORES REALES

DEMONSTRATIO TERTIA.

SUPPLEMENTUM COMMENTATIONIS PRAECEDENTIS.

Postquam commentatio praecedens typis iam expressa esset, iteratae de eo-
dem argumento meditationes ad novam theorematis demonstrationem perduxerunt,
quae perinde quidem ac praecedens pure analytica est, sed principiis prorsus di-
versis innititur, et respectu simplicitatis illi longissime praeferenda videtur. Huic
itaque fertiae demonstrationi pagellae sequentes dicatae sunto.

1.
Proposita sit functio indeterminatae # haecce:

X = 2"+ Aa" ' Ba™ 4 Ca™ 3+ ete. +La+M

in qua coéfficientes A4, B, Cetc. sunt quantitates reales determinatae. Sint 7, ¢
aliae indeterminatae, statuamusque

r"cosmeo—~+ Ar™ " cos(m—1) o Br"*cos(m—2)¢
—+ Cr™3cos (m—3) ¢+ ete. +Lrcosp+M = ¢
r"sinme- Ar™ ' sin (m —1) ¢+ Br”sin (m—2) ¢

4 Cr"*3sin (m — 3) -} ete. +Lrsing — u
8*
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mr™ cosmep— (m—1) Ar™ ™ cos (m—1) - (m— 2) Br™ cos (m—2)¢
—+(m— 3) Cr™3cos(m— 3) ¢+ ete. +Lrcosp = ¢’
mr™sinmeo—(m—1) Ar™sin (m—1) o+ (m— 2) B >sin (m— 2)¢
- (m— 3) Cr™3sin(m — 3) ¢+ ete. + Lrsing = u’
mmr™cosmep—-(m—1)* Ar™cos (m—1) @+ (m—2)* Br™*cos (m— 2)¢
4 (m—3)* Cr" 3 cos(m—3) o+ etc. 4 Lrcosp = ¢*
mmr™ sinme -4 (m—1) Ar™ sin (m —1) o+ (m — 2)* Br™>sin (m— 2)¢
—+(m—3)* Cr™*sin (m—3) o+ etc. +Lrsing = o’

(¢t +uu) (tt"+un"”) + v —ut' P — (' uu')®
r(tt +uu)? ] - [‘/

Factorem # manifesto e denominatore formulae ultimae tollere licet, quum

t', 4, t", W' per illum sint divisibiles. Denique sit R quantitas positiva deter-
minata, arbitraria quidem, attamen maior maxima quantitatum

mAy2, \(mBY2), ¥(mCy2), VimDy?2) etc.

abstrahendo a signis quantitatum A, B, C etc., i. e. mutatis negativis, si quae
adsint, in positivas. His ita praeparatis, dico, ##—wu% certo nancisci valorem
positivum, si statuatur r = R, quicunque valor (realis) ipsi ¢ tribuatur.

Demonstratio. Statuamus

R™cos 45"+ A R™ " cos(45°+ @)+ B R" 2cos (45°+ 2)
~+ CR™ 3 cos (45°+4- 3¢)-} ete. L Reos (454 (m—1)¢)+ Mcos (45°+m¢) = T
R™sin 45°4+A4 R™*sin (45°4- ¢) - BR™ *sin (45%} 2 ¢)
~+ CR™ *sin (45°4 3 )+ ete. - L Rsin (454 (m—1) ¢}t Msin (45°+me) = U
mR™cos 45°4(m—1) A R™* cos (45°4-¢) 4 (m — 2) BR™ * cos (45°+ 2¢)
~+ (m— 3) CR™ % cos(45°4-3¢) 4~ etc. -~ LRcos(45°+ (m—1)p) = T”
m R™sin 45°4- (m —1) A R™sin (45°+ @) 4 {m— 2) BR™ *sin (45°4- 2 ¢)
~+(m — 3) CR™ ®sin (45°4}-3 ¢) + etc. + LRsin(45°+(m—1)¢) = U’

patetque ‘
I. T compositam esse e partibus
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2[R +mAy2.cos(45°+g)]
+ZZ [RR+mBy/2. cos(45°+ 2¢)]

my/2
+%,%s [R® +mC\/2.cos(45°+ 3¢)]
_,_%‘E‘ [R* +4+mDy/2.cos(45°+4¢)]
-+ ete. *

quas singulas, pro valore quolibet determinato reali ipsius ¢, positivas evadere
facile perspicitur: hinc 7T necessario valorem positivum obtinet. Simili modo
probatur, etiam U, 7", U’ fieri positivas, unde etiam T T'+4- UU’ necessario
fit quantitas positiva.

II. Pro r = R functiones ¢, %, ¢’, ' resp. transeunt in

T cos (45°~me)+ U sin (45°+m )
T sin (45°4-m¢)— U cos (45° +m )
T'cos (45°+-me) -+ U'sin (45°+m )
"T"sin (45°+-me) — U'cos(45°+mep)

uti evolutione facta facile probatur. Hinc vero valor functionis ##'-+-wu/, pro
r = R, derivatur — TT'+ UU’, adeoque est quantitas positiva. Q. E. D.

Ceterum ex iisdem formulis colligimus valorem functionis ¢¢+4-uw, pro r=R,
esse TT-+ UU, adeoque positivam, unde concludimus, pro nullo valore ipsius 7, -
singulis m A44/2, \/(m B\/2), ¥/ (m C\/2) etc. maiori, simul fieri posse ti=0, u=0.

2.

Teeorema. Intra limites r =0 et r = R, atque ¢ =0 et @ = 360
certo exstant valores tales indeterminatarum r,, pro quibus fiat simul t=0 et u==0.

Demonstratio. Supponamus theorema non esse verum, patetque, valorem
ipsius #¢-4-uu pro cunctis valoribus indeterminatarum intra limites assignatos
fieri debere quantitatem positivafn, et proin valorem ipsius y semper finitam. Con-
sideremus integrale duplex

ffydrdq} '

ab r =0 usque ad r =R, atquea @ = 0 usque ad ¢ = 360° extensum,
quod igitur valorem finitum plene determinatum nanciscitur. Hic valor, guem
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-

per Q denotabimus, idem prodire debebit, sive integratio prime instituatur se-
cundum ¢ ac dein secundum r, sive ordine inverso. At habemus indefinite, con-
siderando r tamquam constantem,
tu'—ut’

fydgo = rGEttuw
uti per differentiationem secundum ¢ facile confirmatur. Constans non adii-
cienda, siquidem integrale a ¢ =— 0 incipiendum supponamus, quoniam pro

tu'—ut’ . tu'—ut’ R
=0 fit TG = O Quare quum manifesto TG ctiam evanescat pro
@ = 360° integrale fyﬂdcp a @ = 0 usque ad ¢ = 360° fit = 0, manente »
indefinita. Hinc autem sequitur Q = 0.
Perinde habemus indefinite, considerando ¢ tamquam constantem,

__tt'tud
fydr = it uu

uti aeque facile per differentiationem secundum -r confirmatur: hic quoque con-
stans non adiicienda, integrali ab » — 0 incipiente. Quapropter integrale ab
r =10 usque ad r = R extensum fit per ea, quae in art. praec. demonstrata sunt,

= "_-‘—1’.;11'1 g.z. adeoque per theorema art. praec. semper quantitas positiva pro quo-
libet valore reali ipsius ¢. Hinc etiam Q, i. e. valor integralis
R IT'+UU 4
rT+00U

a ¢ =0 usque ad ¢ == 360", necessario fit quantitas positiva®). Quod est ab-
surdum, quoniam eandem quantitatem antea invenimus — 0: suppositio itaque
consistere nequit, theorematisque veritas hinc evicta est.

3.
Functio X per substitutionem #=r(cos¢-}sing.\/—1) transitin ¢-u\—1,
‘nec non per substitutionem =z = r(cosp—sing.\/—1) in t—uy—1. Quodsi
igitur pro valoribus determinatis ipsarum r, ¢, puta pro r =g, ¢ = G, simul
provenit £ = 0, v = 0 (quales valores exstare in art. praec. demonstratum est),
X per utramque substitutionem

*) Utiiam per se manifestum est. Ceterum integrale indefinitum facile ervitur = mo -+ 45°— arc.xtang-g ,
atque aliunde demonstrari potest (per se enim nondum obvium est, quemnam valorem ex infinite multis functioni
multiformi arc. tang. —f‘ competentibus pro ¢ = 360° adoptare oporteat), huius valorem usque ad © = 360°

extensum statui debere = m><360° sive = 2m=. Sed hoc ad institutum nostrum non est necessarium.
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z = g(cos G-sin G.\/—1), z = g(cos G—sin G.\/—1)
valorem 0 obtinet, et proin indefinite per
z—g(cos G—+-sin G.\/—1), nec non per z—g(cos G — sin G.\/—1)

divisibilis erit. Quoties non est sin G = 0, neque g — 0, hi divisores sunt
inaequales, et proin X etiam per illorum productum

zx—2gcosG.x+gg

divisibilis erit, quoties autem vel sin G =0 adeoque cos G = 41, vel g=0,
illi factores sunt identici scilicet = # - g. Certum itaque est, functionem X
involvere divisorem realem secundi vel primi ordinis, et quum eadem conclusio
rursus de quotiente valeat, X in tales factores complete resolubilis erit. Q.E.D.

4.

Quamquam in praecedentibus negotio quod propositum erat, iam plene per-
funeti simus, tamen haud superfluum erit, adhuc quaedam de ratiocinatione art. 2
adiicere. A suppositione, ¢ et » pro nullis valoribus indeterminatarum r, ¢ in-
tra limites illic assignatos simul evanescere, ad contradictionem inevitabilem de-
lapsi sumus, unde ipsius suppositionis falsitatem conclusimus. Haec igitur con-
tradictio cessare debet, si revera adsunt valores ipsarum 7, ¢, pro quibus ¢ et »
simul filunt = 0. Quod ut magis illustretur, observamus, pro talibus valoribus
fieri #£-4-uu = 0, adeoque ipsam y infinitam, unde haud amplius licebit, in-
tegrale duplex f [ydrdo tamquam quantitatem assignabilem tractare. Genera-
liter quidem loquendo, denotantibus &, 1, { indefinite coordinatas punctorum in
spatio, integrale [fydrde exhibet volumen solidi, quod continetur inter quin-
que plana, quorum aequationes sunt

E=0 1=0 (=0, £=R, 1= 360°

atque superficiem, cuius aequatio { =y, considerando eas partes tamquam ne-
gativas, in quibus coordinatae [ sunt negativae. Sed tacite hic subintelligitur,
superficiem sextam esse continuam, qua conditione cessante, dum y evadit infi-
nita, utique fieri potest, ut conceptus ille sensu careat. In tali casu de integrali
[fydrde colligendo sermo esse nequit, neque adeo mirandum est, operationes
analyticas coeco calculo ad inania applicatas ad absurda perducere.
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Integratio [yde = % eatenus tantum est integratio vera, i.e. sum-

matio, quatenus inter limites, per quos extenditur, y ubique est quantitas finita,
absurda autem, si inter illos limites y alicubi infinita evadit. Si integrale tale
Jnd&, quod generaliter loquendo exhibet aream inter lineam abscissarum atque
curvam, cuius ordinata = 1 pro abscissa &, secundum regulas suetas evolvimus,
continuitatis immemores, saepissime contradictionibus implicamur. E.g. statuendo
N = é, analysis suppeditat integrale — C—-, quo area recte definitur, quam-
diu curva continuitatem servat; qua pro £==0 interrupta, si quis magnitudinem
areae inde ab abscissa negativa usque ad positivam inepte rogat, responsum absur-
dum a formula feret, eam esse negativam. Quid autem sibi velint haec similiaque
analyseos paradoxa, alia occasione fusius persequemur.

Hic unicam observationem adiicere liceat. Propositis absque restrictione
quaestionibus, quae certis casibus absurdae evadere possunt, saepissime ita sibi
consulit analysis, ut responsum ex parte vagum reddat. Ita pro valore integralis
ffydrdcp ab r=—e¢ usque ad r=y, atquea ¢=F usque ad ¢ =F ex-
tendendi, si valor ipsius %

pro r — e, ¢ — E designatur per 6

r—e o=F . .. . ... 0
r=f o=E . . . . ... 8
r=f oe=F . .. ... .08

per operationes analyticas facile obtinetur

Arc. tang § — Arc. tang 8'— Arc. tang 6" Arc. tang 6"

Revera quidem integrale tunc tantum valorem certum habere potest, quoties y
inter limites assignatos semper manet finita: hic valor sub formula tradita utique
contentus, tamen per eam nondum ex asse definitur, quoniam Arc. tang. est functio
multiformis, seorsimque per alias considerationes (haud quidem difficiles) decidere
oportebit, quinam potissimum functionis valores in casu determinato sint adhi-
bendi. Contra quoties y alicubi inter limites assignatos infinita evadit, quaestio
de valore integralis f f ydrde absurda est: quo non obstante si responsum ab
analysi extorquere obstinaveris, pro methodorum diversitate modo hoc modo illud
reddetur, quae tamen singula sub formula generali ante tradita contenta erunt.




