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BEWEIS

EINES ALGEBRAISCHEN LEHRSATZES.

Der Gegenstand dieses Aufsatzes ist der Carresische, gewohnlich nach Haz-
rIoT benannte, Lehrsatz iiber den Zusammenhang der Anzahl der positiven und
negativen Wurzeln einer algebraischen Gleichung mit der Anzahl der Abwechse-
lungen und Folgen in den Zeichen der Coéfficienten. Man vermisst an den von
verschiedenen Schriftstellern versuchten Beweisen dieses Theorems die Klarheit,
Kiirze und umfassende Allgemeinheit, die man bei einem so elementarischen Ge-
genstande mit Recht verlangen kann, und eine neue Behandlung desselben scheint
daher nicht iberfliissig zu sein.

Es sei X eine algebraische ganze Function von # von der Ordnung m,
nach absteigenden Potenzen von x geordnet. Wir nebhmen an (ohne Nachtheil
fiir die Allgemeinheit), dass das hichste Glied 2™ sei, und das niedrigste von @
freie Glied nicht fehle; bloss die wirklich vorhandenen Glieder sollen aufgestellt,
also nicht die etwa fehlenden mit dem Coéfficienten 0 angesetzt sein.

Wenn nicht alle Coéfficienten positiv sind, so werden sie einen oder meh-
rere Zeichenwechsel darbieten. Es sei — Na® das erste negative Glied, das er-.
ste hierauf folgende positive - Pa?, das erste hierauf folgende negative — Qa7
u.s.w. Essind mithin m,#, p, ¢ u.s.w. abnehmende ganze Zahlen; N, P, Qu s.w.
positiv, und X erscheint so dargestellt

X=a"4++..—N2"—— .. +PaP4++ .. —Qa!— us.w.
9%



68 BEWEIS

Es werde X mit dem einfachen Factor 2#—a multiplicirt, wo o positiv
vorausgesetzt wird. Man sieht leicht, dass in dem Producte, #”t' einen ne-
gativen, #?T' einen positiven, 271! einen negativen Coéfficienten u.s.w., also
das Product diese Form erhalten wird:

X(w-—a):aym’*'l,“__ ’wn_*-lc--+P’¢Z’p+l.,—QIwQ+l...

sodass N', P, Q'u.s.w. positiv werden. Die Zeichen zwischen den aufgestell-
ten Gliedern bleiben zwar unentschieden: allein es ist klar, dass vom héchsten
Gliede bis zur Potenz #"*' wenigstens ein Zeichenwechsel, bis 71" wenigstens
zwei, bis 22! wenigstens drei u.s.w. statt finden. Ist der letzte Zeichenwech-
sel in X bei dem Gliede -+ Uz”, und bezeichnet man-den Coéfficienten von
27" in X(@—a) durch 4 U’, so wird U’ positiv sein, und bis zum Gliede
+ U'z"T! haben dann wenigstens eben so viele Zeichenwechsel, wie in X sind,
statt gefunden. Das letzte Glied in X(2—a) wird aber das Zeichen - haben:
es muss also bis dahin wenigstens noch ein Zeichenwechsel hinzugekommen sein.
Wir schliessen also, dass X(z#—a) wenigstens einen Zeichenwechsel mehr hat
als X.

Es sei nun X das Product aller einfachen Factoren, die den negativen und
imaginiiren Wurzeln einer Gleichung y = 0 entsprechen, also wenn «, 0, yu.s.w.
die positiven Wurzeln derselben Gleichung sind,

y = X@g—a)z—08)@@—7) . ..

Es finden sich also nach vorstehendem Satze, in X(#—a) wenigstens ein Zei-
chenwechsel, in X(# —a)(@#—78) wenigstens zwei, in X(@—a)(@—0)(@—7)
wenigstens drei u.s.w. mehr als in X;. folglich werden, auch wenn in X gar kein
Zeichenwechsel vorkommt, in y wenigstens so viele Zeichenwechsel sein, wie po-
sitive Wurzeln. Man sieht von selbst, dass wenn die Gleichung weder negative,
noch imagindre Wurzeln hat, man X = 1 zu setzen hat, und dieser Schluss
seine Giiltigkeit behilt.

Es gehe y, wenn den Coéfficienten der Potenzen 2™~ L™ 2™ wsw
die entgegengesetzten Zeichen beigelegt werden, in 3 iiber; simmtliche Wur-
zeln der Gleichung y'= 0 werden dann den Wurzeln der Gleichung y — 0
entgegengesetzt sein. Es wird daher in 3 wenigstens eben so viele Zeichen-
wechsel geben, als die Gleichung y — 0 negative Wurzeln hat.
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Wir haben daher folgenden Lehrsatz:

Die Gleichung y = 0 kann nicht mehr positive Wurzeln haben, als es Zei- -
chenwechsel in y gibt, und nicht mehr negative Wurzeln, als Zeichenwechsel in y'
sind.

Diese Einkleidung des Theorems scheint die zweckmiissigste zu sein, da sie
die grosste Einfachheit mit der umfassendsten Allgemeinheit vereinigt, und alle
Gestalten des Satzes, die nur unter besondern Bedingungen gelten, von selbst
daraus fliessen.

Will man die Grenze der Anzahl der negativen Wurzeln unmittelbar an den
Zeichen der Coéfficienten von y erkennen, so wird es nothwendig, die ummittel-
baren Zeichenwechsel und Zeichenfolgen (bei Gliedern, wo die Exponenten von
x um eine Einheit verschieden sind) von den durch fehlende Glieder wunterbro-
chenen zu unterscheiden. Offenbar wird jeder unmittelbare und jeder durch eine
gerade Anzahl fehlender Glieder unterbrochene Zeichenwechsel in y' zu einer
dhnlichen Zeichenfolge in y, wihrend ein durch eine ungerade Anzahl fehlender
Glieder unterbrochener Zeichenwechsel in y" auch in y ein dhnlicher. Zeichen-
wechsel bleibt. Der zweite Theil des Theorems lidsst sich daher auch so aus-
driicken:

Die Anzahl der negativen Wurzeln der Gleichung y=0 kann nicht grosser
sein, als die Anzahl der unmittelbaren und der durch eine gerade Anzahl fehlen-
der Glieder unterbrochenen Zeichenfolgen, addirt zu der Anzahl der durch eine
ungerade Anzahl fehlender Glieder unterbrochenen Zeichenwechsel in y.

Fehlt in y gar kein Glied, so ist die Anzahl der negativen Wurzeln nicht
grosser, als die Anzahl der Zeichenfolgen.

Bezeichnet man durch A die Anzahl der unmittelbaren Zeichenwechsel,
und durch B die Anzahl der unmittelbaren Zeichenfolgen in y, so wird, wenn
kein Glied fehlt, A-+B = m sein, also der Anzahl aller Wurzeln gleich. In-
sofern diese Zeichen also bloss lehren, dass die Anzahl der positiven Wurzeln nicht
grosser als 4, und die der negativen nicht grosser als B sein kann. bleibt es
unentschieden, ob oder wie viele imaginéire Wurzeln vorhanden sind. Weiss man
aber anders woher, dass die Gleichung keine imaginire. Wurzeln hat, so muss
nothwendig A der Anzahl der positiven, und B der Anzahl der negativen Wur-
zeln gleich sein.

Anders aber verhilt es sich, wenn in y Glieder fehlen. Um mit Klarheit
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zu ibersehen, was sich daraus in Beziehung auf die imaginiren Wurzeln schliessen
lisst, bezeichnen wir durch e die Anzahl der durch eine gerade, durch ¢ die
Anzahl der durch eine ungerade Anzahl fehlender Glieder unterbrochenen Zeichen-
wechsel; durch b und d resp. die Anzahl der durch eine gerade und ungerade
Anzahl fehlender Glieder unterbrochenen Zeichenfolgen in y. Man sieht leicht,
dass m—A—B—a—b—c—d der Anzahl simmtlicher fehlender Glieder, die
wir durch e bezeichnen wollen, gleich sein werde. Nun ist nach unserm Lehr-
satze die Anzahl der positiven Wurzeln hochstens A-+}a-}-¢, die Anzahl der ne-
gativen hiochstens B-}-b--¢, also die Anzahl aller reellen Wurzeln hichstens

A+B+ta+b+2c =m—+c—d—e

- Es muss daher die Anzahl der imaginiren Wurzeln wenigstens ¢ —c—-d sein.

Zshlt man also alle fehlenden Glieder zusammen, jedoch so, dass man in
jeder Liicke zwischen einem Zeichenwechsel eine Einheit weniger, zwischen einer
Zeichenfolge aber eine Einheit mehr rechnet, als Glieder fehlen, so oft deren An-
zahl ungerade ist, so erhdlt man eine Zahl, der die Anzahl der imaginiiren Wur-
zeln wenigstens gleich kommen muss.




