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BEITRAGE ZUR THEORIE

DER ALGEBRAISCHEN GLEICHUNGEN.

Es werden in dieser Denkschrift zwei verschiedene die algebraischen Glei-
chungen betreffende Gegenstinde behandelt. Zuerst stelle ich den vor funfzig
Jahren von mir gegebenen Beweis des Grundlehrsatzes der Theorie der algebrai-
schen Gleichungen in einer verinderten Gestalt und mit erheblichen Zusétzen auf.
Der zweite Theil ist einer speciellen Behandlung der algebraischen Gleichungen
mit drei Gliedern gewidmet, und enthilt Methoden, nicht bloss die reellen, son-
dern auch die imaginiren Wurzeln solcher Gleichungen mit Leichtigkeit zu be-
stimmen.

ERSTE ABTHEILUNG.

Die im Jahre 1799 erschienene Denkschrift, Demonstratio nova theorematis,
omnem functionem algebraicam rationalem integram unius variabilis in factores reales
prims vel secundi gradus resolvi posse, hatte einen doppelten Zweck, nemlich er-
stens, zu zeigen, dass simmtliche bis dahin versuchte Beweise dieses wichtigsten
Lehrsatzes der Theorie der algebraischen Gleichungen ungeniigend und illusorisch
sind, und zweitens, einen neuen vollkommen strengen Beweis zu geben. Es ist
unnéthig, auf den erstern Gegenstand noch einmal zuriickzukommen. Dem dort
gegebenen neuen Beweise habe ich selbst spiter noch zwei andere folgen las-

sen, und ein vierter ist zuerst von Cauvcay aufgestellt. Diese vier Beweise beru-
10



74 BEITRAGE ZUR THEORIE

hen alle auf eben so vielen verschiedenen Grundlagen, aber darin kommen sie
alle iiberein, dass durch jeden derselben zunichst nur das Vorhandensein Eines
Factors der betreffenden Function erwiesen wird. Der Strenge der Beweise thut
dies allerdings keinen FEintrag: denn es ist klar, dass wenn von der vorgegebe-
nen Function dieser eine Factor abgeloset wird, eine #hnliche Function von nie-
derer Ordnung zuriickbleibt, auf welche der Lehrsatz aufs neue angewandt wer-
den kann, und dass durch Wiederholung des Verfahrens zuletzt eine vollstindige
Zerlegung der urspriinglichen Function in Factoren der bezeichneten Art hervor-
gehen wird. Indessen gewinnt ohne Zweifel jede Beweisfilhrung eine hohere
Vollendung, wenn nachgewiesen wird, dass sie geeignet ist, das Vorhandensein
der simmtlichen Factoren unmittelbar anschaulich zu machen. Dass der erste
Beweis in diesem Fall ist, habe ich bereits in der gedachten Denkschrift angedeu-
tet (Art. 23), ohne es dort weiter auszufiihren: dies soll jetzt ergénzt werden,
und ich benutze zugleich diese Gelegenheit, die Hauptmomente des ganzen Be-
weises in einer abgeinderten und, wie ich glaube, eine vergrosserte Klarheit
darbietenden Gestalt zu wiederholen. Was dabei die #ussere Einkleidung
des Lehrsatzes selbst betrifft, so war die 1799 gebrauchte, dass die Function
"+ Aa" '+ Ba"?+u.s.w. sich in reelle Factoren erster oder zweiter Ord-
nung zerlegen lisst, damals deshalb gewihlt, weil alle Einmischung imaginérer
Grossen vermieden werden sollte. Gegenwirtig, wo der Begriff der complexen
Grossen jedermann geldufig ist, scheint es angemessener, jexie Form fahren zu
lassen und den Satz so auszusprechen, dass jene Function sich in z einfache
Factoren zerlegen lasse, wo dann die constanten Theile dieser Factoren nicht eben
reelle Grossen zu sein brauchen, sondern fiir dieselben auch jede complexen Wer-
the zuliissig sein miissen. Bei dieser Einkleidung gewinnt selbst der Satz noch
an Allgemeinheit, weil dann die Beschrinkung auf reelle Werthe auch bei den
Coéfficienten A, B u.s.w. nicht vorausgesetzt zu werden braucht, vielmehr jed-
wede Werthe fiir dieselben zulissig bleiben.

1.
‘Wir betrachten demnach die Function der unbestimmten Grosse

P+ A+ Bt ws.w. +Mz+N=X

wo A, B....M, N bestimmte reelle oder imaginire Coéfficienten vorstellen.
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Aus der Elementaralgebra ist der Zusammenhang zwischen den Wurzeln der Glei-
chung X =0 und den einfachen Factoren von X bekannt. Geschieht nemlich
Jener Gleichung durch die Substitution # =—=p Gentige, so ist #—p ein Factor
von X, und gibt es » verschiedene Arten, jener Gleichung Geniige zu leisten,
nemlich durch # =p, 2 =p, # =p"u.s. w., so wird das Product (z—p)
(@—p)(@—p”).... mit X identisch sein. Unter besondern Umstinden kann
aber auch eine Auflosung, wie # =p, in X den Factor (#—p)°, oder (z—p)®
oder irgend eine hohere Potenz bedingen, in welchen Fillen man die Wurzel p
wie zweimal, dreimal u.s.w. vorhanden betrachtet.

Verlangt man also nur den Beweis, dass die Function X gewiss ¢inen ein-
fachen Factor zulasse, so ist es zureichend, nur das Vorhandensein irgend einer
Wurzel der Gleichung X — 0 nachzuweisen. Soll aber die vollstéindige Zerleg-
barkeit der Function in einfache Factoren auf Einmal bewiesen werden, so muss
gezeigt werden, dass der Gleichung X — 0 Geniige geleistet werden kann, ent-
weder durch n ungleiche Werthe von #, oder durch eine zwar geringere Anzahl
ungleicher Auflésungen, wovon aber ein Theil die Charactere der mehrfach gel-
tenden gleichen Wurzeln dergestalt an sich tréigt, dass die Zusammenzéihiung al-
ler ungleichen und gleichen die Totalsumme — » hervorbringt.

2.

Das ganze Gebiet der complexen Grossen, in welchem die der Gleichung
X = 0 gentigenden Werthe von » gesucht werden sollen, ist ein Unendliches
von zwel Dimensionen, indem, wenn ein solcher Werth # — ¢ ¢u gesetzt wird
(wo ¢ immer die imaginire Einheit \/—1 bedeutet), fiir # und » alle reellen
Werthe von — oo bis -} oo zuldssig sind. Wir haben nun zuvérderst aus die-
sem unendlichen Gebiete ein abgegrenztes endliches auszuscheiden, ausserhalb
dessen gewiss keine Wurzel der bestimmten Gleichung X = 0 liegen kann.
Dies kann auf mehr als Eine Art geschehen: unserm Zweck am meisten gemiss
scheint die folgende zu sein.

Anstatt der Form ¢-4-7u# gebrauche man diese

& = r(cosp—-¢sinp)

wonach zur Umfassung des ganzen unendlichen Gebiets der complexen Grossen!
r durch alle positiven Werthe von 0 bis 0o, und p von 0 bis 360° oder, was
10*

~



76 . . BEITRAGE. ZUR THEORIE

dasselbe ist, von einem beliebigen' Anfangswerthe bis an einen um 360° grossern
Endwerth ausgedehnt werden muss.

Um fiir r eine Grenze zu. erhalten, iiber welche hinaus kein 'Werth mehr
einer Wurzel der Gleichung X = 0 entsprechen kann, setze ich zuvérderst die
Coéfficienten der einzelnen Glieder von X in eine #hnliche Form, wie #, nemlich

A = a(cosa—isina)
B = b(cos6}-¢sin®)
C = c¢(cosy—+isiny) u.s. w.

wo also q, b, ¢ bestimmte positive Grossen bedeuten sollen, abgesehen davon,
dass auch eine oder die andere darunter — 0 sein kann. Ich betrachte sodann
die Gleichung

>

P —\2. (@ b P e P wsw) = 0

welche, wie man leicht sieht, eine positive Wurzel hat, und zwar (Hargiors Lehr-
satz zufolge) nur Eine solche. Es sei R diese Wurzel, wo dann von selbst klar
ist, dass fiir jeden positiven Werth von », der grosser ist als R, der Werth von
" — 2. (@ "4 o34 u.s.w.) positiv sein, und dass dasselbe auch

von der Function
nr* —\2.(n—1)ar" 4 (n—2) b P (n—3) ¢ P u.s. W)
gelten wird, da dieselbe das nfache der erstern Function um
V2. (@ 420" 3" - wos W)

also um eine positive Differenz tibertrifft.

3.

Ich behaupte nun, dass die Grosse R geeignet ist, eine solche Grenze fiir
die Werthe von 7, wie im vorhergehenden Artikel gefordert ist, abzugeben. Der
Beweis dieses Satzes ist auf folgende Art zu fiihren. -

Ich setze allgemein X = T'+i U, wo selbstredend 7T und U reelle Grossen
bedeuten, und zwar wird

T = r"cosnp—+ar*cos((n—1)p -4 a) 4 b+ *cos ((n—2) p+8)
+cr"*cos((n—3)p47)+ u.s.w.
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U = r*sinnp-ar"sin ((n — 1) p+ o) 467" *sin (n — 2) p8)
+cr*sin((n—3) Jp+7)+us.w.

Man iibersieht leicht, dass wenn fiir » irgend ein positiver Werth grosser als R
gewihlt wird, T nothwendig dasselbe Zeichen haben wird wie -coszp, so oft
dieser Cosinus absolut genommen nicht kleiner ist als {/4. Man braucht nemlich
nur T in folgende Form zu setzen
+ T = 4.7 —ar" ' —b" 7 —ecr" ™ — ws.w.

~+ [ cosnp — i)+

+[1 4 cos((n—1)p+a)]ar"™

+[t & cos((n—2)p +6) b

—+[1 4= cos((n—3)p+7)]er"

-+ u.s.w.

wo die obern Zeichen fiir den Fall eines positiven, die untern fiir den Fall eines
negativen cosup gelten sollen, und wo der erste Theil des Ausdrucks auf der
rechten Seite positiv ist, in Folge des im vorhergehenden Artikel gegebenen Satzes,
von den folgenden aber wenigstens keiner negativ werden kann. Auf ganz dhn-
liche Weise erhellet (indem man in obiger Formel nur U anstatt T und durch-
gehends Sinus anstatt Cosinus schreibt), dass unter gleicher Voraussetzung in Be-
ziehung auf r, allemal U dasselbe Zeichen hat wie sinzp, so oft dieser Sinus
absolut genommen nicht kleiner ist als /4. Es hat demnach in allen Fillen we-
nigstens die eine der beiden Gréossen T, U ein voraus bestimmtes positives oder
negatives Zeichen, und es kann folglich fiir keinen Werth' von p die Function
X =10 werden. W.Z.B.W.

4.

Um das Verhalten von 7 und U in Bezichung auf die Zeichen und deren
Wechsel (bei einem bestimmten, R iiberschreitenden, Werthe von 7) noch mehr
ins Licht zu setzen, lasse man p alle Werthe zwischen zwei um 360° verschie-
denen Grenzen durchlaufen, wozu jedoch nicht 0 und 360°, sondern, indem zur
Abkiirzung

15°
3 ()]
)
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gesetzt wird, — o und (8n—1)w gewihlt werden sollen. Den ganzen Zwi-
schenraum theile ich in 4# gleiche Theile, so dass der erste sich von —  bis o,
der zweite von ® bis 3w, der dritte von 3® bis 5® u.s.w. erstreckt. Zuvor-
derst hat man auch noch die Werthe der Differentialquotienten g_z_" g-g in Be-

tracht zu ziehen, wofiir man hat

1T — —nrsinnp—@n— )ar” 1sm (n—1)p+ ) — (n —2)br"*sin (s —2)p}56))

—(—8)er"sin((n— p+v)—u-S-W-

g—g: 1" cos np—+-(n ——«1)a1'”"’cos((n —1)p+a) 4+ (n—2)br"*cos (n—2)p+8))
+ (n—3)cr"cos (n—3)p+7) + w.s. w.

Man erkennt daraus leicht, durch dhnliche Schliisse wie im vorhergehenden Ar-
tikel und unter Zuziehung des Satzes am Schlusse von Art. 2, dass g—f immer
das entgegengesetzte Zeichen von sinzp hat, so oft dieser Sinus absglut genom-
men nicht kleiner ist als \/4, dass hingegen g_U immer dasselbe Zeichen wie
cosnp hat, so oft der absolute Werth dieses Cosinus nicht kleiner ist als /1.
Hieraus zieht man folgende Schliisse.

In dem ersten Intervalle, d.i. von p=—w bis p=-+wo, ist T stets
positiv, U hingegen fiir den Anfangswerth negativ, fiir den Endwerth positiv,
mithin dazw1schen gewiss einmal = 0, und zwar nur einmal, weil in dem gan-
zen Intervalle E;? positiv ist.

In dem zweiten Intervalle ist U stets positiv, T' zu Anfang positiv, am
Ende negativ, dazwischen einmal 7'— 0 und zwar nur einmal, weil in dem
ganzen Intervalle g——T negativ ist.

In dem dritten Intervalle ist 7' stets negativ, U einem Zeichenwechsel un-
terworfen, so dass einmal U = 0 wird.

Im vierten Intervalle ist U stets negativ, 1" einmal — 0.

In den folgenden Intervallen wiederholen sich in gleicher Ordnung diese
Verhiltnissse, so dass das fiinfte dem ersten, das sechste dem zweiten u. s. f.
gleichsteht.

5.
Aus der im vorhergehenden Artikel erdrterten Folgeordnung der positiven
und negativen Werthe von T und U, die bei jedem iiber R hinausgehenden
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Werthe von r Statt findet*), lisst sich nun folgern, dass innerhalb des Gebiets .
der kleinern Werthe von r gewisse Kreuzungen in diesen Anordnungen vorhanden
sein miissen, die das Wesen unsers zu beweisenden Lehrsatzes in sich schliessen.
Ich werde die Beweisfiihrung in einer der Geometrie der Lage entnommenen Ein-
kleidung darstellen, weil jene dadurch die grosste Anschaulichkeit und Einfach-
heit gewinnt. Im Grunde gehtrt aber der eigentliche Inhalt der ganzen Argu-
mentation einem hshern von Riumlichem unabhingigen Gebiete der allgemeinen
abstracten Grossenlehre an, dessen Gegenstand die nach der Stetigkeit zusam-
menhéngenden Grossencombinationen sind, einem Gebiete, welches zur Zeit noch
wenig angebauet ist, und in welchem man sich auch nicht bewegen kann ohne
eine von ridumlichen Bildern entlehnte Sprache.

' 6.

Das ganze Gebiet der complexen Grossen wird vertreten durch eine unbe-
grenzte Ebene, in welcher jeder Punkt, dessen Coordinaten in Beziehung auf
zwei einander rechtwinklig schneidende Achsen ¢, # sind, als der complexen
Grosse » = t-}-iu entsprechend betrachtet wird: bringt man diese complexe
Grosse in die Form « = r(cosp-}-#sinp), so bedeuten r, p die Polarcoordinaten
des entsprechenden Punkts. Der Inbegriff aller complexen Gréssen, fiir welche
r einerlei bestimmten Werth hat, wird demnach durch einen Kreis représentirt,
dessen Halbmesser dieser Werth, und dessen Mittelpunkt der Anfangspunkt der
Coordinaten ist. Denjenigen dieser Kreise, fiir welchen » um eine nach Belie-
ben gewihlte Differenz grosser als R ist, will ich mit K bezeichnen, und mit
(1), (2), 8)....(2m) diejenigen Punkte auf demselben, welchen die beziehungs-
weise zwischen o und 3w, zwischen 5@ und 7w, zwischen 9v und 11w u.s.f.
bis zwischen (872—3)w und (8z—1)® liegenden Werthe von p entsprechen,
fiir welche nach dem 4. Artikel T=0 wird. Man bemerke dabei, dass fiir die
Punkte (1), (3), (5) u.s.w. U positiv, fiir die Punkte (2), (4), (6) u.s. w. hingegen
negativ sein wird. '

*) Es ist leicht zu zeigen, dass auch fir den Werth » = R selbst eine gleiche Folgeordnung noch
giiltig bleibt, nur mit der Einschrinkung, dass dann in ganz speciellen Fillen ein Uebergangswerth von g,
(d. i. ein solcher, fiir welchen 7' oder U = 0 wird) mit einer der Gréssen — o, ®, 3m, 50 U.5. W. 2usam-
menfallen kann, wihrend fiir alle grosseren Werthe von » jeder Uebergangswerth von p zwischen zweien die-
ser Gréssen liegen muss. Ich halte mich jedoch dabei nicht auf, da fiir unsern Zweck zureicht, das Bestehen
jener Folgeordnung, von irgend einem Werthe von r an, nachgewiesen zu haben.
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7.

Die Gesammtheit derjenigen Punkte in unserer Ebene, fiir welche T po-
sitiv ist, bildet zusammenhéingende Flichentheile, wie schon von selbst erhellet,
wenn man erwigt, dass bei einem stetigen Uebergange von einem Punkte zu ei-
nem andern T sich nach der Stetigkeit sndert. FEben so bilden simmtliche
Punkte, fiir welche T negativ wird, zusammenhingende Flichentheile. Zwi-
schen den Flichentheilen der ersten Art und denen der zweiten liegen Punkte, in
welchen T'— 0 wird, und nach der Natur der Function 7' konnen diese Punkte
nicht auch Flichenstiicke, sondern nur Linien bilden, welche einerseits die ei-
nen, andererseits die andern Flichentheile begrenzen.

Der ausserhalb K liegende Raum enthilt » Flichen der ersten Art, die mit
eben so vielen der zweiten Art abwechseln, und wovon jede, von einem Stiick der
Kreislinie K an, zusammenhingend sich ins Unendliche erstreckt. Zugleich aber
ist klar, dass jedes dieser Flichenstiicke sich iiber die Kreislinie hinaus in den
innern Raum fortsetzt, und dass in Beziehung auf die weitere Gestaltung folgende
Fille Statt finden konnen.

1) Das betreffende von einem Theile von K anfangende Flichenstiick en-
digt sich isolirt innerhalb der Kreisfliiche; seine peripherische Begrenzung besteht
dann nur aus zwei zusammenhiingenden Stiicken, wovon eines ein Bestandtheil
von K ist, das andere innerhalb des Kreisraumes liegt. In der beigefligten Fi-
gur, welche sich auf eine Gleichung fiinften Grades bezieht und wo die Zeichen
von T in den verschiedenen Flichentheilen eingeschrieben sind, finden sich drei
der Flichen mit positivem 7' in diesem Falle; die eine hat die Grenzlinien 10.1
und 1.11.10; die zweite diese 4.5 und 5.12.4; die dritte 6.7 und 7.13.6.
Flichentheile dhnlicher Art mit negativem 7' finden sich zwei vor.

2) Das Flichenstiick durchsetzt einfach die Kreisfliche dergestalt, dass es
mit einem an einer andern Stelle eintretenden Eine zusammenhingende Fliche
bildet. Die ganze peripherische Begrenzungslinie wird dann aus vier Stiicken be-
stehen, von denen zwei der Kreislinie K angehoren, und die beiden andern dem
innern Raume. In unserer Figur findet sich dieser Fall bei dem durch 2.3;
3.0.8; 8.9; 9.11.2 begrenzten Flichenstiick.

3) Das Flichenstiick spaltet sich im innern Kreisraume einmal oder mehre-
remale dergestalt, dass es mit noch zweien oder mehrern an andern Stellen ein-
tretenden eine zusammenhiingende Fliche bildet. deren ganze peripherische Be-
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grenzung dann aus sechs, acht oder mehrern Stiicken in gerader Zahl bestehen
wird, die abwechselnd der Kreislinie und dem innern Raume angehéren. In
unserer Figur tritt dies ein bei einem Flichentheile, dessen Begrenzung durch
die sechs Stiicke 3.4; 4.12.5; 5.6; 6.13.7; 7.8; 8.0.3 gebildet wird, in
welchem aber T negativ ist.

8.

Bei einer vollstindigen Aufzihlung aller denkbaren Gestaltungen der in den
innern Kreisraum eintretenden Flichentheile wiirden den angegebenen Fillen
noch anderweitige Modificationen beigefiigt werden miissen. 'Wenn z. B. ein sol-
cher Fliachentheil sich zwar in zwei Aeste spaltet, diese aber im innern Raume
sich wieder vereinigen, so wiirde dieser Fall, jenachdem nach der Vereinigung
die Fliche im Innern ihren Abschluss findet, oder (ohne neue Theilung) sich bis
zu einer andern Stelle der Kreislinie fortsetzt, dem ersten oder zweiten Falle des
vorhergehenden Artikels zugerechnet werden konnen, indem die Gestaltung der
Fliche nur durch das Einschliessen einer nicht zu ihr gehdrenden Insel modificirt
sein wiirde. Uebrigens wiirde es nicht schwer sein, strenge zu beweisen, dass
bei der besondern Beschaffenheit der Function 7' Modificationen dieser Art gar
nicht méglick sind: fiir unsern Zweck ist dies jedoch unndthig, indem es nur auf
die Folge der Stiicke der dussern Begrenzung jedes der in Rede stehenden Flichen-
theile (d.i. derjenigen, in welchen T' positiv ist) ankommt.

Wir haben nemlich schon bemerklich gemacht, dass die Anzahl dieser Stiicke
allemal gerade ist (zwei im ersten Falle des vorhergehenden Artikels, vier im
zweiten, sechs oder mehrere im dritten), wovon wechselsweise eines der Kreislinie
K, eines dem innern Raume angehort. Ferner ist klar, dass wenn jene dussere
Begrenzungslinie immer in einerlei Sinn durchlaufen wird, wozu hier derjenige
gewihlt werden soll, in welchem die Bezifrungen der Punkte von K wachsen
(also, Beispiels halber in unserer Figur so, dass die Fliche immer rechts von der
Begrenzungslinie liegt), der Anfangspunkt und der Endpunkt eines der Kreislinie
angehorenden Stiicks beziehungsweise durch eine gerade und die um eine Einheit
grossere ungerade Zahl bezeichnet sein wird, mithin der Anfangspunkt und der
Endpunkt jedes den innern Raum durchlaufenden Stiicks allemal beziehungsweise
durch eine ungerade und eine gerade Zahl.

Es steht also fest, dass von den » an einem mit einer ungeraden Zahl be-
11
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zeichneten Punkte von K in den innern Raum eintretenden Linien, in denen
iiberall T= 0 ist, eine jede auf eine ganz bestimmte Art*) diesen Raum zusam-
menhiingend durchliuft, bis sie an einer andern mit einer geraden Zahl bezeich-
neten Stelle wieder austritt. Da nun, wie schon oben (Schluss des 6. Art.) bemerkt
ist, in ihrem Anfangspunkte den Werth von U positiv, am Endpunkte negativ
ist, so muss wegen der Stetigkeit der Werthinderung nothwendig in einem Zwi-
schenpunkte U =— 0 werden. Dieser Punkt repriisentirt dann eine Wurzel der
Gleichung X = 0; und da die Anzahl solcher Linien = # ist, so ergeben sich
auf diese Weise allemal » Wurzeln jener Gleichung.

9.

Wenn die gedachten Linien durch den Kreisraum gehen ohne ein Zusam-
mentreffen mit einander, so ist klar, dass die so erhaltenen » Wurzeln nothwen-
dig ungleich sind. Ein solches freies Durchgehen findet sich in unsrer Figur bei
den Linien von 3 nach 8, von 5 nach 4 und von 7 nach 6, und es gehoren
dazu die durch die Punkte 0, 12, 13 représentirten Wurzeln. Wenn hingegen
zwei solcher Linien, oder mehrere, einen Punkt gemeinschaftlich haben, so ist
zwar darum noch nicht nothwendig, aber doch moglich, dass dieser Punkt zu-
gleich derjenige ist, in welchem U==0 wird, in welchem Falle dann zwei oder
mehrere Wurzeln in Eine zusammenfallen, oder, wie es gewdhnlich ausgedriickt
wird, unter sich gleich sein werden. In unsrer Figur treffen die Linien 1.10
und 9.2 in dem Punkte 11 zusammen, und in demselben wird zugleich U=0;

die Gleichung hat also ausser den schon aufgefiihrten drei ungleichen noch zwei
gleiche Wurzeln.

10. .
Es bleibt nur noch iibrig, nachzuweisen, dass wenn der eine Wurzel = p

*) Dass sie allemal einen ganz bestimmten Lauf hat, beruhet darauf, dass sie einen Theil der aussern
Abgrenzung einer Fliche, fiir welche T ein bestimmtes Zeichen hat, ausmachen soll: ich habe das positive
Zeichen gewshlt, was an sich ganz willkiirlich ist. So verstanden setzt sich z. B. die in 1 eintretende Linie
durch 11 nach 10 fort: als Theil der Grenzlinie einer Fliche, worin 7' negativ ist, wirde die Linie 1.11
nach 2 fortgesetzt werden miissen. Spricht man hingegen nur von einer Linie worin Z'= ¢ ist, ohne sie als
Theil der Begrenzung einer bestimmten Fliche zu betrachten, so wiirde eher 11.9 als natiirliche Fortsetzung
von 1.11 gelten konnen. Der hier gewihlte Gesichtspunkt unterscheidet mein gegenwirtiges Verfahren von
dem von 1799, und trigt'wesentlich zur Vereinfachung der Beweisfiihrung bei.
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reprisentirende Punkt P in zweien oder mehrern Linien T = 0 zugleich liegt,
das Quadrat von #—p oder die der Anzahl jener concurrirenden Linien entspre-
chende hohere Potenz in X als Factor enthalten sein wird. Der Beweis davon

beruhet auf folgenden S#tzen.

Man fiihre anstatt der unbestimmten Grosse @ eine andere z ein, indem
man @ — z—+p setzt. Es gehe durch diese Substitution X in Z tber, wo also
Z eine Function von z von gleicher Ordnung wie X von # sein wird, deren con-
stantes Glied aber fehlt. Indem man dieselbe nach aufsteigenden Potenzen von
z ordnet, sei das niedrigste nicht verschwindende Glied

= Kz™ und Z = Kz"(1+10)
wo { die Form Lz EzzL'2*+ u.s.w. +%z”"”‘ haben wird; endlich setze

man
z = s(cosd4-isind)

Der reelle und der imaginire Bestandtheil von z driicken die Lage jedes
unbestimmten Punkts der Ebene als rechtwinklige Coordinaten, und die Grossen
s, & die Polarcoordinaten ganz eben so relativ gegen den Punkt P aus, wie die
Bestandtheile von », und die Gréssen 7, ¢ die relative Lage gegen den urspriing-
lichen Anfangspunkt bezeichnen. Die Verbindung eines bestimmten Werthes
von s mit allen Werthen von ¢ in einer Ausdehnung von 360° stellt also die
Punkte einer Kreislinie dar, die ihren Mittelpunkt in P hat und deren Halbmes-

ser = s ist.
Setzt man nun K = k(cosx—¢sin¥), und folglich

K™ = ks™(cos (m{ )+ ¢sin (m $-4-«))

so wird fiir ein unendlich kleines s die Grosse {, die wenigstens von derselben
Ordnung ist wie s, neben der 1 vernachlissigt, und mithin gesetzt werden diirfen

T = ks™cos(m—+

woraus erhellet, dass wihrend ¢ um 360° wichst, das Zeichen von T in m
Stiicken der Kreisperipherie positiv, und in eben so vielen mit jenen abwech-
selnden negativ ist, oder dass T in 2m Punkten =0 wird, nemlich fiir

= Lx—90%, 1 LS demnach von P zu-
b= —(x—90%, —(x+490%, (x+270°uws.w. Esgehen e -
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sammen 2 Linien aus, in denen 7T = 0 ist, oder wenn man sie paarweise so
verbindet, dass jede, wo, bei wachsendem ¢, das Zeichen aus — in - iiber-
geht, zusammen mit der niichstfolgenden, wo der entgegengesetzte Uebergang
Statt findet, wie die Begrenzungslinie eines Flichentheils mit positivem T be-
trachtet wird, so treffen in P iiberhaupt m dergleichen Begrenzungslinien zu-
sammen. '

Von der andern Seite ist klar, dass so wie Z unbestimmt durch 2™ und
durch keine hohere Potenz von 2z theilbar ist, X den Factor (z—p)”, aberkeine
hohere Potenz von x#—p enthalten wird. Es ist also allemal, wenn p irgend
eine Wurzel der Gleichung X = 0 bedeutet, der Exponent der hiochsten Po-
tenz von #—p, durch welche X theilbar ist, der Anzahl der i P zusammen-
treffenden Begrenzungslinien fiir Flichen mit positivem T gleich, oder was das-
selbe ist, der Anzahl solcher an P zusammentreffender Flichen.

Uebrigens ist es leicht, der Beweisfithrung eine von Einmischung unendlich
kleiner Grdssen ganz unabhingige Einkleidung zu geben, und zwar ganz analog
der Schlussreihe in den Art.3 und 4. Es lisst sich nemlich ein Werth von s nach-
weisen, fiir welchen, so wie fiir jeden kleinern, der ganze Cyklus aller Werthe
von ¢ dieselbe abwechselnde Folge von m Stiicken mit positivem 7 und eben-
sovielen mit negativem darbietet. Diese Eigenschaft hat die positive Wurzel der
Gleichung

0 = m\/} —(m—4-1)ls— (m—+2)'ss —(m-+3)1"s* — u.s. w.

wo I, I', I"u.s.w. die positiven Quadratwurzeln aus den Normen der cém*plexen
Grossen L, L', L' u.s.w. bedeuten, oder wo

L = 1 (cos\ -+isink)
L'= 0'(cos\' +isink’)
L'= I"(cos \¢sink”) u.s. w.

gesetzt ist. Ich glaube jedoch, die sehr leichte Entwicklung dieses Satzes hier
iibergehen zu konnen.

Schliesslich mag noch bemerkt werden, dass bei der Beweisfiihrung in-der
Abhandlung von 1799 die Betrachtung zweier Systeme von Linien erforderlich
war, das eine die Linien wo T'= 0, das andere diejenigen wo U= 0" enthal-
tend, wihrend in unserm jetzigen Verfahren die Betrachtung Eines Systems aus-



DER ALGEBRAISCHEN GLEICHUNGEN. 85

gereicht hat; ich habe dazu das System der Begrenzungslinien der Flichentheile
mit positivem T' gewihlt, es hitte aber eben so gut zu demselben Zweck . die Be-
trachtung der Begrenzungslinien der Flichen mit positivem (oder negativem) U
dienen kénnen,

ZWEITE ABTHEILUNG.

11.

. Zur numerischen Bestimmung der Wurzeln solcher algebraischen Gleichun-
gen, die nur aus drei Gliedern bestehen, lassen sich verschiedene Methoden an-
wenden, die hier einer Eleganz und Bequemlichkeit fihig werden, gegen welche
die mithsamen bei Gleichungen von weniger einfacher Gestalt unvermeidlichen
Operationen weit zuriickstehen. Solche Methoden verdienen also wohl eine be-
sondere Darstellung, zumal da Gleichungen von jener Form hiufig genug vor-
kommen. .

Es gilt dies zunichst von der Entwicklung der Wurzeln in unendliche Rei-
hen. In der That lisst sich jede, gleichviel ob reelle oder imaginire, Wurzel ei-
ner Gleichung mit drei Gliedern durch eine convergente Reihe von einfachem
Fortschreitungsgesetz ausdriicken. Ich werde jedoch diese Aufldsungsart aus meh-
rern Griinden von meiner gegenwirtigen Betrachtung ganz ausschliessen, und be-
merke hier nur, dass der Grad der Convergenz von dem gegenseitigen Verhalten
der Coéfficienten abhiingig, dass sie desto langsamer ist, je niher dies Verhalten
demjenigen kommt, bei welchem die Gleichung zwei gleiche Wurzeln hat, und
dass in diesem Grenzfalle selbst sie schwiicher ist, als bei irgendwelcher fallenden
geometrischen Progression. So bemerkenswerth auch diese Reihen in allgemeiner
theoretischer Riicksicht sind, so wird man doch, abgesehen von dem Falle, wo
ihre Convergenz eine sehr schnelle wird, in praktischer Beziehung immer den -
directen Methoden den Vorzug geben, welche in den nachfolgenden Artikeln ent-
wickelt werden sollen.
= -
12.

Zur Auffindung der reellen Wuxzeln benutze ich meine im Jahre 1810 zuerst
gedruckte Hiilfstafel fiir Logarithmen von Summen und Differenzen, oder, wo
eine grossere Genauigkeit verlangt wird, als Logarithmen. mit fiinf Zifern geben
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konnen, die dhnliche aber erweiterte Tafel von MartaEssen. Ich habe ein paar
specielle Anwendungens dieses Verfahrens schon frither bekannt gemacht, nemlich
zur Auflssung der quadratischen Gleichungen bei der 1840 erschienenen zwan-
zigsten Ausgabe von VEea’s logarithmischem Handbuch, und zur Auflésung der
cubischen Gleichung; welche bei der parabolischen Bewegung zur Bestimmung
der wahren Anomalie dient, in Nro.474 der Astronomischen Nachrichten. An
letzterm Orte ist auch bereits die allgemeine Anwendbarkeit des Verfahrens auf
alle algebraischen Gleichungen mit drei Gliedern bemerklich gemacht. Qbgleich
nun die Ausfithrung dieses ganz elementarischen Gegenstandes gar keine Schwie-
rigkeiten hat, so wird man doch, bei der ziemlich grossen Mannigfaltigkeit der
Fille, einer iibersichtlichen Sonderung derselben, und der Zusammenstellung der
gebrauchfertigen Vorschriften ein paar Seiten gern eingerdumt sehen.

Anstatt jener logarithmischen Hiilfstafeln kann man sich auch der gewdhn-
lichen logarithmisch- trigonometrischen Tafeln bedienen: allein theils sind jene
im Allgemeinen fiir den gegenwirtigen Zweck von bequemerm Gebrauch, theils
gewihren sie doppelt so grosse Genauigkeit als die letztern. Ich wiirde daher die
Benutzung der trigonometrischen Tafeln fiir das in Rede stehende Geschiift auf
den seltenen Fall beschriinken, wo man die durch siebenzifrige Logarithmen er-
reichbare Genauigkeit noch zu iiberschreiten wiinscht und dazu die bekannten
zehnzifrigen Logarithmen in Viacq’s oder VEaa’s Thesaurus verwenden kann.
Uebrigens sind, wenn man sich der Hiilfslogarithmen bedient, doppelt so viele
Fille zu unterscheiden, als wenn die trigonometrischen Logarithmen gebraucht
werden. Als ein Nachtheil darf dies jedoch nicht angesehen werden: denn wenn
einmal die vollstindige allgemeine Classification vorliegt, ist es leicht, jedem con-
creten Falle sein Fach anzuweisen, und das eigentliche indirecte Geschéft ist so
viel leichter auszufiihren, wenn das ganze Fach nur den halben Umfang hat. Aber
gerade aus jenem Grunde ist fiir die Auflésung durch trigonometrische Logarith-
men die allgemeine Classification kiirzer und bequemer darzustellen, und ich werde
sie daher vorausschicken, da sodann die Classification fiir die andere Auflésungs-

form sich daraus von selbst ergibt.

13.
Die Ausfiihrung der Methode wird, unmittelbar, nur auf Bestimmung der
positiven Wurzeln einer vorgegebenen Gleichung gerichtet; die negativen ergeben



DER ALGEBRAISCHEN GLEICHUNGEN. 87

sich, indem man dasselbe Verfahren auf diejenige Gleichung anwendet, welche
aus jener durch Einfiihrung der der urspriinglichen Unbekannten entgegengesetz-
ten Grosse entsteht.

Die Gleichung setze ich in die Form

w’”"""iem”‘if—: 0

wo m, n, e, f gegebene positive Grossen bedeuten. Diese Form umfasst eigent-
lich, nach Verschiedenheit der Combination der Zeichen, vier verschiedene Fille,
wovon aber der erste, wo beidemal die oberen Zeichen gewihlt werden, ausfillt,
da offenbar die Gleichung

2" Leg™ - f = 0

keine positive Wurzel haben kann. Uebrigens ist verstattet, vorauszusetzen, dass
m und n (worunter ganze Zahlen verstanden werden, obwohl die Anwendbarkeit
der Methode an sich davon unabhiingig ist) keinen gemeinschaftlichen Divisor ha-
ben, indem auf diesen Fall jeder andere leicht zuriickzufiithren ist. Endlich werde
ich zur Abkiirzung schreiben

A
s T ;‘
Erste Form.

2" o™ —f = 0

Indem man einen immer im ersten Quadranten zu nehmenden Winkel 6
einfiihrt, so dass

+n

S

ex™

= sin §*, — = co8 6?

wird, also (I)

wm+” =fSiIl62, ™ :M, "t = etang52

e

findet sich durch Elimination von # die Gleichung

;\ I sin 627
- cosgzm-}zn

aus welcher 6 bestimmt werden muss. Man erkennt leicht, dass der zweite Theil
dieser Gleichung als Function einer unbestimmten Grosse 6 betrachtet, von 0
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bis co wichst, wihrend 6 alle Werthe von 0 bis 90° durchliuft, und dass es
also einen, und nur einen Werth von 6 gibt, der jener Gleichung Geniige leistet.
Nachdem derselbe gefunden ist, erhdlt man « aus einer der Formeln I. Man be-
merke, dass 6 = 45° wird fir A= 2", und dass folglich 6 im ersten Octanten
zu suchen ist wenn A kleiner, im zweiten wenn A grosser ist als 2”.

Zweite Form.
§"—ea™ —f =0
Man wird hier setzen
fr™™ " = sinb® ea ™™ = cost’
oder (I)
wm_H, — f n__ e e ___ feotang §°

—-— X7 =
sin §*? cos 02° e

wonach also 6 aus der Gleichung
sin §%7
A= g
zu bestimmen sein wird, was auf eine und nur auf eine Art geschehen kann: der
Werth von # findet sich sodann durch eine der Gleichungen I. Im ersten oder
zweiten Octanten liegt 6, jenachdem A kleiner oder grdsser ist als 2™.

Dritte Form.
xm—*%—'—exm—{—f = 0
Hier wird man setzen

-
I’e— — cos6?®

'%” = sinf?,
oder (I)

" — esin0®

™t = ftang0? o™ =

ecosB??

von welchen Formeln eine zur Bestimmung von @ dienen wird, sobald der Werth
von  gefunden ist. Dieser ergibt sich durch Auflésung der Gleichung

A = cos 6*"sin 6*™

Da das auf der rechten Seite stehende Glied dieser Gleichung, als Function einer
unbestimmten Grosse 6 betrachtet, sowohl fir 6 = 0 als fiir 6 = 90° verschwin-
det, so muss dazwischen ein grosster Werth liegen, und da das Differential des
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Logarithmen dieser Function = (2m cotg 0 — 2ntang6)d6 ist, so findet der grosste
Werth Statt fiir 6 = 6% wenn man /2 = tang0* setzt. Eswird demnach jene
Function von 0 bis zu ihrem grossten Werthe, welcher offenbar

. m"n®

T (m+n)t
ist, zunehmen, und von da bis 0 abnehmen, wihrend 6 von 0 zu 6* und von
da bis 90° zunimmt. Der Maximumwerth ist daher jedenfalls grosser als der
Werth fir 6 = 45 d. i. grésser als 2—,,%;,; den Fall ausgenommen, wo m = n,
und also 5;,’;,—, selbst der Maximumwerth ist.

Man schliesst hieraus, dass jenachdem A grésser ist als
m™n"
(m + n)m+n

oder kleiner, der Gleichung X — cos0sin6*" gar nicht oder durch zwei ver-
schiedene Werthe von 6 wird Geniige geleistet werden kénnen. Im erstern Falle
hat die Gleichung &™t" —ea™-f=0 gar keine (positive) Wurzel, im andern
zwei. In dem speciellen Falle, wo
ist, fallen beide Auflésungen zusammen, und die Gleichung hat zwei gleiche Wur-
zeln, wofiir man nach Gefallen eine der drei Formeln benutzen kann

xm"'” :Z—m—, wm ::_.f(m+n)’ mn — em
n en m-in

Was ibrigens in dem Falle, wo zwei Auflésungen wirklich vorhanden sind,
die Octanten betrifft, in welche die Werthe von 0 fallen, so sieht man leicht,
dass wenn A grdsser ist als 2—,,‘1;,—,, beide Werthe von 6 mit 6* in demselben Oc-
tanten liegen, nemlich im ersten oder zweiten, jenachdem m kleiner oder grosser
istals n: ist hingegen X kleiner als 2—,,,},,, so wird der eine Werth von 6 im er-
sten, der andere im zweiten Octanten zu suchen sein. In dem speciellen Falle,
wo A= 2—,,%,—, ist 45° selbst der eine Werth von 6, und der andere liegt in dem-
selben Octanten wie 6*.

Es mag noch die aus dieser Zergliederung aller drei Formen sich leicht erge-
bende Folge bemerkt werden, dass unsere Gleichung (insofern wir annehmen, dass
m und n keinen gemeinschaftlichen Divisor haben) nicht mehr als drei reelle

‘Wurzeln haben kann, was auch aus andern Griinden bekannt ist.
12
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14.

Die vorstehenden Vorschriften werden nun leicht in diejenigen umgeschmol-
zen, die der Anwendung der Hiilfslogarithmen entsprechen, da diese A4 = loga.
B =1logb, C=1logc, betrachtet werden kénnen wie die Logarithmen der Qua-
drate der Tangenten, Cosecanten und Secanten der von 45° bis 90° zunehmen-
den, oder, was dasselbe ist, wie die Logarithmen der Quadrate der Cotangenten,
Secanten und Cosecanten der von 45° bis 0 abnehmenden Winkel, also

a = tang6?, —2— = sin6?, % = cos§*

fiir die Werthe von 6 im zweiten Octanten, oder

1 1 . i
— = tangf? — =sinb® -+ = cos®®
a ¢ b

fiir die Werthe von 6 im ersten Octanten.

Die vollstiéindigen Vorschriften vereinige ich in folgendem Schema, wo eben
so wie oben

N
A= p
gesetzt ist.
Erste Form.

2" ex™ —f = 0
Erster Fall. 1> 2"

Zweiter Fall. A< 2"

o o pmEn .
A= T R T T om
gmin =L gm L =2
¢ eb a

Zweite Form.
" — g™ — f = 0
Erster Fall. \>>2™
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+n
A= @™t = g™ — c:,,

(z,mln :fb, " = —j—.-, @ = ec
ea
Zweiter Fall. \<2™

A= O &
T gt T gmta T T

2" = fe, wmz‘fef, 2" = eb

Dritte Form.

A" —eg™ | f = 0
Erster Fall. +< @30
Gar keine Auflésung.
(m +m)m+e

Zweiter Fall. + =

, mmph
Zwei gleiche Wurzeln, zu deren Bestimmung eine der Gleichungen

a,m-!’n___.f_”j x,m.____f(’”'*”) == "
n’ en T mtn

dient.

Dritter Fall.  grosser als (m:;”z,,—— aber nicht grosser als 2™, und zugleich

m grosser als n.

Zwei Wurzeln, fiir welche

Priaaxd

1 nbm—|-n_ — pMen
— = =

- ___Je __ e
mm'*'”——fa, ‘Z'm-—?, .Z'n—'g'

Vierter Fall. Fiir % dieselben Grenzen, wie im dritten Fall, aber m kleiner
als .
Zwei Wurzeln, fiir welche

cm-l-n

1
T_:ambm-l—n: — ™
a®
e
xm’"'"zz-, mmz‘f—, = =
a e ¢

Pinfter Fall. < grosser als 2"
Zwei Wurzeln, wovon die eine durch die Formeln des dritten Falles, die
andere durch die des vierten bestimmt wird.
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Es mag noch bemerkt werden, dass im dritten Falle der Werth von a, wel-
cher der einen Wurzel entspricht, kleiner als %, der zur andern Wurzel geho-
rende grosser als % ist; im vierten Falle verhalten sich die beiden Werthe von
a auf ghnliche Weise gegen .

15.

Ueber die Anwendung dieser Vorschriften ist noch folgendes beizufiigen.

Zur Bestimmung jeder Wurzel sind zwei Operationen auszufithren: zuerst
aus A den dazu gehdrenden Werth von @ (und damit zugleich den von b oder c¢)
abzuleiten; sodann, aus diesem.den Werth von 2 zu berechnen. Fiir jede die-
ser beiden Operationen kann man unter drei Formeln wihlen; ich ziehe in den
meisten Fiéllen die zuerst angesetzten vor. Bei allen diesen Rechnungen hat man
es gar nicht mit den Grdssen A, @, b, ¢ selbst, sondern nur mit ihren Logarith-
men zu thun, Die erste Operation ist eine indirecte, und beruhet demnach in der
Regel auf mehrern stufenweise fortschreitenden Anniherungen, wobei es bequem
gefunden werden wird, zu Anfang Tafeln mit einer geringern Anzahl von Zifern
zu gebrauchen. MarraEssENs Tafel hat bekanntlich sieben Decimalen: die mei-
nige fiinf; Excke und Ussiv haben sie mit vier Zifern abdrucken lassen, und wenn
man beim Anfange der Arbeit noch gar keine Kenntniss einer ersten groben An-
niherung mitbringt, wird man es vielleicht vortheilhaft finden, einen noch kiir-
zern Extract der Tafeln mit nur drei Zifern auf einem besondern Blittchen vor
sich zu haben, etwa so:

A B A B A B
0 0,301 1,0 0,041 2,0 0,004
0,1 0,254 1,1 0,033 2,1 0,003
0,2 0,212 1,2 |- 0,027 2,2 0,003
0,3 0,176 1,3 0,021 2,3 0,002
0,4 0,146 1,4 0,017 2,4 0,002
0,5 0,119 1,5 0,014 2,5 0,001
0,6 0,097 1,6 0,011 2,9 0,001
0.7 0,079 1,7 0,009 3,0 0,000
0,8 0,064 1,8 0,007

0,9 0,051 1,9 0,005

1,0 0,041 2,0 0,004
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16.
Als Beispiel mag die Gleichung

22825 —480 = 0
dienen, wo .
= 2% logo = 2,0863825

T 823543

wird. Die Gleichung hat die erste Form, mithin eine positive Wurzel, und ge-
hort, da A kleiner ist als 8, zum zweiten Fall. Die erste Operation besteht darin,
dass der Gleichung log—i— =— 4 A—3 B Geniige geschehe, also, wenn man die
Rechnung mit drei Decimalen anfiingt, dieser

2,086 — 4A4A—3B

Ein fliichtiger Blick auf obige Tafel zeigt schon, dass 4 zwischen 0,5 und 0,6
zu suchen sei. Es wird nemlich
A i 4A—3B Fehler

0,5 | 1,643 — 0,443
0,6 | 2,109 +0,023

woraus sich auf einen genauern Werth 0,595 schliessen lisst. Eine neue Rech-
nung nach den Tafeln mit fiinf Decimalen, wo also log—;— = 2,08638 zu setzen
ist, gibt

A ' 4A4A—3B ‘ Fehler
0,595 2,08501 —0,00137
0,596 2,08961 —+0,00323

woraus der noch genanere Werth 0,5953 erkannt wird. Endlich fiir sieben De-
cimalen hat man
A | 4 A—3B l Fehler

05952 | 2,0859279 | —0,0004546
0,5953 | 2,0863885 | -0,0000060

Zu dem Werthe 4 = 0,5953 muss also noch die Correction ——4—:—3—6 Einheiten

der vierten Decimale hinzukommen, in welcher Form ich sie beibehalte. da es,
wenn zur Bestimmung von z die erste Formel
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=17
4]

gebraucht werden soll, nur darauf ankommt, den entsprechenden Werth von C

zu finden. Diesen erhiilt man, indem man zu dem neben A = 0,5953 stehen-

den Werthe C = 0,6935705 die Correction ——-%X 798 hinzufiigt, letztere

wie Einheiten der siebenten Decimale betrachtet, also

C —= 0,6935695
log f = 2,6812412
7logx = 1,9876717
loge = 0,2839531
x = 1,9228841

Zur Auffindung der negativen Wurzeln wird man @ — -~y schreiben und
die positiven Wurzeln der Gleichung

¥ —28y"+ 480 =0

: . . 1 823 . .
aufsuchen. Diese gehort zur dritten Form, und da + = T?i":’i grosser ist als
77 823543 . . . -
TR = e aber kleiner als 27 = 128, zugleich auch m grésser ist als », so

gilt der dritte Fall, oder es finden zwei Wurzeln Statt, zu deren Ausmittlung
der Gleichung

2,0863825 — 3.A—+7B

geniigt werden muss. Aus der Schlussbemerkung des 14.Art, weiss man, dass
der eine Werth von A kleiner, der andere grosser sein muss als log4 = 0,12494.
Auch ergeben sich die Grenzen der Werthe von A sofort aus der obigen Tafel
mit dreizifrigen Logarithmen, nach welchen man erhilt:

A 3A-+178B Fehler
0,0 2,107 40,021
0,1 2,078 — 0,008
0,2 2,084 —0.002
. 0,3 2,132 -+ 0,046

Will man zur ndhern Bestimmung zuerst vierzifrige Logarithmen gebrauchen, so
hat man zunichst fiir die erste Auflésung
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A ] 3A+7B l Fehler
0,05 2,0869 | --0,0005
0,06 2,0847 —0,0017

Sodann ergeben die fiinfzifrigen Tafeln

0,052 2,08667 ~+0,00029
0,053 2,08638 0

Endlich die siebenzifrigen

0,0529 ’ 2,0863943 , -4 0,0000118

0,0530 | 2,0863660 | — 0,0000165
Hienach wird
A = 0,0529417
logf = 2,6812412
7logy = 2,7341829
logy = 0,3905976
—y =& = — 2,4580892

Fiir die zweite Auflosung steht die Rechnung, auf #hnliche Weise gefiihrt, fol-

gendermaassen :

A 34+17B Fehler

0,19 2,0843 —0,0021
0,20 2,0868 —+0,0004
0,197 2,08627 —0,00011

0,198 2,08654 | —0,00016

0,1975 | 2,0863805 | — 0,0000020
0,1976 | 2,0864082 | +0,0000257

A= 0,1975072

logf = 2.6812412

7logy = 2,8787484

logy = 0,4112498
r = —2,5778036
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-Die Gleichung, welche uns hier als Beispiel gedient hat, ist absichtlich so
gewihlt, dass zwei ihrer Wurzeln wenig verschieden sind. In einem solchen
Falle sind, wie schon oben im Art. 11 bemerkt ist, die Reihen wegen ihrer sehr
langsamen Convergenz wenig brauchbar: auch bei der indirecten Auflésung jst
davon wenigstens eine schwache Analogie erkennbar, indem das Fortschreiten der
successiven Anniherungen bei den beiden negativen Wurzeln (welche eben die
wenig ungleichen sind) etwas tréger ist, als bei der positiven. Ein wesentlicher
Unterschied ist aber der, dass die sehr langsame Convergenz der Reihen fiir simmt-
liche Wurzeln eintritt, wihrend bei dem indirecten Verfahren die, auch nur in
geringem Grade fithlbare, langsamere Annéherung lediglich bei den zwei wenig
verschiedenen Wurzeln vorkommt.

17.

Ganz verschieden von dem in den vorhergehenden Artikeln gelehrten Ver-
fahren ist dasjenige, welches zur Bestimmung der imagindren Wurzeln angewandt
werden muss. Im Allgemeinen ist die Bestimmung der imaginéiren Wurzeln auf
indirectem Wege deswegen weit schwieriger, als die der reellen, weil jene aus
einem unendlichen Gebiet von zwei Dimensionen herausgesucht werden miissen,
diese nur aus einem Unendlichen von Einer Dimension, und gerade darum ver-
dient ein sehr umfassender besonderer Fall, wo man jene Schwierigkeit umgehen
und die Frage in dasselbe Gebiet versetzen kann, zu welchem die Aufsuchung
der reellen Wurzeln gehort, eine eigne Ausfiilhrung. Einen solchen Fall bieten
die Gleichungen mit drei Gliedern dar.

Da die Methode mit gleicher Leichtigkeit angewandt werden kann, die Coéf-
ficienten der Gleichung mogen reell oder imaginér sein, so lege ich sofort die all-
gemeine Form der Gleichung zum Grunde

X = ™" 4-e(cose—+isin ) @™ - f(cos g4-ising) = 0

wo ¢ und f positive Grossen bedeuten: fiir einen reellen, positiven oder negati-
ven, Coéfficienten ist dann der betreffende Winkel (¢ oder ¢) entweder 0 oder
180°. Die Voraussetzung, dass m und » keinen gemeinschaftlichen Divisor ha-
ben, wird ohne Beeintréichtigung der Allgemeinheit auch hier beibehalten blei-
ben konnen. Eine der Gleichung Geniige leistende imaginire Wurzel # — ¢+ iu
setzt man in die Form 7(cosp +4sinp), wobei es fiir unsern gegenwirtigen Zweck
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vortheilhafter ist, die sonst gewshnliche Bedingung, dass r positiv sein soll, hier
nicht zu machen, sondern anstatt derselben die, dass p immer zwischen den Gren-
zen 0 und 180° genommen werden soll. In dem Fall, wo die Coéfficienten der
Gleichung beide reell sind, kann man den Umfang der Werthe von p noch wei-
ter auf die Halfte verengen: denn da bekanntlich von den imaginiren Wurzeln
einer solchen Gleichung je zwei zusammengehoren, wie #-iu und t—éu, so
wird offenbar fiir die eine Wurzel jedes Paars der Werth von p zwischen 0 und
90° fallen, und man braucht durch das indirecte Verfahren nur diese zu bestim-
men, indem daraus die andere von selbst folgt durch Vertauschung von p mit
180°—p und von r mit —r.

18.

Das Wesen der Methode besteht in der Aufstellung einer Gleichung, welche
bloss p ohne r enthilt. Um dazu zu gelangen, setze man die Gleichung X =0
durch Division mit ihrem ersten Gliede in die Form

{ 4e(cose+ising) "+ f(cos g —+fising)a™ " = 0
oder
1-er(cos(np—e)—i sin(np—e))+-fi—""(cos{(m--n)p—g)—isin[(m-4-n)p—e)) =0

Da nun hier die imaginiren Theile einander aufheben miissen, so hat man (I)

o fsn(mtne—e)
- esin(np —¢)

Auf dhnliche Art erhdlt man, wenn die Gleichung X == 0 mit ihrem zweiten
oder dritten Gliede dividirt, und erwigt, dass in beiden Féllen die imaginiren
Theile der neuen Gleichungen einander aufheben miissen, die Gleichungen
potn __ fsin(mp+e—oq)
sin(np—e) (I)
o= _esin(mp+e—<p)
sin ((m + n)p—o)
Man sieht, dass jede der drei Gleichungen (I) auch schon aus der Verbindung der
beiden andern abgeleitet werden kann. Eliminirt man aber » aus Verbindung

zweier, so erhilt man (II)
13
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) A= (—1)m+“5in(m9+€—tp)'”sin(np_;e)n

sin((m +n) p — o)™+
wo zur Abkiirzung (eben so wie oben)
é;nrﬂ foenemnd )\

gesetzt ist. Aus dieser Gleichung hat man die verschiedenen Werthe von p zu
bestimmen; den Werth von r, welcher jedem Werthe von p entspricht, findet
man sodann aus einer der Gleichungen (I), am besten aus der zweiten, riicksicht-
lich der absoluten Grésse, wobei jedoch in dem Falle, wo m-n gerade ist, noch
eine der beiden andern Gleichungen zur Entscheidung des Zeichens hinzugezogen
werden muss.

19.

Die Auflssung der Gleichung II auf indirectem Wege wird man immer mit
Leichtigkeit beschaffen konnen, wozu noch die Berticksichtigung der folgenden
Bemerkungen beitragen wird.

1) Die Werthe von p liegen zwischen 0 und 180°; in dem Falle, wo die
Coéfficienten der vorgegebenen Gleichung reell sind, braucht man nur die halbe
Anzahl, nemlich die zwischen 0 und 90° liegenden. einzeln aufzusuchen.

2) In dem einen wie in dem andern Falle wird man zuerst das betreffende
Intervall in die verschiedenen Unterabtheilungen scheiden, die sich durch die
Zeichenabwechslungen in den Werthen der auf der rechten Seite der Gleichung
II stehenden Function von p bilden. Die Uebergangswerthe von p konnen of-
fenbar nur solche sein, wo einer der Winkel mp—+4e—w, np—e, (m—+n)p—o
durch 180° theilbar, und also jene Function selbst entweder 0 oder unendlich
wird. Von jenen Unterabtheilungen bleiben dann diejenigen, in welchen der
‘Werth der Function negativ wird, schon von selbst aus der weitern Untersuchung
ausgeschlossen.

3) Falls man nicht schon auf andern Wegen genidherte Werthe von p er-
langen kann, wird man sich das indirecte Durchsuchen der geeigneten Intervalle
dadurch sehr erleichtern, dass man auf dhnliche Weise, wie aus den Beispielen
des 16. Artikels zu ersehen ist, die ersten Versuche nach abgekiirzten Tafeln mit
wenigen Zifern ausfithrt, und in manchen Féllen méchte man wohl bequem fin-
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den, zuerst nur die Sinuslogarithmen mit drei Zifern auf einem Blittchen: etwa
von Grad zu Grad verzeichnet zu diesem Zweck zu verwenden.

20.
Zu weiterer Frliuterung mag die Berechnung der imaginiren Wurzeln der
oben behandelten Gleichung

2+ 282" — 480 = 0

als Beispiel dienen. Nach der Bezeichnung des Art. 17 haben wir hier zuvérderst,
wie oben, m =4, n =3, e = 28, f = 480, und sodann weiter =0, ©==180°
Die Formeln I des Art. 18 werden demnach

4 480sin7p
"= Jssimsp
T 480sin4p
T Tsinsp
s 28sin4p
- sin7p

*
l

und die Formel II

1 823543 _ sin7p”

A T 6750 T sin3p’sin4p®

aus welcher Gleichung zwei zwischen 0 und 90° liegende Werthe von p zu be-
stimmen sind, da die Gleichung X = 0 neben ihren drei bereits ermittelten re-
ellen Wurzeln noch zwei Paare zusammengehdriger imagindrer hat. Innerhalb
dieser Grenzen wird sin7p dreimal = 0, nemlich fiir p = 254 Grad, 514
Grad und 774 Grad, wobei sin7p’ jedesmal sein Zeichen #ndert; sin3p wird
einmal = 0 fiir p = 60° gleichfalls mit Zeichenwechsel von sin3p®; endlich
sin4p wird einmal = 0 fiir p = 45° aber ohne Zeichenwechsel fiir sin 4p*
Erwigt man nun noch, dass der Werth von :1;;";—79—‘ fir p=0 dem Grenz-
werthe 3—2—‘ gleich zu setzen ist, so wird das Verhalten der Werthe jener Function
in den sechs Unterabtheilungen des Zwischenraumes von 0 bis 90° in folgender

Uebersicht zusammengefasst:
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823543
p = 0 Grad e
+
253 0
45 o0
513 0
+
60 co -
774 0
+
90" o

Man erkennt hieraus, dass sowohl im vierten als im sechsten Zwischen-
raume nothwendig ein der Formel IT Geniige leistender Werth von p liegen muss,
und eines Mehrern bedarf es fiir unsern Zweck nicht, da schon von vorne her fest
steht, dass es nur zwei solche Werthe gibt. Die Gleichung II setze ich in die Form

7logsin7p—3logsin3p—4logsin4p = § = 2,0863825

Die Auffindung des zwischen 513 und 60 Grad liegenden Werthes durch

allmihlige Annsherung vermittelst der Tafeln mit 3, 4, 5, 7 Zifern zeigt folgen-
des Schema:

Hieraus p = 57°4141"366, und ferner nach der zweiten Formel in I,

p S Fehler

57° 1,527 —0,559

58 2,354 40,268
57°40 2,0624 — 10,0240

57 50 2,2057 -+0,1193
57%41’ 2,07658 —0,00980
57 42 2,09074 +-0,00436
57°41'41" | 2,0862962 | —0,0000863
57 4142 | 2,0865320 | --0,0001495
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logsin4p = 9,8891425n
Compl. logsin3p = 0,9193523
log (— 480) = 2,6812412x
7logr = 3,4897360
logr = 0,4985337

und damit
» = -4-1,6843159+2,66379144

so wie die andere dazu gehérige Wurzel
2 = 41,6843159—2,66379144
Der andere zwischen 774 und 90° liegende Werth von p wird durch An-
wendung von TFafeln mit drei Decimalen als zwischen 86° und 87° liegend erkannt.
Die Rechnung in gleicher Gestalt wie im vorhergehenden Falle steht so:

e S Fehler
86° 1,885 —0,201
87 2,533 40,447
86910 1,9907 —0,0957

86 20 2,0946 ~+0,0082

86 19 2,08409 —0,00229
86 20 2,09447 ~+0,00809
86°19'13" | 2,0863229 | —0,0000596
86 1914 | 2,0864970 | -0,0001145

o — 86°19'13"342

logsin4p = 9,4049540n
Compl. logsin3p = 0,00811082
log (— 480) = 2,6812412n
7logr = 2,0943060%
log = 0,2991866%

Zieht man vor, r positiv zu haben, so braucht man nur zugleich fir p den um
180° vergrosserten Werth 266°19'13"342 anzusetzen. Die Wurzel selbst ist

&= —0,1278113 — 1,9874234¢

und die andere dazu gehdrige nur im Zeichen des imagindren Theils davon ver-

schieden.
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Die simmtlichen Wurzeln der Gleichung #” + 28 2* — 480 =— 0 sind demnach

+1,9228841
— 92,4580892
—2,5778036
+1,684315942,66379144
+1,6843159 —2,66379144
—0,1278113-1,98742344
—0,1278113 —1,98742344

Die Summe der Wurzeln ~-0,0000005 ist so genau mit dem wahren Werthe 0
tibereinstimmend, wie nur von dem Gebrauch siebenzifriger Logarithmen erwar-
tet werden durfte. In der andern Form hat man

logr p
0,2839531 0
0,3905976 180°

0,4112498 180

0,4985337 57.41'41"366
0,4985337 302 18 18,634
0,2991866 93 40 46,658

0,2991866 266 19 13,342

Die Summe der Logarithmen der Werthe von r findet sich — 2,6812411, gleich-
falls befriedigend genau mit dem Logarithmen von 480 iibereinstimmend.

Es wird iibrigens kaum néthig sein zu erinnern, dass die in diesem so wie
die im 16. Artikel aufgestellten Rechnungen nur dazu bestimmt sind, den Gang
der Arbeit nach ihren Hauptmomenten zu erliutern, keinesweges aber fiir die
Form des kleinen Mechanismus der Operationen maassgebend sein sollen. Geiib-
tere Rechner werden meistens vorziehen, nicht so viele Zwischenstufen anzuwen-
den, als in jenen Beispielen geschehen ist. Ueberhaupt wird jeder in dergleichen
Arbeiten einigermaassen erfahrne die Einzelnheiten des Geschiifts leicht selbst in
diejenige Gestalt bringen, die den jedesmaligen Umstinden und seiner eignen in-
dividuellen Gewdhnung am meisten angemessen ist, und es kann hier nicht der
Ort sein, in solche Einzelnheiten weiter einzugehen.
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