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ANZEIGEN.

Gattingische gelehrte Anzeigen. 1812 Februar to.

Die logarithmischen und Kreisfunctionen, als die einfachsten Arten der
transscendenten Functionen, sind diejenigen, womit sich die Analysten am mei-
sten beschiftigt haben. Sie verdienten diese Ehre sowohl wegen ihres steten Ein-
greifens in fast alle mathematische Untersuchungen, theoretische und practische,
als wegen des fast unerschopflichen Reichthums an interessanten Wahrheiten, den
ihre Theorie darbietet Weit weniger sind bisher andere transscendente Functio-
nen bearbeitet, die sich auf jene nicht zuriickfithren lassen, sondern als eigne
héhere Gattungen betrachtet werden miissen, die nur in speciellen Fillen mit je-
nen zusammenhéngen. Und doch sind manche solcher Functionen nicht minder
fruchtbar an interessanten Relationen, und daher dem, welcher die Analyse um
ihrer selbst willen ehrt, nicht minder wichtig; so wie ihr hiufiges Vorkommen
bei mancherlei andern Untersuchungen sie dem empfehlen muss, der gern erst
nach practischem Nutzen fragt. Professor Gauss hat sich mit Untersuchungen
iiber dergleichen hohere transscendente Functionen schon seit vielen Jahren be-
schiftigt. deren weit ausgedehnte Resultate das Gesagte bestiitigen. FEinen, ver-
hiltnissméssig freilich nur sehr kleinen, Theil derselben, der gleichsam als Ein-
leitung zu einer kiinftig zu liefernden Reihe von Abhandlungen angesehen wer-
den kann, hat er am 30. Januar anter der Aufschrift
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als eine Vorlesung der konigl. Gesellschaft der Wissenschaften iibergeben, wor-
aus wir hier die Hauptmomente des Inhalts anzeigen wollen.

Die transscendenten Functionen haben ihre wahre Quelle allemal. offen lie-
gend oder versteckt, im Unendlichen. Die Operationen des Integrirens, der Sum-
mationen unendlicher Reihen, der Entwickelung unendlicher Producte, ins Un-
endliche fortlaufender continuirlicher Briiche, oder iiberhaupt die Anniherung an
eine Grenze durch Operationen, die nach bestimmten Gesetzen ohne Ende fort-
gesetzt werden — diess ist der eigentliche Boden, auf welchem die transscenden-
ten Functionen erzeugt werden, oder wenn man lieber sich eines andern Bildes
bedienen will, diess sind die eigentlichen Wege, auf welchen man dazu gelangt.
Zu einem Ziele fithren gewdhnlich mehrere solcher Wege: die Umstéinde und die
Zwecke, welche man sich vorsetzt, miissen bestimmen, welchen man zuerst oder
vorzugsweise wihlen will. Die Reihe, welche den Gegenstand gegenwirtiger Ab-
handlung ausmacht, ist von einer sehr umfassenden Allgemeinheit. Sie stellt,
je nachdem die Grossen a, 6, y (welche nebst # der Verfasser durch die Benen-
nungen erstes, zweites, drittes, viertes Element unterscheidet, so wie er, Kiirze
halber, die ganze durch die Reihe dargestellte Function mit den Zeichen F(«, 6, v, )
bezeichnet) so oder anders bestimmt werden, algebraische, logarithmische, tri-
gonometrische oder héhere transscendente Functionen dar, und man kann behaup-
ten, dass bisher kaum irgend eine transscendente Function von den Analysten un-
tersucht sei, die sich nicht auf diese Reihe zuriickfithren liesse. FEine grosse
Menge von Wahrheiten, welche in Beziehung auf solche schon in Betrachtung ge-
zogene Functionen schon aufgefunden sind, lassen sich aus der allgemeinen Na-
tur der durch unsere Reihen dargestellten Function ableiten, und schon um dess-
willen wiirden Untersuchungen dariiber die Aufmerksamkeit der Geometer-verdie-
nen, obwohl diess nur als Nebensache, und die Ersffnung des Zuganges zu neuen
Wabhrheiten als Hauptzweck zu betrachten ist. Gegenwirtige Abhandlung ent-
hilt nur erst die Hilfte von den allgemeinen Untersuchungen des Verfassers, de-
ren zu grosser Umfang eine Theilung nothwendig machte. Hier gilt eben die
Reihe selbst als Ursprung der transscendenten Functionen, welche in dem wei-
tern Verfolg der Arbeit aus einer allgemeiner anwendbaren Quelle werden abge-
leitet, und aus einem hoheren Gesichtspunkte betrachtet werden. Die erstere
Erzeugung macht, ihrer Natur nach, die Einschrinkung auf die Félle nothwen-
dig, wo die Reihe convergirt, also wo das vierte Element #. positiv oder negativ,
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den Werth 1 nicht iiberschreitet: die andere Erzeugungsart wird diese Beschrin-
kung wegrdumen. Allein eben die erstere Erzeugungsart fiihrt schon zu einer
Menge merkwiirdiger Wahrheiten auf einem bequemern und gleichsam mehr ele-
mentarischen Wege, und desswegen hat der Verf. damit den Anfang gemacht.

Diese erste Hilfte der Untersuchungen zerfillt in drei Abschnitte, welchen
einige allgemeine Bemerkungen voraus geschickt sind. Um eine Probe von der
ausgedehnten Anwendbarkeit der Reihe zu geben, sind auf dieselbe zuvérderst
23 verschiedene Reihenentwickelungen algebraischer, logarithmischer und tri-
gonometrischer Functionen zuriick gefithrt, so wie, als ein Beispiel héherer
transcendenter Functionen, die Coéfficienten der aus der Entwickelung von
(aa~+bb—2abcos¢)” entspringenden, nach den Cosinus der Vielfachen von ©
fortschreitenden, Reihe, und zwar letztere auf drei verschiedene Arten.

Der erste Abschnitt beschiftigt sich mit den Relationen zwischen solchen
Reihen von der obigen Form, in welchen die Werthe eines der drei ersten Ele-
mente um eine Einheit verschieden, die Werthe der drei iibrigen hingegen gleich
sind. Dergleichen Reihen nennt der Verf. series contiguae, im Deutschen kénnte
man sie etwa verwandte Reiken nennen. Jeder Reihe F(a, 8, vy, #) stehen also
sechs verwandte zur Seite, nimlich F(a--1,9,y,2), F(a—1,5,7,2), F(a, 641,7, 2),
Flo,6—1,7,2), F(a,8, y+1,2), F(a, 6, y—1,2), und es wird hier gezeigt,
dass es zwischen der ersten und je zweien der verwandten eine lineare Gleichung
gibt. Funfzehn Gleichungen entspringen auf diese Weise. Es folgt hieraus das
wichtige Theorem, dass, wenn o —a, ¢'—a, 8'—0, 8"—86, yY—7y, Y'—7,
ganze Zahlen sind, auch zwischen F(a, 9, v,2), F(«, 6, Y, 2), F(", 6", 7", ).
eine lineare Gleichung Statt findet, und also, allgemein zu reden, aus den Wer-
then zweier dieser Functionen der Werth der dritten abgeleitet werden kann. Ei-
nige der einfachsten oder sonst merkwiirdigen Fille hat der Verf. hier noch be-
sonders zusammengestellt. .

Der zweite Abschnitt gibt Verwandlungen in continuirliche Briiche, und zwar
fiir die Quotienten

F(a, 6+1,7+1,2) F(a, 841,71, 2) Fla—1, 6+1, 7, 2)
F(q, 8, ¥, ) ? Fa, 6,1, 2) ° Fle, 8,1, )

auf welche sich noch drei andere durch die offenbar verstattete Vertauschung der
beiden ersten Elemente zuriick fiihren lassen. Von diesen Lehrsitzen sind fast
alle bisher bekannte Entwickelungen in continuirliche Briiche nur specielle Fille.
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Vorziiglich merkwiirdig ist der Fall, wo man in der zweiten Entwickelung 6 = 0
setzt, Es folgt daraus ein Lehrsatz, welchen wir seiner umfassenden Anwend-
barkeit wegen hier beifiigen. Die Function F(a, 1, y.2) oder, was einerlei ist,
~die Reihe

a. a+1 g.a+1.a4+2 3
R e R TR

gibt den continuirlichen Bruch

wo die Coéfficienten a, b, ¢, d etc. nach folgendem Gesetze fortschreiten:

_ = . 1—¢
=3 b=t
c___(“+1)7 d — 2(y+t—a)
T HHE+2) T+t
o — DG+ f= bt
G+3)+9) G+ 9G+9)
Hiernach lassen sich z.B. die Potenz eines Binomium, die Reihen fiir log (14 ),
lo g ——, fiir Exponentialgrossen, fiir den Bogen durch die Tangente oder durch

den Smua u. a. in unendliche continuirliche Briiche verwandeln. Auch beruhen
hierauf die in der Theoria motus corporum coelestium gegebenen Verwandlungen in
solche Briiche, deren Beweise hier von dem Verfasser nachgeholt werden.

Bei weitem den grossten Theil der Abhandlung nimmt der dritte Abschnitt
ein, in welchem von dem Werthe der Reihe gehandelt wird, wenn man das vierte
Element — 1 setzt. Nachdem zuvirderst mit geometrischer Schirfe bewiesen,
dass die Reihe fiir # = 1 nur dann zu einer endlichen Summe convergire, wenn
y—a—78 eine positive Grosse ist, fithrt der Verf. diese Summe. oder Fl(a,5,7,1)
auf den Ausdruck =1 g —a—6—1) zuriick, wo die Charakteristik I eine

Hy—a—1). Oy —8—1)
eigene Art transcendenter Functionen andeutet, deren Erzeugung der Verf. auf

ein unendliches Product griindet. Diese in der ganzen Analyse hochst wichtige
Function ist im Grunde nichts anders als EvLers inexplicable Function
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allein diese Erzeugungsart oder Definition ist, nach des Verf. Urtheil, durchaus
unstatthaft, da sie nur fiir ganze positive Werthe von z einen klaren Sinn hat.
Die vom Verf. gewihlte Begriindungsart ist allgemein anwendbar, und gibt selbst
bei imagindren Werthen von z einen eben so klaren Sinn, wie bei reellen, und
man liuft dabei durchaus keine Gefahr, auf solche Paradoxen und Widerspriiche
zu gerathen, wie ehedem Hr. Kramp bei seinen numerischen Facultiten, die sich,
wie man leicht zeigen kann, auf obige Function zurickfiihren lassen, aber zur
Aufnahme in die Analyse weniger geeignet scheinen, als diese, da jene von drei
Grossen abhingig sind, diese nur von Einer abhiingt, und doch als eben so allge-
mein betrachtet werden muss. Der Verf. wiinscht dieser transscendenten Function
I1z in der Analyse das Biirgerrecht gegeben zu sehen, wozu vielleicht die Wahl ei-
nes eigenen Namens fiir dieselbe am beférderlichsten sein wiirde: das Recht dazu
mag demjenigen vorbehalten bleiben, der die wichtigsten Entdeckungen in der
Theorie dieser der Anstrengungen der Geometer sehr wiirdigen Function machen
wird. Hier ist von dem Verf. bereits eine bedeutende Anzahl merkwiirdiger, sie
betreffender, Theoreme zusammen gestellt, wovon ein Theil als neu zu betrachten
ist. Der Raum verstattet uns nicht, in das Detail derselben hier einzugehen: nur
das eine heben wir davon aus, dass der Werth des Integrals . 21 (1 —a*)'da von
=0 bis # =1 leicht auf die Function II zuriickgefiihrt werden kann, und
dass alle die von Evrer fiir dergleichen Integrale zum Theil mithsam gefundenen
Relationen sich mit grésster Leichtigkeit aus den allgemeinen Eigenschaften jener
Functionen ableiten lassen, so wie umgekehrt allemal Ilz, wenn 2z eine Ratio-
nalgrsse ist, sich durch einige solche bestimmte Integrale darstellen ldsst.

Nicht weniger merkwiirdig ist die aus der Differentiation von IIz entsprin-
gende, gleichfalls transscendente, Function, oder vielmehr

dlogllz _ dlz
dz T Iz.dz

welche der Verfasser mit Wz bezeichnet hat, und die gleichfalls eine besondere
Benennung verdiente. Von den zahlreichen merkwiirdigen Eigenschaften dieser
Function, welche in der Abhandlung aufgestellt sind, fithren wir hier nur die
Fine an, dass allgemein ¥z2— W0, wenn z eine rationale Grosse ist, auf Loga-
rithmen und Kreisfunctionen zuriickgefiihrt werden kann; V0 selbst aber ist die
bekannte, von Eurer und Andern untersuchte, Zahl 0,5772156649 . ... negativ

genommen , welche der Verfasser hier, nach einer von ihm selbst gefithrten Rech-
26



