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DETERMINATIO ATTRACTIONIS
QUAM IN PUNCTUM QUODVIS POSITIONIS DATAE

EXERCERET PLANETA SI ENUS MASSA
PER TOTAM ORBITAM
RATIONE TEMPORIS QUO SINGULAE PARTES DESCRIBUNTUR
UNIFORMITER ESSET DISPERTITA.

1.

Variationes saeculares, quas elementa orbitae planetariae a perturbatione
alius planetae patiuntur, ab huius positione in orbita sunt independentes, atque
eaedem forent, sive planeta perturbans in orbita elliptica secundum KerLer1 leges
incedat, sive ipsius massa per orbitam eatenus aequabiliter dispertita concipiatur,
ut orbitae partibus, alias aequali temporis intervallo descriptis, iam aequales mas-
sae partes tribuantur, siquidem tempora revolutionum planetae perturbati et per-
turbantis non sint commensurabilia. Theorema hoc elegans, si a nemine hucus-
que disertis verbis propositum est, saltem perfacile ex astronomiae physicae prin-
cipiis demonstratur. Problema itaque se offert tum per se, tum propter plura ar-
tificia, quae eius solutio requirit, attentione perdignum: attractionem orbitae pla-
netariae, aut si mavis. annuli elliptici, cuins crassities infinite parva, atque se-
cundum legem modo explicatam variabilis, in punctum quodlibet positione datum
exacte determinare.

2.

Denotando excentricitatem orbitae per e, atque puncti cniusvis in ipsa ano-
maliam excentricam per E, huius elemento d E respondebit elementum anoma-
liae mediae (1—ecos E)d E; quamobrem elementum massae ei orbitae portiun-
culae, cul respondent illa elementa, tribuendum, erit ad massam integram, quam
pro unitate accipiemus, ut (1—ecos E)dE ad 27, exprimente © semicircumfe-
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rentiam circuli pro radio 1. Statuendo itaque distantiam puncti attracti a puncto
orbitae — p, attractio ab orbitae elemento producta erit

__ (1—ecos E)AE
o 2mpp

\

Designabimus semiaxem maiorem per «, semiaxem minorem per b, atque
illum tamquam lineam abscissarum, centrumque ellipsis tamquam initium adopta-
bimus. Hinc erit aa—bb = aaee, abscissa puncti orbitae — acosE, ordi-
nata — bsin E. Denique distantiam puncti attracti a plano orbitae denotabimus
per C, atque coordinatas reliquas axi maiori et minori parallelas per A4 et B. His
ita praeparatis, attractio elementi orbitae decomponetur in duas axi maiori et mi-
nori parallelas atque tertiam plano orbitae normalem, pﬁta

(A—acosE)(t-:ecosE)dE — dé
2Tp

(B—bhsinE)(1—ecos E)dE
27 pd = dn

o zc::*‘E)dE *—-\dl
ubi ¢ = \/((Ad—acos E}*+ (B—bsin E)*+ CC).

Integratis hisce differentialibus ab E = 0 usque ad E = 360°, prodibunt
attractiones partiales £, 1, { secundum directiones, directionibus coordinatarum
oppositas, e quibus attractio integra composita erit. et quas per methodum no-
tam ad quaslibet alias directiones referre licebit.

3.
Rei summa iam in eo versatur, ut introducta loco ipsius £ alia variabili,,
quantitas radicalis in formam simpliciorem redigatur. Ad hunc finem statuemus

”

a+a'cos I'4-u''sin 7' sin B — 6+8cos T4+ 8"sinT

cos K — {+ycos T+ 1smT" 1+ ycos L'+ ¢"sin T

ubi autem novem coéfficientes a, o, o’ etc. manifesto non sunt penitus arbitrarii,
sed certis conditionibus satisfacere debent, quas ante omnia perscrutari oportet.
Primo observamus, substitutionem eandem manere, si omnes coéfficientes per
eundem factorem multiplicentur, ita ut absque generalitatis detrimento uni ex ipsis
valorem determinatum tribuere, e. g. statuere liceret y = 1: attamen concinni-
tatis caussa omnes novem aliquantisper indefiniti maneant. Porro monemus, ex-



QUAM IN PUNCTUM QUODVIS POSITIONIS DATAE EXERCERET PLANETA ETC. 335

cludi debere valores tales, ubi a, o, & vel 8, 6, 8" ipsis 7, Y. 7" resp. pro-
portionales essent: alioquin enim E haud amplius indeterminata maneret. Ne-

queunt igitur Yo'—y'd, Y'a—7ya", ya'—y'a simul evanescere.
Manifesto coéfficientes a, o, a” ete. ita comparati esse debent, ut fiat in-

definite
(a+d'cos T+osin T)?
~+-(6-+06'cos T+ 6"sin T')? l =
—(y+7'cos T+7"sin T)? )

unde necessario haec functio habere debet formam
k(cos T?+sin T®—1)
Hinc colligimus sex aequationes conditionales

—aa —66 +yy = &k
—odd—8'0" 7Y =—k
_aﬂa" 6"6”—*—7”7"____ —k >

___aa ___6!6/!_!‘_717": 0 (I)
—alla '-—6"6 +Y""Y — 0
—ad —68" +yyY = 0]

Ab his aequationibus pendent plures aliae, quas evolvere operae pretium

erit. Statuendo brevitatis caussa

by +ad8"y+a" 6y —ab"yY—d 6y —a'b'y =¢........ (11)
e combinatione aequationum (I) facile derivantur novem sequentes:
ea —_ k (6,’)/”” 716”)
2 6 J— k ('Y, all /7")

ey = +k(d8"—0b'a")
e = +-k(G"y -——y"6)
e0' = +k(y'a —a'y)
teY = —k(ad"6 —8"a)
e’ = +k(By —78')
e6'= +k(yod —ay)
ey = —k(ad’' —Bda') )

(o)
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E tribus primis harum aequationum rursus deducimus hanc:

ea(®y"—y'6") by ay )+ey(@8"—6'a")
p— —-'k(gl ” '6") (_Ya ) +k( 6" 6’ ")

cui aequivalens est haec:
gg — k (_ a,a,—6’6’+ Y’Y’)( u ” 6"6”_.}_7"_}’") (_ a,a"—6/6”+7’7")2

quae adiumento aequationum 2, 3, 4 in (I) mutatur in hanc:

Aeque facile ex aequationibus (I) derivantur hae:

By —78" ) = —k(k—a o —a'a") )
(‘Y, " ,'Y") (k 6 6’ 6”6[’)

WO — T — 4R yY 7T
®"y— y"b”) = +-kkt+aa — a'a")
Y'a—a'y) = +k(k+886 —8"8") , (V)
('8 — 6” a)? —-—k(/f 7Y 77

6y —76')} = +k(k+aa —d )
(Yo —ay) =+k(k+866 —5'6")
(@8 —Bo)* = —k(E—vy +77)

Exempli caussa evolutionem primae adscribimus, ad cuius instar reliquae
facile formabuntur. Aequationes 4, 2, 3 in (I) scilicet suppeditant

(Y,Y”— 6,6")2——-<'Y,Y,—6l6,>( ”_n 6”6”) o a’ala”a” (ala'— k) (a”a"__k)

quae aequatio evoluta protinus ipsam primam in (V) sistit.

Ex his aequationibus (V) concludimus, valorem %4 ==0 in disquisitione
nostra haud admissibilem esse; hinc enim omnes novem quantitates 8'y"— y'6"etc.
necessario evanescerent, i. e. coéfficientes a, o/, o’ tum ipsis 6, 6', 6", tum ipsis
Y, Y, Y" proportionales evaderent. Hinc etiam, propter aequationem IV, quan-
titas ¢ evanescere nequit; quamobrem % necessario debet esse quantitas positiva,
siquidem omnes coéfficientes a, o, a” etc. debent esse reales. Combinatis tribus
aequatlombus primis in (III) cum tribus primis in (V ), hae novae prodeunt quae
manifesto a valore ipsius £ non evanescente pendent:
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ao—od d—ad'd" = —k
66—6'6'—08"6" = —k Y (VI)
VY=YV =YY = +#)
Combinatio reliquarum easdem produceret. His denique adiungimus tres sequentes:
6y—8'y—86"y" =0
vyo—y'od—y'a" =0 l (VIIL)
aB—ao8—a'8" = 0)

l

quae facile ex aequationibus ITI derivantur; e. g. secunda, quinta et octava sup-

peditant:
26,}, . 26’_},/_ 8611_),”= —_— kY(Y’a’I-——— al‘},”) — k'}/’(’)’”a——— a”‘)') i k,},"(‘yal— a‘}l’) — 0

Manifesto hae quoque aequationes ab exclusione valoris £ =0 sunt dependentes *).

Quoniam , ut iam supra monuimus, omnes coéfficientes o, o, a” etc. per
eundem factorem multiplicare licet, unde valor ipsius % per quadratum eiusdem
factoris multiplicatus prodibit, abhinc semper supponemus

k=1

quo pacto necessario quoque erit vel ¢ = -1 vel ¢ = —1. Patet itaque, no-
vem coéfficientes o, o, " etc., inter quos sex aequationes conditionales adsunt,
ad tres quantitates ab invicem independentes reducibiles esse debere, quod qui-
dem commodissime per tres angulos sequenti modo efficitur:

a = cos Ltang N

6 = sin Ltang N

v = secN

o = cos Licos Msec N+ sin Lsin M
6’ = sin L cos M'sec N - cos L'sin M
Y = cos Mtang N

a" = cos L sin M sec N - sin Lcos M
6" = sin L sin M'sec N +-cos Lcos M

7" = sin Mtang N

*) Forsan haud superfluum erit monere, nos analysin praecedentem consulto elegisse atque alii deri-
vationi relationum INI—VII praetulisse, quae quamquam aliquantulum elegantior videretur, tamen, accarate
examinata, quibusdam dubiis obnoxia inventa est, quae non sine ambagibus removere licuisset.

43
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ubi signorum ambiguorum superiora referuntur ad casum ¢ — -1, inferiora ad
casum ¢ = —1. Attamen tractatio analytica ad maximam partem elegantius
sine usu horum angulorum absolvitur. Ceterum haud difficile foret, significatio-
nem geometricam tum horum angulorum, tum reliquarum quantitatum auxilia-
rium in hac disquisitione occurrentium assignare; hanc vero interpretationem ad
institutum nostrum haud necessariam lectori perito explicandam linquimus.

4.
Si iam in expressione distantiae p pro cosE et sin E valores supra assumti
substituuntur, illa in hanc formam transibit:

V(G4 GcosT*+ G"sin T*+ 2 Hcos Tsin T+ 2 H'sin T'+ 2 H"cos T)
y+ycosT+4y"sinT

{J:

ubi coéfficientes a, o, a” etc. ita determinabimus, ut salvis sex aequationibus

conditionalibus
— 0o —6b + YY — 1
—dd —8'8 7y = —1
— a"a"—-—'6"6"—!— 7"}'”.—_: —1 r
o ren ! Ll]
—dd"—B8'8"+yy = 0
—a'a —B" 47y = 0
—ad—606 47y = 0

adeoque etiam reliquis inde demanantibus, fiat
H=0, H=0, H'=0
quo pacto problema generaliter loquendo erit determinatum. Quodsi itague de-

nominatorem ipsius p per ¢ denotamus, transire debet functio trium quantita-
tum #, fcosE, tsinE haec

(AA+4- BB+ CC)tt+aa(tcos By +bb(tsin E)) —2a At. tcos E— 2bBt.isin E
per substitutionem

tcosE—=a-+4+a cosT+a" sinT
tsin E=6-46cos T+8"sin T
t =y~ y'cos T+v"sin T
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in
G+ G'cos T? 4 G"sin T?

Manifesto hoc idem est, ac si dicas, functionem trium indeterminatarum @, y, 2
hanc (W)
aaxx—+bbyy+(AA+BB+CC)zz—2aAxz— 2bByz

per substitutionem

z = auto u+o’'u"

Yy =0bu+6u+06"y

2 — '(u—{—'y'u'-—-!—‘y"u"
in functionem indeterminatarum u, #', ' hanc

Guu+ Glulul+ G"uﬂuﬂ

transire debere. At quum ex his formulis, adiumento aequationum [1], facile

sequatur

= —ar—0y-+12
W= dae+0y—7z
ull J— a’lm +6I:y — Yllz

manifesto functio W identica esse debebit cum hac
G(—aa—By 41+ Gdz—+8y — 2+ G o+ 6y — 13
unde habemus sex aequationes

aa — Gaa_l_ G’a'a'+ G”a"a" \
bb p— G66+ G,6,6,+ G"6”6"
A4+BB+ CC= Gy + G717V + G711 |

bB — Gg-r + G’6'T'+ G’IGI/Y”
ad = Grat Gy o+ Gy
0 = Ga6+ G'a’6'+ G'od"8"

2]

y

Ex his duodecim aequationibus [1] et [2] incognitas nostras G, G', G", a, &', o’

etc., determinare oportebit.
43%
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5.
E combinatione aequationum [1] et [2] facile derivantur sequentes:

—aoga+ved = a @
—6bb+1bB=706G
1(A44A+BB4-CC)—aaA—b6bB =G

unde fit porro

__ yad
e ST R (3]
__ _1bB r
6 —— m ---------------- L4]
aadAd b BB
AA+BB+ CC—ixe— B+ G

Ultimam sic quoque exhibere possumus

44 BB cc -
aa+G+bb+G+—§.— ...... (5]

Perinde e combinatione aequationum [1] et [2] deducimus

daa—yad = oG’
6'6b—7'bB =10'G"
—7'(AA+BB+CC)+dad+6bB = {'G’

atque hinc
o= .. [6)
g 7]
afj6'+bbzi—BG'—%g:1"" - [8]
et prorsus simili modo
\ o= .. (9]
8= L [10]
e — =1 [11]

Patet itaque, G, — G’, — G" esse radices aequationis

A4 BB ce r
a—a__ﬁ—{—z—m—{'-———: 1 ........ Ll2]

x
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quae rite evoluta ita se habet

P*—(4 A+ BB+ CC—aa— bb)xx—+-(aabb—aa BB —aaCC—bbAA —bbCC) 2
—aabbCC=0................ [13]

0

Tam de indole huius aequationis cubicae sequentia sunt notanda.

I. Ex aequationis termino ultimo —aabbdCC concluditur, eam certe ha-
bere radicem unam realem, et quidem vel positivam, vel, st C =0, cifrae ae-
qualem. Denotemus hanc radicem realem non negativam per g.

II. Subtrahendo ab aequatione 12, ita exhibita
Adz BBz
?=ats Tigs+ CC
hanc-

Adg BBy
aa+y+bb+g+ ce

et dividendo per z—g, oritur nova, duas reliquas radices complectens

_ aadd 5b BB
T (ae+2)(aatg) + ®5+2)(00+9)

quae rite ordinata et soluta suppeditat [14)

1

__aadd | bbBB aadAd | bbBB\y | 1aabbAABB
2‘” —_ m_?—l_bb_l_g aa — bbi \/((aa_bb —aa +g + 6b+g ) + (aa—i—y)(bb +y))
Haec expressio, quum quantitas sub signo radicali natura sua sit positiva, vel
saltem non negativa, monstrat, etiam duas reliquas radices semper fieri reales.

III. Subtrahendo autem ab invicem aequationes istas sic exhibitas
__AdAdgez BBgx
gw—aa-}-x m—;—}—gcc

___ddgex BBgzx
9% = i, Tty +a2CC

et dividendo per g —a, prodit aequatio duas reliquas radices continens in hacce
forma:

. AAdgz BBg«x
0= latgwars T @rgessa T CC

cui manifesto, si g est quantitas positiva, per valorem positivam ipsius @ satis-
fieri nequit. Unde concludimus, aequationem nostram cubicam radices positivas
plures quam unam habere non posse.
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IV. Quoties itaque 0 non est inter radices aequationis nostrae, aderunt
necessario radix una positiva cum duabus negativis. Quoties vero C = 0, adeo-
que 0 una radicum, reliquas complectetur aequatio

2x—(AA+BB—aa—bb)ox+aabb—aaBB—bbAA—= 0
unde hae radices exprimentur per
$+(AA+BB—aa—bb+4+/((AA—BB—aa-+bb’+ 4 AABB)

Tres casus hic iterum distinguere oportebit.

Primo si terminus ultimus aabb—aaBB-—bbAA est positivus (i. e. si
punctum attractum in plano ellipsis attrahentis intra curvam iacet), ambae radi-
ces, quum reales esse debeant, eodem signo affectae erunt, adeoque quum simul
positivae esse nequeant, necessario erunt negativae. Ceterum hoc etiam inde-
pendenter ab iis, quae iam demonstrata sunt, inde concludi potest. quod co&f-
ficiens medius, quem ita exhibere licet

(@abb—aaBB—bbAA)(L 4 4) 4 Ad  aeBD

manifesto in hoc casu sit positivus.

Secundo, siterminus ultimus est negativus, sive punctum attractum in plano
ellipsis extra curvam situm, necessario altera radix positiva erit, altera negativa.

Tertio autem, si terminus ultimus ipse evanesceret, sive punctum attractum
in ipsa ellipsis circumferentia iaceret, etiam radix secunda fieret = 0, atque tertia

bbAA . aa BB
aa 12

i. e. negativa. Ceterum hunc casum, physice impossibilem, et in quo attractio
ipsa infinite magna evaderet, a disquisitione nostra, hocce saltem loco, exclo-
demus.

7.
Ad determinandos coéfficientes y, Y, ¥, ex aequationibus 1,3, 4,6,7,9, 10
Invenimus °
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1 3
T = ad |, .
' 1
Y= A s [15]

\/((a aa_. Gl)z + (bbiBg;)z— 1)
" 1

\/((aaa_AG”)z_!_ (bbf_BG")z—i)

Ex his aequationibus rite cam 5, 8, 11 combinatis etiam sequitur:

=y ¢ \
=V—Zue ., F6 .,
GGax@) TGexe” +C°
Y=y £ [16]
_ AG' e
Oy GRSy vee [ 1
Gl’
7—’—\/ AG”
( G”)z+(bb GI’)2+CC'J

Hae posteriores expressiones ostendunt, nullam quantitatum G, G', G” negati-
vam esse posse, siquidem 7y, Y, 7" debent esse reales.

In casu itaque eo, ubi non est C == 0, necessario G aequalis statui de-
bet radici positivae aequationis B, patetque adeo, — G’ aequalem esse debere
alteri radici negativae, atque — G aequalem alteri*); utram vero radicem pro
— @', utram pro — G" adoptemus, prorsus arbitrarium erit.

Quoties C = 0, punctumque attractum intra curvam situm, duas radices
negativas aequationis 13 necessario pro — G’ et — G adoptare et proin G'==0
statuere oportet. Quoniam vero in hoc casu formula prima in 16 fit indetermi-
nata, formulam primam in 15 eius loco retinebimus, quae suppeditat

1

L -2 2

aq

Quoties autem pro C = 0 punctum attractum extra ellipsin iacet. aequa-~

*) Proprie quidem ex analysi praecedenti tantummodo sequitur, — G’ et — G satisfacere de-
bere aequationi 13, unde dubium esse videtur, annon liceat, utramque — G’ et —& ¥"  eidem radici
negativae aequalem ponere, prorsus neglecta radice tertia. Sed facile perspicietur, siquidem aequatio-
nis radix secunda et tertia sint inaequales, ex —G'= — G" sequi { =Y", @' = 2", 6’ = §&", et proin
— " 8'8"+ 7" = —d'a'—8'8'+yY =1, quod aequationi quartae in [1] est contrarium. Conf. quae

infra de casu duarum radicum aequalium aequationis 13 dicentur.
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tionis 13 radix positiva statuenda est — &', atque vel negativa = —G’, et
G"= 0, vel radix negativa = — G”, et G'= 0; coéfficientem 7" vel v vero
inveniemus per formulam

1
Vi +37—1
Ceterum in casu iam excluso, ubi punctum attractum in ipsa circumferen-
tia ellipsis situm supponeretur, coéfficientes y et 7', vel y et y" evaderent infiniti,
quod indicat, transformationem nostram ad hunc casum omnino non esse appli-
cabilem.

8.
Quamquam formulae 15, 16 ad determinationem coéfficientium v, 7', 1"
sufficere possent, tamen etiam elegantiores assignare licet. Ad hunc finem mul-
tiplicabimus aequationem [5] per aabb — G' G, unde prodit, levi reductione facta,

et 4aq4-REL D pRG44%C 006G = aabb— GG

Sed e natura aequationis cubicae fit

summa radicuom G— G'—G" = AA+BB-+ CC—aa—bb
productum radicum G G'G" = aabbCC

Hinc aequatio praecedens transit in sequentem:

aa. G bbB E(aa rn ’ " \
Z‘Z(ib; b uﬁfeJrG)‘f-G G'— G(G—G'—G"+-aa+bb) = aabb— GG

quam etiam sic exhibere licet

uadAbb+ G bbBBlaa+ &) , .
aa(—i—C;- '+ e e+ G b+ G+ (G+G) G+ G") =0

Hinc valor coéfficientis y e formula prima in {15] transmutatur in sequentem :

(@a+ G(bb+ G) B
\/(G_‘_(,W ........ L17]

Per analysin prorsus similem invenitur

r (ea—@)Bb— &)
1=\ GEENT—G) [18]
(aa— G@")(Bb—G") -
=y (GT 6 (G—6") " [19]
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Postquam coéfficientes 7, 7, v inventi sunt, reliqui «a, 8, o. 6', o', "
inde per formulas 3, 4, 6, 7, 9, 10 derivabuntur.

9.

Signa expressionum radicalium, per quas 7y, 7', v" determinavimus, ad lu-
bitum accipi posse facile perspicitur. Operae autem pretium est, inquirere, quo-
modo signum quantitatis ¢ cum signis istis nexum sit. Ad hunc finem consi-
deremus aequationem tertiam in III art.3.

ey = o §"—B'a”

quae per formulas 6, 7, 9, 10 transmutatur in hanc:

abABYY’ abABYY
= Ga—e)0b—6)  @a—G)0o—&)
_ ablea—bb)AB(G"— &)Yy
= Ga—6)(@a—G)0b—G)(bb— &)

Sed e consideratione aequationis 13 facile deducimus

(aa+ G)(aa— G')(aa—G") = aalaa—bb)A A
(bb+G)(bb— ') (bb— G") = —bb(aa—bb) BB

Hinc aequatio praecedens fit

£ (@a+ &) (bb+ &) (G'— ")y
1= a«b{aa—0bb)4ARB

quae combinata cum aequatione 17 suppeditat

eablaa—bd)AB
{{ T — (G+ G’)(G—]— G")(GI Gﬂ)

Hinc patet, si pro — G’ electa sit aequationis cubicae radix negativa ab-
solute maior, simulque coéfficientes v, ', Y' omnes positive accepti sint, ¢ idem
signum nancisci, quod habet AB, idemque evenire, si his quatuor conditioni-
bus, vel omnibus vel duabus ex ipsis, contraria acta sint, oppositum vero, si uni
vel tribus conditionibus adversatus fueris. - Ceterum sequentes adhuc relationes
notare convenit, e praecedentibus facile derivandas:

44
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v caabA44B
aaa — (G+Gl)(G+G’I)(GI*GII>
rEenm éabbABB
66 6 — (G+GI)(G+GI,)(GI—GII)
af — abAdB
R BICEYR)
r2r abAB
= —Grere—a)
allglI: abAB

GFeE—6")

10.

Formulae nostrae quibusdam casibus indeterminatae fieri possunt, quos
seorsim considerare oportet. Ac primo quidem discutiemus casum eum. ubi ae-
quationis cubicae radices negativae — G', — G" aequales fiunt, unde, per for-
mulas 18, 19, coéfficientes v, ¥" valores infinitos nancisci videntur, qui autem
revera sunt indeterminati.

Statuendo in formula 14, ¢ = G, patet, ut duo valores ipsius , i. e. ut
— @' et — G fiant aequales, necessario esse debere

aaAdAd bbB B
aa+G+bb+ﬁ =0

AB =0, aa—bb—

Hinc facile intelligitur, quum aa—bb natura sua sit vel quantitas posi-
tiva, vel =— 0, esse debere
B=0

ag—bb — aadAd

aadd .
sive aa+ G = —

FrEowE
Substituendo hos valores in aequatione 14, fit
G = G" = bb
Substituendo porro valorem & — — bb in aequatione cubica 13, prodit
(aa—bb)(CCH-bb) = bbAA

Quoties haec aequatio conditionalis simul cum aequatione B = 0 locum habet,
casus, quem hic tractamus, adducitur. Et quum fiat

G — aadA aa — eaCC

aa—bb — T bb
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formula 17 suppeditat

_\/ aabbAdAd ___\/aaC‘C'—!-aa\bb
T = V@ue—tpaaccsre) — V zaCCFo

ac dein formulae 3, 4

= p44
aaCC+b* — V(CC+8b)(2alCC+5%

_ ylea—0d) __  bb4 \/bb(aa——-sbb)

« ad T a(cCien —

=0

Valores coéfficientium 7', ¥ per formulas 18, 19 in hoc casu indeterminati
manent, atque sic etiam valores coéfficientium reliquorum ¢, 8, ", 8”. Nihi-
lominus per unum horum coéfficientium omnes quinque reliqui exprimi possunt,
e. g. fit per formulam 6
__ Yad
" aa—bb

a’

ac dein

’ ' r ! r_J " ' 7 12 ’ A ” L "o
§'=\(1—dd+77), Y'=Vyr—1—7Y) &'=155;, 8'=Vil—c'd+77")
Sed concinnius hoc ita perficitur. Ex ’

vy = l4aa, ad=7yy, 1= Cod48'8"— 7y
sequitur
L & RS b o
66+ =1—dod+- =1
Quapropter statuere possumus
B8 =cosf, ¥ =asinf, o = ysinf
Dein vero e formulis
e’ =067 —106". ¢6"=1d'—ay, ey =0d—ab’, e =1

invenimus

”

o' = —egycosf, 8"=¢esinf, "= —ceacosf

Valor anguli f hic arbitrarius est, nec non pro lubitu statui poterit vel ¢ =--1
vel ¢ = —1.

11.
Si G’, G"” sunt inaequales, valores coéfficientium 7y, ', " per formu-
las 17, 18, 19 indeterminati esse nequeunt, sed quoties aliqua quantitatum
- 44 *
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“n

aa— G, bb—G', aa— G”, bb— G" evanescit, valor coéfficientis o, ', o', ¥
per formulam 6, 7, 9, 10 resp. indeterminatus manere primo aspectu videtur,
quod tamen secus se habere levis attentio docebit.

Supponumus e. g., esse aa— G’ = 0, fietque, per aequationem 18, Y =0,
nec non per aequationem 7, &= 0 (siquidem non fuerit simul aa = bb)
unde necessario esse debet o = 1. Si vero simul aa = bb, formula, quae
praecedit sextam in art. 5, suppeditat o’'d—8'B = 0, quae aequatio cum
dd’'+6'6"'= 1 iuncta, producit
’ B ' —4
©=JaarEn O = yaarsm

Hae expressiones manifesto indeterminatae esse nequeunt, nisi simul fuerit
A =0, B=0; tunc vero ad casum in art. praec. iam consideratum delaberemur.

12.
Postquam duodecim quantitates G, G', G",a. ', d",6.6". 6", 7, 7', {" com-
plete determinare docuimus, ad evolutionem differentialis dE progredimur.

Statuamus
t=v+7'cosTHy"sinT........ [20]
ita ut fiat
tcosE —=a-+tdcosT+a'sinT ....... [21]
tsinE = 6-+06'cos T+6"sinT ....... [22]

Hinc deducimus

tdE = cosEd.tsin E—sin Ed. tcos E :
= cos E(6"cos T—6'sin T)d T'—sin E (a"cos T'—do'sin T)d T
adeoque )
#HdE—= («6"—d'8)cos TA T+ (¢'6—6'a)sin TA T+ (¢'6"—6'a")d T
=eycosTdT+ey"sinTd T+eydT=1¢2td T

sive

Observare convenit, quantitatem 7 natura sua semper positivam esse, si
coéfficiens 7 sit positivus, vel semper negativam, si 7 sit negativus. Quum enim
sit (Y cos T4y"sin T)?+(y'cos T —ysin T = {1+7"y" = yy—1, erit semper



QUAM IN PUNCTUM QUODVIS POSITIONIS DATAE EXERCERET PLANETA ETC. 349

1'cos T+47"sin T, sine respectu signi, minor quam y. Hinc concludimus, quo-
ties €y sit quantitas positiva, variabiles E et T semper simul crescere; quoties
autem gy sit quantitas negativa, necessario alteram variabilem semper decrescere,
dum altera augeatur.

.13
Nexus inter variabiles E et T adhuc melius illustratur per ratiocinia se-
quentia. Statuendo \/(yy—1)=20, ita ut fiat 06 =aa+866=17"41", ex
aequationibus 20, 21, 22 deducimus :

t(0+acos E++b6sin E)
=104aa+66+(y'0+ad+66")cos T+ ({"0+ad"+68")sin T
= (14 &) (847 cos T+7"sin T')
Perinde ex aequationibus 21, 22 sequitur

t(asin E—8Bcos E) = ¢(y"sin T'—y"cos T')

Hae aequationes, statuendo

%—_—_cosL, -g:sinL, %:cosM, gzsinM

-2

nanciscuntur formam sequentem:

t(1 cos(B— L)) = (+-8) (1-cos (T— M))
tsin(E— L) = esin(T— M)

unde fit per divisionem, propter (y-0)(y—0) =1,
tang 4 (E — L) = ¢(y— 0)tang+(T— M)
tang } (T— M) = ¢(y-+0)tang 4 (E—L)
Hine non solum eadem conclusio derivatur, ad quam in fine art. praec. de-
ducti sumus, sed insuper etiam patet, si valor ipsius E crescat 360 gradibus, va-

lorem ipsius 7' tantundem vel crescere vel diminui, prout £y sit vel quantitas -
positiva vel negativa. Ceterum statuendo ¢ = tangN, y= sec N, manifesto erit

{—8 = tang (45 — 4N), 18 = tang(45°++ )
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14.
E combinatione aequationum 20, 21, 22 cum aequationibus art. 5 obtinemus :

at(A—acosE) = a G—do G'cos T—d" G"sin T
bt(B—bsinE) =6G—6 G cos T—6"G"sin T

Statuendo itaque brevitatis gratia

(@G—d Gcos T—a' G"sin T)(y—ea—+(y—ed'jcos T+ (y"—ed")sin T) = a X
6G—06'G'cos T—86"G"sin T)(y—ea+(y'—ea’)cos T4 (1"—ea)sinT)=b Y
Cly+v'cos T+4"sin T) (y—ea~(y'—ed )cos T+ (y"—ea")sin T) = Z
fit
4t — cXar _ evar ¢ 24T

== ———a _ Qﬁisps

2,‘,:t3931 n I :‘)ﬁtspsa
Sed habetur
tp = +\/(G+ G'cos T*+ G"sin T%)
signo superiore vel inferiore valente, prout ¢ est quantitas positiva vel negativa

(p enim natura sua semper positive accipitur), i. e. prout coéfficiens y est positi-
vus vel negativus. Hinc

edT — d7
2medps ~—27m(G+ G'cos T*+ G "sin T}
ubi signum ambiguum a signo quantitatis ye pendet.

Ut iam valores ipsarum £, 1, { obtineamus, integrationes differentialium
exsequi oportet, a valore ipsius 7', cui respondet E =— 0, usque- ad valorem,
cui respondet E == 360% sive etiam (quod manifesto eodem redit) a valore ipsius
T, cui respondet valor arbitrarius ipsius E, usque ad valorem, cui respondet va-
lor ipsius E auctus 360°; licebit itaque integrare a 7'== 0 usque ad T = 360°,
quoties €7 est quantitas positiva, vel a T'=360° usque ad 7'= 0, quoties g7
est negativa. Manifesto itaque, independenter a signo ipsius g7, erit:

= ___f Xar
N 27(6 + 6" cos T + G"sin T?)3
Y ___j* YarT

27 (G + G’ cos T? 4 G “sin 1?)%
7 ZaT
t=J

27{G -+ 6 cos T + 6" sin T%)}

integrationibus a 7'=—0 usque ad 7T = 360° extensis.
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15.
Nullo negotio perspicitur, integralia

f cos I'd T
(6+ G cos I'* + G"sin T'*)F

[- sin7d 7T
(G4 G'cos T? + G"sin T?)2

f cosT'sn7dT
(G+ G'cos T* 4+ G"sin T”)é"

a T = 180° usque ad 7T = 360° extensa obtinere valores aequales iis, quos
nanciscantur, sia 7' = 0 usque ad T = 180° extendantur, sed signis oppo-
sitis affectos; quapropter ista integralia a 7T = 0 usque ad T = 360° extensa
manifesto fiunt — 0. Hinec colligimus. esse

f((‘{-—ea)ab‘-—— (Y—ea)a'G cos T*—(y'—ea”)a"G"sin T*)d T
27 a (64 G cos %+ 6"sin T*)3

. f((*(—eu)GG———(-{——ea)6’G’cosTz——(y"—ea")é”G"sinTz)dT

. 2%b (6 + G'cos T'* - 6" sin T?)E

P f((y— ea)y+ (Y —ew)Y cos T*+(y"—ea”)Y 'sin T*) Cd T
- 27 (64 6’ cos T? + G sin T*)2

integralibus a T = 0 usque ad T =360° extensis. Quodsi itaque valores in-
tegralium, eadem extensione acceptorum,

.

f cosT*dT
2n((6+ &) cos T'* 4+ (6 + 6")sin T?)F

f sinT*dT .
27((6 + 6") cosT* + (6 + 6")sin T}
per P, @ denotamus, erit

= ((—en)a G—(y—ed)d G") P+ (y—ea)aG—(y"—ea")d" G") Q
by = ((y—e@)8G—(y'— ¢d)8'G) P+ ((y—ea)8G— (y'—ea")"6") Q
= (y—ea)y +—ed)) CP+(1—ed)y +{—ed)y)CQ

quo pacto problema nostrum complete solutum est.
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16.
Quod attinet ad quantitates P, Q, manifesto quidem utraque fit
1
T et ey
quoties G'= G”, in omnibus vero reliquis casibus ad transscendentes sunt re-
ferendae. Quas quomodo per series exprimere liceat, abunde constat. Lecto-
ribus autem gratum fore speramus, si hacce occasione determinationem harum
aliarumque transscendentium per algorithmum peculiarem expeditissimum expli-
cemus, quo per multos iam abhinc annos frequenter usi sumus, et de quo alio
loco copiosius agere propositum est.
Sint m, » duae quantitates positivae, statuamusque

w = {(m~+tn), # = \mn

ita ut =, ' resp. sit medium arithmeticum et geometricum inter m et n. Me-
dium geometricum semper positive accipi supponemus. Perinde fiat

—%—(ml—*—n’), nr/ — \/mrn/

% ( ml’+ nﬂ ) ) nlll p— 7nﬂnﬂ

Il

m"
mll’
et sic porro, quo pacto series m, m', m’, m" etc., atque n, %, n", n” etc. versus
limitem communem rapidissime convergent, quem per p designabimus, atque

simpliciter medium arithmetico - geometricum inter m et n vocabimus. Jam demon-
. 1 . .
strabimus, L esse valorem integralis

f dar
2wy (mmecos T? 4+ nnsin T?)

a T =0 usque ad 7T = 360° extensi.

Demonstr. Supponamus, variabilem 7' ita per aliam 7" exprimi, ut fiat

2msin T’

sin T’ = (m+nycosT'* 4 2msin T'*

perspicieturque facile, dum 7" a valore 0 usque ad 90° 180° 270° 360° augea-
tur, etiam 7' (etsi inaequalibus intervallis) a 0 usque ad 90° 180° 270° 360°
crescere. Evolutione autem rite facta, invenitur esse

ar N ar
. V(mmeos T?* + nnsinT?) — /(m'm’ cos T 4-n'n’ sin T"%)
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adeoque valores integralium

f ar /‘ 47
J 2/ (mmeos T? + nnsinT?)*  J 2wy/{m'm cos T'* 4 n'n sin T'%)

si utriusque variabilis a valore 0 usqué ad valorem 360° extenditur, inter se ae-
quales. Et quum perinde ulterius continuare liceat, patet, his valoribus etiam
aequalem esse valorem integralis

a8
f2‘n:\/(p.p.cose” + ppsin6?)

a 6 = 0 usque ad B = 360°, qui manifesto fit — Q. E.D.

2
”
17.
Ex aequatione, relationem inter 7 et 7" exhibente,
(m—mn)sin T.sin T = 2msin T"— (m—n)sin T

facile deducitur

\ (mm cos T*>+nnsin T?) = m— (m—mn)sin T'. sin T"

\ (m'm'cos T"*+n'n'sin T'*) = mcotang T'. tang T"
atque hinc, adiumento eiusdem aequationis,

sin T'. sin T".\/ (mm cos T* +nn sin T?) +m'(cos T* — sin T)

= cos T cos T".\/ (mm'cos T"* +n'n'sin T"*)—4 (m—mn) sin T"*

Multiplicata hac aequatione pef

ar ___ ar
Vi{mmeosT? 4-nnsinT?) —  (m'm cos T2+ #'#'sin T'?)
prodit
m (cos T?* —sin T*)dT t(m—n)sin 724 T’ . v
V(mmecosT? +-nasinT?) ~ v (m'n cos T'? ++0'nsin T %) +d.sin T"cos T

Multiplicando hanc aequationem per ==, substituendo m'(m—n) = {(mm—nn),
(m—mn)® = 4(m'm'—n'n’), sin T'®> = § —4 (cos T'*—sin T"*), et integrando, a va-
loribus T et T' = 0 usque ad 360° habemus: B

(cos T*—sin T%).d T
(mm —n”)fzu\/(mmcos T? 4+ nnsin T?)

- __2(m'm'-—-n'n’) ! TP
=0 ~+ 2 (mm'—n'n’) [

(cosT'>—sin T"2)d T’
2wy (m'm'cos T'* 4 n'n'sin T' %)
45
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Et quum integrale definitum ad dextram perinde transformare liceat, manifesto
integrale

f (cos T*—sin T#)d T
2xy/ (mmcos T? + nnsin T?)

exprimetur per seriem infinitam citissime convergentem

2(m'm'—n'n’ )+ 4 (m'm"— n'n’) + 8 ("M —n"n"") 4 ete. N

(mm—mnn)p w

Calculus numericus commodissime per logarithmos perficitur, si statuimus

UJA

tV(mm—nn) =%, +\(mw'—a'n) =N, £\ (m'm"—n"n"y = \" ete.
unde erit

—_— 2K

, l )\')s,‘ . )\”)\"
=" = "= = etc. atque
m

== -—”:, ,
_ 2)\:)\:_‘_ 4)::)\11_1_ 8)\’"1’”-}- ete.
AN

18.
Per methodum hic explicatam etiam integralia indefinita (a valore variabilis
— 0 inchoantia) maxima concinnitate assignare licet. Scilicet, si 7" perinde
per m', », T° determinari supponitur, uti 7" per m. n, T, ac perinde rursus
T" per m’,n’, T" et sic porro, etiam pro quovis valore determinato ipsius 7T,
valores terminorum serie 7', T", T", T" etc. ad limitem O citissime convergent,
eritque

ar _ 8 -
f\/(mmcosT’+nnsinT") T

(cos T* —sin THAT v 1 X cos Tsin T4 2X"cos T"sin T”+ 4X"cos T sin T+ ete.
f\/(mmcosT”-i—mzsinT”) — T Y

Sed haec obiter hic addigitavisse sufficiat, quum ad institutum nostrum non
sint necessaria.

19.
Quodsi iam statuimus m = /(G4 G'), » = \/(G+ G"), valores quanti-
tatum P, Q facile ad transscendentes p, v reducentur. Quum enim P, Q sint
valores integralium



’

QUAM IN PUNCTUM QUODVIS POSITIONIS DATAE EXERCERET PLANETA ETC. 355

/~ cos 7*d T f sin 7*d T
Y 27 (mmcos T + nnsin T?)3’ 27 {mmeos T* + nnsin T?)§

a T'=0 usque ad T'= 360° extensorum, primo statim obvium est, haberi

1
mmP4+anQ = —..... e [24]
Porro fit
(cos T®—sin T%)d T (mmeos T* —nnsin T*)dT  (mmcosT*—unnsinT9dT
27y/ (mmcos T® + nasin T°) 27 (mm cos T? 4 nnsin T%)3 - w(mm cos T® 4 nnsin T2)3
—d cosTsinT

wy/ (mm cos T* + nnsin T?)

Integrando hanc aequationem a T — 0 usque ad T = 360°, prodit
—~~;j+mmP—an= 0........ . [25]
E combinatione aequationum 24, 25 denique colligimus

P — 14V Q__ 1—v

2mmp.? T a2nap
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ANZEIGE

Gattingische gelehrte Anzeigen. 1818 Februar 9.

~ Am 17%® Januar iibergab Hr. Hofr. Gauvss der Konigl. Societét eine Vor-
lesung:

Determinatio attractionis, quam in punctum quodlibet positionis datae exerceret
planeta, cuius massa per totam eius orbitam, ratione temporis, quo singulae partes
describuntur , uniformiter esset dispertita.

Vermoge eines, vielleicht bis jetzt noch von niemand ausdriicklich ausge-
sprochenen, aber aus den Griinden der physischen Astronomie leicht zu bewei-
senden Lehrsatzes, sind die Sdcularveréinderungen einer Planetenbahn durch die
Storung eines andern Planeten dieselben, der storende Planet mag seine ellipti-
sche Bahn nach Keplers Gesetzen wirklich beschreiben, oder seine Masse mag
auf den Umfang der Ellipse in dem Masse vertheilt angenommen werden, dass
auf Stiicke der Ellipse, die sonst in gleich grossen Zeiten beschrieben werden.
gleich grosse Antheile an der ganzen Masse kommen: vorausgesetzt, dass die Um-
laufszeiten des gestorten und des storenden Planeten nicht in rationalem Verhilt-
nisse zu einander stehen. Die Aufgabe, welche den Gegenstand dieser Abhand-
lung ausmacht, nemlich die nicht gensiherte, sondern genaue, nicht von méissi-
ger Excentricitit der Ellipse abhingige. sondern allgemeine, Bestimmung der An-
ziehung, welche ein elliptischer Ring von unendlich kleiner und nach obigem
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Gesetze unverinderlicher Dicke gegen einen jeden Punkt im Raume ausiibt, ist
daher fiir die physische Astronomie von hohem Interesse. Inzwischen ist sie nicht
weniger auch in rein mathematischer Hinsicht merkwiirdig, wegen der mancher-
lei Kunstgriffe, welche ihre vollstindige Auflosung erfordert.

Von der Auflésung selbst ist es nicht wohl thunlich, hier einen Auszug zu
geben. Der Verf. hat eine rein analytische Behandlung gew#hlt; Kenner, welche
ihr mit Aufmerksamkeit folgen, werden leicht die geometrischen Correlate der
einzelnen in der Untersuchung vorkommenden Grossen, und die Umschmelzbar-
keit in eine geometrische Form wahrnehmen. Hier mag es geniigen, nur das
Endresultat anzufiihren. Drel unbekannte Grossen G, G', G werden durch
die Wurzeln einer cubischen Gleichung bestimmt, aus deren Beschaffenheit sich
beweisen ldsst, dass sie alle Mal drel reelle Wurzeln habe. Die nach einer be-
liebigen Richtung zerlegte Anziehung des elliptischen Ringes wird sodann durch
einen Ausdruck von der Form pP--qQ dargestellt, wo p und ¢ algebraisch
von G, G', G” abhingen, P und Q hingegen die bestimmten Werthe der In-
tegrale

f cosT?.4dT

27 (mm cos T® + nasin T%) 2

f sinT?.dT

2w (mmeos T? +nnsin T%) %

bedeuten, wenn die Integrationen von 7= 0 bis 7'= 360° = 2% ausgedehnt
werden, und wo

m= (G4 &), n=(G+a"

Da diese Integrale (m = n ausgenommen) transscendenter Natur sind. und be-
kannter Massen mit andern in der Perturbationsrechnung vorkommenden vielbe-
handelten Transscendenten zusammenhingen, so konnte die Auflésung, nachdem
sie bis auf diesen Punkt gefiihrt war, als vollendet angesehen werden. Der Ver-
fasser hat indessen diese erste sich ihm darbietende Gelegenheit benutzt, um die
ersten Linien eines newen Algorithmus zu geben, dessen er sich schon seit einer
langen Reihe von Jahren zur Bestimmung dieser Transscendenten bedient hat, und
woriiber er in Zukunft eine ausgedehnte zu vielen merkwiirdigen Resultaten fiih-
rende Untersuchung bekannt machen wird. Hier konnen nur die Hauptsitze,
mit Uebergehung der Beweise angefiihrt werden. Wenn man aus zwei gegebe-
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nen positiven Grossen m und n, andere w, m”, m” u.s.w., %', 2", n” u.s.w. nach
folgenden Gesetzen ableitet:

m = 4m+n), n =\mn
Tn" — _‘%(m'—{-”l} . nu — \/mlnt
m” = (m"+n"), n"=\/m'n"u s w.

d.i. wenn ', ' resp. das arithmetische und geometrische Mittel zwischen m
und » ist; eben so m”, n” das arithmetische und geometrische Mittel zwischen
m und #’ u.s.f.: so nihern sich die Glieder sowohl der Reihe m, m/, m", m"u.s. w.,
als die der Reihe #, #, n”, #” u.s.w. Husserst schnell einer gemeinschaftlichen
Grenze = ., welche der Verfasser das arithmetisch-geometrische Mittel von
m und » nennt. Offenbar ist g zugleich das arithmetisch-geometrische Mittel
von m und #, oder iiberhaupt von je zweien zusammengehorigen Gliedern der
beiden Reihen. Der Verfasser beweist nun, dass —f; der Werth des Integrals
’ aT ‘
j21:g/(mmcosT“+nnsinT“)

ist, wenn die Integration von 7 = 0 bis 7 = 360° ausgedehnt wird. Man
wird leicht sehen, dass diess auch auf folgende Art hiitte ausgesprochen werden
konnen: Wenn die Entwicklung der Function

1
V(2 + 8cosd)

die Reihe
A+ Bcosy~+ Ccos2¢+Dcos3 ¢ ete.

gibt, so ist allezeit i das arithmetisch-geometrische Mittel der beiden Grdssen

V(@—+86) und \/(a—8).
Ein zweites eben so wichtiges Theorem ist, dass wenn man die Summe der’
unendlichen jederzeit sehr schnell convergirenden Reihe

2 (m'm’_—_ n’”’) + 4 (mllmll-— n"n”) + 8 (ml””zlll— ”Iﬂn’”> + u. S. W.

wo die Zahlencoéfficienten eine geometrische. Progression bilden, = (mm—mnn)v
setzt, der Werth des Integrals

f cos2T.dT
2wy (mmecos T? + nasin T'?)
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von T = 0 bis T = 360° erstreckt, — ——-1 wird. Offenbar ist denn hier-
durch auch der zweite Coéfficient obiger Relhe bekannt, nemlich B = —~—;—p
wenn man m = \/(a+06), » = \/(a—7TB) gesetzt hat. Alle folgenden Coéffi-

cienten C, D,u.s.w. aber werden bekanntlich durch die beiden ersten A4 und B
algebraisch und einfach bestimmt. Fiir die numerische Berechnung der Grossen
m'm'—n'n, m'm’—n"n"u.s.w. wird in der Abhandlung selbst noch ein besonderes
sehr bequemes Verfahren gelehrt.

' Die Anwendung auf die Transscendenten der gegenwirtigen Untersuchung

gibt endlich noch die einfachen Ausdriicke

p— 1t 1+v Q_____l-—v

Qmmp. 2RnM

Aufmerksamen Lesern wird es nicht entgehen, wie viele interessante Auf-
gaben, die mit den hier betrachteten Transscendenten zusammenhangen, durch
den erklirten Algorithmus mit grdsster Leichtigkeit aufgelost werden. Als ein
Beispiel fiihren wir hier die Rectification der Ellipse an. Setzt man ihre halbe
grosse Axe = m, die halbe kleine Axe = n, so wird die Peripherie
2=

!

r_n II II) £ !N I" III) 8( U3 "

mm— 2 {(m'm’"—n"n") — 4 (m"m" — n"n m"—n"n")— u.s.w.}

Ein anderes Beispiel gibt die Dauer der Pendelschwingungen bei endlichen Bo-
gen, welche sich zu der Dauer der unendlich kleinen Schwingungen verhilt, wie
die Einheit zu dem arithmetisch-geometrischen Mittel zwischen 1 und dem Co-
sinus von einem Viertel des ganzen Schwingungsbogens.

Schliesslich mus noch bemerkt werden, dass der Verf. diese Resultate, so
wie er sie schon vor vielen Jahren unabhingig von #hnlichen Untersuchungen
Laeranee's und LeceENDRE's gefunden hat, in ihrer urspriinglichen Form darstellen
zu miissen geglaubt hat, obgleich sie zum Theil aus den Entdeckungen dieser Geo-
meter leicht hitten abgeleitet werden konnen, theils weil jene Form ihm wesent-
liche Vorziige zu haben schien, theils weil sie gerade so den Anfang einer viel
ausgedehntern Theorie ausmachen, wo seine Arbeit eine ganz verschiedene Rich-
tung von der der genannten Geometer genommen hat.
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TARITHMETISCH GEOMETRISCHES MITTEL.)

PARS 1.
DE ORIGINE PROPRIETATIBUSQUE GENERALIBUS NUMERORUM
MEDIORUM ARITHM. GEOMETRICORUM.

1.
. a, a,a’, a".... . .
Sint | b b b} duae progressiones quantitatum ea lege formatae, ut

quilibet ipsarum termini correspondentes sint media inter terminos antecedentes,
et quidem termini progressionis superioris media arithmetica, progressionis inferio-
ris geometrica, puta

a'l: %(a"}"b), b’-——‘—— \/ab, all ( I_L_ bl bu \/a b:, !I_%<all+ b" bm \/a"b" etc

Supponemus autem, ipsos a, b esse reales positivos, et pro radicibus quadraticis
ubique accipi valores positivos; quo pacto progressiones quousque libuerit produci
poterunt, omnes ipsarum termini erunt plene determinati valoresque positivos rea-
les nanciscentur. Porro prima hic se fronte offerunt observationes sequentes:

I. Si a=205, omnes utriusque seriei termini erunt — a = b.

II. Si vero a, b sunt inaequales, erit (a'—¥b)(@-+b) = 4(e—"5)°, unde
concluditur b'< a’, et perinde erit 8"<a", "< da” etc., 1. e. quivis terminus se-
riei inferioris minor erit quam correspondens superioris. Quocirca in hoc casu
éupponemus, esse etiam b<a.

ITI. Eadem suppositione erit a'<a, ¥ >b; a"<d/, ">V etc.; progressio
itaque superior continuo decrescit, inferior continuo crescit; hinc manifestum est,
utramque habere limitem; 1}1 limites commode exprimuntur per a®, %

IV. Denique ex a:b 4((‘; ";bl)),) =G ;5146' sequitur @'—b'<4(a—b),
eodemque modo erit a'—b'<4(d—¥b) etc. Hinc concluditur, a—b, a'—¥,

46
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-

mn

a’—Ub", a"—1Db" etc. constituere progressionem continuo decrescentem atque ipsius
limitem esse = 0. Hinc a® = 5%, i.e. progressio superior et inferior eundem
limitem habebunt, quo illa semper manet maior, haec minor.

Hunc limitem vocamus numerum medium arithmetico-geometricum inter a et b,

et per M(a, b) designamus.

2.
Radices aequationis @z — 2ax-+bb — 0 erunt reales positivi, siquidem
a > b; medium arithmeticum inter has radices erit @, geometricum b; designata
itaque una radice (et quidem maiore si sunt inaequales) per ‘e, altera per ‘b, pote-
rit ‘a spectari tamquam terminus progressionis superioris terminum a praece—
dens, eodemque modo ‘b tamquam terminus progressionis inferioris ante b. Si-

militer designando

aequationis #z—2 ‘ax~+ b 'b = 0 radicem maiorem per “a minorem per “b
xw_ 2 ”aw + Ilb ”b p— 0 Il’a lﬂb
‘Z"Z'——— 2,lllaw+"lb"fb — 0 ""a ""b

poterunt ‘a, "a, "a etc. spectari tamquam continuatio progressionis superioris ver-

nr

sus laevam, atque ‘b, "b, b etc. tamquam continuatio progressionis inferioris, ita

ut iam habeantur duae progressiones utrimque in infinitum continuabiles

nr 14 ”

a, a, a, Ia’ a, al’ a"’ am’ a”" .... (I)

. m’b, "’b, ”b, ’b, b, b’, b”, bm, b"”. “ e e (II)

Quivis itaque terminus progressionis (I) erit maior quam correspondens se-
riei (IT); series illa a laeva ad dextram continuo decrescit. a dextra ad laevam
crescit: haec a laeva ad dextram continuo crescit sensuque contrario decrescit.
Versus dextram utraque series eundem limitem habet; versus laevam autem (I)
super omnes limites crescit, {II) habet limitem 0 (nisi omnes utriusque progres-
sionis termini sunt aequales). Nam 'a = a-}-\(aa—bb); b =a—\/(aa—Dbb);
hinc ‘a’a —'b'b = 4 a\/(aa — bb) > 4(aa— bb), similiterque "a"a —"b"b>>4("d'a—'b'b)

etc., unde patet, seriem aa—>bb, ‘da—'bb, "a’"a—"b"b etc. et proin etiam hanc
s Yo b b b . . B

a,’a,"a etc. quemvis limitem superare posse; + = .-< - similiterque -<(;_ etc.

n+‘ . - . - - - K .

w5 infra quemvis limitem deprimi potest augendo ipsum 7, adeoque limes

seriei b, 'd, "b etc. = 0.

1. e.
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Ex definitione numeri medii arithmetico -geometrict tam manifestum est, ut
explicatione ampliore iam non opus sit, sequens

TeaeoREMA.  Numerus medius inter terminos quoscunque correspondentes pro-
gressionum I, IT idem est atque inter a et b.

3.
Quo clarius perspiciatur, quanta rapiditate series (I) et (II) ad dextram
versus limitem suum approximent, et quomodo versus laevam illa crescat, haec
decrescat, exempla quaedam hic sistimus:

Exemplum 1. a =1, b=10,2

"q =15,83795 47919 02 b = 0,00000 00000 00000 00005 7
"a = 7,91897 73959 512 "b = 0,00000 00013 481
"a = 3,95948 86986 4971 "p = 0,00010 30955 7682
'‘a = 1,97979 58971 13271 23927 9 b == 0,02020 41028 86728 76072 1
a = 1,00000 00000 00000 00000 0 = 0,20000 00000 00000 00000 0
a = 0,60000 00000 00000 00000 0 bV = 0,44721 35954 99957 93928 2
a’ = 0,52360 67977 49978 96964 1 b = 0,51800 40128 22268 36005 0
a”" = 0,52080 54052 86123 66484 5  b" = 0,52079 78709 39876 24344 0
a"= 0,52080 16381 12999 95414 3 "= 0,52080 16380 99375
a" = 0,52080 16381 06187 ' = 0,52080 16381 06187

Hic &', 5" in 23* demum figura discrepant; "5 est minor quam (%)%
a,"a,Va etc. sensibiliter formant progressionem geometricam, cuius exponens == 2.

i

Exemplum 2. a =1, b =0,6.

"a =14,35538 2913 b = 0,00000 00000

"o = T,17769 14569 307 b = 0,00001 73070

"a = 3,58885 43819 99831 75712 7 "p = 0,01114 56180 00168 24287 3
‘a = 1,80000 00000 00000 00000 0 b = 0,20000 00000 00000 00000 0
a = 1,00000 00000 00000 00000 O b = 0,60000 00000 00000 00000 0
a = 0,80000 00000 00000 00000 0 b = 0,77459 66692 41483 37703 6
a’ = 0,78729 83346 20741 68851 8 b" = 0,78719 58685 06172 16741 6
a”’ = 0,78724 71015 63456 92796 7 b = 0,78724 70999

a"=— 0,78724 71007 8 b= 0,78724 71007 8§

46 *
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- Ezemplum 3.

Ya =—25,19190 722
"a =12,59595 36116 78

=
I

a — 6,29797 68125 07655 42373
"a = 3,14919 33384 82966 75407
‘@ = 1,60000 00000 00000 00000
a = 1,00000 00000 00000 00000
a = 0,90000 00000 00000 00000
a" = 0,89721 35954 99957 93928

a” = 0,89721 14321 16346

a"= 0,89721 14321 15042
Exemplum 4.
"a =—19,17024 37557 69475 31905
"a = 9,58512 18783 51017 67266
"a = 4,79262 77923 78537 18223
‘a = 2,41421 35623 73095 04880
a = 1,41421 35623 73095 04880
a = 1,20710 67811 86547 52440
a’ = 1,19815 69480 94634 29555
a”= 1,19814 02347 93877 20908
a”"= 1,19814 02347 35592 20744
Habeantur praeter progressiones
b, b, D,

duae aliae

e, e, e,
7, d, d,

a:1,b=0,8.

b = 0,00000 00000 0
"b == 0,00000 00133 367

4 "b = 0,00040 98644 58278 08440
2  "b ==0,05080 66615 17033 24592
0 b =0,40000 00000 00000 00000
0 b = 0,80000 00000 00000 00000
0 b =—0,89442 71909 99915 87856
2 b" = 0,89720 92687 32734

" = 0,89721 14321 13738

" = 0,89721 14321 15042

a = \/2, b=1.

0 "b = 0,00000 00009 32560 02627
3 "b = 0,00013 37064 06056 69181
7 b = 0,03579 93323 67652 95745
2 b = 0,41421 35623 73095 04880
2 b = 1,00000 00000 00000 00000
1 b = 1,18920 71150 02721 06671
9 " = 1,19812 35214 93120 12260
3 0" = 1,19814 02346 77307 20579
1 b= 1,19814 02347 35592 20743
4.

4
c,

a’
.

4

c ..

d’”. .

o O W

© W NI O N o

simili modo formatae; supponamusque, duos terminos in posterioribus duobus in

prioribus proportionales esse, e. g a:b=c:d, sive a:c =b:d = 1:n.

Tunc

omnes termini in I ad terminos in III, omnesque in II ad terminos in IV (simi-
liter relative ad a, b, ¢, d siti ac sitos) in eadem ratione erunt, puta
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n " ’ ’

c=nd, =nd, ¢"=nad", c="an, d*"=nb", Yd="bn

Hinc facile deducitur, etiam limitem serierum I, IT, fore ad limitem serierum
IIL, IV ut 1t ad =, sive generaliter M(za,nb) = nM(a,b). Erit itaque generali-
ter M(a,b) = aM(l,—) = bM(Z, ).

5.
PropLEMa. Ezprimere medium arithmetico-geometricum inter numerum unitate
maztorem 1--x et unitatem, per seriem secundum potestates ipsius x progredientem.
Sol. Quum M(1,1) =1, supponamus

M(1+a,1) = 1+ Ko+ Ka® +h"a* 4 K" o'+ ete.

ita ut &, &', k", K" sint coéfficientes constantes ab # non pendentes. Sit
x = 2t-}-tt, eritque

M(1+4a,1) = M(1+t4412, 1-4-1) = (1) M(1 +fj_”t, 1).
Quare habebitur
1—|—k'(2t—|—tt)+k"(2t+tt)2+ k(2 ¢4-22)* 4 etc.
= 1+t H(Ee)+ 7 ;+t+ "'"(1+z)=+ etc.
Hinc prodeunt aequationes
28 =1
41" ~+ K= %—k’
SK" - 4K'= 0
16K 4 128"+ K=K
324" 4 328"+ 6h'= — ¥
644" 4+ 80K + 24k K= %h”+%k’”
1282 +1924" + 80A" F-8h"= —+h'—%R"
256 ™ 448 5™ - 240 8" 404" +k’”’ PO S G
etc. unde fit
K=14, KN=—1 K=y, " = — 1$4x, K= rots, B'= — ity
Quare

M+2,1) = 1442 — 522+ 752" — 5352+ 2" — hH 2’ ete.

Ceterim nullo negotio perspicitur, medium inter 1 et numerum unitate minorem

wha
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1—g fore i—HKe—+HNae— B'a®+etc. = 1—@—520— 545 &° — 34 &* — ete.
Quum hi coéfficientes legem obviam non exhibeant, has series praetergredimur,
aliamque viam tentamus, quae successum feliciorem praestabit.

6. -
ProsLema. Eaprimere medium ar. g. inter 1=z et 1—ax per seriem secun-
dum potestates ipsius @ progredientem.
Sol. Quum habeatur

M1+, 1—a) = (1—a)M (14 =, 1)
statim habetur e serie art. praec. substituendo ibi 1—1—2 pro @

M(1475,01) = 1o+ foot o’ o'+t ot Higha’+ ete.
atque hinc
M(1+42,1—a) = 1 —tze— o' — A 4a® -+ ete.

Coéfficientes huius seriei etiam independenter a serie art. praec. per metho-

. 2¢ .
dum sequentem erui possunt. Ponatur o = ey eritque
1—2¢ 1
M(1+w, l—w) = M(m 1) = mM(l—{— tt, 1—tt)

Quare statuendo

M+, 1—a) = 1+age-+62* +ya®+a®+ ete.

(nam potestates ipsius # cum exponente impari non adesse sponte patet) habebitur

(1 28) {14 (35 + Bl g + 1 (3 O () ete. ]
=14t 65yt 0t 4 ete.

Hinc prodeunt aequationes

1 +4a =20 unde @ = — 4
—40+166 = « = —&

40 —4864647 =0 v = — &%
—4a+966—3207+2560 =86 0 = — & br—1edst = — +488¢

ete. ete.

In hac quoque serie coéfficientes legi simplici non subiecti sunt: at si unitas per
illam seriem dividitur, prodit
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1
Witz 1= = 1T 122+’ + e a2 - ete.
ubi primo aspectu videmus, coéfficientes esse quadrata radicam 4, +.%, 4.3.4,
$.3.%.%, adeoque secundum legem persimplicem progredi. Sed methodus, per
quam ad hanc conclusionem pulcherrimam pervenimus, inductionis tantummodo
vim habet; quam ad certitudinis gradum evehere in disquisitionibus sqq. nobis

proponimus.
7.
Supponendo
1
 (qEp— 1_z) = 1+ Axx+ Ba*+ Ca®+ etc.
atque ut in art. praec. = ; + —7; habemus

1+A( 1+tt) =+ B( 1+tt) +C(1+tt)6+D(1+tt) -+ ete.
= 14-tt+At*+ At°*+Bt* - Bt Ct? - Ct¥ - Dt Dt*®* | etc.
unde emergunt aequationes
44 =1 .
— 84+ 16B= A4
12A— 64B+4 64C= 4
—16A+160B—384C—+4256D = B etc.

atque hinc A—=4%, B=1.1%, C=14.%.%%, D=+1.1%.%%.42, ut supra:
sed legis ratio hinc operosius deduceretur: quare methodum sequentem praeferi-
mus. Ex aequatione

2t 2t .3 2
1+tt+‘4(1+tt) +B(1+tt

demanant aequationes sequentes:

P etc. = 2¢(1+ At 4B, . )

1 =1 (1]
0=1— 44 (2]
A.=1—124+ 16B ) (3]
0 =1—244+ 80B— 64C (4]
B=1—40A+240 B— 448C+ 256D (5]
0 =1—60A-+560 B—1792C+42304 D—1024 E [6]
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ubi coéfficientes facile subiiciuntur formulae generali: scilicet aequatio #n™® erit
- n.n—1 n+1.n.n-—1.n-—-2___ nt2.n4+1. 2. 0—1 . n—2.0—3
M=1—44X -5 +16Bx - 64 C>< —

1 2.3 . 4 . 2.3.4 .5 . 6
. nt3.nt2.0+1t.0.0—1.n—2.8—3.0—14
+256DX1.2.3.4.5.6.7.8—“etc'
ubi M erit vel == 0 (quando x par), vel aequalis termino 4(n-1)" seriei

1, 4, B, C, D etc. (quando #» impar). Iam ex his aequationibus sequentes no-
vas deducimus®).

(2], 0=1— 44

4[3)— [1], 44—1=3— 484+ 64B

9[4]—4[2], 0 = 5— 2004+ 720B— 576C

16[5]— 9[3), 16B—9A4 = 7— 5324} 3696B— 7168C—+ 4096D

25[6] —16{4], 0 =9—11164-4-12720B—43776C+57600 D—25600E

ta

etc., ubi coéfficientes legi generali facile subiiciuntur. Scilicet aequatio #™ erit

naN—@n—17L=(2n—1)(1—44x 2E=20E2 4 46 Bog 1ontetan—snto

ntt.n.n—1t.0—2.700—7Tn-4 12
1t .2 .3 . 4 . 5 . 6

—16Cx

nt+2.284+1.0.0—1.0—2.2—3.920— 90} 20 X
+64D><1.2.3.4.5.6.7.8 — ete.) *¥)

ubi factorum progressio obvia est (puta praeter factores simplices in singulos co&f-
ficientes ingreditur factor duplex talis Ann—kn-+4+(kk—1)). Hae aequationes
simplicius sequenti modo exhibentur, singularum membris ad dextram in binas
partes discerptis (praeter aequ. primam, quae immutata retinetur)}
0=1—44
44—1={3— 364
— 124--64B}
0= {5— 1804+ 400B
— 2044 320B—576C|
16B—9A4 = 17— 5044+ 2800B— 3136C
— 2844 896B— 4032C+4096D]
0= {9 — 108044108008 —28224C-4-20736D
— 364+ 1920B—15552C+36864.D—25600 E}

*) Signa derivationis explicantur in Dz‘sém'sz'tz’onibus Arithmeticis art. 162.
**) L, et N hic sunt vel utraque = 0 (quando » impar), vel resp. terminis 4255, in 4 14* sexiel
1, 4, B, C, D, E ete. aequales.
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scilicet generaliter aequatio n™

nuN—(@n—1)7L
( ){1—3.4A’i'f";‘+5.16B”+";““§“".:2-—7.64 griratioac?
2n—1 c 0ot
_— 2 n.n—1.16 n+1 n.n—1.8—2.54
4A1°2 + 16B 8.4 — 64C 2.3 .4.5.86
k 3 k k—1
3 nt—— n+— +——-—... —_—
..... +k. 21K - "T
T . 2 L
k—s k—3
7‘+— +—....n—_ $(k—1)*
..... 4 oK
1 . 2. iieianns k—1

designante % indefinite quemvis imparem, sint ita

0= 1-——-4A.
4A—1 =3(1—44)—4(94A—16B)
0=5(1—44)—209A4A—16B)+16(258—36C)
16B—9A = 7(1—4.A4)—56(9A— 16 B)+112(25 B— 36 C)—64 (49 C— 64 D)

0= 9(1—44)—120(94— 16 B)+432(25B—36 C)—576(49 C—64 D)
+256(81.D—100F)

etc. et generaliter aequ. 2%

nnN—(@n—1yL
= (2n—1)(1—44)—a 2129 4 16B) 16— E LR A2 (95 B 36 C)

2 .3.4 .5 g
’

2n—t.n4+2.0+1.2.0—1 . —2.2—3
5.5 . s . 7 (49 C—64 D)+~ ete.

ubi legis obviae universalitas e calculo sponte demanat. Hinc vero perspicuum
est, fierl necessario

0—=1—4A4,0=94—16B, 0 = 25B—36C, 0 = 49 C—64D, 0 =81 D—100E

-

etc. in inf. adeoque
A=t B=1.0, C=1t.7 b D=1.7.38.42, E=1. % H. 4.8k

et sic porro in infinitum. Q. E. D.
nL 47
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Si statuimus

14+foa+-4. %'+ 1.4% 3’ tete. =y
fit
toat. 30"t 2. W2t 18 0 PP+ ete. = 2
atque

re-++. 92 “+4.3%. 2525 S N I 1 5 49w8+ ete. _xxddy_l_:cdy

unde sponte sequitur
zzddy+3xdy (wwd_tl_y+xdy)
sive aa .
i+ Bre—1)+ay =0
Hoc itaque modo media nostra arithmetico-grometrica ad quantitates integrales

revocata sunt, solutionemque particularem huiusce aequationis differentio - diffe-
rentialis subministrant.

(v*—a)

A
M(1+z, 1—=z) + M(1,2)"

Eiusdem aequationis int. compl. est

Sit ¢ angulus indefinitus, eritque valor integralis fcos¢*de, a ¢ =0 us-
que ad ¢ ==, ut vulgo notum est, = 4=; eodem modo fit valor integralis
Jeoso*dg inter eosdem limites =4.§m; valor integralis Jeoso®do =t.4. 47
etc. — denique, ut sponte patet, f do ==. Hinc perspicuum est, valorem in-
tegralis

Jadex (1+%wzcosgcz—]—%.%w"coscp‘-—]—g—.%.%m“cos ¢4 etc.)

sive huius f Vi= “cowz) , fieri — =y, si sumatur a ¢=0 usquead % =mrm,
spectando quantitatem 2 tamquam constantem.
Quodsi functio mmé—) in seriem talem evolvi supponatur,

P2 Qcos2¢-2Rcos4 o4 28cos 64 ete.
ita ut coéfficientes P, Q, R, Setc. a sola @ pendeant: valor integralis supra tra-
diti completus erit

Po-4-Qsin2¢ -4 Rsin 4o+ 4 Ssin 6 4 ete. 4 Const.



DE ORIGINE NUMERORUM MEDIORUM ARITHM. GEOMETRICORUM. 371

adeoque valor intra limites ante allatos, = P¢, unde y — P. JIam observamus,
quum sit i: M(1+a, 1—2) fieri quoque yi =M(1,{(1—=z2)). Hinc facil-
lime derivatur sequens theorema generalius: Si expressio talis WG——_:OW =W
in seriem secundum cosinus angulorum 2¢, 4¢, 6¢ etc. Pprogredientem evolva-
tur, cuius terminus constans designetur per P; valores maximus et minimus ipsius
W autem (puta ‘/(6—:5 et 7“-6) denotentur per w, v erit % medium arithme-
tico-geometricum inter - et % Proxime quidem ratiocinia praecedentia pro eo
tantummodo casu valent, ubi y est quantitas positiva: sed facillime ad eum quoque
casum extenduntur, ubi y est n(igativus. .In hoi:/(;e eni;g Eas)su fit W= m‘-gﬁo@?)
ponendo ¢ = 90 —¢; unde 7 med. inter = et ¥ Ut supra. Ceterum
nullo negotio patet, idem theorema sine ulla mutatione etiam ad expressiones ta-

o .
les TEFTo059) extendi, puta ut Torm Const. fiat
— ! 1 . 66—y VE+Y
- M(valor max.’ valor mlmm) - M(——a— ’ _a_>

.

huiusmodi eni i ducentur ad formam *
uiusmodi enim functiones re VBT T 70080

modo diximus prorsus similem, si scribatur ¢ = 2¢*).

Denique monemus, in sequentibus demonstrationem multo generaliorem
eorundem theorematum ex principiis magis genuinis datum iri; praetereaque mox
etiam omnes reliquos coéfficientes @, R, S etc. per methodos aeque expeditas
eruere docebimus. Hoc loco haec disquisitio eam quoque utilitatem praestabit,
ut iis, qui dum veritatum aeternarum sublimitatem atque divinam venustatem non
sapiunt, earum pretium ex solo usu, qui inde in partes matheseos applicatae re-
dundare potest aestimare noverunt, — hasce investigationes cariores reddat. Quan-
tae enim utilitatis sit evolutio coéfficientium P, @, R, § etc. tam rapida, ut ea
quae ex his principiis promanat, in astronomia physica sive theoria perturbatio-

ei de qua

num planetarum, nemo ignorat.

*) Ceterum ex praecedd. sponte sequitur, si plures expressiones tales m%&?»? ita comparatae
sint, ut ipsarum valores extremi aequales sint: terminos constantes ex ipsarum evolutione prodeuntes necessa-

rio aequales fieri, etiamsi omnes reliqui coéfficientes valde discrepent.
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PARS II.
DE FUNCTIONIBUS TRANSSCENDENTIBUS QUAE EX DIFFERENTIATIONE
MEDIORUM ARITHMETICO-GEOMETRICORUM ORIUNTUR.

9.

Sint
e, ¥, 2, 2".... (I)
{y, ¥, ¥, ¥y ... (IT)
series perinde formatae ut series in art. 1., putalut quivis ferminus in {111§ sit
medium {g‘;‘g&‘;‘fgg‘;’} inter duos terminos praecedentes, adeoque ® = y® = M(z, y):

patetque, omnes has quantitates et proin etiam ipsarum limitem esse functiones
duarum variabilium 2, y, atque variari, simulacque harum alteruter aut uterque
mutationem patiatur. Hic nobis de solis mutationibus infinite parvis sermo erit.
Fit itaque

o' = pdo+1dy, dy = yL.dot+iy2.dy=4Lda+4Lay
et perinde
da’' = tdo’+4dy, dy' = :y;,dw—}— %y—;d‘y’ etc.

Hoc modo differentialia omnium terminorum in I et II per differentialia ipsarum
2,y adiumento substitutionum exhiberi possent: sed lex progressiones magnopere
obscura hinc prodiret. Quam ut clarissime ob oculos producamus, sequentibus
scribendi compendiis utemur: Scribemus
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d d2 dx"

—y = f, + = f, —l—- ete.
dz dg/ dz’ dy’ , dx" dy”
7_—-———9s 7”7 =49, ;7"’"'377 —-"“',9" etc.

unde statim prodit

=4+ E+E+ Y+ =5 a—a)+ 1Ly —a)

=f+i1Z@—a)— i@ —2) = f+ 195"
et prorsus simili modo
=1+ ?‘_—;?-’ f'=f"++9" " etc.
Perinde fit
J=HE—C+E-) = %d—:—,wmm-z—fy (y—o) = +9(557)
eodemque modo ¢’ = %g'x';,m", g"= +4"%==" etc. Nec non hinc patet esse

f'=rf+9. f:’:” f+ 9+9, f"=f+9+ g”-—|— 9" ete. Nullo negotio perspici-

tur, seriem —9g~, L, g? etc. celerrime infra omnes limites decrescere, quamobrem

habebimus per seriem infinitam rapidissime convergentem

f°°=:f+g{ $-—.’ﬂ+ —Z .z;'z +_§_$;—'1‘ ’xx—"z . ;"2 +etc.%, gCO: 0
. 2dz®  2d4y® _ 2dM(zy)
hine == = 5o = ey
d d d d — ! — J I_ 74 .
T TP T S ete] sive
AM(@,5) = M(z) < (£ 4+ 1255 +47255 255 + ete)

x

d o ! — 4 I_ 7
+X Gt — T T — etel)

&

Calculum aliquantum commodiorem nanciscimur sequenti modo: Fit

’

z—& _z-—y __ (@—y)P __ @ty)i—izy __ 4{1{:&*)
¥ T zty  ze—yy = zrx—yy z2—YY

unde promanat

AM(z, y)= &8 5

dz
2wz — yy) % X (@

ra—yy+2@r—yy ) 4@ —y"y )8 2"y y")...)

"o " "r__Hr

+fx(mw—yy——?(w’w’-—y’y’)——zt(ww —y"y ) —8(" 2" —y"y")...)|

/ s /g #H, i g III o III '
) et perinde T2 = (ZTYY EOE o (T e,
% Zz'—y'y z &'’ —y"y




374 NACHLASS.

Ut computus maxima facilitate per logarithmos confici possit, sequentes formulas
adiicimus, ex algorithmo serierum I. II sponte demanantes:

(@2 —yy) = %, 22" —yy' = E=—vY) ete.

162>
quae simul protinus ostendunt, quanta velocitate series nostrae convergere debeant.
Si magis arridet, etiam sequentes formulae poterunt adhiberi:

" ll 7”0

T —yy = tl@—yf, 2T—yY'=1{@—y) ete.

10.
Rapiditatem convergentiae harum serierum monstrabunt exempla sequentia:
1. Sit 2=4/2, y =1 (Conf. art.3). Hic habetur za—yy =1

2(a::c —yy) =4%@ —y)?® =0,0857864376 2690
4(@s —yy) = @ —y)» =0,...3203980 4927
8(« a;’ y"y") = 2@ —y' )P =10,........ 22 3462
L6 —y"y") = 1" g") =,

Summa =—0,0861068379 10

Hine fit dM(2,7) = M(2,y) < {szI 0861068379... -5 < 0,9138931621...]
sive in numeris == d#><0,460082....-dy><0,5474860839
II. Sit

& = 5,202778--2,784072 = 7,986850, y — 5,202778—2,784072 = 2,418706

ubi #, y sunt distantiae maximae et minimae Tovis et Cereris (neglecta excentri-
citate planorumque inclinatione). Quare

® = 7,9868500 y = 2,4187060 zx —yy =59,
Z = 5,2027780 ¥ = 4,395207 2@y —yy) = 1,28
= 4,7989925 ¥ = 4,781975  4(a"2" —yYy") =

‘Z"”z 4,7904838 ym_:: 4,790476 8( m "__ m m)
&= 4,790480

l

11.
Facile iam etiam coéfficientes sequentes serie
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FORTSETZUNG DER UNTERSUCHUNGEN

UBER DAS ARITHMETISCH GEOMETRISCHE MITTEL.

[Die weiteren Untersuchungen von Gauss tiber das Arithmetisch geometri-
sche Mittel sind so unvollstéindig, nur in den Endformeln, und mit so wechseln-
der Bezeichnung niedergeschrieben, dass fast alle Ubersicht fehlen wiirde, wenn
der Abdruck nur jene Formeln ohne nebenhergehende Erlduterung wiedergibe.
In den folgenden Artikeln habe ich die im Nachlasse gefundenen Stellen hervor-
gehoben und durch solchen Gedankengang verbunden, wie er vielleicht die Ver-
anlassung gewesen ist, dass Gauss die betreffenden Resultate unter einem erkenn-
baren gemeinsamen Gesichtspunkte anfgestellt hat.]

12,

[An mehren Stellen bedient sich Gauss neben den in den vorhergehenden
Artikeln betrachteten beiden urspriinglichen Reihen von Grossen (a, b), welche
sich auf dasselbe arithmetisch geometrische Mittel beziehen, auch noch einer
dritten Reihe von Grossen (¢), die mit jenen durch die Gleichung aa = bb--cc,
welche fiir jeden gemeinsamen Index der drei Glieder (a,b,¢) gilt, zusammen-
hingt. Nach den Festsetzungen in Art. 2 kénnen die Gleichungen zur Berech-
nung der riick- und vorwérts folgenden aus @, b, ¢ abgeleiteten Grossen in die
Form gebracht werden:
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"a ='a+¢c, - ‘a=a-+c, a, 24 = a-b, 24" = a'+-b, .
! N
" = a—'c, " =a—c, b, bt = ab, b = a'b,
llcllc—”4ac ,C,c=4ac, c, 26’:&—'—'b, 2cu:al_bl,

Hieraus ergibt sich unmittelbar dass, wihrend

M(a,b) = M@ b")=  M(,") = lima™ = limd® fir m = co
ist,
M(a,c) = 2"M(a", ¢") = 27" M(%a,%) = lim 5 = lim fir m = co

wird und sich damit die dem ersten Beispiel in Art. 3 angefiigte Bemerkung, dass
die “a, *t'q, "% etwa wie die Glieder einer geometrischen Reihe mit dem Quo-
tienten 2 zunehmen als allgemein giiltig erweist, ferner dass fiir den im Bei-
spiel 4 Art. 3 berechneten Fall a=105\/2=c{/2 bei jedlem n: %a = 2".4"
Bh = 2% ¢", "c = 2".b" ist

Die Art der Anniherung jener Grossen an ihre Grenzwerthe ergibt sich aus
den folgenden Reihenentwickelungen

M(a,b) = a®*—cT — 2 — | Pt

M(a,b) =Pt et

M(a,c) = 9" 15 __ 2—&-—1‘ n—Hb _— 2——%—2 . n+2b _— . — 2—n-—~m.n+mb__

M(a, C) — 9™ D, +2—n——1 .B'Hb — 2 n+2b____ L — 2-—-%—m.n+mb__
M(a,b)® = a".a" —4 . P — T M — L — R o
M(a,b)® = b". 0" 4. P — g T AT — L g

M( , c)z — 972 1, nc"'l"%‘ 9—2n np np —3 2.24r—2’n+lb oy
3 9—m—2m n+mb n+mb
% . . -

M(a, 6)2 — 2—-2n_na.na__?,_2—2n’nb'nb__%_ '2“2“'2.?+1b.n+ib—-— .

— g mnam b ey
VM(a,b) = \/an-—-\/c“"’z—-\/c“‘*"—- — e
VM(a,b) = \b* 4 /et \/cw-...-—\/cwm-— - a
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VM(a,¢) = {2 a— 2R Rt fond B | fgtm ey

\/M(a, c) — \/2-—%‘ nc+ \/2-—71——2. n+2b-—-—\/2"'"'4. n—l—éb~__ L. _ﬁ\/.z—w—zm' ntemp
s = wlogdE — R log i — . — s log frmm — -
208 = Lloga 0 logln 4 +2M,,. logZ® ..
3 = 10g2 — logﬂa‘i% — o palog e
P{ ’ m,' Z; ; loo B3 +2n+al°g % n¥i, + R T 2n+m 1082‘“:::’0

In den vier letzten Gleichungen ist _12:_ statt der fiir bestindig wachsendes m
geltenden Grenzwerthe beziehungsweise von

M (@™, c™) an. M (@ ™) jo B M (%, b) mg M ("a, ™) m+*c
M@ 981m  MEm 108 e w084y ey 108

das ist statt des Grenzwerthes von M(1,e) ]og—:— fiir bis zur Null abnehmende
positive Werthe des ¢ gesetzt. Es folgt nemlich zuniichst aus jenen Gleichun-
gen, in welchen, wie die Relationen

CoE) =g =2 6 =Y

leicht erkennen lassen, die zu logarithmirenden Werthe, so bald sie alle reell
sind, vom zweiten Gliede der Reihe an bestindig bis zur Einheit hin abneh-
men, dass die gesuchte Grosse eine vollig bestimmte und z. B., wenn man
a=b\/2 =c\/2 setzt, eine zwischen den Grenzen 2log2 und t2log2? einge-
schlossene Grosse ist. Die obigen Gleichnngen gelten auch fiir complexe Wer-
the der Verinderlichen, wenn man » = 0 setzt und diejenigen Werthe der
log™a, log™c. loga, logb, logc, loga™, Ibgbm zu Grunde legt, welche durch
stetige Anderung derselben aus den reellen Grossen folgen. Nimmt man nun
als ein System (a,b,c) das der Bedingung a = by/2 = c¢y/2 unterworfene und
aus reellen Grossen bestehende, ferner als anderes System (a,8,7) dasjenige,
fir welches a=¢, 6 =b\/—1, y =a = by/2 = ¢y/2 ist und die durch Wur-
zel- Ausziehung zu bestimmenden Werthe von 8™ und ™y positive reelle Theile
erhalten, so kann man ein drittes veréinderliches System (4, B, C) aufstellen,

welches von dem einen (a,d,¢) zu dem andern (a,®,7) stetig ibergeht, und zwar
i1 . 48 -

’

&|<>\

= 1-—

K
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so, dass bei diesem Ubergang keine der Verinderlichen ™4, ™C, 4, B, C, A™, B™
den Werth Null beriihrt oder einen negativen reellen Theil erhilt. Die letzte
jener Gleichungen, z gleich Null gesetzt, gilt also sowol fiir das System (a,b, ¢)
wie fiir («,6,7) und da

M(e,8) = +(1+V—1)M(a,b), M(a,7) = M(a,c) = M(a,b)

ist, wird -725\/—-1 =1logy/—1; eshatalso = die gebriuchliche Bedeutung als Ver-
hiltniss-Zahl der Linge des Umfangs eines Kreises zu dessen Durchmesser.

Mit Hiilfe dieser Betrachtung lisst sich auch die Richtigkeit der folgenden
von Gauss aufgezeichneten Bemerkung erweisen, der ich die hier benutzte Be-
zeichnungsweise zu Grunde lege und ein von Gauss berechnetes Beispiel folgen
lasse:)

Die Arithmetisch- Geometrischen Mittel gestalten sich anders, wenn man fir
ein b, 0", b". . den negativen Werth wihlt: doch sind alle Resultate in folgender
Form begriffen :

1t 47k
M(ab) — M(z,8) ' M(s0)

[wo % eine ganze reelle Zahl bedeutet.]
Beispiel fiir einen imagindren Werth des A. G. Mittels

a = 3.0000000 log .. 0.4771213 a == 3.0000000 log .. 0.4771213-
b = 1.0000000 0.0000000 ¢ = 2.8284270 0.4515450
a = 2.0000000 0.3010300 +.a = 2.9142i35 0.4645214
b = 1.7320508 0.2385606 +./c = 29129510 0.4643332
a’ = 1.8660254 0.2709175  +."a = 2.9135822 0.4644273
b = 1.8612098 0.2697953
a” = 1.8636176 0.2703568
b” — 1.8636159 0.2703564
"= 1.8636167 0.2703566




ARITHMETISCH GEOMETRISCHES MITTEL. 379

a = 3.0000000 log .. 0.4771213 0

b = 1.0000000 0.0000000 360°

a = 2.0000000 0.3010300 0

b = —1.7320508 0.2385606  180°

a’ = 0.1339746 9.1270225 )

- -+-1.8612098¢ 0.2697953 90°

a” = 0.0669873 -+ 0.9306049¢ 9.9698876 85° 52’ 58”10

b = 0.3530969 —+0.35309691 9.6984089 45 0 0

a" = 0.2100421 - 0.6418509¢ 9.8295254 71 52 46.58

" = 0.2836930 —}-0.6208239¢ 9.8341482 65 26 29.05

a’ = 0.2468676 —-0.63133744 9.8311572 68 38 36.05

b’ = 0.2470649 —0.6324002¢ 9.8318368 68 39 37.82

a = 0.24699625-0.6318688¢ 9.8314971 68 39 6.95

P — 0.24699625-}0.6318685% 9.8314970 68 39 6.93

a™= 0.24699625-}0.631868651¢ 9.83149705 68 39 6.94
N . 1 47

13.

[Die Differentiale erster Ordnung der einzelnen Glieder des vollstindigen
Algorithmus eines arithmetisch geometrischen Mittels sind in Artikel 9 auf zweier-
lei Weise zu einander in Beziehung gesetzt. Die eine umfasst nur die Differen-
tiale der Logarithmen der Quotienten jener Grossen, sie ergibt sich aus der wie-
derholten Anwendung der beiden Relationen aa = bb-}-cc, %’ = Zig. und
kann durch Benutzung der im vorhergehenden Artikel gewonnenen Resultate zu
ciner Werthbestimmung des Differentials vom Quotienten zweier zusammenge-
horiger arithmetisch geometrischer Mittel erweitert und so dargestellt werden,
dass E—:dlog%, welches mit A bezeichnet werden mag, fiir jedes positive und
negative #, wenn nemlich ein negativer nachstehender Index » als gleichbedeu~
tend mit einem voranstehenden positiven Index von gleicher absoluter Grésse

gedeutet wird,
AQ %
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d log =1, ' d log M@ )

dlogi = 2 " M(z,3). Miz, ) M(a, b)

dlog —= =

= 5w o o
ist. Die andere Beziehung erstreckt sich auch mit auf die Differentiale der Lo-
garithmen von zweigliedrigen Producten, sie folgt aus 6% = ab und ‘¢’c = 4ac

in der Form
dlog(a™.b™) = dlog(a -1 bm+‘) —A. 2m+1 oot ot
d log (®a.™c) = d log(®t'a.™t¢) 4-A.

m-1 b. m--t b

2m+1 .

und ergibt, wenn man m bis zur unendlichen Grenze wachsen lisst, die in
Artikel 9 aufgestellte Gleichung und die dieser entsprechende nemlich :

2dlogM(a,b) = dlog(a®. 3" A (2" ! T ATg | gt pdmoedm
2dlogM(a.c) = dlog("a."c) —A %Q—n_x~n+1b.n+1b+.—|—2"”—m,n+mb.n+mb+_§

Hieraus kann durch Elimination der Differentiale mit Hiilfe des oben ge-
fundenen Ausdrucks fir A die Gleichung

IM@b) M(g,c) = .. —2 FTPETR PR T g
-9t gt gt — T o gt atm adm

T e .

abgeleitet werden, welche Gauss neben der im vorigen Artikel wiedergegebenen
ersten Gleichung fiir : ﬁ g“’ bi aufgezeichnet hat, ohne den Weg, auf welchem
sie gefunden waren, anzudeuten.]

14.
[Fiir die vollstindigen Differentiale zweiter Ordnung findet man unmittel-
bar aus den Ausdriicken fiir A, dass jedes mit gemeinsamen Index behaftete Sy-
stem von Gliedern a, b, ¢ die drei Gleichungen

dlogb dloga = J,—d( dlog7)
K dlog;.dlogb = %—d(Kdlog;)
tdlogs.dloge = 4d (g dlog3)

erfillt. Multiplicirt man darin die Zdhler und Nenner unter den zweimal zu
differentiirenden Logarithmen der Reihe nach mit a, b, ¢ und 13st alle Logarith-
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men von Quotienten in Differenzen von Logarithmen auf, so ersicht man leicht,
dass der Ausdruck

1 dloga®.dlogd” —4d (5 dloga™ )
der mit D bezeichnet werden soll, seinen Werth nicht #indert, wenn man statt

a" und 5" setzt: a" und ¢" oder: 5" und ¢". Nimmt man das Mittel der bei-
den letsten so entstandenen Ausdriicke und beriicksichtigt, dass

dloga®+dlogh® = 2dlogh™ !

ist, so folgt, dass man in jenem Ausdruck ohne dessen Werth zu #ndern statt
der beiden genannten Grossen auch ¢ und 57! setzen kann und ferner,
wenn man in diesem wieder dlogc® durch fdlogat'4 tdlogc™t! ersetat,
dass man mit demselben Erfolge "' und "' statt o® und 5° setzen kann.
Es ist also der Werth jenes Differential- Ausdrucks unabhingig von # und dem-

nach gleich
D = 1 dlogb”.dlogc” —4d(5dlogb”c?)
= ydlogc”.dloga” —4d (5 dlogc”a®)
= ydloga”.dlogd”— 4d (5 dloga"")

1 1 1 1
= M(a,b)d{xdm} = M{a,¢) d{zdm}

Setzt man a als unverinderlich voraus, so wird

D = Abbcc = —bbdlogh = ccdloge

und es entsteht die in Artikel 8 aus der Reihenentwickelung abgeleitete fiir
a a

Moo und Mol als Werthe von g geltende Differentialgleichung
ddp—%2.dp—AABbec.p =0
aus welcher sich nach den Untersuchungen in der Abhandlung *Determinatio se-

riei nostrae per aequationem differentialem secundi ordinis’ auch wieder die Dar-
stellung durch die Gaussischen Reihen:

ce a 56
i‘(\{_(?;m:F(‘}'i"%’ls;;)’ W=F(%,—§-,1,;;)
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und als specielle Fille der dortigen Gleichungen {90] und [96] der oben Art. 12
gefundene Grenzwerth von M(1,¢)log % und die im vorigen Artikel aufgestellte
Differentialgleichung erster Ordnung zwischen M(a,b) und M(a,c) ergeben.]

15.

[Die Differentialgleichung zweiter Ordnung fiir die Glieder der Reihe des
arithmetisch geometrischen Mittels nimmt eine Form an, in welcher sie Differen-
tiale nur von Quotienten der Verinderlichen enthilt, wenn man mit einer belie-
bigen Grosse e den Ausdruck D--d( —Al- d log e)-[—% (dloge)® bildet, dieser wird
nemlich

9
an-

—\(eed®b") . d (g AYED ) — K (dlog )

Aarpr”
ein Ausdruck, dessen Werth also unabhiéngig von # ist und sich auch nicht &n-
dert, wenn man 5" und ¢" oder ¢" und @ statt " und b" setzt. Derselbe ver-
wandelt sich fiir bestédndig wachsende positive und fiir negative » in

1 M (e, )
AM (q, by d e

1 M(a, ) §

—eM(a,b).d{ A.—M(m P

| und in —eM(a,¢).d

dagegen fiir » gleich Null und fiir a, b, ¢ als besondere Werthe von e bezie-
hungsweise in -+Abbec, —Accaa, —Aaabb.
Setzt man also zur Abkiirzung

— _b ¢ M@t g
\/M—@T) =P \/M(a,b) =9, \/m -7, —ﬂM(a,c) = loby

so wird mit Riicksicht auf die Gleichung fiir A in Art.13:

A L — — 1 r—_1 r__1 P
T M(a,b)* = tdlogy ._p,dlogq _q‘dlogp = r—‘dlog;

— PP !

1 .?__Z 1 d-—!— rr 1 E Y

— o 4 angy - w7 = i Uagy - 479 = e (Tiogy - 457

und von gleicher Form werden die Ausdriicke des —%M(a, ¢} in
a e b M(a, ¢)
\/M(a, Ak \/M(a, AR \/M(a, 9" T M(q,3)

Die Elimination von je zwei der drei Gréssen p, ¢, r ergibt

r_ 1 1 q-t ype__16 1 ! odly—1 =
i1@‘dlogz/ Og[p‘dlogyd(dlogy' ppm p® dlogy (dlogy‘ pp) =20
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als Differentialgleichung sowol fiir p als anch fiir ¢ und fiir », das ist fiir

a b M{a,
\/M(a, 5 \/M(a’b) und \/ﬁ"(%b”) und ebenso auch, wenn man -—-'mﬁ%% = logz

statt logy darin gesetzt denkt, als Differentialgleichung fiir \/ﬁ‘(‘fi’cj \/M—(:”E? und

b
\/M (a, €) ]

16.

[Die Darstellung der Quotienten der Grossen a, b, ¢, M(a,b), M(a.¢) durch
Reihen, die nach Potenzen von y% oder z* fortschreiten, lisst sich mit Hiilfe
der Fundamentalsiitze des hier zu untersuchenden Algorithmus z. B, in folgender
Weise ausfiihren.

Nach der Definition von y und dem in Art. 12 fiir den riickwirts verlin-
gerten Algorithmus aufgestellten Satze wird:

M(a,8) M(an 2%
T Mg, —ﬂan(an,c") - lOg"y

also nach den Gleichungen in Art.12 der Grenzwerth von %g"‘zm -/ N :;" 7 fiir ein
immer wachsendes z, oder was dasselbe ist, der Grenzwerth von %y'* (),
wo r(y) statt \/ ﬁ,—g) gesetzt ist, fir bis zur Null abnehmendes positives yt
gleich der Einheit.

Bezeichnen wir noch / H&T) und / 1\4—(43‘,7) durch p(y) und ¢(y), so folgt
aus aa = bb-+cc und den beiden Gleichungen fiir /M(a,5) in Art. 12

P9) = 14+r(g)Fr (@) +r ™)+ @)+
aly) = 1—r(@)+ 1@ ™) + )+
r(9)'=rp)'—q)

Die Reihen fiir p, g, r, Wel/che nach ganzen Potenzen von y* fortschrei-

ten und diesen Bedingungen geniigen, findet man, so weit man die Entwicke-
lung ausfiihrt von der Form:

pO)= 142+t 2 + .y +
gy)= 1—2y+2 —2° +. . £2™ F..
r(y) = 20t 29829 29 . L o200
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Dass das hier angedeutete Gesetz fiir die Bildung der Glieder das allge-
mein giiltige ist, scheint Gauvss unter Anderem auch auf folgende Art bewiesen
zu haben. Neben den entsprechenden Gleichungen, welche sich auf Reihen mit
zwei Argumenten beziehen und weiter unten in Art. 23 und 25 Platz finden wer-
den, hat Gauss sich die Aufzeichnung gemacht:]

Zur Theorie der Zerlequng der Zahlen in vier Quadrate.

Das Theorem: das Product zweier Summen von vier Quadraten ist selbst eine
Summe von vier Quadraten, wird am einfachsten so dargestellt:
es seien I, m, A, p, X', o sechs complexe Zahlen, so dass A\, X' und p, p’ sociirt sind.
Durch N bezeichne man die Norm. Es ist dann

(NI4+Nm)(N A+ Np) = N{A+mp)+ N ({p'— m))
[und also auch

IN(@n—+in)+N@,Ain, )} {N(1—1) 4+ N(1-40)}
= Nim+n~+n—n)+i(—n+n+n-+n)!
+N{n+n—n~+n)—i(+n—n+n-+4mn,)}

Hieraus lassen sich leicht die beiden folgenden Sitze ableiten, in welchen
verschiedene Darstellungen einer Zahl durch eine Summe von vier Quadratzahlen
sich beziehen auf die verschiedenen Werthensysteme der vier Wurzeln mit Be-
riicksichtigung sowol der Zeichen als auch der Reihenfolge der Wurzeln, worin
ferner unter den geraden Zahlen auch die Null mit begriffen wird.

Ist das Vierfache einer Zahl von der Form 4%k-1 durch vier ungerade
Quadratzahlen darstellbar, so ist sie selbst halb so oft durch eine ungerade und
drei gerade Quadratzahlen darstellbar, und umgekehrt, ist eine Zahl in der letz-
tern Weise darstellbar, so ist ihr Vierfaches doppelt so oft in der ersten Weise
darstellbar.

Ist das Vierfache einer Zahl von der Form 4%-3 durch vier ungerade
Quadratzahlen darstellbar, so ist sie selbst halb so oft durch eine gerade und
drei ungerade Quadratzahlen darstellbar und umgekehrt, ist eine Zahlin der letz-
tern Weise darstellbar, so ist ihr Vierfaches doppelt so oft in der erstern Weise
darstellbar.

Mit Hiilfe dieser beiden Sitze ldsst sich unmittelbar beweisen, dass die
obigen Reihen der Gleichung r(y)* = p(y)*—¢q(y)* geniigen, und ferner durch
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die wiederholte Anwendung dieser Relation, dass, wenn man nach dem Schema
prg=2p, p—g=2r. (V=)=

aus den Werthen der Quadrate der beiden ersten Reihen, nemlich pp und g¢g¢,
als Anfangsglieder die Glieder des Algorithmus eines arithmetisch geometrischen
Mittels fiir positive gerade Indices bildet, auch

PP=p ), C=q), Pm=r)

wird. Durch Ubergang zu dem Grenzwerthe von n entsteht also nach Art. 12:

= M(pp, .
M(pp. g9) =1,  Tye2il= —4logy)

17.

[Aus den im vorhergehenden Artikel abgeleiteten Eigenschaften der durch
die dort aufgestellten Reihen definirten Functionen p, ¢, » folgt, dass, wenn
a,b, ¢ drei die Gleichung aa = bb-cc erfiillende Grossen sind, sie in die Form
gesetzt werden kénnen

a = M(a,b).(py), b = M(a,b).(qy)% ¢ = M(a,b). (ry)

T » .
und dass dann %tg—"’ — —-ﬁ%% sein muss. Setzt man nun noch

a = M(a,c).{p2), ¢ = M(a,c).(g2)’, b=M(a,b).(rz)

so wird

logz _ M@,e) =

®  M(a,b)  logy

Der durch die Vereinigung dieser beiden Darstellungen sich ergebende Satz
ist von Gauss so ausgesprochen, dass die Functionen

Pt = 142 f- 267 27 | 27

Qt =1—2e" 27 ¢ L 2% D
? —_ 3,

Rt =267t oI Lo YR | o R L

den Gleichungen
IIL 49
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= L Pt =Lyl =19
Pt=r5Py D=5 R, Re=5;904

gentigen, worin die Quadratwurzeln mit solchen Zeichen zu nehmen sind, dass

der reelle Theil positiv ist.
Aus dieser und der anderen von ihm aufgezeichneten Eigenschaft derselben

Functionen, dass nemlich
Pt = Q(+1), Qt = P(t+1), Rt = \i. R(49)
ist, scheint Gauss den folgenden Satz abgeleitet zu haben :]
at—8¢ —_ ’

Es seien o, 8,7, 8 ganze reelle Zahlen, ad—86y = 1, S =

Wir unterscheiden 6 Félle, jenachdem nach dem Modulus 2

a = 1 1 1t 0 1 0
6= o0 1 0 1 1 1
vy = 0 0 t 1 1 1
0= 1 1 1 1 0 0
Es ist dann
APt = Pt Qt Rt Rt Qr Pt

RQtY = Q¢ Pt Qt Pt Rt Re
R Rt Re Pt Q¢ Pt Q¢

h = it @4yti)

[worin A fiir die Factoren der drei Functionen P, Q, 3 im Allgemeinen verschie-
dene Werthe hat.)

I

Ist hier t = ‘—“/d:‘“ = Vd':b‘ —d=>bb—ac = bb—dc, so geht die
Form (a,b,c) in (a,V,¢) dber durch die Transformation (3’ ;‘Z)

Zusammenhang zwischen den Formen des negativen Determinanten —p und

den summatorischen Functionen.
Sind nemlich die Formen (a,b.c) (A,B,C) aequivalent, so ist die Function f
in Betracht zu zichen wo ft= fu so wol wenn ‘=" ganze Zahl als wenn t = -,
Jeder Classe entspricht dann ein besummter Werth von 2% "H”
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18. .

[Mit dem Algorithmus des arithmetisch-geometrischen Mittels hat Gauss
einen andern in Verbindung gebracht, welcher ebenfalls wie jener von zwei ge-
gebenen Grdssen, die hier o und & bezeichnet werden sollen, ausgeht und auf
eine solche Form zuriickgefiihrt werden kann, dass viele Analogien mit jenem

sich zeigen, wenn nemlich

4dd = (a+b)? b = ab, us.f
4dd = (a+86)? 46 = ab, u.s.f

gesetzt wird. FEbenso wie die bisherigen Untersuchungen durch Einfiihrung der
die Gleichung aa = bb—+-cc erfiillende Grosse ¢ bedeutend iibersichtlicher
wurden, wird hier eine entsprechende Vereinfachung der Formeln erreicht, wenn
man vy durch die Gleichung ea = b6-+cy und & durch

be(by—cB) = calay—ca) = ab(ba—aB) = abcd

so wie y", 6" durch dieselben Gleichungen, nachdem allen Zeichen der Index =
gegeben ist, einfiihrt. Unter den zwischen diesen Grossen bestehenden Relatio-
nen finden die folgenden bei der Untersuchung dieses Algorithmus vielfache An-

wendung :

aa+88 = 66471y = 7(@8+78) = 2 (ay—83) = ala+7)
b

aa—yy="66—03 = %(67-—118) = —(a8—798) = b(d'—7)

a

aa—86 = yy—88 = Z(ay+88) = —;«(67‘-{:a8) =};;cVa'y’

DPie Grenzwerthe der Glieder in den sieben Reihen von Grossen a,b, ¢, a, 6,7,0

lassen sich auf diese vier zuriickfiihren :
49%
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k= M(a,b) = lima" = lim$"
1:M(a,b)

@ Var 225 27T net
\/y — e M(a, ¢) — hm\/-—— = a7 v e m-\/a,,,, .. -
" 2%,n .2 6n 2’6' ¢ 23 P 28— @t
7= m\/? =hm b \/ aﬁ’ a6 v ‘/an-:s-n._; T

Lyt =1limV [yL 42

Wenn o und & und alle Grossen a", b", positiv sind, so nehmen :—: und

‘;—:-;—: von den Werthen ';' und ; 6'6' bestéindig bis zur Einheit ab; es ergeben also
die vorstehenden Ausdriicke einen bestimmten Werth fir x. Das Gleiche folgt

fir v, wenn v, 8 und alle ¢" und 4" positiv sind, aus
1 2 bl s 98 1 Tn 2”6‘“‘"
qun—.hm\/ -—‘11 -'—'b v a&l'Vnau- L] \/a—n__,gn__‘.
wenn aber § negativ ist aus der von Gauss angewandten Substitution

\,/'—;E = tang U.\/—:— = tang V.\/% = {/(tang U. tang V) = tang U’

U4V =2V

\/-;_a' = tang? U'.\/% = tang?2 V‘.\/%: = \/(tang2U". tang 2 V') = tang2U"
U+V =2V

\/T{,—?n = tang4 U".\/;T‘ = tang 4 V".\/z—; = {/(tang4 U". tang 4 V") = tang4 U"”
U”+V"= 2'V/”

VIR = tang2" U5 = tang 2" V2.y% =\/(tang2" U™ tang 2" V™)== tang2" U™
U4 Vo= g Pt

weil dann
. b —b . ; 6
sinU* = -7=,  cosU*P =21, aasin U"+ bheos U* = ab
. a —9o 9 13
sinVi= %, cosV*=21, aacos V2+bbsmV2._ab—‘

ist, und diese Gleichungen auch gelten, wenn a” B, e‘sa‘ 5, 1 8? 2"47” 2%
statt a, b, ¢, &, 6, 7, 8, U, V gesetzt werden, so dass also ' *

N :
= limeTT = limeEF T = A

sich ergibt.
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Fir 6 = 0 verschwinden alle ¢® und es wird

¢ v 2" o 2% gn N " g
=Z-=.—c~/&:_—_..=\/}:: F=Va=7" \/-——c;——-'q-—l, =20

ale

|

Vergleicht man die Grenzwerthe %, y, x, 1, , zo denen man gelangt, wenn
man bei der Bildung des combinirten Algorithmus von den Gréssen a, b, a, O
ausgegangen ist, mit den Grenzwerthen £/, g, «’, o, %, zu denen man gelangt,
wenn man bei solchem Algorithmus von den bestimmten zuvor erhaltenen Grassen
a, b, o, 8 als Anfangsglieder ausginge, so ersicht man unmittelbar, dass

K=k Y=yy. =z W=1un «=2u
sein muss und dass durch die nach diesem Gesetze gebildeten Gleichungen die
den a", 0°, a", 6" entsprechenden Grenzwerthe &%, y°, «® 7", «® sich ergeben
Aus den Gleichungen von der Form:

’

¢ ___a—db

' a—86.2 c'a____*{—-—&z
7 = axp F Yo o =(33)

cl
cv=1loxe)
folgt, dass, wenn alle Glieder des Algorithmus positiv werden, y, yy und — klei-
7

ner als die Einheit sind. )

Die von Gauss angegebene Methode zur Bestimmung des Grenzwerthes fiir
U™ und V™ und ebenso die Bestimmung von % mit Zuhiilfenahme jener Win-
kel fiithrt bei Rechnungen mit Zahlen sehr rasch zum Ziele. Weniger bequem
fiir Zahlenrechnungen sind die obigen Formeln zur Bestimmung eines reellen 7
und des zugehdrigen %. Dieser Umstand wird die Veranlassung gewesen sein,

wesshalb Gauss den Algorithmus: ]

' +.B r 24Ba
A= 2 B T ¥4+ B)

n__ A+ B n__ 24'Ba”
===, BF=mpmim

u.s.f, [mit dem Grenzwerthe]

H_ B b4 sbd 8b'4" 165"4"

=3 Ve Var Vom Vi -
[aufgestellt hat, welcher sich auf den obigen zuriickfiihren ldsst, wenn man
A = a, B =10 setzt, weil dann



390 - NACHLASS. -

n pu¥t g0 : bn+a
A =-—b-;-— —6;.\/516,

VR a8, H=x
wird. Die Bestimmung eines reellen 7 ist in Gauss Aufzeichnungen durch eine
Liicke unvollendet gelassen, sie ergibt sich aber, wenn man ans C=17, und

D = § denselben Algorithmus wie eben aus A und B bildet, denn dann sind:

b+t et 30
Cn:’ ; \/g;\/')’g, Dn—‘-‘:TVF\/YB

5C 45°C’ 8,b"C" 168" C"
'va '\/'a—:".b_ V npn' Fﬁ . e .

und diese Grossen C, D nihern sich rasch dem Werthe %\/7 6, wihrend y" und
8" zugleich entweder bedeutend wachsen oder abnehmen, sobald y*y sich von
der Einheit unterscheidet.]

19.

[Die Beziehungen zwischen den Differentialen der zu untersuchenden Grossen
sind besonders einfach, wenn ¢ und b ungeéindert bleiben; es ergibt sich dann
unmittelbar aus den Bedingungsgleichungen zwischen Gliedern mit gleichem In-
dex, dass der Ausdruck 21,,31,; V :,,3,‘; dlogg,,n seinen Werth nicht dndert, wenn
darin der Reihe nach «a, 8, y, & statt 8, 7, 8, « gesetzt wird. Die beiden so er-
haltenen Ausdriicke konnen zu einem dem erstern entsprechenden Ausdruck fiir
den Index z—1 vereinigt werden, der Werth dieses Ausdrucks ist also auch
unabhiingig vom Index n. Durch Ubergang zur Grenze und durch Vergleichung
mit den Differentialen der auf verschiedene Weise gebildeten Quotienten er-
gibt sich

3 88
. dlog7=i\/6 .dlog
¢

5 dlog% \/a dlo2366

1—<

63

%dlogn:—\/aT dlog> = \/— dlog
T 1 (l."{
Ve dlogh = Vil

R R

=<y
=<V

n|—< v»x

eine Relation, welche also immer gilt, wenn die Indices der a, b, ¢, a, G, 7, 6, %
um gleich viel Einheiten vermehrt werden. Hieraus folgt der von Gauss aufge-

zeichnete Satz:]

14 r a7 __
. fv(aasiu U* 4 bbcos U?) __j Vieacos V*+bbsinV*). "
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[Mit Hiilfe der Gleichm;g fiir dlogé%' lassen sich durch wiederholte An-
wendung derselben unmittelbar die Reihen fiir die Differentiale der einzelnen
Grossen a, 8, 7, & aufstellen, fiir ein negatives o entsteht:

a 8 y 3
% dlog;_.*_gc’sing’[}"_ !idlog—; . Edlog-;—}—asiny . Edlog: L oosT
2 du — 2 du 2 du cosU ™ 2 du sinT

= ¢’sin 2V’ ¢"sin 22 V" ¢"sin 2°V" 4 . . ]

- 20.

[Die Differentiale zweiter Ordnung, welche auf die Grosse 1 als einzige
unabhingig Verinderliche sich beziehen, konnen unmittelbar durch Differentia-
tion der Differentialgleichung erster Ordnung hergeleitet und die Bestimmung
ihrer Werthe in der Weise dargestellt werden, dass die Ausdriicke von der Form

o 13 o
d dlog—e-] ) d.log.{—a dlog%—
dlogn | dlogy % dlogn ~ dlogy

fiir die mit irgend welchem gemeinsamen Index behafteten «, 8, y, 0 verschwin-
den, in welcher Reihenfolge die a, 6, y, 6 auch darin eingesetzt sein mogen.
Multiplicirt man Zzhler und Nenner unter dem zweimal zn differentiirenden Lo-
garithmus mit 0, ersetzt a® durch 4’6’ und die Derivirten erster Ordnung durch
ihre Werthe so erhilt man fiir zwei aufeinander folgende Indices:

61
COVER L gde ¥ gaed e g
(dlog'q)”—l- kE 8T Kk €T TER T

und hieraus durch wiederholte Anwendung dieser Gleichung und mit Zubhiilfe
nahme der in Art. 13 fiir dlogM(a,b) gefundenen Reihe die Gleichung

b a 8
dlogz . ddlog-u-—. Jacy ddlog;+ L ach
dlogy ~  (dlogm)? ik« — (dlogm)® ' 2%k 6
¥ 3
ddlog; ddlog ac 6

—_ % * 1 9¢2
T (dlognmE  *kky T (dlogn)? +7kls 3

welche ihre Giiltigkeit behdlt, wenn a,d, ¢, @, 8, 7, 6, », ¥, | mit irgend einem
gemeinsamen von Null verschiedenen Index behaftet werden.
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Durch die Vereinigung dieses Resultats mit der im vorigen Artikel gefun-
denen Entwickelung von dlog % ergibt sich die von Gauvss gefundene Werthaus-

mittelung des Integrals:]

. 2 b 2 — aabbdV
f\/(aa sin U"+-bbeos U )dU f(aacosV”e}-bbsian)%
i 1 {arar___ 2 C" C”-—— 4 CI” C'”-— S C”” C""—- . }

k
S sin2V'—'sind V'—¢"sin 8 V"—c¢"sin16 V"— . . .

21.

[Bildet man die Gleichungen zwischen den Derivirten der a, 6, y, ¢ nach
der Grosse y als unabhingig Veriinderliche, so miissen dieselben Coéfficienten
dieser Derivirten entstehen, wie in den Gleichungen fiir die Differentiale nach 7
und da die letztern Gleichungen in solche Form gebracht werden kénnen, dass
die Verhiltnisse zwischen den Derivirten von Quotienten bestimmt werden, so
miissen die erwiihnten Coéfficienten auch diesen Derivirten umgekehrt proportio-
nal sein. Ersetzt man sie durch deren reciproken Werthe, so ersieht man, dass
auch die iibrigen Glieder jener Gleichungen durch solche Derivirten dargestellt
werden kénnen und zwar so, dass der Ausdruck von der Form

3

dlog—
[———6] dlog-——aﬁ
ldlogy %%

dlog%] T * T dlogy
B

fiir einen beliebigen gemeinsamen Index der Zeichen «a, 6,7, 6, %, y, 1 seinen
Werth nicht #ndert, in welcher Reihenfolge man auch die Grossen a, 8, v, 0
mit einander vertauscht. Vergleicht man diesen Ausdruck, welcher sich auf
—Z-, =1, 1,y bezieht, mit demjenigen fiir Z— == :—2, f—;f— W=, ¥y =yy und
beachtet, dass nach Art. 19

o IR -\{' o o 12 i’ 1Y
dlog—g— . d}og?‘dlog€7 [dlog-v—] B dlog a,.dlog—?
T dlogn dlogn’ dlogn | = dlogm dlogy

Nl»

dlogy

ist, so ergibt sich, dass der Werth jenes Ausdrucks auch unabhingig von dem
Index der Zeichen «, 8, 7, 0, %, y,m und, wie aus den Grenzwerthen folgt, gleich
Null sein muss. '



[

ARITHMETISCH .GEOMETRISCHES MITTEL. 393

Um die Derivirte.nach y von jeder einzelnen der vier Grossen a, 8, v, ¢
zu bestimmen. wird zunichst erforderlich sein, jenen Ausdruck so zu verwan-
deln, dass er nur zwei der Gréssen enthilt. Dies kann z. B. mit Hiilfe der im
vorhergehenden Artikel bestimmten nach 1 genommenen zweiten Derivirten der
Quotienten geschehen, so dass also alle Ausdriicke

dlogs  ddlog dlog-—6 dlog &

dlogy  (dlogq)y —% dlogy dlogy
verschwinden, in welchen Relhenfolge «, 6, v, 6 mit einander auch vertauscht
werden und welcher gememsame ‘Index ihnen und den Zeichen y, %, 1 gege-
ben werde. Ersetzt man & > durch _6\_‘ aﬁ durch #8’ und nach dem vorherge-
henden Artikel
66

., dlogs ddlogs. [dl ]
~  jdlgy durch (2d}og’q)‘+% dlog

so ersieht man, dass der Ausdruck

dlog 2 ddlog [dh,«;i]z

dlogy @ log 7)* -
seinem Werthe nach ungeéndert bleibt, nicht nur, wie eben gefunden, wenn %
mit o oder y oder O vertauscht wird, sondern auch wenn diesen Grossen zu-
gleich mit y, x, v ein beliebiger gemeinsamer Index gegeben wird. Fiir einen
bestindig wachsenden Index verschwindet der Werth des Ausdrucks und durch
Multiplication mit \/ — entsteht demnach

dlogy

d\/% dd\/%

Tiogy — @logF - °

als partielle Differentialgleichung fiir jede der Grossen a, 8, vy, 8.]

22, .
[Alle Glieder des Algorithmus sind ihrem Werthe nach abhingig von vier
Grossen, als solche diirfen @, b, @, & angenommen werden, aber auch £,y, «, 4
weil diese unabhiingig von einander sich &ndern konnen. Siammtliche Gleichun-
gen zwischen den Gliedern der Reihen lassen sich in solche Form -bringen, dass
sie sowol in Bezug auf a, b, ¢, . . a®, ", ¢° & als auch in Bezug auf
L 50
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3 2%qn  2%n 2%y 2m
Fe VRV Y Ve g

=2

« 8
B 'Z":"k—a

homogen sind. Die Verhiltnisse zwischen diesen letzteren hangen also nicht von
k und %, sondern allein von y und 7 ab, wir kénnen also

a=xPyn), B=xQ(gn)’ y=1xByn’ =8y’

setzen und aus den Betrachtungen in Art. 18 folgt dann, dass diese Functionen
P, Q R, 8 dieselben bleiben, wenn «, 8, y,d, x, 7,1 mit einem beliebigen
Index versehen werden. Aus demselben Artikel folgt auch, mit Benutzung der
in Artikel 15 gebrauchten Bezeichnung, fiir die mit einem gleichen Index behaf-
teten a, b. ¢, y

P(y.1) =py =V3 = Vi
Qy.1) =gy =+
R(y,1) =ry 70;

)

ferner als Gleichungen, welche denjenigen entsprechen, durch die die Gréssen
1 und 0 bestimmt wurden:

qqrr(qqRR—rrQQ) = rrpp(pp RR—rr PP)
=ppq9(qqPP—ppQRQ) = ppqaqrrSS
PP+QQ __ RR—SS PP—QQ __ RR+S8S

olyy) —  rlyy) ryy) —  plgy)
PP+RR __ QQ+S8S PP—RR _ QQ—S8S§
rVy) T Wy aWy) — 2y

und als Gleichungen, die das Bildungsgesetz des Algorithmus darstellen:

2p(yy)-P(yy,mm) = PP+ QQ, 2p(yy).-R(yy,qm) = RR+ S8
2r(yy). R(yy. ) = PP—QQ, 27 (yy). P(yy,nm) = RR—8S
9(39)- Q(yy.,mm) = PQ, 9(9y)-8(yy.,mm) = RS

worin alle Functionen, neben denen kein Argument geschrieben ist. sich auf die
einfachen y und 71 beziehen. )
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Zur Berechnung der Werthe der Functionen, welche gegebenen Werthen

von ¢ = %’ und U oder V zugehoren, erhilt man aus der Gaussischen Formel
fir H oder x, wenn man zur Abkiirzung

(aPsin 2% U™) 4 (5° cos 2" UP)? = BRERARA®

setzt, die Gleichungen: -

Q= q.yA.VA.YA" VA"
P=12Q;

R _;'_QcozU
§=12q%Y;

Die Bestimmung der Grossen £%, y, x, 1 als Grenzwerthe lisst erkennen,
dass, bei geeigneter hier noch zulidssiger Wahl der Vorzeichen der Functionen
P, Q R, 8, fiir bis zur Null abnehmende Werthe von g, y1, ;’1- die Ausdriicke

P(y.n), Qyuw. Zep, S
Lk AL
sich dem Grenzwerthe Eins ndhern, dass aber fiir ein bestéindig abnehmendes y
und ein endliches reelles « die Ausdriicke :

P(‘% e2z’u) , Q(y’ ezz'u)’ R(%!/: ) , :S(y,e.""‘)
Zy cosu t'.'y‘l’smu
jenen Grenzwerth haben.
Die Functionen P, Q, R, i§ haben reelle Werthe fiir ein complexes ¥
von der Form ¢* und bleiben bis auf ¢S, welches nur sein Zeichen wechselt,
ungedindert, wenn man u in —wu verwandelt, es ist also

1 1 1 1
P f R t o R -8 t Qg
(yn)zQ(yn)_ ) (yn)_,}
P ¢ — T=r 5 =
23.

[Bildet man denselben Algorithmus wie vorher fiir e, 8, v, 8, jetzt fir

4,B, C,D und macht 4 =1y, B =20, so wird offenbar fiir jedes n, A"= y",

Bt=¢" C®=a", D*==6" und also fiir die Grenzwerthe K, H, welche den
50 %
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x, 1} entsprechen: % = %. vyt . H, % yin= %, demnach bestehen die Functio-
nalgleichungen
Ry-) S Plyn) Q)
yn_ yn. __ _T'ym LA T
P T ¢ T & — "3 TY¥NM

Macht man aber A =096, B=a, sowird C=—0, D= —7 und fiir
jedes n, welches gleich oder grosser als Eins ist: A%=¢", B*=18", C"=",
D =", man erhilt also:

P Q R S -
Setzt man endlich 2y/A4"=\a+486, 2y/C"=\/a—\/8, so wird fiir jedes
n>1

2 A = \fa"a® 41/ 6", 2 O™ = \/a" o — \/6" 6
Bn—H \/bn o +vangn Dn+1 \/bn n \/anb’n
oy AP = \aP-{/B®, 2O PP =yad— 8, 44T OPH =y
4 %
(7 =% HH=q
also:

2P(y'qn) = P+ Q, 2R(y'qm) = P—Q
2P(yy, ) =pP+qQ, 2R(yy. )’ =pP—qQ
2Q(yy.m) = qP+pQ. 28(yy.M)*=qP—pQ

?y).- P(Vy.m) = PP4RR, q(Vy).P(y.m) = QQ—SS, r(\y). R(\ly.n =2 PR
Q(Vy,1) = PP—RR, p(\y). Q(Vy.1) = QQ+SS, r(\y).S(Vy.n=12QS

wo wieder diejenigen Functionen, denen keine Argumente beigefiigt sind, sich
auf die einfachen y und 1 beziehen.

Der so erhaltene neue Algorithmus, bei welchem man von den Functionen
P, Q. R, S mit den Argumenten y, n iibergeht zu den Functionen mit den Ar-
gumenten yy, 1, ist offenbar der von Gauss in Art. 16 der Determinatio attractio-
nis quam in punctum quodvis positionis datae exerceret planeta efc. angewandte.

Die Relationen zwischen den Functionen, welche sich auf die beiden belie-
bigen Werthe £,  des zweiten Arguments beziehen, und denjenigen Functionen
mit den zweiten Argumenten &1 und %’ lassen sich auf verschiedene Weise mit
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Hiilfe des fiir a, & aufgestellten Algorithmus ableiten. Die Methode, fiir wel-
che die Entwickelungen am wenigsten weitlaufig sind, ist wol diejenige, welche
sich auf Functionen bezieht, in denen neben den zweiten Argumenten &1 und
'fz' als erstes Argument auftritt das Quadrat von dem ersten Argument der Functio-
nen, welche & 1 als zweites Argument haben.]

24.
[Bei dem Algorithmus des arithmetisch-geometrischen Mittels ergeben die
durch Riickwirts-Verlingerung entstehenden Glieder mit Hiilfe der Gleichungen

T oe——— I S

die Glieder a_,c_, b, die ebenso von a, ¢ abhangen, wie 4", 5", ¢" von a, b.
Vertauscht man dem entsprechend bei dem combinirten Algorithmus gleichzeitig
b mit ¢ und G mit vy, ldsst a ungeidndert, so wechselt & nur sein Zeichen, wir
erhalten also einen Algorithmus, der ebenso von a, ¢, a, 7 abhingt wie der bis-
her betrachtete von «, b, ¢, 6 wenn wir setzen

a, = da, Y, =6, 6,=7, 0,=—38

6, —d
1 (ao+70) —_— 0) 1

1,1( 71:_-;1—@070
g 6o+ 30r2
(“o 'f} =;—1-(_i§.°), 81:::—::6080

2

und so fort bis zu den Grenzwerthen:

limg = lim¢, = M(a,¢) =1

"5 _®M(ao
hm\/— =e 2M@d=\/z

hm\/—— hm\/—— _—_—)‘l-
Vet Vel = A

Es sind also «, v, 6 —0 ebensolche Functionen von 7, 2,1, {, wie a,8,7,6 von

k,y,x m und da + ! allein von y und 1 abhingt und zwar anf dieselbe Weise
logy'__ =

7\
wie - von 1 und Y, so muss fir — = logz’

I
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P(s,8) __ B(20) __ Q(28) __+86%) —__ !
P(y,m) — Qyw T Elym) Sy T Tlyw = T(z¢)

sein, wobei ausser T auch noch { als Function von y, 1 zu bestimmen ist und
zwar { so, dass y, 1, C der Reihe nach mit 2z, ¢, qy vertauscht werden konnen,
also so, dass

logy __ = __ o | = 1
T = o = ¢llogn), 1080°) = srerrmen

wird.

Fir die P, Q, R als Quadratwurzeln aus ;— -g—, % sind hier gleiche Vor-
zeichen genommen, weil nach Art. 18 7 und { zugleich den Werth 1 annehmen
und also nach Art.22 und 17

Pi1) __ RE1) __ Q1) Ty, 1) = 1 pz ___ 7z =ﬂ=\/—-log:‘/
ry T

T
P(y,1) — Q1) Ry T TE) T py gy - V—logz

wird und hier dasjenige Vorzeichen der Quadratwurzel gilt, fiir welches der reelle
Theil positiv wird.

Lisst man die zweiten Argumente (, 7 sich in ihre reciproken Werthe ver-
wandeln, so bleiben P, Q, R ungeindert und 8 wechselt nur sein Zeichen, es

ist also
T(y1) = Ty, )

und eine entsprechende Bedingung gilt fiir y als Function von 17, {, was durch
die oben aufgestellte Form der ¢ Function angedeutet sein soll.

Transformirt man in der Gleichung, durch welche T eingefiihrt ist, die
P, Q, R, S in der Weise, dass die Argumente z, {, y, 0 einmal in 2z, —C, y, 3—/’7]
dann in \/z, {, yy, qn tbergehen, und beriicksichtigt, dass

pVe __rve gve_ logyy =
pyy qyy ryy n ~—logyz

ist, so erhilt man

Qu— _isSe—0) _ Pe—=0) _ Ra—0)
"Ry, L S(mL L) et
o) (5y2)  Egn) Q)

Pz, & R{yz, 2 ; S (v, T
st __ =8 __ ezl _ Sl __ 2\/-—logyy‘T<y’n)2= T(%h’l"l)

=y T(yn) = T(y. ;)

Pyy,am) ~ Qywam) ~ R(ywmm) — Slyymm)
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R — = = olllogn), (logQ)f] = wlllogn)’, (mit-logl)’]
REYY — T — a¢((logn)’, log Q)] = olflognu)’, (logl)]
und daher
(logm)*

T(y,m) = \ T28Y  g*lo8Y

logy = — . logn
®  logz & log?
Worin das Vorzeichen der Quadratwurzel so zu nehmen, dass der reelle Theil
derselben positiv wird, das Vorzeichen von -3 i-g% aber so, dass der reelle Theil
dieses Ausdrucks negativ wird.]

25.

[Aus den Functionalgleichungen fir P, @, R, S, welche bei der Verwand-
lung des zweiten Arguments 7 in seinen reciproken Werth, bei der Zeichenin-
derung desselben und bei der Multiplication desselben mit dem ersten Argument
y Statt finden, so wie aus den bekannten Werthen der Functionen fiir 7 =1
oder auch aus der in Art. 21 fiir die allgemeinen Functionen aufgestellten par-
tiellen Differentialgleichung folgt, dass wenn P, Q, R, § sich in Reihen nach
ganzen wachsenden Potenzen von y* und % entwickeln lassen, diese

Ply,n) = t1+y+1") +4 (0 +107) 4+ 2" 0 + 170+ 0 0 ++ .
Qy.m) = 1—ym+ ) +y (¢ +107) — 9 @ + 1)+ (' ) —+ .
Ry = g +n 4y o ol 0+ H 4+ +
S = g ot —n ) —gr ot — )+ 0 ==y =+ — .
sein miissen.

Dass durch die Reihen P, Q multiplicirt in den Grenzwerth \/H die Grossen
VA, B dargestellt werden, auf welche der von Gauss benutzte am Schluss des

Art. 18 wiedergegebene Algorithmus sich bezieht, ist im handschriftlichen Nach-
lasse als besonderer Lehrsatz ausgesprochen und zugleich bemerkt, dass]

13
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4 . 3 . 5 . 9
yssinfu—y® sm».f;u+y’§ smiu-—y?® smfui ..

1 ——
tang?U' y%cos?u-}-y%cos u-{-yas‘scos u-]—y"iscoslu—{- .
tang U = yt sin u ——-y%sm:m-i-yi smsu—-yT sin7u4 ..
y%cosu +chossu+y7‘fscossu+yt cosTu-4 .. -
tang2U" y=sm2u——yzsm6u+y= smlou-——y‘fsmuu—i-.

y"‘cos2u +y2 cossu+y= costou—[—y“f costdu+ ..

[wird. Fiir den Satz, dass die Reihen P, Q den Functionalgleichungen geniigen,
welche den besprochenen Algorithmus bestimmen, und welche oben in Art. 22
zusammengestellt sind, hat Gauss ausser dem Beweise, der sich auf die Verwand-
lung jener Reihen in unendliche Producte stiitzt und der in der unten folgenden
Abhandlung ‘hundert Theoreme tiber die neue Transscendente’ enthalten ist,
wahrscheinlich auch noch einen andern Beweis gefiihrt, wie er sich leicht aus
den oben in Art. 16 gemachten Andeutungen ergibt.]

26.

[Bezeichnen wir, abweichend von der in den vorhergehenden Artikeln be-
folgten Weise, die ersten Derivirten der Functionen P{y,7), Q(y.v). R(y,v),
S(y,n) nach der Grésse logy als unabhingige Verdnderliche mit P, @', R’, 8’
und die zweiten Derivirten nach derselben Grésse mit P”, Q", R", S”, ferner die
ersten Derivirten der Functionen py, gy, ry nach logy als unabhingig Verin-
derliche mit p/, ¢, 7', so folgt aus den fiir a, b, ¢, a, B, v, 8 gefundenen Differen-
tialgleichungen:

gr—ry __ pr—re’ __ ap—p¢ __
grp* rpg pgrt ‘
Py'—SP' __ Q§'—5Q __ ES'—SE _ QR—RQ __ PE—RP'__QP—PQ _
ppQE ~  gqgPR ~  rrPQ T ppPS T ¢g9QS T rrRS T
Q 2 S(yy,qm) 2 S(y*n*) 2 S(y%7°)
— g = 09 Gy I Qg TP GE t
P'P—pPP" RR _ QQ—QQ” 88
W"!"?IP]”“ PP Q¢ —ipprr Q00
R'R'—RR" PP _ §'8'—88" QQ
=g  TiPPTTRER = —s5 ~ —tPPTT5s

= — L = {0y + 209y + by 8 09 A -
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ddP __ 4P
(dlogm) — dlogy,

welch letzterer Gleichung jede der Functionen P, Q, R, § genéigt. Die vorher-
gehende mehrfache Gleichung zwischen den ersten und zweiten Derivirten der
Functionen nach der Grosse logy findet sich, soweit sie sich auf P und § be-
zieht, in Gauss handschriftlichem Nachlasse an einer von den ibrigen Unter-
suchungen dieser Functionen getrennten Stelle. Es sind dort P, 8, p, r in einer
fiir diese specielle Entwickelung etwas bequemeren Form als die hier benutzte
durch ihre Reihen definirt, und es heisst dann,] so wird

g v dp( d

PP—PP" = — 52 Plyy.nn) — T2 R(yy. )
r Qe no__ d( ) d

88— 88" = + G Plyy, ) — FEL. Riyy.mn)

PP =+ p(yy) - P(yy. wn) +7(yy). Blyy. 1)

88 =—r(yy) - Plyy.vm)+»(yy) . - Blyy. )

hier ist noch zu bemerken (wovon jedoch der Beweis tiefer liegt)

P99)- T2 —1(yy)- H2L = +p(y3)-r(v3)-{plyy)' —r (99)'}

" Tlogy

also

PE o EE S = — 4 (55 +58)-209) - (99)- (P 99— (99}
noch findet man
PS'—SP' = 4+{y* + 33/%——5y?——7y‘3’+9y3"+ L— =)

<t =t —o ¥ T+ 4+ — )
Das Quadrat des zweiten Fa'ctors im andern Theile der vorstehenden Glei-
 chung wird

=r.Q(y,qn)+¢-R(y.1y)
Der erste Factor wird
= {py)+r @y Viip Wy’—r(y9)lp(vy)ryy) ?

Zusammen wird, reductis reducendis
L. 51
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(PS'—SP'f = ¢iplyg)+r(y94 {py9) Plyy.nm) —r(y3) R(yy, qn)} x<
< {r(99) P(yy. qn)+p(yy) R(yy, qm)}

= 1[p(y9)*—r(y9*) PP+ 2p(yy)r(yy) S8 x
X 12p(yy)r(yy) PP —{p(yy)*—r(yy*1SS}

Setzt man also
N = e*

-—’S 2y —rlyy)y _
Ve ey = Sinf

so wird
de — 2d4
¥ = VO —ry TP T p (o +r(zy)i snt

2 (yy) +r(yy)*
cost = =P ‘/ Tp(yyrlyy)
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ELEGANTIORES INTEGRALIS | V(i — PROPRIETATES.

[1]

Valorem huius integralis ab # = 0 usque ad # =1 semper per o de-

signamus. Variabilem # respectu integralis per signum sin lemn denotamus, re-
spectu vero complementi integralis ad 4@ per cos lemn. Ita ut

sin lemnfﬁ:—fz—ﬂ =&,  coslemn (é-m———f‘/(—i%;)) =u
Variabilis # tamquam radius vector curvae, integrale autem tamquam curvae ar-

cus respondens considerari potest, curva vero erit ea quam Lemniscatam dixe-
runt. Haec sufficiunt ad intelligenda quae sequuntur.

(2.]
1 =ss+4cctsscc sive 2 = (14ss)(I+4cc) = (;1?__1)(21;__1>

§ — vl—cc ¢ — \/1-——33

14ecc’ 1488 .
sin lemn (a8) = 2220
cos lemn{a+b) = %%2—
sin lemn (—a) = —sin lemna, cos lemn (—a) = cos lemna
sin lemn k@ = ¢ sin lemn (A4 o = 41

coslemniw = -1 coslemn (k4o = 0
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k denotante numerum integrum quemcunque positivum seu negativum, signum
superius sumendum quoties & est par, inferius quoties est impar.

(3]

l

sin lemn © =

sin lemn2¢ = .s*c(t-[--.s\«r)1~_}%F = sc(1+cc)ﬂf_c‘

in 1 30 — 3—6s5*—s®

sin lemn 3¢ = YOy
1—53‘—588—}-8‘2

14+ 208 —2638° 4 205** 4 &'

in 1 . 3—2s*+a® 1—128—268°+ 5287 4 &

sin lemn ¢ = s. iy D ary yr e Ty prapy v ey

sin lemn4¢ = 4sc(1+4ss)

n.nn—1.nn+ss‘_n‘—-13n‘+36»n+420.n.nn+_188.
60 10080
n.nR.00N—1 nn—i.nn—4.
L+ 8.__rm nn—i.nn—4 "”4‘7583.

12 10080

sin lemnng = s.

[

cos lemn ¢
1—2cc—e* _ 1—288—s*

CcoS8 lemn2<? T 14 2¢cc—c¢* T 1F26s+s°

I

1—485—68*— 4% 8°
14455—68* 4 45° 4 8°
1—858—128% 4 85°—388% — 80— 125'* 4 884} 8¢
14888 — 128 — 885 —385° + 85— 128'%—38s'¢

cos lemn3¢ = ¢

cos lemn4¢g =

4]

1.3 1 1.3.5 1 13 ) 1.3.5.7 1 a7
arcsmlemnw_—.r—}-— —m5+249 b n? Tt -
. . 11 13 211 17 __ 1607 31

sin lemng = ¢ <p +1zo<? T5600? T 5336000 P ~ sisaseees ¥ T

. 1,5t .9 23 13 107 17

Pcp =9 sog? mofsocp +2594592oo? +207484333056000<P + ctt
 em 2 5~ 13 5136 17 5146848 21
= 9123457 9‘9 + cee 13‘9 + + veee21 ¢
__ _ 12 288 6

Q? - 1+12‘P moso? "i"msa.sz-uooCP -{-—43589“5“00?1 .

—_ 2 4__ 408 13 13584
“"1+1.2.3.4<P +1....12 +1...1s(?
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cos lemn ?= 1—??_"%?4 - %?6—*—{.0(?8 600 (?10+ 1200 CF

37 12
Q‘P} = 1+ P (P +24ocp +4032o(9 _|_40320oSo +159667200<P
113 14 4171 16
i 4151347200 (? +6974263296000 C? .
Formulae pro P, Q, p, ¢ in infinitum continuatae quavis convergentia data

citius convergunt formula autem pro sin lemn¢ diverget, si o ponetur >~ e
sive ¢ > ;- formula autem pro coslemn¢ diverget, si o >®

Einige neue Formeln die Lemniscatischen Functionen betreffend.

1319

~ . dz . . . 1 1 5 1.3.5 1 13
Es sei fm-‘?» oder ¢ = ‘r+'2—'5w+2 1 9w+2.4.67—3'm c

Man hat dann gocp:mm—{-%%mﬁ—{—%%%w’“—f—j;:; ~at
Es sei # =sinlemng, y =sinlemn¢, 2 == sinlemn(p-4¢)
so hat man .
z = WO—y)t+yd(—ay) ze—yy
1t+azzyy 2/ (1—y") —yV(1—2*)
\/I——-zz =22y +V1—2)(1—y* l—zzx—yy—zzyy
t1+32 1t zztyy—zeyy 2zy+ /(124 (t—y*)

vi—z‘ 2+ ) (—2)—y(i+ 2y (1 —yY
22 (1+zzyy) (zz—yy)

4 __ (1—zzyy)V (1—a ) (1—g)—22y(zz + yy)
Vi—z) = (l-l—myy)2

V(l—-m)\/(l—yy)—xy\/(1+xx)\/(1 +3y)
\/(1-—-zz) 1+zsz

¢1+x¢)s/(1+yy)+ry\/(1—m)\/(1—yy)
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Die einfachste Manier sinlemn¢ in eine Reihe nach Potenzen von ¢ zu
entwickeln scheint folgende zu sein: man hat

___ {1+7)sinlemng '
T y(1—sinlemn ¢%)

sin lemn (14 4)¢
setzt man also
(sinlemng) ™ = ¢ (14-a¢* + B+ yo . .. )
und folglich
(sinlemn(14-2)@) ™ = —4ip (1 —4a¢*+ 1660 —64y¢" . . )
also

sin lemn ¢* = — 24 (sin lemn (14-4)¢) ™ -+ (sin lemn ¢)~>
= 5a9p—156¢°4-657¢'"" —2550¢" . ..

man hat also

(14 at4B88°4-yt*4-0t44.. ) (5a—156¢4 65722 — 255083 4-1025¢e¢%...) = 1
Y )( Y

hieraus

50 =1 a=.;. ;—_%

36 =aa bo'::;:g =s_lz'§ -—-f;a
13Y=2a6 Y=4_s'27—5 =3.53.13 =§?§6
516 = 14a7-—3686 8= = =57

2055_—:500(8—106?' e=s‘272;52'5 =9_F%3.1_7 ___%3
819 = 206 ae—5468-+13yy cz_m%m zﬁ_j_s;ﬁ =§1;e
3277 = 818aC—2026e+3878 = 19527:218'15 = 3.5’.134;.17.29 = ;‘%(

e . _ — 223 _ 223 __ 228
131070 = 3278an—82260+2187e 5180, = 4815435203125 35518517520 918011

Die Grenze des Verhiltnisses zweier aufeinander folgender. Glieder ist”

(2.6220 . )11 = 47,27:1
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Sehr nahe ist
92 108 124
=G 1= "=
1
logP——-logcp— 2 0P ""”6 ¢ — 1327“? 2408(916 380 eg® 5;2 Co*...
_ ot 12 _ 1 16___ 1
— logCP——g(? —4_2%(? 321750 7 19890000 T 1150965750 7
22

.« .

T 1756255921875 T

log sin lemn ¢ = logg— ¢’ +378¢" — Loy ¢+ 89" — (e g - TH L™ . .
3

- 1 4 1 8 127 16
—loch MCP —i"a.ooCP 4875? +9945000(P 3453125‘9

89 2%
+1454456250<‘o .

Die Coéfficienten «, 6, y u.s.f. lassen smh auch vermittelst folgender Glei-
chung bestimmen

14at-+Btt+yf+ ... =1 + ol — 76t -{-32 uyts-}-m 158# S

Die bequemste Art log coslemn¢ in eine Reihe zu entwickeln ist fol-
gende. Es ist

dlogcoslemno 2de!
a3 = — fTog sim lomng — — (1—14) sin lemn (14~ ¢)¢

hieraus ergibt sich

o pp— 220 44y 422 48 6428 99
log cos lemng = — oo — P 555? arsen® — T3erse7s
_ 6044 a5 20824792 g
44890625 527240390625 7 * *
a*P dP 4P dd P,?
Pd? 4d? d<93+3(dw2) = 2 PP

5136 ,7+514ss4s 21

Pcp:cp—l.ijcf— 9<P+ 13<P + ETAS ..21

— i 13 107
=9 4.3.5? 32‘9.5.7? +128.81.25 7.11. 13? +2o4s 243,125.49.11,13, 17?

+ 23.37 .
8192.729.625,49.11.13.17. IQCP
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Plo = +2.6220575¢
—2.0656648¢°
—0.5811918¢°
+0.0245475¢"
+4-0.0001890 "
—+0.0000620 ™

P16 5= +1.2453446 = y/4.¢"

ddloge _ PP
de* T QQ

Die Halbirung geschieht sehr bequem so

coslemn¢ =— tang»

sin lemn¢ = {/cos 2%

cos lemn ¢ = \/tang 4 (45°+u)
sin lemn¢ = {/tang 4 (45° —u)

sin lemn (¢4 1¢) = r(cosv—--isinv)
sin lemn ¢* = tang ®
sin lemn{® = tang ¥
r = \tang(®+ ¥)
___ tang2¥
tangy = \/tangzcb
sin lemn (p4-¢) = ~’<°°“‘l’si;:(‘g)_4_rg)<fi;:¢oosz‘v>
— sin (¥ —0).y2
= J(cos2 D sin 2 ¥)—y/(sin 2P cos 2 ¥)

Es sei

sinlemnd = 2, sinlemnB=y, sin lemn‘fif =z

s0 ist
(1414)z = s/(l+za:)(1——y92:;/(1—z¢)(1+yy)
t—i __ Vi+z2)(1—yy)+V(1—22)(1+yy)
z z+y

52

409
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sin lemn 4—B
14¢ __ sinlemnd —sinlemnB
sin lemn ﬁl_""_f " sinlemnd + sinlemn B
: I3

pp = QQ—-PP, 99 = QQ+PP
Pla—1).Q(a+b) = Pa.Qa.\(QW¥—P)—Pb. Qb.\/(Q4'— Pa¥)
Pla—1b). Pla+b) = P’ Qb — Qa>. P f
Qa—b). Qa-+b) = Pa*. Pb*+ Qa®. Q¥

qla—b).q(a-+b) = pa*. PH+4ga*. QP
=pb*. Pa’+qb. Qa’

q(@a—0%).Qla+4-b) = gqa.qb.Qa.Qb—pa.pb: Pa.Pb
q(@a—10b).Pla+b) = ga.pb. Pa. Qb~+pa.qb. Qa.Pb

Po=P

Qo= Q

pe=V(QQ—PP)

g9 =V (QRQ-+PP)
P2¢ = 2PQy/(Q — P¥
Q29 = Q'+ P*
P29 = Q—2QQPP—P*
g2¢ = Q' +-2QQPP-+ P*

P39 =3Q°P—6Q'P°— P*

Q3e= Q +6Q°P‘—3QP°

P39 =V(RQ—PP).(Q— 41 Q°PP—6 Q' P'—4QQP"+ P*)

93¢ =V (QQ+PP).(Q+1Q"PP—6 Q' P*4 4 QQP°+ P¥)

Pig=4PQY(Q'— P".(Q"—5Q P —5 Q' P'+ P")

Q4C?= Q16+20Q12P4____26Q8P8+20 Q4P12+P16

p4<P — QiG_SQMPP___]2Q12P4___8Q10P6+38 Q8P8+8Q6P10_12Q4P12

+8QQP*+ P*

gie = Qiﬁ+8Q14PP_12Q12P4+8Q10P6+38Q8P8_8Q6P10_12Q4P12

‘ —8QQPi 4 P
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Q:,ﬁf,——l—}— ?(n_,m)( ) — b @+ 702° — 371n+300nn(Q)

+—gﬂrmw(i7n”+ 1657+ 4191 23— 106865 n° - 426492 2*
Po 12

—32400022). (

= 1+ﬁnn(n—1)(%)‘—-i—ﬁ—ﬂ-nn(nn —1)(nn—4)(nn-+ 75)(

Pigp = iPg
Qio = Q¢
pio =gq¢
qie =p¢

P(1+4-1)o = (1-414) PQ
Q(1+3)p = V(@' —P*) = pg

5e)
Q¢
+rrrssroonn(rn—1)(nn—4)(nn—9)(170* 4403 nn -+ 9000). (

8

411

1_1(2)12
Qe

p(1+i)e = QQ—iPP
q(1+i)p = QQ+<PP
P(2+z)go = ( —+1) PQ‘—ZPs
0(2+i)p = O°—(1—24)QP*
p(2+i)e = V(004 PP). {Q'—(2+2i) QPP+ P}
q(24i)p = (QQ—PP).{Q*+4(24-2i)QQPP+ P}
P(341i)p = (3 +z PQ3~—— (24 68)P*Q°+(3414)P°Q
0(3+414)9 = V(@'—P%) . {0°+(2+8) P* '+ P}
p(B+i)e =0 ( 32)081’1’—(2 49)0°P - (4+4-24)Q°P°— (3-+-4i)QQP"—iP"
q(3+1)p = Q°-+(4—30)Q°PP—(2— 44) Q°P*—(4+-27) Q*P*—(34-41) QQP*4-iP"
P(14-2¢)¢ = (1+42i)PQ*— P®
Q1+2i)¢ = Q@ —(1427)QP*
P1+43i)¢=(14+3)PQ —(6424) PP Q@+ (14+3¢)P°Q
Q131 = Q° . .
P(1+44i)p = (1444)PQ*®— (204 12¢) P°Q” — (10 —284) P* @’
+(12—20%) P® Q*4- PV
Q(144i)p =

52%
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P(i—l—m)cp — (1-|—in)PQ"”-— (nn.rmti_{_n.im—i.nn——«& ’L)P5 Q’m—/"‘l“

12 60

— (l-—}—in)PQ””— n.nn—l.l()-:-zn.n—4zP5 Q,m_4

Unter den Zahlen y =@, 2241, 22+, 22—1, 22— ist immer we-
nigstens eine (oder drei oder alle), die die Auflssung der Congruenz 1 —y‘=zz
nach irgend einem Modulus méglich macht.

~sinlemnX =%, sinlemn Y=y, sinlemnZ =z

—22zyz (22 + yy -+ 2m—azyyzz) + 2/(1—y*) . V(1 —2%) . (1 —yyezzazz+ zzyy)
+yy(1—2%).V(1—2%). (1 +yyzz—azzz-+azyy)

i — +2v(1—2%) V(1 —y°). (1 +yyzetazzz—azyy)
sin lemn <X+ Y+ Z) T 4 2yyme - 2zwaz + 2zayy + et atet + oyt — 2ty — 22yt — 2wayyzt

Ist ¢+o+49©" =0, sinlemny =2 coslemng =y
sinlemn¢’ =4 coslemn¢ =y’
sin lemn¢”" = 2" coslemn¢ = y"

S0 1st
2y—oy) =dY—yy) =2 y'—yy, y =L
Q
—142¢| 5|14 (— 14 2i)a
—3 Lo 14 62— 328

+3424¢| 13 | 14 (—114108)2* + (T — 40)2°+ 3 + 24¢)a®
+ 1440 | 17 | 14 (412 —204) 2" 4 (—104-288) 2° — (20 +-12¢) 2 1 40)2'®

5 25 | 14 50 2* — 1252° 4 300" —  1052%
I — 622+ 52
fiir ' =41 und o' = —1

werden diese Functionen respective den Quadraten und Wiirfeln

von 1—3 —2 —2—23 —47 —+8
gleich fir M= 5 9 13 17 25

Qla+bi)g = QP+ 1 ia+bi) —(aa—bb)| Qo+t~ p

— 1w (@4bi)*4-70(a—bi)* aa+bb) —35/aa—-bb)*—3 36(a--bi)*~+300{aa—-bb))}.
. Qaa+bb—8 Pe...



HAS

DE CURVA LEMNISCATA.

1.

. . . dz . .
Posito integrali [ Ji—s 2 # =10 usquead z=s, = ¢, dicimus s
sinum lemniscaticam ipsius ¢, s = sin lemn .

2.

Valor integralis ab # =0 usque ad # =1 est — 1.3110287771 4605987
secundum StRLING, qui valor a nobis usque ad figuram undecimam verus in ven-
tus est, utentibus formula: arc sin lemn % 4 2arc sin lemn4 (Evier habet
1.311031). Potestates huius numeri, cuius duplum semper per ® designabimaus,

has invenimus

1 1.3110287771
2 1.7187964545
4 2.9542612520
5.... 3.8731215170
6.... 5.0777737656
8.... 8.7276595451
9....11.4422128208
2....25.7837864151
3....33.8032859402

4605990680 320.7
0509311.7
1927863.4

0712625 4
5251025.3
8251569.0

59

41749

5
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log brigg4® = 0.1176122226 9692.2
log hyp$® = 0.2708121550 7159155410 6425
loghyp ® = 0.9639593356 3153686352 36577

Sinum lemniscaticum ipsius (§®-—a) cosinum lemniscaticum ipsius @

dicemus.

3.
Aequationis

dz dy
Vo= T va=ym — 0

integrale completum invenitur hoc

1—yy 1—zx
xv1+yy+w1+w: c

bttt 1
14zz 14yy

1—ayy

Sed eiusdem aequat. integrale est

arc sin lemnx <+ arc sin lemny = ¢

unde sequitur C esse functionem ipsius ¢. Ut appareat qualis, ponamus y = 0,
tum fit C =&, ¢ = arcsinlemn®, quare erit ¢ — arcsin lemn C, sive

C = sinlemnc¢. Hine si sinlemnp = @, sinlemng =y, erit

7

sVl gyt

. - t+yy 1+zx
sin lemn (p4-¢q) = =22 i—y3
i-.-"’L.yvi-"-a:x EW/
Hinc posito p = 4@, ¢ = —a, fit propter
sin lemn (—a) = —sinlemnag, sinlemni® = 1

1— sin lemn 4®

cos lemna = \/m

Forma autem praecedens transit in hanc
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. __ sinlemnp cos lemng 4 sinlemng coslemnp
sin lemn (p i g = 1 sin lemn p sin lemng cos lemn p cos lemng

___ _coslemnp coslemn ¢ F sinlemn p sin lemn g
cos lemn (}7 i q) T t+sinlemnp sinlemng cos lemnp cos lemng

[Spétere Bemerkung:]

L a+8+7 = 180° [= &

Setzt
sin lemna = tanga, cos lemnoa = cos 4
sin lemn6 = tangb, cos lemn 6 = cos B
sin lemn y = tangc, cos lemny = cos C

so sind @, b, ¢, 4, B, C Seiten und Winkel eines sphirischen Dreiecks, wo

sind ___ sinB ___ sinC \/2

sina ~ sind sine
1I. a+64+7 = 90° [= t+o]
Setzt
sin lemna = cosa, coslemna = —tang 4
sin lemn% = cosb, cos lemn% — —tang B
sin lemny = cosc, cos lemny == —tang C

so sind wieder a, b, ¢, A, B, C Seiten und Winkel eines sphirischen Dreiecks,
in welchem

sin A sinB __ sinC \/ .
sina sind ~ sine 2

[4]

Si valores s [= sin ‘—;-cp] , qui reddunt ipsum sinlemn¢ = 0 secundum

regulas notas productum infinitum generare concipiuntur, nec non valores ipsius

s, quiredduntipsum sin lemn¢ = oo, quorum primum sit Pg¢, secundum Qo,
permissum erit (id quod rigorose demonstrare possumus) ponere

sin lemn ¢ = %E
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erit vero
488

Po = as{1-+ rtSag) (- g2 1+ g )

488

(1 A8y __4ss  yo  ass
Qo = ( (e‘%"-{—e“%"‘)’( (e%ﬂ:—}-e‘%”)’)(l (eeue—%w)z)"‘

®
o — —
k4

Simili modo positis

_— — 488 - 488 — 488 .
Pe = C(l (e”-+e.7z)z) (1 (e’"-]—e"”)’) (1 (eszx_'_e-szr)z) . e e

— (1 455 1 458 1 4sq'
9¢ ( +(e%”——e‘%”)’)( +(e%"—e‘%“)z)k +(ef" e””’)z)
erit

cos lemng = ;3%

(5.]
V2. Plo+4+®) =po
V2.Qe+4+®) = g9
ple+4m) = —V2.Py
g(e+48)= Vv2.Q¢

[werden die an einem andern Orte untersuchten Reihen Seite 405 d. B.
P— P~ robse P+ -
¢ —robsed’ + -
l—top—atre'— . ..
1+ 19— o'+ .
resp. mit Po, o, pg, g9 bezeichnet, so ist:]
Piw = ™ Pyo poo = ™ piw
Q¢o = ™ Qo g9o = ™ giw
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i6.]
L
Ex expressionibus supra allatis sequitur

T, 4T ~Aim V.4 -3
sin lemno = s —e7) FE —e )
‘ i -4
e%“—ﬁsu]-e 2 e*“-i-za—}-e
3 - -&
G i
3. -3 -
& —2s4e chd e’t+‘2s+e i
-+ etc. .
coslemne =
Hinc vero sequitur
. T 4 r 4 .
sinlemnd¢o = - —— smgm—-m-g-—_—%ﬂsm?,qm—}- .
e* +e e’ te

7]

N e . B 2co82¢ ® Scos3g
log (1+peos¢) = 2 {gyii=py) <05 ¢ (:+\/(1—w)) 2 +(1+\/(1-w)) 3
log Q0 = —+1og 2+ o
+e,, —7COS 2¢T—% 57 _mcos4qm+~; S i _,,,,cos6¢1t—-
log P¢w = 4log2 —¢m--logsind=
— ,,,2_1 cos2¢m—4% —‘,,—2__—1cos4<};':c—--—7;—;,7_—1 cos6¢m — .
loggd® = —{log2+™
—;T,tz;ﬁcosm}m—é-e,—,,:z——_ﬁ cos4'.‘u.—5—ﬁ—3—:ﬁcos6<{m—..
logpdos = 4}1002—-§-7t+100 cost
-+-e L CoS29T—F ;Cos4 T4 ,,, [ cos6¢m— ..

1og2 —4xn-4log sind=x

. cos2qm+=}e,,, cos4 ¢m— %,,,
ur. 53

log sin lemn ¢ =
Lcos6dm— ..
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log Qém = —0.0847742372 7
+0.0865895371 57 cos2¢x
—0.0018674144 52 cos4¢m
-+ 0.0000537996 86 cos6¢m

17436 71 cos8¢m

602 81 cos10¢m
21 71 cos12¢m
81 cos14¢m
3 cos16dm

P+ 1+

logP¢w = logsin¢=
—0.1770251853 2
—0.0037418731 98 cos2¢m

- 34873 54 cos4¢T

— 43 42 cos6¢=

—_ 6 cos8¢w
(8.]

4 singr—e Tgins x4e " sinsd

. -_— e T s »

sinlemn¢o = /. . brte  snsyr
" 1426 cos2dmd-2e " cosadm— . .

Pyw = oty > {¢ si11<p-'zz:-——e—"%jt sin3¢r-e T sinsdm— ..
1 —
Qo = g\/%.{1+2e_“‘cos2c{nc+2e Teosadm— ..}
1—2¢ "2 —2e% L =\/—?

—im —a7 —257 [}
e T +e % +e (3 + ‘;%‘\/T_t

i

\/% == 0.9135791381 5611682140 724259

261 — 0.9118762555 3199247353 1842589456 058838833
2¢7% = 0.0017028766 8561031607 1704906

2¢7 ¥ = "........59 3851399312 0644497731 18

2 = . . 3867 40505991
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2¢"T = 0.0864278365 2754449954 8835474343 4560225514
2¢7 4 — 0.0000069746 8471241799 0983550387 96535
2¢F —= . . ......... .105109703 5201288
270" — L ... .295807
[9']
1 T 1
sin lemn & = E(sinqn: e"+1 Slnﬂl)’n: ”‘+1 s“’g?ﬁ— ‘”+1 Sln5q”t— )
1 4 1 -—21: —67T —121r :
Piw = E[Sincf)ﬁ—‘l(e e . ) smqm
—4(eH— 'w"—{-e"s"— ...)sin3¢x

— 4N M Ysin5dm

[10].
sin lemn ¢ ® = tangu=
ndu = ®cos leanJm d¢

cos lemn ¢ = = { — COS YT~ - FoN —cos3¢mo...)

%R_‘_-

smgﬂ:+3~ sm3<{m+
+

UT —

%n+e

e
"1““?
b4

1
— 4+ p—2cos
? » ?

I

14+2pcoseo-+2ppcos2¢—. ..

1——'}’
P

+p+2cose

!

1—2pcosp-2ppcos2¢— ..

-

(% — p) co89

I

peoso—+picos3o .. -
(; 4 p)°— 4 cos ¢*
2psing-3p*sin3o- ... = are tang—-—m?

——p
P

—a.rctang—isﬂi_';;-{- e
-_—e

2sinc‘m

3u'c == arc tan 'i’

53 %
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[11.)

~ T

%
® (1426 cosadm4-26 cos8dm . . )

2% cosgm

Vg o .
% (2¢ ¥ cos2dm—42¢ T cos 6 Ym—-2¢" Fcos 10Ym .

2* singw

(QYw)* = 2% cosim.\/=. (1426 cos4¢m+- . ..

+2¥singm. (= (26 Toos2dmA . ..
T T
i p—_'®

% ’ g
2% cos4m 2% sing =

A4 =

0.3522376226 6118372314 — A

0.3535519576 3585935635 == 2 B¢ "

0.0013155679 2352259042 = 24¢

0.0000012329 5741446398 = 2Be "

........... 0856752170 = 24e "

................ 1494 = 2Be =~
[12.]

Variae' Summationes serierum absconditae.

2 2 2 2 2 2 [a1o] 1

-+ ! + — 18P 1

[1: ] [211: -21:] [ 3w -37:] co Trz 2x %
e e e e e

+e " .
e e =i
e Ul W SO

2 2
L%‘lt _: e—%—:] +Lg-¢:e_.§w] +L’£‘“ :e_%“]z_‘l_ _ 211:
i - -%ﬂ‘+ 27 -{—26—31: -+ = -%--13



LEMNISCATISCHE FUNCTIONEN 6.

[13.]
Rechnungen zur Lemniscata gehdrig.

{(sin lemn 3 ®)® 4~ (sin lemn $®)*}? = 1
{(sin lemn ¢ ®)* — (sin lemn $®)*}* = 1

#(sin lemn ¢ ®)*4 4 (sin lemn ¢ )¢ =
= 0.4164078649 9873817845

{4(sin lemn 2 ®)* —

daraus Radix

also
(sin lemn 4 ®)*
(sin lemn £ ®)*
)

(sin lemn 4 ®)*
(

sin lemn % ®)?

44/5—30

0y/5—22

6y5—13
5042012387

3(sin lemn $@)*}* = 340 — 152/5

= 0.1176674200 3196614580 5602352846

0.3430268503

0.0733810146
0.7594347153

0.2708893033
0.8714555153

0761971797

9111846047
0635789643

8999814497
9155336074

Qs ® = V/(§ cos 14y T 4 sin 15 )
Q%8 = v (}cos 5 T— $sin 415 w)

Es verhalte sich
wie
und

wie

[14.)

Lemniscatische Function.

e T =
1 &
P q
1 X
P Q

=9,

=
V(t—za)

r

V(1—XX)
R

7310507555

7731504831
2352519943

30710
646029

V(14-22)

$

V(i+XX)
S

so verhalten sich die ¢4 ® entsprechenden Gréssen

65741

01228

85731

80010
51472
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1

wie ppPP+4q9QQ |pgRS+rsPQ| prPR—¢sQS| psPS-4q¢rQR
oder pgRS—7rsPQ |qqPP—ppQQ| ¢rPS—psQR| ¢sPR—prQS8
oder prPR-4-¢sQS | ¢grPS+psQR| ppRR—qqS8 2pqPQ-+7rsRS
=rrPP—ssQQ
oder psP8—grQR {¢qsRR+prQS rsRS—2pgPQ| ssPP+rrQQ
=ppS8S+4¢qRR

Es sel

sinlemn X =
sin lemn ¥ — Y
sin lemn Z = z

und X, ¥, Z so von einander abhingig, dass

X+ Y+Z =0
Man setze fxde = FX
und FX+FY4FZ —=u

Aus friiher vorgekommenen Formeln folgt

2x—22 = yz\/(1—a*) —ay\ (1— 2%
py—zz = a2)(1—y") — oy | (1—2)
2x—yy = yz\/(1—a*) — 2z \/ (1—y*)

Aus
__ zzdz yydy zzdz
dv = Sz o=y T s
___ d=z dy dz
O == T vimsm T Vo=
folgt

d dz
du = (yy "‘«Z'“’)W,__Lyzj'F (zz—'w“’)*\/(,_;)‘

d d
== xzdy—{—wydz—-yz.V(l—w‘).[v(lfy¢)+\/(1_22.)]
=zzdy+xydz+tyzde = d.zyz -
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also
U= 2yz
Es ist folglich :
F(a+b) = Fa+ Fb—sinlemna.sin lemnb.sin lemn (a4-5)
Setzt man
Fa— 2, F90° = Ga
so ist

G(a+b) = Ga+ Gb—sinlemna.sin lemn b.sin lemn (a 4 )

__ dQa
G T Qa.da
[15.]
® 1.2 1 1.3,2 1 1.8.5\21 1
- = {14(3) .7+ T+ - Vs
® 1.3 1 1.3.5.7 1 1.3.5.7.9. 11 1 2
T (1+7'?+4.4.8.8'§? 4.4.3.3.12.12’1_2—9—{-")\/?

® 2 t 1, 1.3.5 1 1.3.5.7.9 1 £.3.5.7. 9.11.18 1 2
;_E-‘(-i'3+4.4.8'§+4.4.S.8.12'243 4.4.8.8.12.12.16‘2ts7+")\'js

[16.]

Ponendo

1

M(1, cos9) N-+-acos2¢p+4bcossp+ ...
erit

1 P .
N = 1393208  —_log(1—cos2¢) = +0.220635

a = 0.581803 ~+4-0.636620 cos2¢
b= 0.309601 -+ 0.318310 cos4¢
¢ = 0.209449 —+0.212207 cos 69
d = 0.157960 -+ 0.159155 cos 8¢

e = 0.126704, —+0.127324 cos10 ¢
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_/8.8.7.7.11,11.15 2 __ o BB
N= (2.4.6.8.10.12.14 .t ) - Tz
5.5 9.9 13.13 2 4
= i, =
a ’5(4. FRTRTR TR o®
2
b=—-N
9
G 4.6.8.10.12.14
V8 5.5.9. 9.13.13 ' "
[ o 3 4 7 8 11 12
2 T2 6°9 10 13
[17.]

= (1) (L2 P (22 e

Demonstratio. Ponatur
1+ (L P =
eritque, posito z (@ —1)ddt-—( 1)d +a't=R, R=0
Hinc etiam
_—_-_md—dg—J,—R; necnon 0 = 2z t —[—-2(t—}-—3w )

unde fit, evolutione facta

dtdd¢ ddt at dt
0 = xa(@*—1)(2 dxsq—(s&z =+ 3z(32* —1) (2t 2 )

+(192* ——1)2ta+8w tt

sive ponendo ¢t = u

0 = zaa —-1)d 3+3w(3w—-1)dd“

(192 —1) ¥ t-82°4

cui aequationi invenitur respondere

u = 1—}—(%)3#—}-(;—:;)‘"‘&:’3—}- .
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Iam quum

i

als

f dz
« &

V(t—2*)(1—z*2%)

z2=20 usquead z=1, fit, pro 2 =1,

_ Y8 ®m __®©
t="-. 3 =3V?2
adeoque
) G G+ =22
2 2.4 2.4.6 fe T [ .
Idem alio modo
Valor seriei
3
+(3 )+ +(G5) + 6

fit
ded¢
rnffv (1— cos p® cosd*)

a ¢ =0 usquead ¢ =290° eta $ =0 usque ad ¢ ==90°% Faciendo itaque
cos ¢ cosy = cosv, idem valor fit

ded
= z= ff \/(cosv’?-—-‘;ost)’)

et quidem ab v —= 0 usque ad v = 90° eta ¢ = 0 usque ad ¢ = v. Deni-
que statuendo ¢-v = f, v—¢ =g, erit expressio nostra

ff df.dg

Vsin fsing

ab g =0 usquead g=90° eta f=g usque ad f=180°—g. Sed haud

difficulter probatur integrale eundem valorem nancisci, si sumatur ab f = 0 us-

que ad f=90° eta g =— 0 usque ad g == 90° unde ipsius valor deducitur
[oX

_.2——

uti supra.
oL 54
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[17.]
Sammlung von Rechnungen,
vornehmlich solchen, bei denen von meinen Methoden, die Factoren grosser
Zahlen zu finden, und von den WorLrramschen Logarithmentafeln Gebrauch ge-
macht ist.

Erste Rechnung fitr ¢~ = A

Durch eine vorliufige Niherung war schon bekannt, dass A4 bis auf die
14% Figur 0,0432139182 6377 sei, folglich 11.10"4 sehr genau 4753531008
== 128.243.152827. Es fragte sich also, ob die Zahl 152827 sich noch in ein-
fache Factoren zerlegen lasse.

Die Division mit kleinen Primzahlen gelang nicht; man musste also zu
kiinstlichen Methoden seine Zuflucht nehmen. Hier fand sich nun, indem man
die Zahl selbst sowohl als verschiedene ihrer Vielfache mit den néchsten Quadra-
ten Vergiich, unter andern, dass )

I

552% = 950, 677 = 152 mod. 152827

woraus man sogleich schloss, dass
1104° = 3800, 3385° = 3800

und mithin die Zahl 152827 keine Primzahl sei, weil sonst die Quadrate zweler

Zahlen, die beide kleiner als die Hilfte von jener sind, unmdoglich congruent

sein konnten (Disqu. Arr. art. .). Durch die in diesem Werke gelehrte Me-

thode (art. ) fanden sich nun die Factoren der Zahl 152827, nemlich 67.2281.
Man war also gewiss, dass sich der hyperbolische Logarithme von

N — 128.243.67.2281.117 L1007V

aus den vorhandenen Tafeln bestimmen lasse und zugleich dass derselbe von dem
gegebenen Logarithmen, — =, nur in der 10*® Decimalstelle abweichen konne.
Die zu dieser Differenz gehorige Absolutzahl brauchte also blos berechnet und
mit N multiplicirt zu werden, um A zu erhalten, :

—log — — —z o
A____Nelog11+1ologm log 2281 —log 2144 —log 972 — Neé
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Durch die WovrrramMsche Tafel war:

k]

4817

[Zur Abkiirzung §—log (142185.10~%) =", 5 log(1-+1443.107"")=20"gesetzt.]

10 log 10 ) . .
= 23,0258509299 4045684017 9914546843 6420760110 14886288
log11 = 2,3978952727 9837054406 1943577965 1292998217 06853937
25,4237462027 3882738424 1858124808 7713758327 21740225
1.2281 = 7,7323692222 $438803081 0466064512 2168095619 53159812
1.2144 = 7,6704285221 9069260675 6232603654 6055909444 33575023
1.972 = 6,8793558044 6043907581 0690427528 9816593884 53057834
r= 3,1415926535 8979323846 2643383279 5028841971 69399375
25,4237462025 2531295184 0032479275 3069440920 09192044
d= 0,0vvon.... 2 1351443240 1825645533 4644317407 12548181
= 0, ......... ... 1443242 4616770530 2204949495 65316893
" = 0, 242 4616770634 3329449495 6431533124
F078 == 0y e e e e e 29393 8324222063
& = 1, . ... ...242 4616770634 3329478889 4755755187
= 1, .. ...1443242 4616770634 3679351089 4781097632
S= 1,......... 2 1351443242 4619851957 0236156393 8536512211
11 A= 0,4753531009 0149474751 8595108889 0081240330 0920791693 5
A= 0,0432139182 6377224977 4417737171 7280112757 2810981063

Um sich von der Richtigkeit dieses Resultats durch eine zweite Rechnung
zu versichern, multiplicirte man die Zahl A durch 599.10% wodurch sich ergab
2588513703,999957 . ., so dass man also eine sehr leichte Rechnung iibrig hatte,
wenn die Zahl 2588513704 sich in Factoren kleiner als 10000 zerlegen liess.
Nach angestelltem Versuch fand sich 2588513704 = 8.7.17.2719027. Es kam
also darauf an, ob 2719027 eine Primzahl sei. Man fand, dass —1848 gewiss
ein quadratischer Rest von 2719027 sein miisse, wenn diese Zahl eine Primzahl
sei, und dass sie in diesem Fall einmal unter der Form 3224 616yy enthalten
sein miisse und umgekehrt, dass sie durch diese Form entweder gar nicht oder
mehr als einmal miisse dargestellt werden konnen, wenn sie zusammengesetzt sei.
Allein die Exclusionsmethode lehrte, dass jene Zahl wirklich nur einmal unter

der Form 3zx--616yy enthalten sei, nemlich 2719027 = 3 197°+4616.65%,
54*
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woraus also mit Gewissheit folgte, dass 2719027 eine Primzahl und folglich die
versuchte Methode diesmal nicht anwendbar sei.

Nach eirigen andern Vergeblichen Versuchen kam man endlich auf folgen-
den, der besser gelang. Die Zahl A multiplicirt mit 10" gab 4321391826377,25
und die Zahl 4321391826375 zerfiel in die Factoren 125.81.13.32831087. Dass
die Zahl 32831087 keine Primzahl sei, folgte daraus, dass sie nicht unter der
Form z2z-190yy enthalten war; man wandte also die erste der in den Disqus.
Arr. gelehrten Methoden darauf an, wodurch sich entdeckte, dass sie das Pro-

duct aus 373.8819 seil.

59.10°4 fand sich sehr genau "= 2549621178 = 54.13.3631939.

Zweite Rechnung fiir ¢~ = A

3631939 zerfiel in die Factoren 1091.3329 (welche aus

gefunden waren).

3631939 = 40.232°19.279% = 40.300°} 19.41°

Also

Die Zahl

50 A — 702.1091.3329_10-—9 e!)log1o+10g59—-10g702——log1091—log3329-—1t — Ne?’

AusWovrraus Tafel fand sich [§—log(1 —17157.107%) =&, 4§ &'+46°=-¢ gesetzt]

C91.10=21,2767341630 5358884383 8076907840 7221315900 86602341
C.1.59 = "5,9224625560 9428054938 3949626280 3023759366 53210670
.702 = 6,5539334040 2581111965 6455273791 0722868232 39752589
1.1091 = 6,9948499858 3307081851 1895817110 3840806982 08318537
1.3329 = 8,1104272375 7502494295 2021653586 1576658324 67001597
® = 3,1415926535 8979323846 2643383279 5028841971 69399375
—0= 0,......... 1 7156951280 5042661888 1414250778 24285109
e | 48720 9675470563 5420349120 2333831382
€= 0, e i e 1186866339 3606594227
& = oo ol 48720 9675470563 6607215459 5940425609
1—et= 0,......... 1 7156951279 0324613026 9032989386 4786573955
594 = 2,5496211775 6256273669 0646493131 9526652679 5847882752 6
= 0,0432139182 6377224977 4417737171 2810981063 6

7280112757
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Zugleich kann man aus der Ubereinstimmung beider Rechnungen schliessen,
dass die Logarithmen von 2, 3, 5, 11, 13, 59, 67, 1091, 2281, 3329 in der
Wovrrauschen Tafel bis auf die letzte Figur richtig sind.

Doppelte Berechnung von ¢ " = A.
Erste Rechnung.

Da man durch eine schon vorher angestelite Rechnung wusste, dass der
Werth von A bis auf die letzte Zifer = 0,4559381277 6599 sei, so war
19.131.4 oder 2489 4=—1134,8300000095 oder 248900 A sehr genau =113483.
Man fand 113483 = 283.401 aus

113483 = 311*-58.17% = 79°-}58.43?

und hiemit

9489 A — 113483.10-—2.e210310—-10g283-—log401+10g2489—{1: — Nea

Aus Wovrrrams Tafeln erhielt man

[wenn zur Abkiirzung
8 —log(148428.107%) = ¢’

gesetzt wird):

= 00 veeeenn.. .842825208 2107272461 7421888198 29069513
6 = Oy vieeeie e 25208 2142788053 7419892695 5615344103
$0'8 = 317727033 5630835760
467 = 267
& = 25208 2142788053 7737619729 1246180130
& = R .842825208 2142790178 3220613906 296570672t

= 1134,8300000095 6463331037 8102578065 2249279282 5372958193
A= 0,4559381277 6599623676 5921294728 0294194166 04366



Zweite Rechnung fir ¢ " = A

1134 wurde gefunden 51,52100843755. Die Zahl 515210084852 zer-
fiel in die Factoren 27.131072.145583. Endlich erhielt man aus

4.145583 = 437°4-163.49° = 763° 4 163

145583 = 197.739 mithin

1134 — 963_788'739.10.._10.etologw+logus-—slog%-—log-/ss—log'iss—%«c — Nea

[und wenn 0—log(1+4576.107") = &' gesetzt wird]

0= 0,0c0cueun.. 4575948387 0747214839 8399455217 14190720
B 51612 8205796360 1919946163 4337976121
+-400= o, 1331941624 0928492341
1—e = 0,........ e e 51612 8205796360 0588004539 3409483780
= 1, ... 4575978387 1794180021 9145023046 2961445343

113 A =51,5210084375 5757475454 9106304267 3243940900 3220627240 5
A= 0,4553381277 6599623676 5921294728 0294194166 0436523820

e ¥ = 0,4559382 = 3671.54.23.10~"7

Dritte Rechnung fiir ¢ ** = A.

455938128 == 144.3166237 Die Divisoren der Zahl 3166237 fand man,
indem man die Periode der reducirten Form (1, 1779, —1396) entwickelte, in
welcher die Form (—1897, 530, 1521)-die sechste war. Hieraus

(114+28.1779)> = 1521 = 39% und 3166237 = 107.127.233

A= 455938128'10—-9.eslogw-%n—-logmasssws — Nea

fund 8—log(1—513.107") = &' gesetzt]:

—0=0,......... 5 1323578556 7221212746 8124092623 9185579000
—8 =0, ..23578543 5636712701 8105102450 7737514264
440’0 = 27797 3858291971 9406911797
—40% = 21 8473957577
11— =0,.......... .. 23578543 5636684904 4246810500 6804560044

1—e® = 0,....n... 5 1323578543 5515726975 9430616940 9818422176
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Berechnung von ¢ ¥ = A.

Durch Niherung war bereits gefunden 4 = 0,0008514383 42805. Nun
fand sich 8514383436 — 4.9.13.19.307.3119, mithin sehr genan. .

A = 4.9.13.19.307.3119.10° " .

aus Worrrans Tafel

13log10 —log3119 —log 1842 —log1482 — g7 = ¢

[und
8 —log(1—9335.10™"%) = &',

gesetzt]:

—_—0 =0, r.n... 9 3352850560

—0 =0,0 ... ...2850517

—3" =0, ... 517
%8"8” — 0'
1—e = 0, e 517
1—é =0, ...2850517
l—ed = 0,......... 9 3352850517

A = 0,0008514383 4280515803

e ¥ satis exacte — 4.11.13.29.3593.7 110"

8342583868
2631458732
2631458326

2631458326
2631458326
2604848748
5852453295

d'—log(1— 285.107%%) = §"

3184946898
5781872612
5396053412
5810183616
8288905939 9585869795
6814705974 3354407457
0300042494-7639127186
4846487994 1872486024

5326823995
9539039720
8289039720

133780

(=220~ I < B - T I o]

8176915

0

. 4
Ecce iam computum pro €.

Per logarithmos brigg. invenimus praeter propter ¢!™ = 4,810484.
Est vero 48104847 = 2293.37.7.81 et

—log81.259.2293 }-7log 104 4=

num log = 1—0,

17

.....

15214 7666454820 0537824776 3190
15214 7550690316 7468363738 6798
4,8104773809 6535165547 3044648993 1536
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.Computus secundus pro ¢*".

Invenimus 48104773808 = 195497.13%.7.16 superest itaque ut nutrum sit
195497 numerus non primus investigetur. Tentamus itaque aequationem

195497 = 16za 4

Limz = 111, Excl. valores 4 = — — —

195497 = 44>+ 193561 = 764189721 = 356°} 68761 = 3642463001
= 364°251> quare 195497 est prim.

38805 — 3444414 = 4,8104773824 4 ..

logie b gm = —0,........ 3 0703542806 9410475204 9155

num log = 1—0,......... 3 0703542802 2275098164 7660

Computus pro ¢ *"
¢~ " praeter propter = 0,20787957 = 7151.19.17.9.10°
—log51.57.7151 +48log 10— 4w

= —0,....... 305 5019697961 8740193606 8277
num log = 1—0,....... 305 5019651296 1477199011 4138

Investigatio divisorum numeri 2078795763 = 99.20997937,005

20997937 = 1848.34%-4343° numerus primus

—4T

Computus secundus pro e
11.¢7 %" = 2,286675339858378
228667536 — 81.16.176441

176441 —= 880xx-yy = 73.2417

11
10g144.657.2417 +810g10—§—7c
= —0,........ 88 0825474705 3269478285 7110
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(L]
VARIA IMPRIMIS DE INTEGRALI
f du
Vg1+ e psinu?)

— tangw Ton = TSt __ o T __ mcosv
B Y MY+ pp) M cosv pMY( ) Msinv

_ = 4sindn . 4sin3dmw _ Tw
S{o = —[ &' [ o’ + - ] Wi
(4

o’ ©
—4—=

® 9cosd . ]

—_—i T —%E

—_—=
Wq»m=\/Mcosv.[1+e ® 2cos2¢m-e

ml 4
t T
T = \/cotgv.\/Mcos'o.[e ® 2singm—e © 2sin3¢mf-..
T4® = \/cosv

—_—d 3
[ f\/(l—l—-p.:sinu_) =@ = 4)6;' SC? = SIn % ]

; U 2co84¢n 3cos6dm
(Qd s\ — cos2dm _
(SYw) —A+2B[ _ 839 . -+ — -
—T —— 2 —= —-—2—= 3 —=m —3—=
e® — O e ® ¢ & e® — O
® o’
_.._G.s_— —4; T _48 T
. STT 4e Se
Terminus constans (S¢)*.= 2 + —+ S
. ppes T — %,
142 B 42¢ L
55
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4

Problema. Summare seriem

1 4 9 16
mliatmtmt.

1 2 1 2 1 2
z P P ttatetmt.

! ’

(53 © .
—2—= —8 =
(TYo) = c—%ﬁ’[l—}—?e ® cosddm4-2¢ ® cosSdm . ]
«%3[2(3 ® cos2¢m42¢ ® cos6dmt . ]
o' @’
—2—= —8—=
(Wie)? = cosvg-v.\/Mcosv.[i-—}—.‘le ® cos4gm+2¢ ° cosSmf . ]

’
s @

T
® cos6dm 4 . ]

—1
2z

T Tz
+sin§—v.\/Mcosv.[2e cos2¢m - 2e

SIE!

T3o—q)* = cosv.(W¢* — To?
W(te—¢)f = —. (sinv® Tg*+cosv* We?)

cCos v
o' 9w’ 25W'n

$® sin5¢n ——..:l

__ y2cosv.{/Mcoso

Vsin v

TVo. Wit —)o e *%singm—e 5% in 3¢n e
Si

(I4ea)(i+es’)(14aa®) ... 1+ (+D)0+2) ... =%
supponitur producere

.. —[—%—i—%—}—P—}— Qo+ Roa-+ ..

producet
- o b
(+ar)(1+ad) . . (14 D0+ D0+D) . =k 22
“ e +§—i:—a+gi+P+Qxxa+Rm4aa+ o

Ex a

_ @1 , P Q , R 8
=---toatrototretsaa4

(1 aa)(14aa®)(14aad) . .. (121 +2)142) ...
= Pli+alatg)+ataat ) +2@+5)+ . . |
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Si ex quadrato prodit
AL P4 Qo ..
erit

+z aa+zz « +P+ Qx.z'a—l—Rx ao-.
+x—z ﬁ—*—zz a +zz+xza+ﬁaa+ °t

(4 aaf(l+adP(i4adl .. . (+ZF0F2P+50. ..
= Pii-t+azeadt )—i—ws(a += =)+ (a® +as)'+' .
+ Q{a+2) 42t @+ )+ a2 (@ ) 2P @)+ -

Te =0, :p=k6$+lm'\/-——1
Wo =0, o= @ktot(+Hoy—1

. 4 4sindxw?
T@m:%smt}m[l—l-—ﬁw—“——][l—}- & b = ,]
—T —_—— 2 —7 —_—2—T
Feaar il B B ]

e

o
z=e¢ °; a=cosyntesingm
5 . (1—z*a?) (1—2z®a?)(1—2*%a%) . . . (1—;)(1—2—:)(1-—%‘:) N
T¢w = Zsing. =2 (1—2 P (1— 22 . .
\ (1+zzaa) (14 z%¢0) (14 2*%aa) . . . (1+ g)(wg)(w;:) <.
W(‘)m == (+zz)P(1+2°F(1+2")" ...
Observatio

Med. inter 1 ety 2 —1 _
Med. inter 1 ety/(2y2—2) — \/'&

Msin75°
Msin1s® \/3

55%
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ZUR THEORIE DER TRANSSCENDENTEN FUNCTIONEN GEHORIG.

-~

(1]

Essei Ze 7"*"”)2 = 7T, indem fiir % alle ganzen positiven und negativen
Zahlen gesetzt werden, und

T—= A-}+2BcosoP-+42Ccos20P+42Dcos3w P-4 ete.

so ist

A :::dew, B :choswP.dw, C’=chos2wP.dw,
D= [Tcos3wP.do, u.s.w.

alle Integrale von © = 0 bis v = 1 ausgedehnt. Es ist aber klar, dass jene
Integrale zwischen diesen Grenzen mit den Integralen

f"“‘”‘”dw fe %00 sosw P.dw, f"“‘”"’cos?mP do, f’“‘”‘”cos3wP.dw, ete.

iibereinkommen, wenn diese von ® = — oo bis © = - 0o ausgedehnt wer-
den. Da nun allgemein

e " cosnw P

nnPP a(m _E?_P) -a(ax+3’ﬁ£)§

re Qe +e

—-wm-}—inml’_{__%e-—amw—z'nw}’

I

= te
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so folgt leicht, dass

‘_n”ﬁz
fe"“‘”‘”cosnmP.dm—.-_-e ¢ \/%

folglich

T T e

- —_g = —g ="

T=y-.{142¢ *cosoP+2¢ “cos20P+2¢ “cos3wP4 etc.]

In einer andern Form so:

=T ams,®
) — T+ 22
) Se—alktop \/%.e’“‘”“’.Ze ¢ -
Allgemeiner:
Ee—a(k"—‘”)z{cos2(k+w)aq)—isin2(]€+m)a('{}
T Y
=y=.Ze °© " {cos2kwm—isin2 ko]

Oder, ad' = n® und —a) = w'w gesetzt,

e feos (2k -+ 20)w'm —isin (2&+ 2 0) 0w}
p— \/—:- .S 4 Uetal) fcos2 ko — isin 2kow!

TT T

o= —_g

S b tom g pmelbretd) 4yZ.{e “sinoP—3e “sin3wP4 etc.)

Man kann den Lehrsatz auch so ausdriicken :

3 te-—w:t‘kk—%:ttk\/u—-g-:tu

#indert den Werth nicht, wenn ¢ in % und % in —u verwandelt wird.

[2.]
Man setze
2", 1 — 2P P PP R S i R I T L Ty
P= 1+1+z".1+x’”“ 142", 1 4 27, 14 2™ 14 2% A2 12 | g + etc
. | — 3. 1 — gt | — "R

— ete.

[
Q‘T,' Tt IF 2 I 2 T i 27 14 2. (2
R=P—Q
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Man suche zuerst diese Differenz, indem man das erste, zweite, dritte Glied
u.s. w. der Reihe Q von dem ersten, zweiten, dritten Gliede der Reihe P ab-
zieht, so kommt

P 2, 1 — g, | — g T A R, 1 g fe g W2

1
.R—1+zn+ 1+xn.1+zn+s+ 1+z".1+x”“".1+z"** 1+zn_1+xn+1.1+$n+z'1+zn+s+et(3.

Wir bezeichnen diese Reihe durch ¢ (2, %).

Man suche ferner jene Differenz R, indem man das erste, zweite, dritte
Glied u.s. w. der Reihe Q von dem zweiten, dritten, vierten u.s.w. der Reihe
P abzieht, so wird

xzn-n Z3”+2 1 xﬂ'l"! x‘n'l's gt . t___xﬂi-z
— — .
T2 T T e 1 i g LS W

R=1—

oder offenbar
R=1—a"" o n41)
folglich
ele,n) = 1—2*" T olz,n 1)

Dieser Schluss ist allgemein, so lange #>>1, man hat demnach unter die-
ser Einschrinkung
@@, m) = 1—g™ T ghnth _ fnt0 4 dnt16 _ ope
hingegen ist fiir den Fall » — 0 das letzte Glied von Q nicht als verschwin-

dend zu betrachten. Setzt man es = T, so wird der erste Werth von R um
T Kkleiner sein als der zweite, also

T=1—29@1)—¢(0)

oder
¢@0) =1—2o(@, ) —T=1—a+t+a*"—a2’+ 2% — .. —T
also da
¢(@0) =4
und
9T — 1=~z l—zz 1—2° 1—2° etc.

t+z 1422 142" 1+ 2¢
so wird -
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t—2 t—zzx t—2® 1—2z* ____ % 16
T iTer T iga ofe = 1—20-22 — 224 22" — ete.

der erste Theil ist hier

t—zz 1—a2* 1—2°

t+2z “ttzz 1428 etc.
= (1—2*(1—22)(1—2* P (1 —2*) 1 —2°)* (1—2° etc.

=1—z.1—2" 1—2°. 1 —2 etec.

Bezeichnen wir noch
1— 22422 —22°+ 22" etc. mit Fr

so wird offenbar
Fz.F(—a) = (Faa)

(3.]
Zieht man auf dhnliche Weise von der Reihe
1 — 222 P TRl L e 22, Qe gt ) RV AL puay v )
3 — et R L A R (e L gB¥L o B+S 5 om+s + &te.
die Reihe
VA gPVE | gIR g g g g g8 g gnAR g gne g ands
1— Z7H | T P TR Ty S S + etc.

ab, so erhilt man einmal

1—2" 2% 1— 2, ) — Y2 A B Ry L e L
P 1 o S e i e T et = ¢ (2, 7)

und zweitens

01 ZEEE g gns IS gmdn y gmd2 g gnds
12" e — P ~+ ete.

= 142"+ 2" (2,04 2)

Man hat also, den Fall » = 0 ausgenommen,

$(@n) = 142" 23 (2,04 2)
folglich
(@, n) = 14T 273 o p¥nH0 g 0 g e,

dagegen hat man fiir den Fall #» = ¢

1— 2%, 12 1 —2°

$(@,0) = 1+a+a*Y (@ 2) — T mm T ete.
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folglich

1—2® t—2% 1 —2®

.o 3
Iz = —z ... 1+$+«Z’ +w6+w10+ etc.

4.]
‘Wir bezeichnen

t—z1—2zx.1—2° ete. mit [2]

so ist:

—rz A—az* 1—a* ... [z2P

1
1+a+2°+a"+ ete. = 1—2 . A—2%. 1—2° ...  [%]
= 1te tzrr. 1+ 142 1+ 1—2t 1—at 11—,

t—z A—zz.1—2%. .. [«

i 4 ——
1—22+22 ---2&5’9—1-61‘,0. T it z.adaz.tF2b...  [zz]

1tz 1—zz. 1428, .. [z2]®

1420420 422"t ete. = T = s

= (142 (1—azz) (1+2°P (1—a") 1+2°). . .

- _ [zaP

—a] = n

|

(14ay)(1+a°y) (1+a%) - .. (1+2)1+2)(1+7) . ..
= palttely+y)+ay+5)+2 0 +5+ )

R B A T T L B R A B Lot SN
ZTRw  grest gRe-s

ete. 42 2%+ 2TV  ete. = [wa]:

[@f = 1—32+452"—Ta°+ 92— etc.
folgt leicht aus
{y—a— "~ + ' —@a = g+ o4 (v*+ 2"+ (0 o
= {1—2a"4 22— ..} {@y—ﬁ/)ww—-(y"——%)ww—}— etc. }

wenn man y = 1o setzt und daraus die Bedingungsgleichungen bildet.
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(5.]
Zu den Hauptsitzen in dieser Theorie gehort folgendes Theorem.
Bezeichnet man

Pa 25 Pa ___49Pa _ 121 Pa _169Pa

fe M —e * 4..}.va durch ga

— —e 24 +e 24 +e

S0 ist

1
pa =29,

o
Diese Function ist ein Maximum fiir ¢ =1, wo ihr Werth

= 0,7682255 = !

— & E
V2.V1,19814.. - Vﬁb\/"
ferner ist
(@20)* = 4(pN*(941)° {(eN)°+ (94 1)°}
va = 8—2—4P“/a.(1—-e—aP)(1_e-—2aP)(1_e_3¢p) .
—loga "‘/1
¢ 7 " 'Z
oder [a;] — V—logz
P
Es sei

(1429 (1+2°9)(14+29) ... 0+ D (1 +2)(1+3) ... = F@.y)

so ist
P P 1 Pa
_ —— —t= tPoy—y ——
F[e ELY er\/a].e 2o __ F[e [ . e a] e I .e«}Poom
(6]

Die Siebentheilung fithrt auf folgende Gleichung
o r1—2z4 22— . .92
b= [1+2x+2z"+ . .]
222220 . 42
4= [1+2x+2x‘+ . ]

12 228 . .92
B_[i+2z+2x‘+..]

56
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8 6 ¢ 16—3200 45 30 44 32— 64565 3__20+7686b—17688% ,5
A —4 A+ 49 4 343A + 2401 4 16807 4
48— 214400+ 61440*— 4096.0° 1

-+ 823543 . A4— szasis — 0

160°— 325 305* 320°—648° g 2055+ 7685%— 765 52 2

B*—4bb B°+ 19 B— 343 B'+ 2401 B — 16807 —B

b — A 3 __

+ 48 21445° + 61440 409658__ 1 — 0

823543 823543

Wenn man in der ersten Gleichung statt 55, 1—bb und statt A4, — A
setzt, so wird sie nicht gesndert.

[7.]
Fiir die Dreitheilung hat man
a b —z— =t
B
A B =T

T'4-(12t—168%) T+ 62T — (16 t— 12¢%) T t* = 0

oder
(T—t) = 16(0—1t*)(T—T%)

4 3t—t*+T(1—s¢1)
@ T 3[T(—t) Ft(—T T)]

Setzt man T = tangN, ¢ = tangn, so ist
3sin (2 N—22)® = 4sin(N—+37).sin(3 N-4n)
sin(N—#)* = sin4n.sin4 N

dcosn _ Bsing __ 2sin(N+3n) __ sin(2N—2n)
acosN 7 bsinN ~ 3sin(2N—2n)  2sin(3N+n)

(8]

Zum Beweise der schonen Lehrsitze der Reciprocitit wird folgendes dienen:

I. Das Product aus allen
7
1— ek +N

ist das Product aus allen
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1—1=¥
ak
e
1+
also
sint— g _E -LN_.’))’"‘ w _____ﬂN-—'fj)“‘.
. : —e 1—e ¢ —e? 1—¢ a
- . N - . 2N . : 2N .
sin—= — 2 ne bl P
a 1—e a 1___6(1

II. Sollen aber blos fiir £ die ungeraden Zahlen gesetzt werden, so ist
jenes Product

cosN_n L =t _N_')’”. i N—'qm_
. « 2 e 2a t1te « __ ,2a¢ tite a
- Nz : . - N _,
cos— — — = it 74
« 2 1+e ¢ 14e®

Setzt man also N = ko, so wird der Werth jenes Products, wenn man

a'ri e
e * =2 und e¢* =y

setzt,

-¥ 1
S N ‘v
=Y ixF T 3T

folglich das Product aus allen Werthen fiir 4 alle ungeraden Zahlen gesetzt

= (2, )[ﬂz[z‘ ?

[za]*

Es seien m, n zwel beliebige, positive reelle Grossen und A reell oder
imagindr, man setze

so ist das Product aus allen

1

T kmtEnid
fiir £ und % alle ungeraden ganzen Zahlen gesetzt, obigem zu Folge
56 %
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— [« [T

= (#.9) [e2]*
Offenbar ist aber obiges Product auch das Product aus allen

Ai
T kmitEn
also, wenn man
2 LR
e " =4, o=y

setzt, so ist jenes Product
= (o,y) T [EAd AN
22
folglich diese beiden Ausdriicke einander gleich, oder

z z , z' 50 z'3
1+zy.1+;.1+x3y.1+;—... 1+x’y.1+y.1+x y.i—{-?...

z . 1+2 af2d 125, T 142142 1420 o2t

Diese Schliisse bediirfen einer Verbesserung (alle geradezu noch einen con-
stanten Theil im Nenner).

(9]
zt4z* o +162® Y+ .. =z 222 + 1
1+ 2z +22°+ 22° +..  1—zz  1—&* t-—x“
x
= (1+x)‘+(1+x”)‘+(1+x")"+ T I

also
x3 3
tlog(14-22-422'+24"4. ) = 1-T—x+3(1+x*)+5(11z5)+ .

I. aus der Differentiation des Logarithmen des Ausdrucks durchs Product.
‘Wird I. entwickelt in
a2+ 2 & 4.
—2zx—22%— 22" — 22" —

432 +32° 328324 ...
— 42t — 42— 40— 428

. - .

und die verticalen Reihen einzeln summirt, so entsteht II.
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8z 1622 2428 323:". R
(2o 220 ) = 1 25 4 S 4 M B
% 9 4 __ 8z 1622 242 32z -
1—22+42s'—22°+ .. ) = 1— s T iy s s e
3 L5 16 482* 80 2%
@att2t 2+ . )= o+ S+ =t

x 8 823 &
(142242244224 . ) = 1+(1ix)’+(1+z:z~)’+(1_2')*+(1.8:z‘)3+ .
szz szt

4 L¥3 s2?
1—22422'—22°4. ) = l—(1+x)’+(x+:cx)'—-(1+z’)‘+(1+x“— ..
i 3 i 16(14 16(1+2%2% | 16(14 292"
ot 22t 22 4. ) = (l__:x’;l”q- R TR L x,?)f ‘..

Die Reihen
p = 1422422+ etc., 1%0 =t
g = 1—22+4 22— etc., q%l:u

werden durch Differentialgleichungen am einfachsten auf folgende Art ausge-
driickt

xdt ’ zdt’ " zde” w

&=t T =t =t

zdu ’ zdu' ___ zdw”

T = T, iz — ¥
LI = atu—ut) = —au’t" = 4%

tm tl 1 t”
3y =V(E+163)
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[ZUR THEORIE DER NEUEN TRANSSCENDENTEN.]

Die Theoreme in Beziehung auf diejenigen Reihen und unendlichen Pro-
ducte, welche zu der Theorie der Arithmetisch Geometrischen Mittel gehdren,
ordnen wir so:

1. 1—m.1—mx.1~w3.1—.?:4 o= [a]

2. 14z 1tee. 142 1424 . .. = [[%]

3. t—2.1—a® 1—af . 1—a’ ,—_—_[%j

4. 142142 1+a® 12" ... = fz_g_].

5. (2] = E%[%J_]

6. -y 1+2*y 12y . . eyt a2y Aty

evolvitur in seriem
Fa. {14 (y+y o+ +y )+ +y) 2+ .

_ (1—@)’(1—33)2(1—3:5)2 __ [=F 1
7. also Fo= —2zt22t—22"+ . = [eap 1—22+ 28" —228° + .. -
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_ itz 142t 1420. .. . [=*P 1
8. Fa = 1—2zt 22— 22 ... T [exz][2®] 1—22*t 22— ...
9. ' [z2)Fax = [2*) Fa* = [#®) Fa"® = [ F2* = ete. =1

[£F __1—z.1—zz.a—2*..

—9 S —
10. 1— 22422 T [zx] T 1dzatzzadat..
- 4 . [z _ 1dzii—zz.i4zd1—2..
11. 14224227+ . . = [2F[e*F — t—z.i4zz.a—2* 1424,

Andere Beweise dieser Sitze.
Wenn man in 6 statt y, y schreibt, so wird

H“_,i,- \taeyy 1+2tyy. 1+2tyy .. Atzaey ataty TP by
= [—;;] {04+ + Py ee+ (0 58+ . )
oder
12. y—!-—i-.l-{—xxyy. 14+aiyy. 1+ayy . . Ataay ataty 14ty
= gty )+ +y )+

[zz] zt

Anderer Beweis

13. AL = oot
oder
14 e =

Anderer Beweis.
L) (14224220 ) = (1—2224-24°0— . )
16. 1—2z+22  — . P+ (1420422 + . ) = 2(14-202+ 228+ . )°

(1—22+422*—
(

17 (142242254 . ) (@42t 4. ) = @+ o 4.2
(
(

15.

)
18. 142242244 . 4 (2aF 4 22t 4. P = (142282224 . )

19. 1422422+ . ) = (1— 224 22— . )4 (22t 228 4 . )
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Anwendung auf arithm. geom. Mittel.

I

k( b = h(1—22 +22* —. )
h(14-2224-22° +.. bV = h(1—2a2422° — . )
= h(1+422*+24"%+.) V' =h(1—22'4 22— . )
42424224 = h(1—24P 4225 — . )

20. 1422 422" 4.7

II

1

ll

Il

ll

etc. etc.

¢ = \(ea—bb)
, ce cc ¢ ¢ 1
¢ = J@da —bV) = tla—b) = =, \/17;=T\777z

II N , N cc . et ¢’ _ '
C" —_— v s b b — '%'(a “—'b) _— "T.u — 64a’a’a" ’ Vﬁ' - '*a"%h*
nmo___ " m mymry B — 0_”0_" —_ c® 8 f::_'. — (4
cC = \/(a a _b b ) — ‘é‘(a b ) — 4au/ - 2£4auauzam ’ V4h — » a"i‘a""‘hﬁ

etc. ete.
s . P e a’ 3+ a" 1 a” 4
21. = catas k. 44 [a—] [a_] [a] ete
" A rr A

22. z = f'-;—b[:—]z [Z=] ete.

Setzt man in 6 statt «, 2° und statt y, —z, so wird

gt 1—2® 11— 1—2 1 —2f 11—t

1—zz—a' 420 42— — 250 . .

1
= At
oder

23. ] = 1—z—zz+t+ 2’4" —2®® —2 4 etc.

Anderer Beweis.
Man setze in 6 statt z, ° und statt y, +a, so wird
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24. 1+t 2tart+a+2' 2%+ 2% Fete. = [, 142, 1 d-22. 125, l+a:"',,
[zz][«*T
= 2]

Man setze in 6 statt 2, #* und statt y, zzy, so wird
14+ 22y + 5+ 2y y +ete.
— 1+§-.1+§.1+§ Aty taty 142ty ... [2°)
oder statt x, 2° gesetzt
2+ Z a2y + T 4oy y+ete.
= 2. l—{—f;. 1—|—%. 1+x7”. co 12ty 1428y 142y . L [0
also
25. a+at+2"+aP a4 ..
=w.l+x3.1-{—-x'5.1+w2’.1+m”.1+m”..‘{z'8]=w%:-{—[[§%———gq

26. x—w‘-—x‘“—i—w”-l—x“’—etc = 21— 1—a® 1—a" 1—2® . . [2¥]

[xS][x18]$
2"
Da nun
1_ s 1—3" l_zzx ['ZQS] [zls]l 27
siososi st I Y et at et
$o ist

27. ax—2'—a'aP+a®— ..
Y ﬂ.- 8" “l
= 1= 1—2" 1—a® ... L{g* a2 + 2 + ete.]
; !

ferner folgt aus 24, wenn man statt 2, Z° setzt, weil

1—22 224 —22% ... __ [T __ T 1
—2 1—2. 1—2%...  [£*][=z*] B s A ol +‘”z + ..
28. 1—22°22%—228 .. =1—2*.1—2" . 1—a¥ _‘;ng+x=’+ +-etc.}

also aus der Verbindung von 27 und 28
1. 57
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29. 1—22-422*—22°4 2210 — .
=1—a.1—2". 1—a®. .. i% {x%—-2w%+wz‘§+w? —22% —ete.}
ferner folgt aus 23 :
&t —as —as ' = o[
also

30. 1—22°4-2a"—22% 228 .
A 121 163
=1—-.z"°’.1——w9.1——m’5...—1—,{w?-—w —-—ws—l—a? +ax® —. )

x’s‘
Aus der Summation von 29 und 30

31, {1—2z+4-22'—24° 4. | {1—22° 422" — 22" . )

=1—a* 11—’ 1—a®. . 2l F e fae —. g
23

Aus der Summation von 28 und 30

32. {1—2w3+2w‘2—2w27-—}— }—}-{1-—-2.27—(—2&935 2x8‘+
=1—a*. 1—2’. 1—a" ., {%—l—w -l—m —!—wu + ..}

QW

Setzt man in 6 statt @, «° und statt y, xy, so wird

142"y 14+t 1oty . .. 1+§. 1+”‘yf. [t
322
= 1+Z+ 2"y +Z 2y + ..
Man hat demnach die Zerlegungen in Factoren

33. (1—22°2a”—244+ . )+ (1—22"+22%—22% L | )
=2[2@® 11— 1—a" 1—a". 1P 1t 1P 12T

34. (1—2@+22*—22"+..)+ (1—22% 22— 22" . )

= 2P 1—z. 1—2* 1—2° 11— . . A2 A2 12T 142, ..
35. (14222242474 )+(1+2 P -24% 245 . )

= 2[@*] 1+ 14+ 1t =B —aP 1 —a

36. (1+2m+2 2422+ . )+ (142288220 225 . )
= 2[a! ].1+m.1+x A2 42— 1—a A—a'T 11—,



-
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Hieraus ergeben sich zugleich die Factoren des letzten Theils in 31.
Aus der Subtraction von 28 und 30

37. (1—22°422%—24%4. ) —(1—22°+ 22— . )
=2 1—2. 1—a’. 1—a".. —’;(w%—f—w‘_:_—l—w

kX % ] 382

Atz 4l
Setzt man in 6 statt #, 2° und statt y, #°y, so wird

14ty 1422y . 1425y . .. 1+§. 1+%s. 1+§. vl [@7)
= 1+I4aly+ Myt

Also die Zerlegung in Factoren

38. (1—2a'4-22%— 2284 .)—(1—22" 22" —.))

= 228[2*]. 14+ 2P 142" 1@ 2% 1—P 11— 1—a
39. (1—22°+2a"—22Y"4. ) —(1—220422"—. )

= 2z[2"). 1o 1Fa" 12 12—z =2t 1—25 . ..

40. (14244224224 . ) — (14222254 . )
= 22°[2*). 1—a* 1—a® . 1—2®.1—2%. . 142t 142 142, ..

41. (1422422 422"+ . ) — (14225422 4. )

= 2z 1—z. 1—2" 1—2® 1—2®. . 1}z 1425 1425 ..

Aus der Subtraction von 29 und 30 folgt

42. (1—2284-22"—22"+ . ) —(1—22422'— . )
=2.1—2. 1—2> 1—2%. .. ‘1;(“’%—33%-—«7"%—!—3%—}-:37— )
x
Woraus die Zerlegung des letzten Gliedes dieser Gleichung in Factoren folgt.
Aus der Multiplication von 34 und 39 folgt

43. (1—22* 422 —22" 4. P —(1—224-22— . )
= 4z[2"]. (1 —2)1—2*P (1 — 2. 1tz 142" 142" 12t

PP el lt] e
= AT G T % BT

Ebenso aus der Multiplication von 36 und 41
57 %
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44. (14224224 .. —(1+22°+ 2272277 . )2
= 4z[z"*P. (142’ (1+2°)P (14+2%.. . 1—z. 1—2P 1 —2" . 1—ab.

[ Plea) [212] __ , [e2][s"][a"T
PP “[z=][=*] (=T

Also der Quotient

=4z

(1—2284 22 —22 4 . P —(1—22 4 22— . )?
(1422842214224 . )P —(14+ 22+ 224+ . .)®

—_ (l:f)s(l—-f‘ (l-—x"’s 1—2zN\3 [1—2°
— T \i¥=z 1+x3> 1+x‘) (1+x’) (H—z’ :

45.

— [Pt [=* ][]
[zzP [T
und das Product )
45°, {(1—2a° 422" — . ' —(1—22 422" — . )%
< {1428+ 24"+ . P— (142242254 . .}
_ [zz]a[x«z]s
= 10T

Aus 28-41:30 folgt
46. (1—22°4-22%— . )—i(1—22*4- 22" — )
ﬁ‘;‘(w%-}-z‘ﬁ-;-m?-{-ﬁ“-g-..)

=1—a% 1—2° 1—2'°,

Nun findet man aus 6 nach dem, was zwischen 22 und 23 gezeigt ist

142ty 12y . 142y . .. 1—{—5;. 1-!—3‘;. 1-—{—-5—;: e l—ab 1—a,
= l+’—§,f+w‘y+j~’;+w“w+ .
Also
1+t 1—ai 42" 1 =22 1+— 1——— it 1—a® 14 a' .
= 1tizw iz’ -l—w“’—-l— T
Daher die Zerlegung in Factoren

47. (1—22°4-2a"—. ) —i(1—224 22" — . )
= l—g.1—a’1—a%. .. 1—i. 142" 1—af. 142, ..
X1+tix. 1tize. 1 —idt 1 —ig A" Aia’. ..
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und ferner

48. (1—22°422P— . )Fil—224-225—. )
= 1—zA—2"1—2* . AFi1f 2P 1—at 1420, ..
X1—iz. 1—izz. it tia® 1—ia" . 1—ia®. ..

19. (142242224 . )—i(14+22+224 4. )
= 14z A+ 0142 . 1—i1—2P 11—t 11— ..
X1—tx. Afiaex. 1 —iz* 14ia°. ..
50. (14-22°+22"+ . )4i(14 22+ 22"+ )
= 14z 142 142 . 14i1—at 1—ab 1 —2. ..
X1tz l—itzx. 1 F12° 1—id®. ..
Also aus der Multiplication von 47 und 48

51. (1—2&%22Y%— .. P+ (1—20422— ...}

= 2(1—2)(1—2*P(1—2°*. .. (1+w’)2(1—-‘\z’°)’(1+w’)2. .

X1tz A4t A2 142", ..
= 2(1—a2)f(1—2%*(1—2°. .. (14-2%* 1427, ..
<(1—2®(1—a?. . . 1tzx. 142t 1428 1425, ..

g LFET [T (] 2[PLT
=Pl L F (%] [e2] T PP T T

und aus der Multiplication von 49 und 50

52.  (1422°+ 22+ . P4 (14220224 .. )7

= 2142 (142 (14 2. .. 01— (1— 2P (1 — 2. ..

X1tzz. 14zt 1428 12, .

P2 Sy 0 BN ES | Co £
FFEF T @1 T R

und der Quotient

(1—2z*+227— . P4 (1—2z+ 22— ..
(IF22° F 227+ . ¥ (1t 22+ 22° ¥ ..p

__ [1—2\2 [1—2*\2 [1—z*\2 (i—i—x‘ 2 14 2%\2
T e

~ (s — e

53.
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und das Product

54. f1—22* 4. P4+(1—22+4. P} {(14-22°+ . P —(1+22+ . )}
=1L =1p—227 4204 — .
Aus Formel 23 folgt
55, x4’z .. =z. 1428 142 1. (1—2— 2R -2 )
% Exponent = [J—1

Aus Formel 26 folgt

56. a2+ =z. 1+t 120 14 (P — 20— 2P 25— )

oder at 1tz 142C. 142, . =4, =7 gesetat
55. s 2P = A [ —PF— 00— )
56. B4 a4 = AP — PO

Nun folgt aus der Factorenzerlegung in 24 sehr leicht, wenn man statt «, ¢
statt y, ¢ setzt

tt— it it Pt .
=it 1— 3B At — L B — 30
Also aus 55—56

57. (@42 a® 4. ) — (@2 2" )
=z d—az At 11— 1—a. ..

x<142® 11— 14-2%. . 1428 142 12
Und so sehr leicht

58. (@4 2P+ . ) (P2 2+ )
=g 1+ax.1—a" 1 —a 14?1+ ..
X142 1 —a* 1 4-a%. . 1P a2

Also durch Multiplication
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59. (2424224 . P — (@2 2P )
= e —a*1—a? 1 —2B 1 —2¥ 1—a2". ..
<142 (1 —a*P(1 2% .. (1 +2PP (142", ..
[ P P2
Eben so folgt aus der Factorenzerlegung in 24, wenn man statt », ¢ und
statt y, —¢ setzt

titt— it — P —tY. =t it —atP i — S, L [
also

60. (24242 + ... ) Fil@*+2 2"+ .. )
=z 1tize 1—ig® A Fia¥ 1 —ia®. 1A 12 1—a t—a™. .

und eben so

61. (z+a+a2®+..)—i(@+2" a4 ..)
=z 1—izz A1+ia0 1—ia¥ 14ia?. . 14-aP 12t 1—aP 1 —a, L

Also durch Multiplication

62. (z+2*+2F+ .. P+ (@27
_ BT [22]0e*] [2°F 2w ., 2P 1"]
ek L o R o N A el v o

Also Product von 59 und 62
4 [z“]' [zu]s

63. (w+z'9+w25+ . .)4—(‘Zﬁ+w27+$75+ . .)4 = W{,@]—

Durch Multiplication von 62 und 44 folgt

64. {(w*—[—-a:%—l-a:?—{- . .)2+(:v%+a>3’7+ N
< {14228+ 228+ . P — (14225422 +. i

L ETREIET P, s PP
SR L vy o L v -y e P o P

Durch Multiplication von 59 und 44
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65.

66.

67.

68.

NACHLASS.

{(w*+a:%+w“‘+ P—@ a2+
> (14227228 . )P — (14 22°+ 22 - . )*}

— 48 AlZT[?T [@T[* ][ ]

[P P*F " [1*1*F

= 4 3%336]{ - 4(‘z,%+w21]+w?+ * ')4

Man hat ferner

J S .
__ a*%b%(aa—bb)E" a Lt el
[(Z’] - of 47k VA [ﬂ‘["*]‘
353 T "
___ a%b%(aa—1bb) _ [
[«Z’x] - 2%3:1_1}_‘/}‘ [a:x]z
Tryie u 218
47 _ a*fbi%(aa—bd) aa—bb [=*]®
(= ] — 2R hh = 16z [.'cz]‘

Fir die Finf- Theitung  {% %}

sd—a] — aa—bb " bb

B—b\¢ AA—BB 44
5B—b] — aa—bd ' aa

(a—-A )4 __ 44—BB BB

a— A4 . 5B—b & ___é
B—b ~ sd—a \/ b4

(@ —4) (54 —a)= 256 Aabb(aa—bd)
(B— b) (5B —0b)’ = 256 Baab(aa—bb)

(@ —AP’(5A—a) = 256 Aa BB(AA—BB)
(B— bP(5B—b) — 256 AAbB (AA—BB)

4 — salzeF P10 gt a* 44 B (4.4 — BB)'*

= [z][=*] b"‘f(aa—bb)ﬁ

1T % af 4357 (ca—bby"
5A—a = 4= [x‘][z"’] _ Bﬁ(AA_BB)?‘i‘
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Zu der Theorie der Fiinftheilung gehdren folgende Theoreme. Wir be-
zeichnen 14-2y.1-+2°y.14-2%y. .. 1+§. 1-{—% . 1+% ...durch (2,y), soist

[69] (#.09).@ %) = Pli+ea(yy+ )+ @' 5+ |
+Qy 45+ (') 2 )+ -
wo P, Q von y unabhingig.

Also
(@, ad)(z, %) = (22, 0a) = P(1—2z2x+4-22"—...) = %—?ZP
oder
P = (zx,aa) )
T (22T
Ferner fir y = —ox

(@, —aox).(@.—x) = 0

= P(i+A+aas' + 5+ )— Qo+ S+ E5+a'ad+ 5+ )

d. i
Pla++a' @+ 5+ (@ +5)+ . |
= g { 1+ww(aa+$)+w8(a‘+% )+ .4
Nun ist
P = ﬁ{l—i—xw(«xa—}-f&)-i— ool
Also

Q=7 {lad-2)+at (@) + - -
und unser Theorem

Y

70. (‘Z’,dy).(w,;-):[—;a-z §1+.z'm(aa+a—1a)+m8(a‘+£;)+..§ )
x{ttaa(yy+ )+ ' 45+ )

Fafoat 4ot (034 5) F a2 @+ 5+ - -

| }ly+y+o 0P+ Q)+ @+
1ie ) 58
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oder

(2, ay).(w,%) = %—z‘gj—;{(ww,aa).(wm,yy)-t—may (zx, a0z 2). (22, 22YY)}

(Man kann auch leicht die Reihe, wodurch P multiplicirt ist, = 0 machen,
durch y = i)

2yys gt E]
71. @9+ (@ )V = @95
(@, 02) = %(,z', -’z-) , (@, ax2) = é( , OL)

Den Satz 70 kann man auch so enonciren
72. (@.a).(%,8) = ———— { (@x,a8).(x2,7)+2a (22, aB822). (@2, *57))
Hieraus folgt
@) (&%) = [[u:_.‘;{(wx, =) (@2, ) +a(@z, aB). (@, 25}

hieraus ferner

3. (2a).(2.8)+@.2). @ V5 = - @ Vab). (@ v2)
Nun ist
1422 L2t ... @ﬁ i), (ix‘ —izt)
14225+ 22%° -

(z’z“ —iz ) (zx’", zx’)

— (“'x ,xa:) (_xs, —x)-{-x(—x‘, __xS)(__xs, x.)
T (—2% xa)(—a8, —2) — z(— 2, —2®)(— ", 2%)

Woraus der erste zu beweisende Satz von selbst folgt. Ebenso ist

1422 +22* 4+ ... 1—ez.1—eex.1—elr 1—c*z. 1t ez 1tecxe. 1Pz 1t etaa. ..
1+ 225+ 22°+ ...  1+ez.lteex. 14z 1te*r.1—exx. 1 —cexz. 1—e°2z. 1—etzz. ..

A A 1
_1—et1—g® (z'z%, iex?). (iz®, teex®)

R L N

4
z*, ieex?)

ee—ed,e—e* (—2, —e%2).(—a,8)—cx(—z, f22)(—z,—c2)
eeted.etet’ (—a, —ez) . (—a,¢) Fez(—a,f22) (—2, —ex)
_ —etestef—et (z,6%2).(z, —e)+ * (2, — %) (2, c2)
T Fedeet ettt (z,e7) . (z, —e)— ¢ (2, — &%) (z, e 7)

Woraus der zweite zu beweisende Satz von selbst folgt.
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(@ 2) = 2(142a (1427, .. = 2 ET

[z2F
— 2 e [z}
(‘Z” 1) - (1-{'—66') (1+‘” ) b F*F
Man hat also
(@0 = E"]], {(@a, aa)[:c—g‘;:[?],+2wa(ww aazrr) Ez&:}

3

Durch die Entwickelung von (2,y)° erhilt man

P{1+2* (P +5) + - 4 Qe () + o yy ) +2¥ (o' )+

also fir y = —ea

(1— es)3E =5 = Q2 He—ee—(e—ee)zr— . . .}
oder
3*[”].: (1—zz —a* 42"+ L) = [22]Q
also

— g5 =T
Q=3x ‘G2

Durch Entwickelung von (z,%).(z, —y)* erhilt man

Pl 5+ -+ @l ) ot vy+5) + -
(1—eg)(1teeft EAZIEN — @™ (e—ee)[wm]
Q — — gt I

TV oot [ P
Man folgert hieraus leicht, dass man setzen darf
T(x,y)*+ Ulx.y) @, — 3" = (@ 3°)

so dass T und U Functionen von #. Um sie zu bestimmen setzen wir
58 *
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1) ‘y—"—"-w

2)

oder
oder

oder

folglich

also

NACHLASS.
so wird T(@, ) = (@*.a*) oder
y= —ca sowird T(@,—ea2) = Uz, f22)
Q—eef (2 __ [2"F[za] 2
T = ey Ulited
o [zz]*[«2
T=—tULse
— g [T [z}
U - 2 [xc.}a.
(z:“"?/) 3 (2 —y)
Tenl*? G =)
z =P T (= yF)
7+ 7] (=y) ]
[z2]* [(z: —9) ]3 3 1 & —y)
[Pl (=) [T (2,9) — & —9)
[ee]* [o°] [(:c, —'3/)]2 (= y*)
[T [z2TFL (2,y)

T =

4 [P [z2]

T
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[IV.]

HUNDERT THEOREME UBER DIE NEUEN TRANSSCENDENTEN.

Es sei

a*—1 a"—1.a"—a.a"—aa t3

T — t+a”—1.a"—a tt
- 1+ a—1" a—1.ga—1 " + a—1.aa—1.a"—1

a®—1.a%—a.a%*—aa.a*—ad
. .S. W.
+ a—1.66—1.a*—1.a*—1 t6+ u.8. w

indem wir =, a, ¢ ganz unbestimmt lassen. So oft » eine ganze nicht negative
Zahl ist, bricht die Reihe offenbar ab und besteht aus z—+1 Gliedern, auch sind
dann, wie wir in der Abhandlung Summatio quarundam serierum singularium ge-
zeigt haben, alle Coéfficienten ungebrochne Functionen von a. Ist aber n ge-
brochen oder negativ, so findet beides nicht Statt.

Indem man T mit 14 a"¢ multiplicirt erhdlt man

T.(14a"t) = 1+ =" 14

a

gttt —y gttt—g ¢ atr—y gttt —gq.a"' —aa
a—t.aa—1 + ¢—t.66—1.a6*—1 *

3 +etc.
Indem man also in 7 das Element n als verinderlich ansieht, und sich

des Functionalzeichens 8 bedient, dass

T—=6n
wird man haben

8 (n+1) = (1-+a"t)B2n
Hieraus folgt das 1. TreorEM.
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Wenn n eine ganze positive Zahl bedeutet, ist

a®—1 a*—1.a"—a a*—1.a"—a. a"-—aa 3
e e e L '+ ete.

a—1.aa—1.a°—

= (14-t)(1+at)(1+4aat)(14a%t) . . . (1+a"’“‘t}

2.
Wenn wir T auf folgende Art schreiben

1—a® 1—g"® f{—a™ t— g™ 1—a“" 1— a2 3
1+1—a +1—-a'1—~aa tt+ —aa " t—a® a’t

1t—a® 1—ag"t f—a™? 1——a”3
.4 .t“—l—- ete.

+1—a ‘t—aa " 1—a® "1—a*

wo die Exponenten von a die Trigonalzahlen sein werden, so erhellet, dass das
letate Glied sein wird

3 1 a— - - . 3 .
wenn wir !V = y setzen. Die ganze Reihe wird dann, indem wir das
letzte Glied mit dem ersten, das vorletzte mit dem zweiten etc. zusammenfassen,
fiir ein gerades »

(") + ooty )+ =2 = (1 )+ -

1—a® 1—a"t §— iR 1(3n—1) (3n—2) ;sn—1
i e i ghnt a 4 (1+yy)
+1—a"‘1——a""“ t—ai?*t 4 4n.in—1 tgn

t—a 1—aa 1— gi?

indem das mittelste Glied isolirt stehen bleibt. Bezeichnen wir dasselbe durch
A und setzen a = xx, so wird die Reihe

_ e
ANy 4y )+ o yy )

R —
+ o P P+

u.s.w. welche Reibe aus 4(r-+2) Gliedern besteht und dann abbricht.
Unser Product (1-%)(1+4at)(1+aat)..(1+4a""'t) hingegen verwan-
delt sich
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14+ L) 1+5)01+5%5) ... 142y
Das Product der ersten Hilfte der Factoren

= L+ 0+ 0+ L 1+ D)+

wozu noch die iibrigen kommen
(1+eg)(1+2y(1+2%) ... (1+2""y)

Da nun

A St A St A St il
t—mzz " 1—2* 1=z T 1--2% 'zi-m

A=
wird, so verwandelt sich das erste Teeorem in folgendes zwerre: fiir ein gerades

n wird:
— —ght
1+ In-l-s (y+§;')+:_zn+z :—-z"““ 4<yy+yy)
— _zn—z __x”_ _
+:_fw=°:—xn+“:_zn«~w9(y3+y Y4 ete.

= (14ay) 1+ (+a%) . .. 1+ 1+ D+ D) +D) .. (14+-57)

t—zz t—2* 1—2* 1— 2z
> P P T R

3.
Ist » ungerade, so stellt sich die Reihe so dar:

(14+y") + =2t (14 )+§:—".‘:‘;:'att(1+y”“)+..
A A L ) ) (4 )

‘t—aa °° l_af(n‘s)

1—a® 1—a** 1—ad(**® 1. s(n—1}4(n—3) ,H{n—1)(1
R L t (143

Machen wir wie vorher ¢ =— 2« und setzen das Glied, welches hier das letzte
ist, = Ba*.( *+y"*), so wird die Reibe

= Blat (g +y H+ 00 o 4y S e () ete)
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welche Reihe aus (n—+1) Gliedern besteht und dann abbricht..‘ Von unserm
Product stellen wir die ersten 4(z—1) Factoren so dar

(0TS0 L 1+ D)

)
R

wozu noch kommt

(+y)(1tz2y)(1+-2'y) . .. (142" "y)

Da nun
B 1B GBS an+T . 4 aen z"c"”"‘*i‘.yi‘(”“)y’%
1—zz 1—z* T1—2z® T 1—2"t " anentd b
1 g ts 1— ™yt
T y—zz " 1—2"t 'x-l-rm

so ergibt das erste THEOREM folgendes DRITTE: fiir ein ungerades n ist

w%(f—l-y—%)—l—:{%.m%(ﬁ_{_y‘%) :T_W Yy )+ ete.
= at(y* +y 7 (1t way) 1 +2'y)(14-2%) . .. (14-2"y)

4 (3 xﬂﬁl
><(1+£;) (1+%) (H‘%) o (I50)
1—2zz 1—a* 1—2z° 1— 2"t
T N (e 1— 227

Wenn man # ins unendliche wachsen lisst, so verwandeln sich die Rei-
hen und Producte des zweiten und dritten Theorems in unendliche Reihen und
Producte. In dieser Gestalt ist das vierTE THEOREM

1+ a2(y+ )+ yy+ ;) +2°(4°+5)+ ete. in inf.
= (14-ay)(1+2) (14+2") (1+5) (1+2°) (1+2) ...

X (1—ax)(1—a*)(1—a®) (1 —a") ..
und DAS FUNFIE

(3’ +¥ %\"‘“"(.? +y )+¢Z’ (f—f—y + etc. in inf.
= 2 (yF+y7). (1+wwy><1+wy>(1+w)
<(1+Z) (14+2) (1+2)..
X(l—ww) (1— “) (1—af) ..

b
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5. )

Die Functionen, welche durch das vierte und fiinfte Theorem in unendliche
Producte entwickelt werden, sind von grosser Wichtigkeit, und es wird gut sein
sie hier durch besondere Functionalzeichen zu bezeichnen. Wir schreiben
daher )

Plr.y) = 1+ay+y ) +2'(yy+97°)+ 2@ +5°)+ ete.
Rzy) = &y +y~ )+ (P +y )+ (4 o H+ ete.
zugleich auch

Qry) = 1—zy+y )+ yy+y ") —2* ¥ +y°)+ ete.

wo also Qlz,y) = P(—a.,y) = P(z,—y) wird. Der einfachste Werth, welcher
Y beigelegt werden kann, ist 1 und da die demselben entsprechenden Werthe un-
serer Function von besonders grosser Wichtigkeit sind und hiufig vorkommen
werden, so schreiben wir der Kiirze wegen statt P(2, 1), Q(z, 1), R(z, 1) schlecht-
weg P2, Qr, Rx. Wir bemerken noch, dass wo ein Exponent sich blos auf
das Argument einer Function bezieht, dieses durch Klammern bezeichnet wird
wie P(2*), ohne Klammern ist immer vorauszusetzen, dass es sich auf die
Function bezieht, also Pa® so viel bedeutet wie (Pz). Also

Py = 1422+ 2a 4 .
Qr = 1—2&2’—{—‘2&"——- .
Ry —= 2w%+2w%+2wz"+ .

Endlich wollen wir durch das Functionalzeichen F in dieser Abhandlung das un-
endliche Product ausdriicken

For = (1—a)(1—za)(1—2°)(1—a') . ..
In diesen Zeichen erscheinen die beiden letzten Theoreme so
4. Play) = (14ay)(14+3)(1+29) 0+ 1+2"9) (14 5) . .. Faa
5.  Rl@y) = 2t @ +y ) (1 +zay) 1+ 2) (1 4-a'y) (1+"...Fm
Und so ist offenbar

6. Qloy) = (1—ay)(1—2)(1—a*y)(1—Z)(1—2%)(1—%)... Faz
1. 59

-
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ferner indem man y = 1 setat

7. Pz = (1+m)2(i——wa,~)(1+w3)2(1—-.z"‘)(‘i—(—ﬁ)z(i-—-w") ce
8. Qr = (1—2(l—z2)(1 —2*P(1—a*) (1— 2P (1—2°%) . ..
9. Rz = 24t (14-a2)*(1— o) (1424 (1 — 2 1+2°)* (1—a®) .
Substituirt man hier 142 = E-%f , 142 = :—E—:—: u.s.w. so verwandeln diese
Ausdriicke sich in folgende R

. (Fzx
0. Pr=grway

_(Fay
11. Qx = For
12. Rz = 2(2;7}(?—”‘—)2

rx

hieraus ergibt sich ferner

13. Pz.Qx = (Qzz)
14. Pz.Rz = {(Rya)’ oder was dasselbe ist

Pzx . Rexax — —}—(Rm)z, Rrx — (Rz)

2Pzx
Qua(Ra)® = 44*.(F2*)®  also

15. Fo— VQ‘”%)(?”%” = yReheEhRE V(Qx)’i(x%)
4z 2% 22

ferner

16. P+ Qu = 2 P()

1. Pz—Qz = 2R(z")

Also durch Multiplication nach 14
18. (P2)* — (Qa)* = 2(Rax)
Bedeutet ferner i die imaginaire Grésse \/—1, so wird

19. Pz+iQx = (1+41) Qi)
20. Pr—iQzx = (1—i)P(ix)

Also durch Multiplication



~
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21. (Pz)*+(Q2) = 2(Pzx)®
und aus der Multiplication von 18 und 21 mit Zuziehung von 14
22. (Pa)* — (Qa)* = (Ra)*

Man sieht also, dass (Pz#)® das arithmetische Mittel zwischen (Pz)* und
(Qa)* ist, und da nach 13. die Grosse (Qzz)* das geometrische Mittel zwischen
denselben Grossen vorstellt und da (Theor. attract. el. p.) wenn zwei Grossen-
reihen ‘

’ ” "
m, m', m', m". .
n, n, n', n”.

so verbunden sind, dass m® immer das arithmetische =(*) das geometrische
Mittel zwischen m®*~ und 2%~ ist, man die gemeinschaftliche Grenze das arith-
metisch geometrische Mittel von m, » oder von irgend ein Paar zusammengehd-
rigen Grossen der beiden Reihen nennt, so ergibt sich das hdchst wichtige
TeEOREM (23):

Das Arithmetisch Geometrische Mittel zwischen (Pz)® und (Qax)® ist alle-
mal = 1.

Nach dem, was wir am angezeigten Orte bewiesen haben, ist also auch
24.  das Integral Ve e
von ¢ =10 bis g==27 ausgedehnt = 2 oder auch von o =0 bis ¢ = 4km,
wenn k irgend eine ganze Zahl bedeutet, = 4k.

6.
Um den Zusammenhang des Algorithmus des arithmetisch geometrischen
Mittels mit unsern Functionen noch weiter zu entwickeln, bemerken wir zuvor-
derst, dass wenn

n Q) ind m= p Pa?, n = pQat, mm-—nn = P'P'(R)‘

m — (P2

gesetzt wird, man hat
59%



mw = p(Pzaf, o = p(Qzaf, mm —a'n = pp(Raz)
m’ = p(Pat)’, 7" = p(Qa*), m'm' —n"n" = pp(Ra*)
m" = p(Pa2*)?, n” = p(Qa*), m"m"” —n"n" = pp(Rx 8
le

mrm — P' (Pwis)z, o (Qw16)2, mmlmml ”mtnrm P’ P' (.R 16)4
u.s. w. oder aligemein
m® — !*"(szl)2’ a®) — p(sz’L)z' wm — it — P‘P(szz)‘

und dass offenbar p das arithmetisch geometrische Mittel zwischen m und =
selbst ist. So bald wir also den Werth von @, welcher vorgegebenen Werthen
von m und n entspricht, zu bestimmen im Stande sind, werden wir jedes Glied
der Reihen

"

m, m, m..

n, w, n..
unmittelbar darstellen, auch die Reihen interpoliren und riickwirts fortsetzen
kénnen. Das nichstliegende Mittel # zu bestimmen ist folgendes.
Man sieht leicht, dass die Glieder der Reihe
=) k=%, w=E r=(E},

2 2

= (B = (R

9

sich dem z immer mehr nihern, so dass # die Grenze derselben ist. Man hat

also
h' h'l hlll hl’l’
X = h.zoi .F.Z,,—, .
Nun ist aber nach 14
hl R 1 R
% = (Pzx)* und so 3 = Pa', an = (P2%)*, o = pwlﬁ)T
Also
A
w = 1 4
(Pza)* . Pz*. (P2*)*. (Pz*)* .
A

o (m”)§ (mm)-} (m"")i’
" . " . e . m oo
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wir haben folglich

mm-—ann

25' ‘z. : ” 7

16m’p.(ﬁ-)%. (7_"_,:)*, (m”")i'. .

B M w
wofilir man auch schreiben kann
g mm—nn (m Ny (g (g
16m'm"” "\m”] "\m""] ‘\m" e
Da die Glieder m/, m", m"” sich #dusserst schnell der Gleichheit nihern so

erhilt man z mit grosster Bequemlichkeit.
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(V]
(1]
Allgemeines Theorem (1827 Aug. 6)
P(2,ty).P(z,%) = P(xa, tt). Plzz.yy)+ R (2, tt). R(zz,yy)

(2]
Durch Zerlégung in Factoren bestitigt sich leicht,
(142 (1+2°(1+2°)1+2").... =M
gesetzt:
Plst, iat) =ZI&D
Pliat, —iat) = ZE.0

also durch Addition

Pz, 1)4-P(a’,1) = 2M . P(a® —a)
P(z,1)—P(a* 1) = 2 Ma. P(a®, —a°)

also
Plz,1—P(@@* 1)’ = 4MMw.F(a:’2).(1-—-a:)(1——-:05)(1——:1:7)(1“:1:“)(1-—a:’s) cee

. Fz,F(2f).Fz**y pP p3
== 4MM$.W == 2\/7 R
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—Pa:,

Plz.1). Pz.y) = Q(z,1)".

R(z,xt) =

Pz.y). Qlz,y) =
P(z,y)+ Qz,y) =

Q(x,y)*+R(=z, 1)*. R(z,y)*

Qzz,1). Qxz,yy)
2P(zz,1). Plxzz,yy)
P(z,y)’— Q(z,y)* = 2R(zz,1). R(zz,yy)

P(z, ).P(:ca:,yy)——P(x 1).P(@%y%)++{ P&’ 1)— P(a® 1)}.{ P(at, y)—P(z al

pqr.Pia®

[3

P(c* 1) = P, Q(z*1) =Q, R(E*1)=R
Pz, 1) =p, Q1) =gq, R(z,1) =1r

9") = pqR. Ple.y)*+3 PQR. P(z,3). Qa.y)

pg’r . P@’,y*) = pr Q. P(z,y)*— 3 PQR. P(z,y). R(z,y)*

3pPQR = 7‘3Q

— qu

3qPQ.R = 9'3.P——p3.R
¢*P
3PPQQ = PPqq-+ppQQ--+ppqg

3rPQR = p3 Q—

3pP= %—%
30Q=5—%
37‘R=§-—%
rESR_gt+3Q _ ptt st
rR

7@Q  pP

3Q® 3 R®
T
3 pPs 3 R®
r T
3@ 3p?
q »

44-24zz+242° 24+ 482 424 284 24 2 - 4827

8 Plzx,1) P(z%1) — 4 Q(zx, 1

) Q2% 1)? wiirde dann sein

4\ (pp+q9)(PP+ QQ) — 4\/pePQ
2\/(pp+q9) PP+ QQ)+2V(pp —¢9) (PP—QQ)
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? P z
d d dz
i@ = —#rPRY
d dR z
F—F=+1pPQ.2
(4]
So wie N

APy T+
durch R(z,y) bezeichnet ist, so wollen wir noch

oyt —y =2t —y T+ —
durch S(z,y) bezeichnen. Man hat dann

1S(z,y) = R(x, —y)
VIQ(z, 1)*. Pz, y)! — P(z,1)*. Q(z, ¥)*]

Sz.y) = R(z, 1)
— V[P, 1) R(z,y)* — R(z,1)*. P(z,y)*]
Q(z, 1)
Riz,y).8,y) = Qz1). Sxa,yy)

2P(zz,1). R(zz,yy)

R(z,y)'+S(z.y)
R(z,y*— S(2.y)’ = 2R (zx,1). P(z2,yy)

R(z,y). R(#,2)+S(2,y).S@®,2) = 2 R(x2,y 2). Pz, %)
R(z.y).R(z,2) —S(z,9).8(2.2) = 2R(z, {). Plva,y2)

(2
R(z,y).S(2,2) +S(x.9). B(z,2) = 2S(za,y2). Q(.z*w,
R(z,y).S(x 2) —8S(2,y). B(z,2) = 2S(mm ). Qlex,yz)

Setzt man
3 — (6, q)
wo k alle ganzen Zahlen bedeutet, so sind die Theoreme enthalten in

(6,20).(6,28) = (26,0 48).(26,a—8) (26, a6+ 4). (26,0 =644
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auch ist
6.0) = (6, —a)
[5.]
Man setze
___R(x’y) y4 NP — ‘S(z' )
cosb = Py T isinh = P(x’z) f
_ R oo SELY
cos$b = TirPleg)’ isingf = VzrxP(Z,y)
Yy = cosu—-isinu
dann ist
Px,y)db = pgQ(z.y)du
. a0 . ao
du = Vgt —rcost) — y(p* s + g cos &)
R(z,y) = a*y* Plz,zy},  S(z.y) = 2ty* Q(w,2y)
Setzt man
ind — "
sing = o7 cos b
so wird
g Qzy) sy __. 7 Rz :
OS¢ = T Fey V=3 Fay
du — dy

T Vet —p*sind)

6.1
P(z,y). P(x,2) = P(zx,y2) [P(wx %)+ R(za,y2). R (z2, %)
Q(#.3). Q(x,2) = Plza,yz). P(zx,Y)—R(zz,y2). R(zz,%)
( 9) - Qz.2) = Qzz,y2). Qzx, L)+ S(x2,y2). 8 (@, %)
z.9). R(x,2) = R(@a,y2). Plzx ¥)+ P(za.y2). R(z2, %)

P(z,y). P, 2+ S(x.y).8(x, 2" = Q(z.9). Q@2+ R(z,3). R(x,2)

I 60
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R(z,1)".P(2",y") = Product aus Ty

worin &’ =

. R, 1).Plxy)

{R(z,2) . Pla.g)—S(@¢) . Q.y)}
{R(z,e¢). Plz,y) — S(2,2¢). Q2. 9)}
(R(z,). Pla,y)— S(@.+%). Q.y)}
{R(z,&*). P(@,y) —S(2,¢*). Q(z,9)}
(R(2,). Pla,y)— S(@.). Q@.)}
{R(z,¢%). P(,y)—8(#.c"). Q(@.9)}

= R@"1).Py)y— . ....... +7

P
S Py Qayf

Zum Beweise dient. was sich leicht nachweisen lisst:

P(2,cy). P, %) = P(za.yy). Paw,s¢)+ R(zz,yy). R(za, c¢)

_ Plyr+ @y Ploa,ce) -+ P(Z;.ﬂ/}):(:th()z, 9 R

2P(zz,1)

Rz, €)* S{z, £)*
Pl Bt 34

(v, ct)

8]
Pa1)=p, =)
Qet)=4q, =4
R@,1)=r, %—d;:.r'
W= z—2watir’*— ta'+ 62°— 82"+ 827 — 82" + 132" — 1221
1 =—r—202— 42— 4a'— 62— 8a° — 827 — 82° — 132° — 1229,
4r = 1+Sax—8a*+4324°— 40a°4-4821°—3227 642" — 10420+ 1042"° . .

2 a“80 o7

Coéfficient von @ - wenn a, b, c..

gttty BOFL g gty

a—1 ' b—1 e—1

[worin fiir jene drei Reihen folgeweise] A = 2*(—1)*+, 4 =2¥,

Primzahlen, wird

= 8§(3—2%)
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4p'—aq =1
47 —4p' = ¢
4?"-—4q' :p‘
d dpe* _ dz
v = 3 +aal e
d dpz* _ dz
e 2 32 4 4a). (ra). (g2°). (ra)
d dpzt __ d
e = 5 -(qa). (p2f . (ra)
dpz _dpa* __ dz r'qq(pp—3PP)4 R*QQ(25 PP—15pp)
pz pz* T dz” pP93—sPPQQ

[9-]
Bei der 5PHe ist (Aug.29)

P
pp—PP= A%, 5PP—pp = By
99— QQ=—4./T, 5QQ—qq = By$
§ rr—RR= A.\/I%, 5RR—rr—_—_B\/§
AB = —2ppPP+2¢qQQ+2rrRR =[16pgrPQR}, % — igf
A — ot (OB} B — ot (pant
(pgn)* (PQR)t

also

pp = (QR—i—qr).\'/%iz—P}—z etc.

—_ Pr _ P9
5 = QR+PR+ Q

Siehe weiter unten [Art.11.]

Fir die Ableitung dient u. a. ,
PP, 2"). P(2®, —xz) = P(a", —aaz). P, — 2%+ 2 P(@", — 2*). P(2"°, — %)
P(a*, —a%) . P(2°, 22) = P2, — xa). P(a*®, — 2% — 2 P(a"®, — o). P(a"°, —
60 %
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also durch Multiplication

Q2" 1)%. P2, — ). P(a",—af)
= P2, —za} P@", —2°? —2a P@a", —2*? . P2, — 2%

(Fe)® _ (FaP(Fary o Fa? (Fab):
Fooy = Fa*.Fo® Fot. Fo®

was mit & identisch ist, nemlich

Pt PPQI G R} =

e

Auch beweist man leicht
pp = PP+4{w“"+m"‘s +a¥ 2% . A {.z'%-i-w%—{-w? Stz 3
= PP+ 42P@, 2"). P za)

F 10\5
— PP+4x\/g§;.(_—__Fjg }

[10.]
Bei der Trisection ist noch, p, P etc. in voriger Bedeutung genommen
und P(#*,1) = P° gesetat

$PP—P'P\2 pgr\#
() =)

(3QQ-;Q°Q°)2 _ q4+4(z_o_gj)%

Allgemein wenn P(2,1), Q(x, 1) gegeben sind und P(a", 1), Q(2", 1) ge-
sucht werden, wo »n ungerade, sind dem P(2",1) coordinirt -_{—_\/ %.P(xi', 1)
oder iz’\/%.P(w%, 1), je nachdem % von der Form 4%4-1 oder 4%4—1 ist.
Die Gleichung findet sich leicht aus Entwickelung der Summe der geraden Po-
tenzen der n-+4+1 Wurzeln.

[11.]

Setzt man

P@@y) = 5. P@yf+A4.Pyf Qwyf+5 . Pa.y) Q@.y)
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so ist auch

QE.Y) =23 . P(2.9). Q@.y)+ 4. Pr.9). Q.9+ = Q2.9

rgrt ’

Setzt man hier y = 1, so erhilt man

Ap*¢® = Pg—2% pig—
= Qp—3.¢'p—

SPQR 44

5.PQR p,‘

woraus die Gleichung weiter zuréick [Art.9] folgt
0 =pQr—Pqr+pqR—5PQR

daraus

A — (PP Q—(p'+4¢")B
ppeqrt

[12.]

TreoreM. Wenn der imagindre Theil von ¢ und —:- zwischen —i¢ und
¢ liegt, so ist der reelle Theil von
2
Pt
positiv. g 1§
og Raum fur ¢ und

Geometrisch zu beweisen

Unter dieser Bedingung ist also das arithmetisch geometrische Mittel
zwischen

p P32y pQH2)

indem man immer das geometrische Mittel zwischen m, » so nimmt, dass
einen positiven reellen Theil hat,

ymn

=g

Ein solches Mittel nennen wir das einfachste Mittel. ,
Ist das einfachste AG. Mittel zwischen m, n, = p, das zwischen

m, \/(mm-—nn), = %, so ist ¢ der Canon des Verhaltnisses ’% nemlich
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m __ [QH?
=%
dann ist das einfachste A G. Mititel zwischen 7 und —»

[l

T 1424t
und der dazu gehdrige Canon
—_—_ ¢ _ !
14 24¢ % +ad
Die Gleichung
Q2 _
(7) =4

hat immer Eine und nur Eine Auflsung in dem Raume

33

0 t
)

Essei a6—6y=1, a=0=1(mod.4), 6, y gerade

¢ .at48¢
C =t
dann ist
Qt'\2 . [Q#\2
(72) = (%)
[13.]
Fiinftheilung
a A
b B
¢ = \(aa—bb) C =\(AA—BB)

29 = —ad-+bB+cC
4v =aa—6ad+4544 = —(bb—6bB-+5BB) = —(cc—6cC+5CC)
v = — A\/(4A A+ v)+B\/(BB—v)- CyY(CC—)
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Die Elimination auf eine Gleichung
Vayb4yetyd = o0
angewandt, gibt
: 0 =2(a*—4a’b—2aabb--4aabc—24abcd)

. [14.]
Die 7P1H9® bornht auf

(asin (g-4)+bsin (3 g+ B)P sin (- )
= asin(¢-?)4-Bsin (34 1)+ ysin(5 ¢4 1) 48sin (7 p41)

(15.]
Bei der Trisection hat man
Q
gesetzt,
N*—n* ppQQ—qqPP _
t—nn NN 22N, pP—gqQ  — 2VquQ
proportional
p* [3cosesing’ || ¢* 3 cos(60°—¢) sin(60°—¢)* || * |3 cos(120°— g)sin (120" —¢)°
P4| cosg®sing || Q'] cos(60°—¢)* sin(60°—¢) || R cos(120°— ¢)sin(120°— o)
[16.]
Wenn innerhalb einer begrenzten Figur tiberall
dd¥v , dd¥y
T T =0

an der Grenze hingegen V constant = A ist, so ist nothwendig auch im gan-
zen Raume V=4
Beweis. Essei dM ein Element der Fliche und

WE) +(50) + (S + 57 (v —afam =
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Wire V nicht constant, so wire offenbar das Integral positiv. Allein ‘das Inte-
gral ist auch

§(V—4)(3r dy— I da)

durch den Umfang der Figur ausgedehnt, also = 0. Da dies mit dem Vorigen
im Widerspruch steht, so ist die Voraussetzung unzulissig.

Ahnliches findet mit drei Unbestimmten Statt.

Es lassen sich hieraus manche schéne Folgerungen ziehen.

Ein Punkt kann innerhalb eines hohlen Raumes nicht im stabilen Gleich-
gewicht sein, wenn nicht innerhalb des ganzen Raums gar keine Wirkung Statt
findet, weder im Fall der Abstossung, noch der Anziehung.

[17.]

Dass in der Peripherie einer Gleichgewichtsfigur keine negative Theile sein
konnen, beweist sich so. Gesetzt AB wire negativ, so wire ¥V—A4 (4 Werth
von V in der Peripherie) auswendig neben A B positiv, neben den andern Thei-
len negativ. Es wird daher einen endlichen Raum geben, wo dies positive gilt;
er sel innerhalb ABCDE; dann wire er aber, da er an der Grenze 0 ist, in
diesem Raume constant, welches ein Widerspruch.

Dieselbe Schlussart ldsst sich auf drei Dimensionen anwenden.

Bei drei Dimensionen findet, fiir die Fliche s, wo ¥V = Const., noch das
schone Theorem statt, dass g—zf ds, wenn p normal gegen s, = 4xM, wo M
ganze Masse (vermuthlich allemal die in einer solchen Fliche eingeschlossene
Masse, also ungerechnet die draussen liegende).

Vermuthlich ist der Satz fiir jede einhiillende Fliche giiltig, ohne dass V
‘constant zu sein braucht.

Es seien zwei einander einschliessende Flichen, in denen V constant ist,
nemlich resp. V=4, V=B, dW ein Element des Raumes zwischen beiden,
p die Anziehungskraft in jedem Punkte, dann ist

ppdW = (B—A).4=M

wenn M die Masse im innern Raume, wobei angenommen ist, dass im Raume
W keine anziehende Masse ist.
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PENTAGRAMMA MIRIFICUM.

61
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(1.]

cos1 = sin2.sin5
cos2 — sin3.sin1
€cos 3 — sin4.sin2
cos4 == sin5.sin 3
cos5 — sin1.sin 4

! = cos1.tang3.tang4
== cos2.tang4.tang5
= cos 3.tang 5.tang1
= cos4.tang1.tang 2
= cos5.tang 2.tang3

8. —d1 =d2.cos4-+d5.cos3
9. —d2 = d3.cos54d1.cos4
10. —d3 —=d4.cost1+d2.cos5
11. —d4 = d5.cos2-}d3.cos1
12, —d5 =d1.cos3-+d4.cos?2

Die Elimination von d5 aus 8 und 12 gibt

d1.sin3” = —d2.cos4-}d4.cos2.cos3

Die Elimination von d3 aus 9 und 10 hingegen

d2.sin5* = —d1.cos4-}d4.cos1.cos5

(2]
Das ebne Fiinfeck, welches die Centralprojection jenes sphaerischen auf
eine beliebige Ebne bildet, hat die Eigenschaft, dass die von den einzelnen Win-
kelpunkten zur gegeniiberstehenden Seite gezogenen Normalen sich in Einem
Punkte schneiden (im Augenpunkte). Zugleich sind die Producte der beiden
Stiicke, in welche jener gemeinschaftliche Durchschnittspunkt jede Normale
theilt, fiir alle gleich.
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cosAd=a, cosB=18, cosC=17y, cosD=206, cosE=c¢

Um die Eckpunkte in ganzen complexen Zahlen ausgedriickt zu erhalten,
seien p, p’, p", p”, p" fiinf complexe ganze Zahlen, und zwar

p = a+bi, p =d+¥bi, etc.
Man setze
da"4-bb" = (1,3), d'd"4bb"= (2,4) u.s. w.
und nehme fiir die Eckpunkte

(1,3)(2,4)p, (2,4)(3,0)p, (3.0)(4,1)p". (4,1)(0,2)p", (0,2)(1,3)p"

(] "

= g q, q, q 9
also
q = (da"+bb") (@"a"+b"b" ) a4 (da"+-bb") (a" a7 - BB bs

w s. f.
Es ist dann

{—g = (bd—ab)(2,4)(p"—a"i) = —(bd—ab)(2,4)p"i
u. s. f. .

61%
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Der Schnitt von ¢4 mit 0¢” hat die complexe Zahl =

U — (1, 3) (2, 4) (3, 0) "
Q -— am am + bmblll _p

Das oben erwiihnte Product wird
= —(0,2)(1,3)(2,4)(3,0)(4,1)

" _— (l 3) (2, 4) (b a'— ab”') ’r "o
Q - q =2 amam_l_ bH (b —a l)

u. s. w.

ql —_ QIII= (21 4) (3y 0) (a’bl"_" b,a”’) (b""—' ami)

-allla'"+ bl"b/"
[3.]
Die Relationen zwischen den Seiten des sphirischen Fiinfecks so
Quadrate der Gleichungen
Tangenten  Secanten Cosecanten
3

a 79 = 14a =73
[ o¢ asj 1486 = d¢
Y ca 2—“ 147 = ea
5 a8 “ 14-8 = a8
e oy 6_21 14-¢ =By

Diese Gleichungen sind nicht unabhingig, es ist nemlich identisch:

(147) (18— 8e) —(14-8) (1+y—eq) = e{(1+8)a—(1+7)3}
=ef(@8—08—1)—(y8—a—t)}

und auf dhnliche Weise wird die fiinfte aus dreien der iibrigen abgeleitet.
Aus zweien der Grossen a, B, v, 6, ¢ folgen die iibrigen

g — ety __ 1+3 __ 1+ g — 1te
T - o« T af—1" T ae—1
3::1—-:“’ Y:i—-atl-‘, 8:&6—1, ‘Y:de-—l
1+ ___14a+d __ 1486 s 1+«
e——_«u—’, S EE=EI 8—46——-1’ b”ae—-—i

Beispiel .

r



PENTAGRAMMA- MFRIFICOM, 485

cos sin
=9 1% o5 71 33’ 56"
=4 3 3 39 13 54
Yy =2 + 2 54 44 7
0 =5 % 3 65 54 19
e =14 3 + 30 0 0
Schéne Gleichung

$+a+8+7+0+e = abyde = \/(1-+a) (14 8)(147) (1-+8)(14¢)

Der Inhalt des sphérischen Pentagons ist 360° weniger Summe der Seiten.
Setzt man die Summe — § und

(1 o) (1+iy8) (14iy/ ) (1-Fiy3)(14iye) = A Bi
so wird :

A = aByde.cosS
B = abyde.sinS

(4]
Glaz+By+v7)’ + Gld2+By+72) + G248y +7"2)
= Axz-+Byy-+Czz+2ayz-+-2bxz+ 2cxy

A—G)a+ 6+ by =0
cat+B—G)8+  ay=0
ba—+ a4+ (C—G)y =0

ta(A—G)—bcla = {b(B— G)—ac}6 = fe(C— G)—ably

be ac ab

dd—6e)—5 T b(B—G)—:ac_l- qC—ey—as T 1=0

(4— G)(B— G)(C— @) +2abc = aa(A— G)+bb(B— G)+cc(C— G)

1
G mema) * (oma—a)

ao —
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Setzt man

be ac ab
a(d—2z)—be + b(B-——x)—ac+c(C-—z)—-ab +1=2

so wird indefinite

{a(A—a)—bc} {(b(B—a)—ac} {c(C—a)—ab)Q
= —abclz— G)(2— G ) (x— G")

Differentiirt man und setzt nach der Differentiation # = G, so wird
{¢(4—G)—be} {b(B— G)—acl{c(C— G)—ab)
Xabef

1 1 1
(a(d~— G’)—~bc)’+(b(B——G)—ac)""+(c(0-G)—ab)’}
= abe(G— @) (G— G")

woraus

. \/[b(B— G)—acl[e(C— G)—ab]
&=V ad—6)=be(G—6)(E—G"

Die Schliisse bediirfen einer Abiinderung, wenn eine der Grossen a, b, ¢
verschwindet. Die obige erste Gleichung fiir G wire dann eine identische.

[5.]

Gleichung der Punkte der Kegelflsiche, in welcher die Punkte (1)(2) (3)(4)(5)
liegen, Spitze des Kegels im Mittelpunkt der Kugel zugleich Anfangspunkt der
Coordinaten. Achse der # geht durch den Punkt (3), also Ebene der yz geht
durch (1) und (5), Achse der y geht durch (1)

z Yy z

(3) 1 0 0

(4) cos1 0 sin 1

(5) 0 cos 3 sin 3

(1) 0 1 0

(2) cos 5 cos 4 ~—€0s3.8in 5

Gleichung

(¢.cost —x.sin1)(2.co083 —y.sin3)cos 2 = zy
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oder

zz = zz\atyz\y+ "*;/Zf:"azy

Durch Verinderung der Coordinatenflichen ldsst sich dieselbe in die Form
bringen

27 = La'a’+ Myy
Lost man die Gleichung auf
t(2t—1)* = aByde(t—1)
welche eine negative (G') und zwei positive Wurzeln (G, G”) hat, so wird
G224+ G2r+ GyYy = 0
GG G"= —4tabByde
) (G—1)(G'—1)(G"—1) = —¢
2G—1)2G—1)2G"—1) = —abyde

Fiir obiges Beispiel

t(2t—1)* = 20{t—1)

Wauarzeln —2,0973145, -+1,06931815, -+2,1279965
Setzt man
N 18 2
a8yde = o und \/((3:i:;:=cos34o

so wird .

t =4 —%cosd.y/(3w—1)

Das Verhalten der cubischen Gleichung

t(2¢—1)*
t—1

= abyde

(welche man am bequemsten mit Wemensace's Tafel auflost, wo fir :-E—-’-; =y

gesucht werden muss y—;—; = aByde, wonach dann 2¢—1 =% wird) fiber-
sicht man durch folgende Tafel
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¢ abyde ¢ abyde . ¢ aByde
o o +1.8  +16.6 +1.0 oo
“+10 ~+400.9 -+1.8 +152 ..., negativ
+ 9 43251 1.7 +-14.0 —1.0 o
+8 42571 416 +12.9 —1.618034 <+ 11.0901699
+ 7 41972 415 +12.0 —2 + 16.7
4+ 6 1452 1.4 +11.34 —3 + 36.7
45  4-101.2  41.309017 —-11.0901699 —4 + 64.8
4+ 4 4+ 653 1.3 +11.09 —5 +100.8
43 4 375 1.2 +11.76 —o00 oo

+2 4+ 18 + 1.1 -+15.84

Damit also drei reelle Wurzeln Statt finden, muss a8y6¢>11.0901699
oder '—;--}-‘i’—:—E sein, die Grenzwerthe fiir ¢ sind also: —-1.309017 = E—’%‘E und
—1.618034 = — V2,

(61
A, B, C, D, E die Winkelpunkte des Polygons
a, b, ¢, d, ¢ DPole der Diagonalen
0, 1, 2 diedrei Hauptachsen entsprechend den Wurzeln G, G',G" der

Gleichung

t(if.:l) = (tang A B.tang B C.tang CD.tang D E. tang E A)

wo fiir G die negative Wurzel genommen werden mag; so dass
Guu-4 +Gui+ G = 0

wenn # die Coordinaten irgend eines der Punkte A, B, C, D, E bedeuten,

n

also zugleich ww—+ ww -+ u"v" = 1.
Die Quelle der Hauptsétze ist in den zwei Gleichungen enthalten

tang £ 4. (2 G—1—tang 4 B?)

L cos0A4.cos0b = — (G—G(G=E6"

1
2 Gt
sin D E*
II. . COSOA.COSOC—— —4008.30.COSAB(G—GI)(G’*G")
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Die Gleichung I. reprisentirt 36 Gleichungen, die II. hingegen. .15 dazalle
Permutationen der Achsen und der Winkelpunkte erlaubt sind. Noch zierlicher
(in den anfinglichen Bezeichnungen, wo a = tang'CD*u.s.w.)

‘14 g—26G
. !cosOC.cos,Qd =4(G,_;)(G,,_G).\/e = A.\e
. 1+a—26G
{ cos0D.cosOc ::4(0'—((;)(0"—6)'\/6 = A.{/8
20+1—2a G
II. c0s0B.cos 0 B = (7 é)(G,, 5 \/Be=ua.\/8e

Die zehn Gleichungen I. kénnen nur fiir neun gelten, weil die Multiplica-
tion von finfen dasselbe Resultat gibt wie die Multiplication der fiinf iibrigen.
Es muss also zwischen den 10 Gréssen ¥, a, B, b ete. vier Bedingungsgleichun-
gen geben, welche am zierlichsten so dargestellt werden

65cC =eed D, 7¢dD = cae€ u.s. w. oder auch
6aAC = 70BD, YIBD =1203eCE u.s. w.

Es ist aber

3 b Db 3 ¢
b =28 0% s w., cos0a® = —? u.s. w.

[7.)
1843. April 20. Die excentrischen Anomalien ¢, @, ¢”, ¢”, ™ der Punkte
A, B, C, D, E sind durch die Gleichungen verbunden (G als negativ betrachtet)

sin s (?m_}_ (f‘”) G cost (?”"{" (p") _ G

cosi(e"—¢")  G"° SlD(? ’ csos(e—e")  G"° CcosQ
sing (¢'+9"") __ G(G— . _ G(eG—1 .
cos 3 (9'— ") \/ G"(G’ smcp T G"(2G"—1 )Sm?
cos i {¢'4 +‘?"") G(G— __ G(a6—1)
cos (¢'—¢™ = Ve (G' ) 08% = ey o8 ?

Die Relationen zwischen den Winkeln ¢° «', ©” sind am einfachsten auf

folgende Art darzustellen, \/'G%T =&, v G(f =1 gesetzt, wird & =
tang 4 (¢'—o™) __ tangi(p"—o®) __ tamgi(e"—¢') __ tamgi(e™'—¢") __ tangi(st—o¢™)
tang (0" —¢") T tang§(p""—9") T tangi(e*—o™) T tangi(e'—¢®) tang}(e"— o)

far ::‘:: gibt es einen dhnlichen Ausdruck, der sich hieraus leicht ableiten lasst.
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NACHLASS. PENTAGRAMMA MIRIFICUM.
In Zahlen .
log tang log tang logA
¢ = 50° 29" 20" 80° 54’ 55" 49° 13" 4"  0.79616 0.06418 9.81007
¢ = 92 56 38 55 49 27 15 16 125 0.16814 9.43617 9.182
¢ =162 8 4 83 48 52 59 41 16.5 0.96505 0.23313 9.97901
¢" =260 34 22 64 29 16.5 21 13 39  0.32127 9.58931 9.33515
¢"=291 6 47 74 57 29 34 35 48  0.57068 9.83871 9.
0.73196 = logén
(8.

Die o, ¢, ¢", ¢”, ¢ sind nichts anders als die Amplituden zu fiinf trans-
scendenten Argumenten, welche um 4K zunehmen (in der Bedeutung von Jacosr
p- 31) und wo der Modulus %

& G’ G’"G" G G" G” GG
=\/ —— =sinp, cosp =
G}LGI G GG G_/ =12
Das transcendente Argument selbst, unbestimmt genommen, ist

_t
Ge GG
( 1 1

G GG)“"’(G"G ' GG)”

S zdy—ydz
Vizz+yy)®

A in der Bezeichnung von Jacosr gebraucht so dass Ag = \/(1—2% sing?),
es sind

propositional
die drei Grossen ebenso den Zahlen oder
tang$(¢—¢") |tang$(¢"—¢’) |w.s. w. | G2G—1) \/(G Gf—a%) tang am$ K
nr n "y ua 1
tang { (¢"—¢") |tang i (p"—¢") —G\/(a G '—a'z») tang am3 K
Ag° Ag 1 1
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BEMERKUNGEN.

In diesem dritten Bande von Gauss Werken habe ich alle Abhandlungen und Aufsitze aus dem
Gebiete der allgemeinen Analysis und zwar speciell aus.der Thearie der algebraischen Functionen, der
Gausssischen Reihen und der Elliptischen Functionen, so wie einige Mittheilungen das Prarrsche Theorem
und die Construction von Logarithmentafeln betreffend vereinigt. Sie hestehen aus -einer Doctordissertation
(friher in Quart gedruckt); aus fruher veroffentlichten Abhandlungen: finf in den ‘Commentationes societa-
tis regiae scientiarum Gottingensis’ (Quart), eier in den ‘dbhandlungen.der koniglichen Gesellschaft der
Wissenschaften zu Gottingen’ (Quart) und einer im Crerceschen ‘Journal fir reine und angewandte Mathe-
matik’ (Quart); ferner aus sechs Anzeigen eigner Abhandlungen in den ‘Géttingischen Gelehrten Anzeigen
und Nackrichten® (Octav); aus zwdlf Mittheilungen iiber nicht eigme Schriften in den ‘Guttingiscken ge-
lehrten Anzeigen’ (Octay) (von Gauss nicht unterzeichnet aber in Betreff seiner Autorschaft durch die Acten
der Gottinger Universitits-Bibliothek verificirt), in der ‘Monatlichen Correspondenz zur Beforderung der Erd-
und Himmels- Kunde herausgegeben vom Freiherrn voN Zaca’ (Octav), in den ‘Astronomischen Nachrichten
herausgegeben von ScaumacaEr’ (Quart); und auch aus zwei Erliuterungen in der ‘Monatlicken Correspondenz’
und in Veea’s ‘Semmlung von Hiilfstafel’ (Quart) zu den Gaussischen Additions- und Subtractions-Loga-.
rithmentafeln, Diese Tafeln selbst habe ich hier nicht abdrucken lassen, weil sie sehr verbreitet sind und
das Format dieser Werke zum Gebrauche solcher Tafeln unbequem sein wirde.

Bei der Redaction habe ich dieselben Grundsitze befolgt wie in den frithern Bianden. Zur bessern
Ubersicht der Gegenstinde in einem so umfangreichen Bande sind die Haupilehrﬁitze auf gleiche Weise
durch den Druck ausgezeichnet. Zum leichtern Gebrauch sowohl der altern Ausgaben als der vorliegenden
babe ich bei den Verweisungen auf Schriften, die nicht in diesem Bande selbt sich finden, statt des Ortes der
Veroffentlichungen die eignen Titel so wie statt der Nummer der Seite die der Artikel angegeben, Auf
Seite 20 in Zeile 15 und 16 ist gemiss einer handschriftlichen Bemerkung °objectionem secundam et quar-
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tam’ statt ¢objectionem lertiam et quartam’ und in Zeile 19 ebenso ‘objectionem tertiam’ statt ‘objectionem
primam’ gesetzt. Ausserdem unterscheidet sich die vorliegende Ausgabe vap den frihern derselben Schrif-
ten nur durch die Berichtigung einiger Druckfehler, wobei ich zum Theil die Gaussischen Original-Manu-
scripte benutzen konnte.

Aus dem Handschriftlichen Nachlasse habe ich aufgenommen: die den Seiten 30 und 112 beigefiig-
ten Noten, den zweiten Theil der Abhandlung ¢ Disquisitiones generales circa sertem infinitam etc., eine
ausfihrliche Abhandlung aber Interpolation mit einigen in meinen Bemerkungen Seite 328 w. f. erliuterten
Zusitzen, und eine Reihe von Abhandlungen, die sichk auf die Elliptischen Functionen beziehen.

Die Handschriftlichen Aufzeichnungen habe ich hier wie auch friher bis auf Berichtigung von uner-
heblichen Schreibfehlern unverindert abdrucken lassen und meine Einschaltungen, die mit Ausnahme der
¢ Fortsetzung der Unlersuchungen tiber das urithmetisch-geometrische Mittel nur in kurzen Sitzen bestehen,
durch [Einklammerung] abgesondert, Die geschichtlichen Angaben und erforderlichen Zusitze fur den Nach-
lass iber hypergeometrische Reihen und Interpolation habe ich in den jenen Abhandlungen unmittelbar

folgenden Bemerkungen zusammengestellt.

Die Redaction der Gaussischen Arbeiten uber Elliptische Functionen wurde Seitens der Koniglichen
Gesellschaft der Wissenschaften zu Gattingen von Riemany gewunscht und ihm zu dem Zwecke die Hand-
schriften ibergeben. Leider hat er weder eine schriftliche noch mundliche Mittheilung aus diesen seinen
Studien hinterlassen. Erst nach dem bedauernswerthen allzufrihen Tode Riemanns und nachdem dex vor-
liegende dritte Band bis auf jenen Theil gedruckt war, konnte ich die Gavssischen Handschriften zu mei-

ner Bearbeitung ubernehmen.

Gauss hat von seinen Untersuchungen der Functionen, die wir jetzt die Elliptischen nennen, nur ei-
nen Theil veroffentlicht: eine Anwendung dieser Theorie auf die hohere Arithmetik in der Summatio guarun-
dam serierum singularium 1808 September und eine Anwendung auf die Bestimmung der Sicularstérungen
der Planeten in der Deternunatio allractionis, guam in punctum quodvis positionis datae ererceret planeta, si
&jus massa per totam orbitam ratione lemporss, quo singulae partes describuntur, uniformiter esset dipertita, 1818
Januar. Den grossern Theil hat er niedergelegt in einigen unvollstindigen Entwurfen zu Anfingen verschie-
dener Abhandlungen und in zahlreichen zwischen andern Arbeiten sehr zerstreuten Aufzeichnungen einzelner
Formeln, Diese im handschriftlichen Nachlasse befindlichen Untersuchungen habe ich hier in einzelnen
Gruppen zusammengestellt jenachdem sie vom Algorithmus des Arithmetisch-Geometrischen Mittels oder ei-
nem anderen diesem analogen und mit diesem in Verbindung gesetzten Algorithmus ausgehen oder aber
sich auf die speciellen Lemniscatischen Functionen beziehen oder endlich die Darstellungen der aligemeinen
Functionen durch Producte als wesentliches Hilfsmittel gebrauchen. Die Untersuchung des Pentagremma

mirificum bildet eine Anwendung der Funftheilung der ganzen Elliptischen Integrale.

Die Abhandlung mit den beiden Abschnitten de origine proprietatibusque generalibus numerorum me-

diorum arithmetico- geomotricorum und de functionibus transscendentibus quae ex differentiatione mediorum
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arithmetico-geometricorum oriuntur bildet die erste und zwar eine sehr sorgfiltig geschriebene Aufzeichnung
in einem Handbuche, welches, wie der Titel besagt, vondem Jahre 1500 an benutzst ist. Die Beschiftigung
mit diesem Gegenstande wird aber schon in einer viel frithern Zeit begonnen haben; nach Mittheilungen
itber eine mindliche Ausserung von Gauss, scheint er im Jahre 1794 die Beziehungen zwischen den arithme-
tisch -geometrischen Mitteln und den Potenzreihen, in denen die Exponenten mit den Quadrat-Zahlep fort-
schreiten , gekannt zu haben. .

Die Formeln fiir den in Art. 18. Seite 389. aufgenommenen Algorithmus, der die von Gavss ein-
gefiihrten neuen Transscendenten mit den Quadrat-Werthen der beiden Argumente zuriickfiihrt auf die Trans-
scendenten mit den einfachen Argument-Werthen, folgen in einem Handbuche unmittelbar auf eine astrono-
mische Rechnung an deren Schlusse steht ‘geendigt d. 2. May 1809’. Die Aufzeichnungen der anderen Un-
tersuchungen iber das Arithmetisch-Geometrische Mittel befinden sich theils auf einzelnen nicht datirten
Blattern, theils erscheinen sie in den Handbiichern wegen ihrer Kirze an einigen, friher zu grosserer (ber-
sichtlichkeit zwischen verschiedenartigen Arbeiten leer gelassenen, Stellen niedergeschrieben und erlauben
keine sichere Zeitangabe.

Wie schon in Art. 12 bemerkt, habe ich geglaubt zur Annehmlichkeit fir den Leser diese sehr zer-
stuckelten Untersuchungen durch eine zusammenhangende Darstellung vereinigen zu mussen selbst auf die
Gefahr hin, hier einige Entwickelungen hinzustellen, die von Gavse nicht ausgefihrt worden sind, wie
z. B. die Ableitung der Differentialgleichung fur das Arithmetisch-Geometrische Mittel ohne die Reihen~
Entwickelung und die Darstellung durch bestimmte Integrale vorauszusetzen, eime Ableitung, die sich an
die in Art. 10. ausgefuhrte Untersuchung anschliesst und sich von der von Herrn Borcmixpr gegebenen
ersten derartigen Ableitung unterscheidet. Die in Art. 17. angeregte Frage iber den Zusammenhang zwi-
schen den binaren quadratischen Formen mit negativen Determinanten und den von Gauss gefundenen
neuen Transscendenten findet ihre vollstindigste Erledigung durch die Untersuchungen des Herrn Ksox-

eckER iliber diesen Gegenstand.

Far die Lemniscatischen Functionen besitzen wir die von Giuss in eimem Handbuche verzeichnete

Zeitbestimmung ¢ Funct: Lemniscaticas considerare coeperamus 1191, Januar. 8. Von den im Nach-
lasse vorhandenen Aufzeichnungen scheint nach Papier und Form der Handsehrift zu urtheilen, die auf
einem besonderen Blatte stehenden und hier von mir mit 1, 2, 3, 1 bezeichneten Artikel der ersten Gruppe
der Untersuchungen iber die Lemniscatischen Functionen die friheste zu sein. Die folgenden hier auf'
Seite 106—412 unter der gemeinsamen von Gavss an mehreren Stellen gebrauchten Uberschrift: ‘Finige neue
Formeln die Lemniscatischen Functionen betreffend’ zusammengestellten Aufzeichnungen derselben ersten
Gruppe gehoren einer ungleich spatern Zeit an, die darin enthaltenen Resultate sind auch wohl viel friher
gefunden und theils zur Gedichtnissprobe, theils in dem Streben recht elegante Formeln zu erhalten von
Neuem niedergeschrieben und zwar in zwei Handbiichern, von denen das eine im ‘November 1301’ das andere
““m Maz 1809 angefangen’ ist. Die Functionen sin. lemn. so wie cos. lemn. bezeichnet Gavss tberall durch
die aus der Zusammenzichung von s und ! so wie von -¢'und ? gebildeten Schiiftziige. - Da diese bis jetst
nicht in Druckzeichen vorhanden sind, so habe ich sie hier durch die Worte selbst ersetzt. oo
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Von den Untersuchupgen, welche sich vorzugsweise auf die Darstellung derd.emniscatischen Functio~
nen durch unendliche Producte und durch trigonometrische Reihen beziehen und welche ich als eine zweite
Gruppe z.usammengestellt habe, bilden die ersten vier Artikel die Scheds prima eines nach der Angabe
des Titelblattes im Juli 1798 begonnenen Notizbuches. Die Artikel 1, 2, 3 sind von Gavuss selbst num-
merirt, dann folgt im selben Hefte unmittelbar der Inhalt von Art.[4.] [5.] Seite 415, und hienach mit
vielfachen Unterbrechungen durch Astronomische Untersuchungen der Theil der in Art.[17.] Seite 431 auf-
genommene;z Rechnungen, der mit lateinischem Text erlautert ist, und die einzelnen Theile des Inhalts
von Art. [6.] [7.] Seite 417,418, Der Inhalt von Art.[s.] [9.] [10.] Seite 418, 419, Art [15.] [16.]
Seite 423—425 findet sich zerstreut in einem 1799 November angefangenen Notizbuche. Die Aufzeichnun-~
gen der ibrigen Untersuchungen gehéren, vielleicht mit Ausschluss der Funftheilung des ganzen lemnisca-
tischen Bogens Art. [13.], wohl einer spitern Zeit an und befinden sich, ausser den in Art,[14.] wiederge-
gebenen und in ein Handbuch nach dem 20. Febr. 1817 eingetragenen Summationsformeln fiir das Lemnisca-

tische Integral der zweiten Art, alle auf einzelnen Blittern.

Die der Zeit nach erste unter den im Handschriftlichen Nachlasse erhaltenen die allgemeinen El-
liptischen Functionen betreffenden Aufzeichnungen ist wohl die im November 1799 begonnene auf Seite
433—435 abgedruckte Abhandlung Zur Theorie der neuen Transscendenten L. die sich in einem Notiz-
buche dessen Titelblatt die Aufschrift * Varia, imprimis de Integrali du Novembr. 1799’

; ) V(1 + ppsine®)’
tragt, zwischen Untersuchungen uber ganz verschiedenartige Gegenstinde zerstreut befindet.

Die Abhandlung II mit der Uberschrift ‘Zur Theorie der transscendenten Functionen gehorig’ folgt
in einem Handbuche unmittelbar nach den in der ZTheoria motus corporum coelestium wiedergegebenen
Haulfstafeln, Diese Untersuchungen, insbesondere die auf die Siebentheilung bezuglichen, werden wohl

dem Jahre 1808 angehoren und die Veranlassung zu einer Mittheilung an ScEUMACHER gewesen sein.

Die Abhandlung III. mit den Eingangs-Worten ‘Die Theoreme in Bezug auf diejenigen Reihen und
unendlichen Producte, welche zu der Theorie der Arithmetisch-Geometrischen Mittel gehoren, ordnen wir
so:’ Seite 446—460 folgt in einem Handbuche unmittelbar nach einer astronomischen Rechnung, der die

Bemerkung beigefugt ist ‘geendigt den 28. April1509°,

Die Abhandlung IV. ‘Hundert Theoreme uber die neue Transcendente’ Seite 461—469 steht auf

einzelnen Blittern ohne irgend eine Zeitangabe,

Die Abhandlung V. Seite 470—480 mit den Eingangsworten ‘Allgemeines Theorem’ enthalt die bei-
den Zeitangaben 1827 Aug. 6. und Aug. 29, Der letste Theil dieses Aufsatzes bildet wohl eine der fri-
hesten Vorarbeiten von GA\USS fur seine ‘Allgemeinen Lehrsatze in Beziehung auof die im verkehrten Ver-
hiltnisse des Quadrats der Entfernung wirkenden Anziehungs-und Abstossungskrifte’ und lassen vermu-

then, dass.er den Zusammenhang dieses Gebietes mit einem anderen Gebiete der Analysis, nemlich der
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Theorie der Functionen mit complexen Argumenten erkannt habe, ein Zusammephang welcher Rumwawy
auf ein so fruchtbares Gebiet der Forschung gefithrt hat.

Die Untersuchung des Pemtagramma mirificum, eines sphirischen Fanfecks, dessen finf Diagonalen
Quadranten sind, befindet sich an zwei getrennten Stellen in einem Handbuche, auf einem besonde-
ren Blatte der Art.[4.]. Das, was ich hier als Art.[1.] und [2.] bezeichnet habe, ist vor dem 23. Ja-
nuar 1836 geschrieben, das andere enthilt in Art.[7.] die Zeitang'abe 1843 April 20.

Zwischen den untér Nr. I. zusammengestellten Untersuchungen tber die neuen Transscendenten be-
findet sich auch der Anfang einer Abhandlung mit der Uberschrift  Motus solidi a nullis viribus sollici-
taty’.  Das Problem ist dort bis zu dem bei der bekannten Auflsung auftretenden elliptischen Integral
gefuhrt, so dass zu vermuthen steht, Gauss habe erkannt, dass die Gleichungen zur Bestimmung dieser
Bewegung mit Halfe der neuen Transscendenten in endlicher Form erscheinen.,

Die Aufzeichnung der hier unter V. zusammengesteliten Untersuchungen iiber die neuen Trans-
scendenten, mit den Zeitangaben 1827 August 6 und August 29 ist wohl durch die Jacomischen Briefe
an Scmusacmer datirt aus Konigsberg von 1527 Juni 13 und Aug.2 deren ersterer die algebraischen Glei-
chungen fur die Dreitheilung und Fiinftheilung elliptischer Integrale der andere die Gleichung zwischen den
trigonometrischen Tangenten der Argumente fur die Transformation beliebigen Grades gibt, veranlasst
worden. Diese beiden Briefe sind in der im Monat September 1827 ausgegebenen Nr. 123 der ‘Astrono-
mischen Nachrichten’ veréffentlicht, aber im Original zuvor an Gauss mitgetheilt worden, wie aus den
Gavssschen Briefen an Scmumaceer vom 4. und 19. Aug, 1827 hervorgeht; Die Beweise jener Jacom:-
schen Lehrsitze hat dieser selbst durch einen aus Kénigsberg vom 18. November 1827 datirten in der im
Monat December 1827 ausgegebenen Nr. 127 der ‘Astronomischen Nachrichten’ abgedruckten Briefe an
Scaomacuer veroffentlicht,

Zu dieser Zeit war noch nicht, aber doch im selben Jahre, durch das zweite Heftdes zweiten Bandes
des CrerLeschen Journals fur reine und angewandte Mathematik die Abhandlung von ArExr ‘Recherches
sur les fonetions elliptiques §. 1. —§. VIL. erschienen, und dieses war wohl diejenige Arbeit Arers, von
der Gauss am 30, Mai 1828 an ScruMmacrEr schreibt, ‘die, Ihnen gesagt, mir von meinen eignen Unter-
suchungen wol ! vorweggenommen hat, und mit diesen zum Theil selbst bis auf die gewahlten bezeich-
nenden Buchstaben ibereinstimmt’.

Auf dieselbe Arbeit bezieht sich wohl die folgende Stelle eines Briefs von CreLe an AseL vom
1$. Mai 1828: — — Voici ce que m’écrit Mr. Gauss de Goettingue que j’avais également prié de m’en-
voyer quelque chose sur les fonctions elliptiques dont il s’occupe, comme j’ai appris, plus de 30 ans. *D’au-
tres occupations m’empéchent pour le moment de rédiger ces recherches, Mr. Amer m’a prévenu au moins
d’un tiers. Il vient d’enfiler précisément la méme route dont je suis sorti en 1798. Ainsi je ne m'étonne
nullement de ce que, pour la majeure partie, il en soit venu aux mémes résultats. Comme d’ailleurs dans
sa déduction il a mis tant de sagacité de pénétratien et d’élégance, je me crois par cels méme dispensé

de la rédaction de mes propres recherches.” — —
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Auch uber Leeexoge besitzen wir einen Ausspruch von-Gavss. In einem Briefe ohne Datum schreibt
er an Ousers ‘Sie verlangten in Ihrem letzten Briefe [wahrscheinlich derjenige ‘Bremen d. 16. Aug. 1817,
Empfangen den 25. Aug.’ bezeichnete; die Briefe aus jenen Monaten sind: O. an G. Juli 17. — G. an
O. Aug. 2. — G. an O. der hier im Auszuge mitgetheilte ohne Datum — O. an G. Nov. 2. — G. an
O. Dec. 2.], allerthenerster Freund, mein Urtheil uber Mossorris in den Maildnder Ephemeriden gege-~
bene Methode die Bahnen von H. K. zu berechnen. Als ich Ihnen neulich schrieb, war mir der Gegen-
stand nicht gegenwirtig genug, ob ich gleich jenen Aufsatz fruher so weit gelesen hatte, dass ich ein
Urtheil dariber vorlaufig gefasst hatte. In jenem Augenblicke erlaubte mir meine Zeit nicht, mich gleich
wieder gehdrig in die Sache hineinzustudiren, und ich iiberging daher Ihre Anfrage. Seitdem habe ich
nun wieder Anlass genommen, jenen Aufsatz noch einmal zu lesen, und in den eigentlichen Geist weiter
einzudringen, und ich will heute eine Stunde dazu anwenden mich mit Thnen uber diesen Gegenstand zu
unterhalten.’

‘Geneigt, wie ich von jeher gewesen bin, jeden neuen originellen oder genialen Gedanken mit
Liebe aufzunehmen®*), wurde ich von der wirklich neuen Idee in Mossor'n's Aufsatz bei meiner ersten
Lecture frappirt.” — —

*) ‘Ich brauche Ihnen wohl nicht zu sagen, dass die neuliche wunderliche Recension von LEGENDEE’S

Ezercices de calcul Intégral in unsern G. A. [Gottingische gelehrte Anzeigen 1817 August 14,] nicht von
mir ist, da dieses Werk so manches der oben erwshnten Art enthalt.’

Es verdient noch besonders ausgesprochen zu werden, dass in Bezug auf die Theorie der Theilung
des Lemniscaten-Bogens der Handschriftliche Nachlass nichts enthilt, als was der vorliegende Abdruck an
Hilfssatzen dazu darbietet, wihrend in dem Werke ‘Disquisitiones arithmeticae’, welches Juli 1801 aus-
gegeben worden, Art. 335 der Sectio septima, de aequationibus circuli sectiones definientibus, gesagt wird
— ‘Ceterum principia theoriae, quam exponere aggredimur, multo latius patent, quam hic extenduntur.
Namque non solum ad functiones circulares, sed pari successu ad multas alias functiones transscendentes
applicari possant, e. g. ad eas quae ab integrali v—(lé;?—) pendent, praetereaque etiam ad varia con-
gruentiarum genera: sed quoniam de illis functionibus transscendentibus amplum opus peculiare paramus,
de congruentiis autem in continuatione disquisitionum arithmeticarum copiose tractabitur, hoc loco solas
functiones circulares considerare visum est. —

Aser und Jacomr haben Gauss’ Untersuchungen uber die Elliptischen Functionen nicht vorgefunden,
sie mussten dieses Gebiet der Wissenschaft von Neuem entdecken.

Die speciellen Beziehungen zwischen den Arbeiten von Gauss in diesem Gebiete der reinen Analysis
und den Arbeiten von Anderen werde ich in einer besondern Schrift im Zusammenhange mit einer Ge-
schichte der gesammten wissenschaftlichen Thatigkeit von Gavss darzustellen versuchen, wahrend ich in
diesen seinen eignen Werken angeschlossenen Bemerkungen nur die betreffenden actenmissigen Thatsachen
aufgenommen habe.

Gottingen im Juni 1s6s.

ScrERING,

B




