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FORTSETZUNG DER UNTERSUCHUNGEN

UBER DAS ARITHMETISCH GEOMETRISCHE MITTEL.

[Die weiteren Untersuchungen von Gauss tiber das Arithmetisch geometri-
sche Mittel sind so unvollstéindig, nur in den Endformeln, und mit so wechseln-
der Bezeichnung niedergeschrieben, dass fast alle Ubersicht fehlen wiirde, wenn
der Abdruck nur jene Formeln ohne nebenhergehende Erlduterung wiedergibe.
In den folgenden Artikeln habe ich die im Nachlasse gefundenen Stellen hervor-
gehoben und durch solchen Gedankengang verbunden, wie er vielleicht die Ver-
anlassung gewesen ist, dass Gauss die betreffenden Resultate unter einem erkenn-
baren gemeinsamen Gesichtspunkte anfgestellt hat.]

12,

[An mehren Stellen bedient sich Gauss neben den in den vorhergehenden
Artikeln betrachteten beiden urspriinglichen Reihen von Grossen (a, b), welche
sich auf dasselbe arithmetisch geometrische Mittel beziehen, auch noch einer
dritten Reihe von Grossen (¢), die mit jenen durch die Gleichung aa = bb--cc,
welche fiir jeden gemeinsamen Index der drei Glieder (a,b,¢) gilt, zusammen-
hingt. Nach den Festsetzungen in Art. 2 kénnen die Gleichungen zur Berech-
nung der riick- und vorwérts folgenden aus @, b, ¢ abgeleiteten Grossen in die
Form gebracht werden:
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"a ='a+¢c, - ‘a=a-+c, a, 24 = a-b, 24" = a'+-b, .
! N
" = a—'c, " =a—c, b, bt = ab, b = a'b,
llcllc—”4ac ,C,c=4ac, c, 26’:&—'—'b, 2cu:al_bl,

Hieraus ergibt sich unmittelbar dass, wihrend

M(a,b) = M@ b")=  M(,") = lima™ = limd® fir m = co
ist,
M(a,c) = 2"M(a", ¢") = 27" M(%a,%) = lim 5 = lim fir m = co

wird und sich damit die dem ersten Beispiel in Art. 3 angefiigte Bemerkung, dass
die “a, *t'q, "% etwa wie die Glieder einer geometrischen Reihe mit dem Quo-
tienten 2 zunehmen als allgemein giiltig erweist, ferner dass fiir den im Bei-
spiel 4 Art. 3 berechneten Fall a=105\/2=c{/2 bei jedlem n: %a = 2".4"
Bh = 2% ¢", "c = 2".b" ist

Die Art der Anniherung jener Grossen an ihre Grenzwerthe ergibt sich aus
den folgenden Reihenentwickelungen

M(a,b) = a®*—cT — 2 — | Pt

M(a,b) =Pt et

M(a,c) = 9" 15 __ 2—&-—1‘ n—Hb _— 2——%—2 . n+2b _— . — 2—n-—~m.n+mb__

M(a, C) — 9™ D, +2—n——1 .B'Hb — 2 n+2b____ L — 2-—-%—m.n+mb__
M(a,b)® = a".a" —4 . P — T M — L — R o
M(a,b)® = b". 0" 4. P — g T AT — L g

M( , c)z — 972 1, nc"'l"%‘ 9—2n np np —3 2.24r—2’n+lb oy
3 9—m—2m n+mb n+mb
% . . -

M(a, 6)2 — 2—-2n_na.na__?,_2—2n’nb'nb__%_ '2“2“'2.?+1b.n+ib—-— .

— g mnam b ey
VM(a,b) = \/an-—-\/c“"’z—-\/c“‘*"—- — e
VM(a,b) = \b* 4 /et \/cw-...-—\/cwm-— - a
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VM(a,¢) = {2 a— 2R Rt fond B | fgtm ey

\/M(a, c) — \/2-—%‘ nc+ \/2-—71——2. n+2b-—-—\/2"'"'4. n—l—éb~__ L. _ﬁ\/.z—w—zm' ntemp
s = wlogdE — R log i — . — s log frmm — -
208 = Lloga 0 logln 4 +2M,,. logZ® ..
3 = 10g2 — logﬂa‘i% — o palog e
P{ ’ m,' Z; ; loo B3 +2n+al°g % n¥i, + R T 2n+m 1082‘“:::’0

In den vier letzten Gleichungen ist _12:_ statt der fiir bestindig wachsendes m
geltenden Grenzwerthe beziehungsweise von

M (@™, c™) an. M (@ ™) jo B M (%, b) mg M ("a, ™) m+*c
M@ 981m  MEm 108 e w084y ey 108

das ist statt des Grenzwerthes von M(1,e) ]og—:— fiir bis zur Null abnehmende
positive Werthe des ¢ gesetzt. Es folgt nemlich zuniichst aus jenen Gleichun-
gen, in welchen, wie die Relationen

CoE) =g =2 6 =Y

leicht erkennen lassen, die zu logarithmirenden Werthe, so bald sie alle reell
sind, vom zweiten Gliede der Reihe an bestindig bis zur Einheit hin abneh-
men, dass die gesuchte Grosse eine vollig bestimmte und z. B., wenn man
a=b\/2 =c\/2 setzt, eine zwischen den Grenzen 2log2 und t2log2? einge-
schlossene Grosse ist. Die obigen Gleichnngen gelten auch fiir complexe Wer-
the der Verinderlichen, wenn man » = 0 setzt und diejenigen Werthe der
log™a, log™c. loga, logb, logc, loga™, Ibgbm zu Grunde legt, welche durch
stetige Anderung derselben aus den reellen Grossen folgen. Nimmt man nun
als ein System (a,b,c) das der Bedingung a = by/2 = c¢y/2 unterworfene und
aus reellen Grossen bestehende, ferner als anderes System (a,8,7) dasjenige,
fir welches a=¢, 6 =b\/—1, y =a = by/2 = ¢y/2 ist und die durch Wur-
zel- Ausziehung zu bestimmenden Werthe von 8™ und ™y positive reelle Theile
erhalten, so kann man ein drittes veréinderliches System (4, B, C) aufstellen,

welches von dem einen (a,d,¢) zu dem andern (a,®,7) stetig ibergeht, und zwar
i1 . 48 -

’

&|<>\

= 1-—

K
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so, dass bei diesem Ubergang keine der Verinderlichen ™4, ™C, 4, B, C, A™, B™
den Werth Null beriihrt oder einen negativen reellen Theil erhilt. Die letzte
jener Gleichungen, z gleich Null gesetzt, gilt also sowol fiir das System (a,b, ¢)
wie fiir («,6,7) und da

M(e,8) = +(1+V—1)M(a,b), M(a,7) = M(a,c) = M(a,b)

ist, wird -725\/—-1 =1logy/—1; eshatalso = die gebriuchliche Bedeutung als Ver-
hiltniss-Zahl der Linge des Umfangs eines Kreises zu dessen Durchmesser.

Mit Hiilfe dieser Betrachtung lisst sich auch die Richtigkeit der folgenden
von Gauss aufgezeichneten Bemerkung erweisen, der ich die hier benutzte Be-
zeichnungsweise zu Grunde lege und ein von Gauss berechnetes Beispiel folgen
lasse:)

Die Arithmetisch- Geometrischen Mittel gestalten sich anders, wenn man fir
ein b, 0", b". . den negativen Werth wihlt: doch sind alle Resultate in folgender
Form begriffen :

1t 47k
M(ab) — M(z,8) ' M(s0)

[wo % eine ganze reelle Zahl bedeutet.]
Beispiel fiir einen imagindren Werth des A. G. Mittels

a = 3.0000000 log .. 0.4771213 a == 3.0000000 log .. 0.4771213-
b = 1.0000000 0.0000000 ¢ = 2.8284270 0.4515450
a = 2.0000000 0.3010300 +.a = 2.9142i35 0.4645214
b = 1.7320508 0.2385606 +./c = 29129510 0.4643332
a’ = 1.8660254 0.2709175  +."a = 2.9135822 0.4644273
b = 1.8612098 0.2697953
a” = 1.8636176 0.2703568
b” — 1.8636159 0.2703564
"= 1.8636167 0.2703566
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a = 3.0000000 log .. 0.4771213 0

b = 1.0000000 0.0000000 360°

a = 2.0000000 0.3010300 0

b = —1.7320508 0.2385606  180°

a’ = 0.1339746 9.1270225 )

- -+-1.8612098¢ 0.2697953 90°

a” = 0.0669873 -+ 0.9306049¢ 9.9698876 85° 52’ 58”10

b = 0.3530969 —+0.35309691 9.6984089 45 0 0

a" = 0.2100421 - 0.6418509¢ 9.8295254 71 52 46.58

" = 0.2836930 —}-0.6208239¢ 9.8341482 65 26 29.05

a’ = 0.2468676 —-0.63133744 9.8311572 68 38 36.05

b’ = 0.2470649 —0.6324002¢ 9.8318368 68 39 37.82

a = 0.24699625-0.6318688¢ 9.8314971 68 39 6.95

P — 0.24699625-}0.6318685% 9.8314970 68 39 6.93

a™= 0.24699625-}0.631868651¢ 9.83149705 68 39 6.94
N . 1 47

13.

[Die Differentiale erster Ordnung der einzelnen Glieder des vollstindigen
Algorithmus eines arithmetisch geometrischen Mittels sind in Artikel 9 auf zweier-
lei Weise zu einander in Beziehung gesetzt. Die eine umfasst nur die Differen-
tiale der Logarithmen der Quotienten jener Grossen, sie ergibt sich aus der wie-
derholten Anwendung der beiden Relationen aa = bb-}-cc, %’ = Zig. und
kann durch Benutzung der im vorhergehenden Artikel gewonnenen Resultate zu
ciner Werthbestimmung des Differentials vom Quotienten zweier zusammenge-
horiger arithmetisch geometrischer Mittel erweitert und so dargestellt werden,
dass E—:dlog%, welches mit A bezeichnet werden mag, fiir jedes positive und
negative #, wenn nemlich ein negativer nachstehender Index » als gleichbedeu~
tend mit einem voranstehenden positiven Index von gleicher absoluter Grésse

gedeutet wird,
AQ %
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d log =1, ' d log M@ )

dlogi = 2 " M(z,3). Miz, ) M(a, b)

dlog —= =

= 5w o o
ist. Die andere Beziehung erstreckt sich auch mit auf die Differentiale der Lo-
garithmen von zweigliedrigen Producten, sie folgt aus 6% = ab und ‘¢’c = 4ac

in der Form
dlog(a™.b™) = dlog(a -1 bm+‘) —A. 2m+1 oot ot
d log (®a.™c) = d log(®t'a.™t¢) 4-A.

m-1 b. m--t b

2m+1 .

und ergibt, wenn man m bis zur unendlichen Grenze wachsen lisst, die in
Artikel 9 aufgestellte Gleichung und die dieser entsprechende nemlich :

2dlogM(a,b) = dlog(a®. 3" A (2" ! T ATg | gt pdmoedm
2dlogM(a.c) = dlog("a."c) —A %Q—n_x~n+1b.n+1b+.—|—2"”—m,n+mb.n+mb+_§

Hieraus kann durch Elimination der Differentiale mit Hiilfe des oben ge-
fundenen Ausdrucks fir A die Gleichung

IM@b) M(g,c) = .. —2 FTPETR PR T g
-9t gt gt — T o gt atm adm

T e .

abgeleitet werden, welche Gauss neben der im vorigen Artikel wiedergegebenen
ersten Gleichung fiir : ﬁ g“’ bi aufgezeichnet hat, ohne den Weg, auf welchem
sie gefunden waren, anzudeuten.]

14.
[Fiir die vollstindigen Differentiale zweiter Ordnung findet man unmittel-
bar aus den Ausdriicken fiir A, dass jedes mit gemeinsamen Index behaftete Sy-
stem von Gliedern a, b, ¢ die drei Gleichungen

dlogb dloga = J,—d( dlog7)
K dlog;.dlogb = %—d(Kdlog;)
tdlogs.dloge = 4d (g dlog3)

erfillt. Multiplicirt man darin die Zdhler und Nenner unter den zweimal zu
differentiirenden Logarithmen der Reihe nach mit a, b, ¢ und 13st alle Logarith-
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men von Quotienten in Differenzen von Logarithmen auf, so ersicht man leicht,
dass der Ausdruck

1 dloga®.dlogd” —4d (5 dloga™ )
der mit D bezeichnet werden soll, seinen Werth nicht #indert, wenn man statt

a" und 5" setzt: a" und ¢" oder: 5" und ¢". Nimmt man das Mittel der bei-
den letsten so entstandenen Ausdriicke und beriicksichtigt, dass

dloga®+dlogh® = 2dlogh™ !

ist, so folgt, dass man in jenem Ausdruck ohne dessen Werth zu #ndern statt
der beiden genannten Grossen auch ¢ und 57! setzen kann und ferner,
wenn man in diesem wieder dlogc® durch fdlogat'4 tdlogc™t! ersetat,
dass man mit demselben Erfolge "' und "' statt o® und 5° setzen kann.
Es ist also der Werth jenes Differential- Ausdrucks unabhingig von # und dem-

nach gleich
D = 1 dlogb”.dlogc” —4d(5dlogb”c?)
= ydlogc”.dloga” —4d (5 dlogc”a®)
= ydloga”.dlogd”— 4d (5 dloga"")

1 1 1 1
= M(a,b)d{xdm} = M{a,¢) d{zdm}

Setzt man a als unverinderlich voraus, so wird

D = Abbcc = —bbdlogh = ccdloge

und es entsteht die in Artikel 8 aus der Reihenentwickelung abgeleitete fiir
a a

Moo und Mol als Werthe von g geltende Differentialgleichung
ddp—%2.dp—AABbec.p =0
aus welcher sich nach den Untersuchungen in der Abhandlung *Determinatio se-

riei nostrae per aequationem differentialem secundi ordinis’ auch wieder die Dar-
stellung durch die Gaussischen Reihen:

ce a 56
i‘(\{_(?;m:F(‘}'i"%’ls;;)’ W=F(%,—§-,1,;;)
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und als specielle Fille der dortigen Gleichungen {90] und [96] der oben Art. 12
gefundene Grenzwerth von M(1,¢)log % und die im vorigen Artikel aufgestellte
Differentialgleichung erster Ordnung zwischen M(a,b) und M(a,c) ergeben.]

15.

[Die Differentialgleichung zweiter Ordnung fiir die Glieder der Reihe des
arithmetisch geometrischen Mittels nimmt eine Form an, in welcher sie Differen-
tiale nur von Quotienten der Verinderlichen enthilt, wenn man mit einer belie-
bigen Grosse e den Ausdruck D--d( —Al- d log e)-[—% (dloge)® bildet, dieser wird
nemlich

9
an-

—\(eed®b") . d (g AYED ) — K (dlog )

Aarpr”
ein Ausdruck, dessen Werth also unabhiéngig von # ist und sich auch nicht &n-
dert, wenn man 5" und ¢" oder ¢" und @ statt " und b" setzt. Derselbe ver-
wandelt sich fiir bestédndig wachsende positive und fiir negative » in

1 M (e, )
AM (q, by d e

1 M(a, ) §

—eM(a,b).d{ A.—M(m P

| und in —eM(a,¢).d

dagegen fiir » gleich Null und fiir a, b, ¢ als besondere Werthe von e bezie-
hungsweise in -+Abbec, —Accaa, —Aaabb.
Setzt man also zur Abkiirzung

— _b ¢ M@t g
\/M—@T) =P \/M(a,b) =9, \/m -7, —ﬂM(a,c) = loby

so wird mit Riicksicht auf die Gleichung fiir A in Art.13:

A L — — 1 r—_1 r__1 P
T M(a,b)* = tdlogy ._p,dlogq _q‘dlogp = r—‘dlog;

— PP !

1 .?__Z 1 d-—!— rr 1 E Y

— o 4 angy - w7 = i Uagy - 479 = e (Tiogy - 457

und von gleicher Form werden die Ausdriicke des —%M(a, ¢} in
a e b M(a, ¢)
\/M(a, Ak \/M(a, AR \/M(a, 9" T M(q,3)

Die Elimination von je zwei der drei Gréssen p, ¢, r ergibt

r_ 1 1 q-t ype__16 1 ! odly—1 =
i1@‘dlogz/ Og[p‘dlogyd(dlogy' ppm p® dlogy (dlogy‘ pp) =20
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als Differentialgleichung sowol fiir p als anch fiir ¢ und fiir », das ist fiir

a b M{a,
\/M(a, 5 \/M(a’b) und \/ﬁ"(%b”) und ebenso auch, wenn man -—-'mﬁ%% = logz

statt logy darin gesetzt denkt, als Differentialgleichung fiir \/ﬁ‘(‘fi’cj \/M—(:”E? und

b
\/M (a, €) ]

16.

[Die Darstellung der Quotienten der Grossen a, b, ¢, M(a,b), M(a.¢) durch
Reihen, die nach Potenzen von y% oder z* fortschreiten, lisst sich mit Hiilfe
der Fundamentalsiitze des hier zu untersuchenden Algorithmus z. B, in folgender
Weise ausfiihren.

Nach der Definition von y und dem in Art. 12 fiir den riickwirts verlin-
gerten Algorithmus aufgestellten Satze wird:

M(a,8) M(an 2%
T Mg, —ﬂan(an,c") - lOg"y

also nach den Gleichungen in Art.12 der Grenzwerth von %g"‘zm -/ N :;" 7 fiir ein
immer wachsendes z, oder was dasselbe ist, der Grenzwerth von %y'* (),
wo r(y) statt \/ ﬁ,—g) gesetzt ist, fir bis zur Null abnehmendes positives yt
gleich der Einheit.

Bezeichnen wir noch / H&T) und / 1\4—(43‘,7) durch p(y) und ¢(y), so folgt
aus aa = bb-+cc und den beiden Gleichungen fiir /M(a,5) in Art. 12

P9) = 14+r(g)Fr (@) +r ™)+ @)+
aly) = 1—r(@)+ 1@ ™) + )+
r(9)'=rp)'—q)

Die Reihen fiir p, g, r, Wel/che nach ganzen Potenzen von y* fortschrei-

ten und diesen Bedingungen geniigen, findet man, so weit man die Entwicke-
lung ausfiihrt von der Form:

pO)= 142+t 2 + .y +
gy)= 1—2y+2 —2° +. . £2™ F..
r(y) = 20t 29829 29 . L o200
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Dass das hier angedeutete Gesetz fiir die Bildung der Glieder das allge-
mein giiltige ist, scheint Gauvss unter Anderem auch auf folgende Art bewiesen
zu haben. Neben den entsprechenden Gleichungen, welche sich auf Reihen mit
zwei Argumenten beziehen und weiter unten in Art. 23 und 25 Platz finden wer-
den, hat Gauss sich die Aufzeichnung gemacht:]

Zur Theorie der Zerlequng der Zahlen in vier Quadrate.

Das Theorem: das Product zweier Summen von vier Quadraten ist selbst eine
Summe von vier Quadraten, wird am einfachsten so dargestellt:
es seien I, m, A, p, X', o sechs complexe Zahlen, so dass A\, X' und p, p’ sociirt sind.
Durch N bezeichne man die Norm. Es ist dann

(NI4+Nm)(N A+ Np) = N{A+mp)+ N ({p'— m))
[und also auch

IN(@n—+in)+N@,Ain, )} {N(1—1) 4+ N(1-40)}
= Nim+n~+n—n)+i(—n+n+n-+n)!
+N{n+n—n~+n)—i(+n—n+n-+4mn,)}

Hieraus lassen sich leicht die beiden folgenden Sitze ableiten, in welchen
verschiedene Darstellungen einer Zahl durch eine Summe von vier Quadratzahlen
sich beziehen auf die verschiedenen Werthensysteme der vier Wurzeln mit Be-
riicksichtigung sowol der Zeichen als auch der Reihenfolge der Wurzeln, worin
ferner unter den geraden Zahlen auch die Null mit begriffen wird.

Ist das Vierfache einer Zahl von der Form 4%k-1 durch vier ungerade
Quadratzahlen darstellbar, so ist sie selbst halb so oft durch eine ungerade und
drei gerade Quadratzahlen darstellbar, und umgekehrt, ist eine Zahl in der letz-
tern Weise darstellbar, so ist ihr Vierfaches doppelt so oft in der ersten Weise
darstellbar.

Ist das Vierfache einer Zahl von der Form 4%-3 durch vier ungerade
Quadratzahlen darstellbar, so ist sie selbst halb so oft durch eine gerade und
drei ungerade Quadratzahlen darstellbar und umgekehrt, ist eine Zahlin der letz-
tern Weise darstellbar, so ist ihr Vierfaches doppelt so oft in der erstern Weise
darstellbar.

Mit Hiilfe dieser beiden Sitze ldsst sich unmittelbar beweisen, dass die
obigen Reihen der Gleichung r(y)* = p(y)*—¢q(y)* geniigen, und ferner durch



#
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die wiederholte Anwendung dieser Relation, dass, wenn man nach dem Schema
prg=2p, p—g=2r. (V=)=

aus den Werthen der Quadrate der beiden ersten Reihen, nemlich pp und g¢g¢,
als Anfangsglieder die Glieder des Algorithmus eines arithmetisch geometrischen
Mittels fiir positive gerade Indices bildet, auch

PP=p ), C=q), Pm=r)

wird. Durch Ubergang zu dem Grenzwerthe von n entsteht also nach Art. 12:

= M(pp, .
M(pp. g9) =1,  Tye2il= —4logy)

17.

[Aus den im vorhergehenden Artikel abgeleiteten Eigenschaften der durch
die dort aufgestellten Reihen definirten Functionen p, ¢, » folgt, dass, wenn
a,b, ¢ drei die Gleichung aa = bb-cc erfiillende Grossen sind, sie in die Form
gesetzt werden kénnen

a = M(a,b).(py), b = M(a,b).(qy)% ¢ = M(a,b). (ry)

T » .
und dass dann %tg—"’ — —-ﬁ%% sein muss. Setzt man nun noch

a = M(a,c).{p2), ¢ = M(a,c).(g2)’, b=M(a,b).(rz)

so wird

logz _ M@,e) =

®  M(a,b)  logy

Der durch die Vereinigung dieser beiden Darstellungen sich ergebende Satz
ist von Gauss so ausgesprochen, dass die Functionen

Pt = 142 f- 267 27 | 27

Qt =1—2e" 27 ¢ L 2% D
? —_ 3,

Rt =267t oI Lo YR | o R L

den Gleichungen
IIL 49
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= L Pt =Lyl =19
Pt=r5Py D=5 R, Re=5;904

gentigen, worin die Quadratwurzeln mit solchen Zeichen zu nehmen sind, dass

der reelle Theil positiv ist.
Aus dieser und der anderen von ihm aufgezeichneten Eigenschaft derselben

Functionen, dass nemlich
Pt = Q(+1), Qt = P(t+1), Rt = \i. R(49)
ist, scheint Gauss den folgenden Satz abgeleitet zu haben :]
at—8¢ —_ ’

Es seien o, 8,7, 8 ganze reelle Zahlen, ad—86y = 1, S =

Wir unterscheiden 6 Félle, jenachdem nach dem Modulus 2

a = 1 1 1t 0 1 0
6= o0 1 0 1 1 1
vy = 0 0 t 1 1 1
0= 1 1 1 1 0 0
Es ist dann
APt = Pt Qt Rt Rt Qr Pt

RQtY = Q¢ Pt Qt Pt Rt Re
R Rt Re Pt Q¢ Pt Q¢

h = it @4yti)

[worin A fiir die Factoren der drei Functionen P, Q, 3 im Allgemeinen verschie-
dene Werthe hat.)

I

Ist hier t = ‘—“/d:‘“ = Vd':b‘ —d=>bb—ac = bb—dc, so geht die
Form (a,b,c) in (a,V,¢) dber durch die Transformation (3’ ;‘Z)

Zusammenhang zwischen den Formen des negativen Determinanten —p und

den summatorischen Functionen.
Sind nemlich die Formen (a,b.c) (A,B,C) aequivalent, so ist die Function f
in Betracht zu zichen wo ft= fu so wol wenn ‘=" ganze Zahl als wenn t = -,
Jeder Classe entspricht dann ein besummter Werth von 2% "H”
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18. .

[Mit dem Algorithmus des arithmetisch-geometrischen Mittels hat Gauss
einen andern in Verbindung gebracht, welcher ebenfalls wie jener von zwei ge-
gebenen Grdssen, die hier o und & bezeichnet werden sollen, ausgeht und auf
eine solche Form zuriickgefiihrt werden kann, dass viele Analogien mit jenem

sich zeigen, wenn nemlich

4dd = (a+b)? b = ab, us.f
4dd = (a+86)? 46 = ab, u.s.f

gesetzt wird. FEbenso wie die bisherigen Untersuchungen durch Einfiihrung der
die Gleichung aa = bb—+-cc erfiillende Grosse ¢ bedeutend iibersichtlicher
wurden, wird hier eine entsprechende Vereinfachung der Formeln erreicht, wenn
man vy durch die Gleichung ea = b6-+cy und & durch

be(by—cB) = calay—ca) = ab(ba—aB) = abcd

so wie y", 6" durch dieselben Gleichungen, nachdem allen Zeichen der Index =
gegeben ist, einfiihrt. Unter den zwischen diesen Grossen bestehenden Relatio-
nen finden die folgenden bei der Untersuchung dieses Algorithmus vielfache An-

wendung :

aa+88 = 66471y = 7(@8+78) = 2 (ay—83) = ala+7)
b

aa—yy="66—03 = %(67-—118) = —(a8—798) = b(d'—7)

a

aa—86 = yy—88 = Z(ay+88) = —;«(67‘-{:a8) =};;cVa'y’

DPie Grenzwerthe der Glieder in den sieben Reihen von Grossen a,b, ¢, a, 6,7,0

lassen sich auf diese vier zuriickfiihren :
49%
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k= M(a,b) = lima" = lim$"
1:M(a,b)

@ Var 225 27T net
\/y — e M(a, ¢) — hm\/-—— = a7 v e m-\/a,,,, .. -
" 2%,n .2 6n 2’6' ¢ 23 P 28— @t
7= m\/? =hm b \/ aﬁ’ a6 v ‘/an-:s-n._; T

Lyt =1limV [yL 42

Wenn o und & und alle Grossen a", b", positiv sind, so nehmen :—: und

‘;—:-;—: von den Werthen ';' und ; 6'6' bestéindig bis zur Einheit ab; es ergeben also
die vorstehenden Ausdriicke einen bestimmten Werth fir x. Das Gleiche folgt

fir v, wenn v, 8 und alle ¢" und 4" positiv sind, aus
1 2 bl s 98 1 Tn 2”6‘“‘"
qun—.hm\/ -—‘11 -'—'b v a&l'Vnau- L] \/a—n__,gn__‘.
wenn aber § negativ ist aus der von Gauss angewandten Substitution

\,/'—;E = tang U.\/—:— = tang V.\/% = {/(tang U. tang V) = tang U’

U4V =2V

\/-;_a' = tang? U'.\/% = tang?2 V‘.\/%: = \/(tang2U". tang 2 V') = tang2U"
U+V =2V

\/T{,—?n = tang4 U".\/;T‘ = tang 4 V".\/z—; = {/(tang4 U". tang 4 V") = tang4 U"”
U”+V"= 2'V/”

VIR = tang2" U5 = tang 2" V2.y% =\/(tang2" U™ tang 2" V™)== tang2" U™
U4 Vo= g Pt

weil dann
. b —b . ; 6
sinU* = -7=,  cosU*P =21, aasin U"+ bheos U* = ab
. a —9o 9 13
sinVi= %, cosV*=21, aacos V2+bbsmV2._ab—‘

ist, und diese Gleichungen auch gelten, wenn a” B, e‘sa‘ 5, 1 8? 2"47” 2%
statt a, b, ¢, &, 6, 7, 8, U, V gesetzt werden, so dass also ' *

N :
= limeTT = limeEF T = A

sich ergibt.
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Fir 6 = 0 verschwinden alle ¢® und es wird

¢ v 2" o 2% gn N " g
=Z-=.—c~/&:_—_..=\/}:: F=Va=7" \/-——c;——-'q-—l, =20

ale

|

Vergleicht man die Grenzwerthe %, y, x, 1, , zo denen man gelangt, wenn
man bei der Bildung des combinirten Algorithmus von den Gréssen a, b, a, O
ausgegangen ist, mit den Grenzwerthen £/, g, «’, o, %, zu denen man gelangt,
wenn man bei solchem Algorithmus von den bestimmten zuvor erhaltenen Grassen
a, b, o, 8 als Anfangsglieder ausginge, so ersicht man unmittelbar, dass

K=k Y=yy. =z W=1un «=2u
sein muss und dass durch die nach diesem Gesetze gebildeten Gleichungen die
den a", 0°, a", 6" entsprechenden Grenzwerthe &%, y°, «® 7", «® sich ergeben
Aus den Gleichungen von der Form:

’

¢ ___a—db

' a—86.2 c'a____*{—-—&z
7 = axp F Yo o =(33)

cl
cv=1loxe)
folgt, dass, wenn alle Glieder des Algorithmus positiv werden, y, yy und — klei-
7

ner als die Einheit sind. )

Die von Gauss angegebene Methode zur Bestimmung des Grenzwerthes fiir
U™ und V™ und ebenso die Bestimmung von % mit Zuhiilfenahme jener Win-
kel fiithrt bei Rechnungen mit Zahlen sehr rasch zum Ziele. Weniger bequem
fiir Zahlenrechnungen sind die obigen Formeln zur Bestimmung eines reellen 7
und des zugehdrigen %. Dieser Umstand wird die Veranlassung gewesen sein,

wesshalb Gauss den Algorithmus: ]

' +.B r 24Ba
A= 2 B T ¥4+ B)

n__ A+ B n__ 24'Ba”
===, BF=mpmim

u.s.f, [mit dem Grenzwerthe]

H_ B b4 sbd 8b'4" 165"4"

=3 Ve Var Vom Vi -
[aufgestellt hat, welcher sich auf den obigen zuriickfiihren ldsst, wenn man
A = a, B =10 setzt, weil dann
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n pu¥t g0 : bn+a
A =-—b-;-— —6;.\/516,

VR a8, H=x
wird. Die Bestimmung eines reellen 7 ist in Gauss Aufzeichnungen durch eine
Liicke unvollendet gelassen, sie ergibt sich aber, wenn man ans C=17, und

D = § denselben Algorithmus wie eben aus A und B bildet, denn dann sind:

b+t et 30
Cn:’ ; \/g;\/')’g, Dn—‘-‘:TVF\/YB

5C 45°C’ 8,b"C" 168" C"
'va '\/'a—:".b_ V npn' Fﬁ . e .

und diese Grossen C, D nihern sich rasch dem Werthe %\/7 6, wihrend y" und
8" zugleich entweder bedeutend wachsen oder abnehmen, sobald y*y sich von
der Einheit unterscheidet.]

19.

[Die Beziehungen zwischen den Differentialen der zu untersuchenden Grossen
sind besonders einfach, wenn ¢ und b ungeéindert bleiben; es ergibt sich dann
unmittelbar aus den Bedingungsgleichungen zwischen Gliedern mit gleichem In-
dex, dass der Ausdruck 21,,31,; V :,,3,‘; dlogg,,n seinen Werth nicht dndert, wenn
darin der Reihe nach «a, 8, y, & statt 8, 7, 8, « gesetzt wird. Die beiden so er-
haltenen Ausdriicke konnen zu einem dem erstern entsprechenden Ausdruck fiir
den Index z—1 vereinigt werden, der Werth dieses Ausdrucks ist also auch
unabhiingig vom Index n. Durch Ubergang zur Grenze und durch Vergleichung
mit den Differentialen der auf verschiedene Weise gebildeten Quotienten er-
gibt sich

3 88
. dlog7=i\/6 .dlog
¢

5 dlog% \/a dlo2366

1—<

63

%dlogn:—\/aT dlog> = \/— dlog
T 1 (l."{
Ve dlogh = Vil

R R

=<y
=<V

n|—< v»x

eine Relation, welche also immer gilt, wenn die Indices der a, b, ¢, a, G, 7, 6, %
um gleich viel Einheiten vermehrt werden. Hieraus folgt der von Gauss aufge-

zeichnete Satz:]

14 r a7 __
. fv(aasiu U* 4 bbcos U?) __j Vieacos V*+bbsinV*). "




ARITHMETISCH GEOMETRISCHES MITTEL. 3%

[Mit Hiilfe der Gleichm;g fiir dlogé%' lassen sich durch wiederholte An-
wendung derselben unmittelbar die Reihen fiir die Differentiale der einzelnen
Grossen a, 8, 7, & aufstellen, fiir ein negatives o entsteht:

a 8 y 3
% dlog;_.*_gc’sing’[}"_ !idlog—; . Edlog-;—}—asiny . Edlog: L oosT
2 du — 2 du 2 du cosU ™ 2 du sinT

= ¢’sin 2V’ ¢"sin 22 V" ¢"sin 2°V" 4 . . ]

- 20.

[Die Differentiale zweiter Ordnung, welche auf die Grosse 1 als einzige
unabhingig Verinderliche sich beziehen, konnen unmittelbar durch Differentia-
tion der Differentialgleichung erster Ordnung hergeleitet und die Bestimmung
ihrer Werthe in der Weise dargestellt werden, dass die Ausdriicke von der Form

o 13 o
d dlog—e-] ) d.log.{—a dlog%—
dlogn | dlogy % dlogn ~ dlogy

fiir die mit irgend welchem gemeinsamen Index behafteten «, 8, y, 0 verschwin-
den, in welcher Reihenfolge die a, 6, y, 6 auch darin eingesetzt sein mogen.
Multiplicirt man Zzhler und Nenner unter dem zweimal zn differentiirenden Lo-
garithmus mit 0, ersetzt a® durch 4’6’ und die Derivirten erster Ordnung durch
ihre Werthe so erhilt man fiir zwei aufeinander folgende Indices:

61
COVER L gde ¥ gaed e g
(dlog'q)”—l- kE 8T Kk €T TER T

und hieraus durch wiederholte Anwendung dieser Gleichung und mit Zubhiilfe
nahme der in Art. 13 fiir dlogM(a,b) gefundenen Reihe die Gleichung

b a 8
dlogz . ddlog-u-—. Jacy ddlog;+ L ach
dlogy ~  (dlogm)? ik« — (dlogm)® ' 2%k 6
¥ 3
ddlog; ddlog ac 6

—_ % * 1 9¢2
T (dlognmE  *kky T (dlogn)? +7kls 3

welche ihre Giiltigkeit behdlt, wenn a,d, ¢, @, 8, 7, 6, », ¥, | mit irgend einem
gemeinsamen von Null verschiedenen Index behaftet werden.
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Durch die Vereinigung dieses Resultats mit der im vorigen Artikel gefun-
denen Entwickelung von dlog % ergibt sich die von Gauvss gefundene Werthaus-

mittelung des Integrals:]

. 2 b 2 — aabbdV
f\/(aa sin U"+-bbeos U )dU f(aacosV”e}-bbsian)%
i 1 {arar___ 2 C" C”-—— 4 CI” C'”-— S C”” C""—- . }

k
S sin2V'—'sind V'—¢"sin 8 V"—c¢"sin16 V"— . . .

21.

[Bildet man die Gleichungen zwischen den Derivirten der a, 6, y, ¢ nach
der Grosse y als unabhingig Veriinderliche, so miissen dieselben Coéfficienten
dieser Derivirten entstehen, wie in den Gleichungen fiir die Differentiale nach 7
und da die letztern Gleichungen in solche Form gebracht werden kénnen, dass
die Verhiltnisse zwischen den Derivirten von Quotienten bestimmt werden, so
miissen die erwiihnten Coéfficienten auch diesen Derivirten umgekehrt proportio-
nal sein. Ersetzt man sie durch deren reciproken Werthe, so ersieht man, dass
auch die iibrigen Glieder jener Gleichungen durch solche Derivirten dargestellt
werden kénnen und zwar so, dass der Ausdruck von der Form

3

dlog—
[———6] dlog-——aﬁ
ldlogy %%

dlog%] T * T dlogy
B

fiir einen beliebigen gemeinsamen Index der Zeichen «a, 6,7, 6, %, y, 1 seinen
Werth nicht #ndert, in welcher Reihenfolge man auch die Grossen a, 8, v, 0
mit einander vertauscht. Vergleicht man diesen Ausdruck, welcher sich auf
—Z-, =1, 1,y bezieht, mit demjenigen fiir Z— == :—2, f—;f— W=, ¥y =yy und
beachtet, dass nach Art. 19

o IR -\{' o o 12 i’ 1Y
dlog—g— . d}og?‘dlog€7 [dlog-v—] B dlog a,.dlog—?
T dlogn dlogn’ dlogn | = dlogm dlogy

Nl»

dlogy

ist, so ergibt sich, dass der Werth jenes Ausdrucks auch unabhingig von dem
Index der Zeichen «, 8, 7, 0, %, y,m und, wie aus den Grenzwerthen folgt, gleich
Null sein muss. '
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Um die Derivirte.nach y von jeder einzelnen der vier Grossen a, 8, v, ¢
zu bestimmen. wird zunichst erforderlich sein, jenen Ausdruck so zu verwan-
deln, dass er nur zwei der Gréssen enthilt. Dies kann z. B. mit Hiilfe der im
vorhergehenden Artikel bestimmten nach 1 genommenen zweiten Derivirten der
Quotienten geschehen, so dass also alle Ausdriicke

dlogs  ddlog dlog-—6 dlog &

dlogy  (dlogq)y —% dlogy dlogy
verschwinden, in welchen Relhenfolge «, 6, v, 6 mit einander auch vertauscht
werden und welcher gememsame ‘Index ihnen und den Zeichen y, %, 1 gege-
ben werde. Ersetzt man & > durch _6\_‘ aﬁ durch #8’ und nach dem vorherge-
henden Artikel
66

., dlogs ddlogs. [dl ]
~  jdlgy durch (2d}og’q)‘+% dlog

so ersieht man, dass der Ausdruck

dlog 2 ddlog [dh,«;i]z

dlogy @ log 7)* -
seinem Werthe nach ungeéndert bleibt, nicht nur, wie eben gefunden, wenn %
mit o oder y oder O vertauscht wird, sondern auch wenn diesen Grossen zu-
gleich mit y, x, v ein beliebiger gemeinsamer Index gegeben wird. Fiir einen
bestindig wachsenden Index verschwindet der Werth des Ausdrucks und durch
Multiplication mit \/ — entsteht demnach

dlogy

d\/% dd\/%

Tiogy — @logF - °

als partielle Differentialgleichung fiir jede der Grossen a, 8, vy, 8.]

22, .
[Alle Glieder des Algorithmus sind ihrem Werthe nach abhingig von vier
Grossen, als solche diirfen @, b, @, & angenommen werden, aber auch £,y, «, 4
weil diese unabhiingig von einander sich &ndern konnen. Siammtliche Gleichun-
gen zwischen den Gliedern der Reihen lassen sich in solche Form -bringen, dass
sie sowol in Bezug auf a, b, ¢, . . a®, ", ¢° & als auch in Bezug auf
L 50
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3 2%qn  2%n 2%y 2m
Fe VRV Y Ve g

=2

« 8
B 'Z":"k—a

homogen sind. Die Verhiltnisse zwischen diesen letzteren hangen also nicht von
k und %, sondern allein von y und 7 ab, wir kénnen also

a=xPyn), B=xQ(gn)’ y=1xByn’ =8y’

setzen und aus den Betrachtungen in Art. 18 folgt dann, dass diese Functionen
P, Q R, 8 dieselben bleiben, wenn «, 8, y,d, x, 7,1 mit einem beliebigen
Index versehen werden. Aus demselben Artikel folgt auch, mit Benutzung der
in Artikel 15 gebrauchten Bezeichnung, fiir die mit einem gleichen Index behaf-
teten a, b. ¢, y

P(y.1) =py =V3 = Vi
Qy.1) =gy =+
R(y,1) =ry 70;

)

ferner als Gleichungen, welche denjenigen entsprechen, durch die die Gréssen
1 und 0 bestimmt wurden:

qqrr(qqRR—rrQQ) = rrpp(pp RR—rr PP)
=ppq9(qqPP—ppQRQ) = ppqaqrrSS
PP+QQ __ RR—SS PP—QQ __ RR+S8S

olyy) —  rlyy) ryy) —  plgy)
PP+RR __ QQ+S8S PP—RR _ QQ—S8S§
rVy) T Wy aWy) — 2y

und als Gleichungen, die das Bildungsgesetz des Algorithmus darstellen:

2p(yy)-P(yy,mm) = PP+ QQ, 2p(yy).-R(yy,qm) = RR+ S8
2r(yy). R(yy. ) = PP—QQ, 27 (yy). P(yy,nm) = RR—8S
9(39)- Q(yy.,mm) = PQ, 9(9y)-8(yy.,mm) = RS

worin alle Functionen, neben denen kein Argument geschrieben ist. sich auf die
einfachen y und 71 beziehen. )
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Zur Berechnung der Werthe der Functionen, welche gegebenen Werthen

von ¢ = %’ und U oder V zugehoren, erhilt man aus der Gaussischen Formel
fir H oder x, wenn man zur Abkiirzung

(aPsin 2% U™) 4 (5° cos 2" UP)? = BRERARA®

setzt, die Gleichungen: -

Q= q.yA.VA.YA" VA"
P=12Q;

R _;'_QcozU
§=12q%Y;

Die Bestimmung der Grossen £%, y, x, 1 als Grenzwerthe lisst erkennen,
dass, bei geeigneter hier noch zulidssiger Wahl der Vorzeichen der Functionen
P, Q R, 8, fiir bis zur Null abnehmende Werthe von g, y1, ;’1- die Ausdriicke

P(y.n), Qyuw. Zep, S
Lk AL
sich dem Grenzwerthe Eins ndhern, dass aber fiir ein bestéindig abnehmendes y
und ein endliches reelles « die Ausdriicke :

P(‘% e2z’u) , Q(y’ ezz'u)’ R(%!/: ) , :S(y,e.""‘)
Zy cosu t'.'y‘l’smu
jenen Grenzwerth haben.
Die Functionen P, Q, R, i§ haben reelle Werthe fiir ein complexes ¥
von der Form ¢* und bleiben bis auf ¢S, welches nur sein Zeichen wechselt,
ungedindert, wenn man u in —wu verwandelt, es ist also

1 1 1 1
P f R t o R -8 t Qg
(yn)zQ(yn)_ ) (yn)_,}
P ¢ — T=r 5 =
23.

[Bildet man denselben Algorithmus wie vorher fiir e, 8, v, 8, jetzt fir

4,B, C,D und macht 4 =1y, B =20, so wird offenbar fiir jedes n, A"= y",

Bt=¢" C®=a", D*==6" und also fiir die Grenzwerthe K, H, welche den
50 %
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x, 1} entsprechen: % = %. vyt . H, % yin= %, demnach bestehen die Functio-
nalgleichungen
Ry-) S Plyn) Q)
yn_ yn. __ _T'ym LA T
P T ¢ T & — "3 TY¥NM

Macht man aber A =096, B=a, sowird C=—0, D= —7 und fiir
jedes n, welches gleich oder grosser als Eins ist: A%=¢", B*=18", C"=",
D =", man erhilt also:

P Q R S -
Setzt man endlich 2y/A4"=\a+486, 2y/C"=\/a—\/8, so wird fiir jedes
n>1

2 A = \fa"a® 41/ 6", 2 O™ = \/a" o — \/6" 6
Bn—H \/bn o +vangn Dn+1 \/bn n \/anb’n
oy AP = \aP-{/B®, 2O PP =yad— 8, 44T OPH =y
4 %
(7 =% HH=q
also:

2P(y'qn) = P+ Q, 2R(y'qm) = P—Q
2P(yy, ) =pP+qQ, 2R(yy. )’ =pP—qQ
2Q(yy.m) = qP+pQ. 28(yy.M)*=qP—pQ

?y).- P(Vy.m) = PP4RR, q(Vy).P(y.m) = QQ—SS, r(\y). R(\ly.n =2 PR
Q(Vy,1) = PP—RR, p(\y). Q(Vy.1) = QQ+SS, r(\y).S(Vy.n=12QS

wo wieder diejenigen Functionen, denen keine Argumente beigefiigt sind, sich
auf die einfachen y und 1 beziehen.

Der so erhaltene neue Algorithmus, bei welchem man von den Functionen
P, Q. R, S mit den Argumenten y, n iibergeht zu den Functionen mit den Ar-
gumenten yy, 1, ist offenbar der von Gauss in Art. 16 der Determinatio attractio-
nis quam in punctum quodvis positionis datae exerceret planeta efc. angewandte.

Die Relationen zwischen den Functionen, welche sich auf die beiden belie-
bigen Werthe £,  des zweiten Arguments beziehen, und denjenigen Functionen
mit den zweiten Argumenten &1 und %’ lassen sich auf verschiedene Weise mit
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Hiilfe des fiir a, & aufgestellten Algorithmus ableiten. Die Methode, fiir wel-
che die Entwickelungen am wenigsten weitlaufig sind, ist wol diejenige, welche
sich auf Functionen bezieht, in denen neben den zweiten Argumenten &1 und
'fz' als erstes Argument auftritt das Quadrat von dem ersten Argument der Functio-
nen, welche & 1 als zweites Argument haben.]

24.
[Bei dem Algorithmus des arithmetisch-geometrischen Mittels ergeben die
durch Riickwirts-Verlingerung entstehenden Glieder mit Hiilfe der Gleichungen

T oe——— I S

die Glieder a_,c_, b, die ebenso von a, ¢ abhangen, wie 4", 5", ¢" von a, b.
Vertauscht man dem entsprechend bei dem combinirten Algorithmus gleichzeitig
b mit ¢ und G mit vy, ldsst a ungeidndert, so wechselt & nur sein Zeichen, wir
erhalten also einen Algorithmus, der ebenso von a, ¢, a, 7 abhingt wie der bis-
her betrachtete von «, b, ¢, 6 wenn wir setzen

a, = da, Y, =6, 6,=7, 0,=—38

6, —d
1 (ao+70) —_— 0) 1

1,1( 71:_-;1—@070
g 6o+ 30r2
(“o 'f} =;—1-(_i§.°), 81:::—::6080

2

und so fort bis zu den Grenzwerthen:

limg = lim¢, = M(a,¢) =1

"5 _®M(ao
hm\/— =e 2M@d=\/z

hm\/—— hm\/—— _—_—)‘l-
Vet Vel = A

Es sind also «, v, 6 —0 ebensolche Functionen von 7, 2,1, {, wie a,8,7,6 von

k,y,x m und da + ! allein von y und 1 abhingt und zwar anf dieselbe Weise
logy'__ =

7\
wie - von 1 und Y, so muss fir — = logz’

I
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P(s,8) __ B(20) __ Q(28) __+86%) —__ !
P(y,m) — Qyw T Elym) Sy T Tlyw = T(z¢)

sein, wobei ausser T auch noch { als Function von y, 1 zu bestimmen ist und
zwar { so, dass y, 1, C der Reihe nach mit 2z, ¢, qy vertauscht werden konnen,
also so, dass

logy __ = __ o | = 1
T = o = ¢llogn), 1080°) = srerrmen

wird.

Fir die P, Q, R als Quadratwurzeln aus ;— -g—, % sind hier gleiche Vor-
zeichen genommen, weil nach Art. 18 7 und { zugleich den Werth 1 annehmen
und also nach Art.22 und 17

Pi1) __ RE1) __ Q1) Ty, 1) = 1 pz ___ 7z =ﬂ=\/—-log:‘/
ry T

T
P(y,1) — Q1) Ry T TE) T py gy - V—logz

wird und hier dasjenige Vorzeichen der Quadratwurzel gilt, fiir welches der reelle
Theil positiv wird.

Lisst man die zweiten Argumente (, 7 sich in ihre reciproken Werthe ver-
wandeln, so bleiben P, Q, R ungeindert und 8 wechselt nur sein Zeichen, es

ist also
T(y1) = Ty, )

und eine entsprechende Bedingung gilt fiir y als Function von 17, {, was durch
die oben aufgestellte Form der ¢ Function angedeutet sein soll.

Transformirt man in der Gleichung, durch welche T eingefiihrt ist, die
P, Q, R, S in der Weise, dass die Argumente z, {, y, 0 einmal in 2z, —C, y, 3—/’7]
dann in \/z, {, yy, qn tbergehen, und beriicksichtigt, dass

pVe __rve gve_ logyy =
pyy qyy ryy n ~—logyz

ist, so erhilt man

Qu— _isSe—0) _ Pe—=0) _ Ra—0)
"Ry, L S(mL L) et
o) (5y2)  Egn) Q)

Pz, & R{yz, 2 ; S (v, T
st __ =8 __ ezl _ Sl __ 2\/-—logyy‘T<y’n)2= T(%h’l"l)

=y T(yn) = T(y. ;)

Pyy,am) ~ Qywam) ~ R(ywmm) — Slyymm)
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R — = = olllogn), (logQ)f] = wlllogn)’, (mit-logl)’]
REYY — T — a¢((logn)’, log Q)] = olflognu)’, (logl)]
und daher
(logm)*

T(y,m) = \ T28Y  g*lo8Y

logy = — . logn
®  logz & log?
Worin das Vorzeichen der Quadratwurzel so zu nehmen, dass der reelle Theil
derselben positiv wird, das Vorzeichen von -3 i-g% aber so, dass der reelle Theil
dieses Ausdrucks negativ wird.]

25.

[Aus den Functionalgleichungen fir P, @, R, S, welche bei der Verwand-
lung des zweiten Arguments 7 in seinen reciproken Werth, bei der Zeichenin-
derung desselben und bei der Multiplication desselben mit dem ersten Argument
y Statt finden, so wie aus den bekannten Werthen der Functionen fiir 7 =1
oder auch aus der in Art. 21 fiir die allgemeinen Functionen aufgestellten par-
tiellen Differentialgleichung folgt, dass wenn P, Q, R, § sich in Reihen nach
ganzen wachsenden Potenzen von y* und % entwickeln lassen, diese

Ply,n) = t1+y+1") +4 (0 +107) 4+ 2" 0 + 170+ 0 0 ++ .
Qy.m) = 1—ym+ ) +y (¢ +107) — 9 @ + 1)+ (' ) —+ .
Ry = g +n 4y o ol 0+ H 4+ +
S = g ot —n ) —gr ot — )+ 0 ==y =+ — .
sein miissen.

Dass durch die Reihen P, Q multiplicirt in den Grenzwerth \/H die Grossen
VA, B dargestellt werden, auf welche der von Gauss benutzte am Schluss des

Art. 18 wiedergegebene Algorithmus sich bezieht, ist im handschriftlichen Nach-
lasse als besonderer Lehrsatz ausgesprochen und zugleich bemerkt, dass]

13
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4 . 3 . 5 . 9
yssinfu—y® sm».f;u+y’§ smiu-—y?® smfui ..

1 ——
tang?U' y%cos?u-}-y%cos u-{-yas‘scos u-]—y"iscoslu—{- .
tang U = yt sin u ——-y%sm:m-i-yi smsu—-yT sin7u4 ..
y%cosu +chossu+y7‘fscossu+yt cosTu-4 .. -
tang2U" y=sm2u——yzsm6u+y= smlou-——y‘fsmuu—i-.

y"‘cos2u +y2 cossu+y= costou—[—y“f costdu+ ..

[wird. Fiir den Satz, dass die Reihen P, Q den Functionalgleichungen geniigen,
welche den besprochenen Algorithmus bestimmen, und welche oben in Art. 22
zusammengestellt sind, hat Gauss ausser dem Beweise, der sich auf die Verwand-
lung jener Reihen in unendliche Producte stiitzt und der in der unten folgenden
Abhandlung ‘hundert Theoreme tiber die neue Transscendente’ enthalten ist,
wahrscheinlich auch noch einen andern Beweis gefiihrt, wie er sich leicht aus
den oben in Art. 16 gemachten Andeutungen ergibt.]

26.

[Bezeichnen wir, abweichend von der in den vorhergehenden Artikeln be-
folgten Weise, die ersten Derivirten der Functionen P{y,7), Q(y.v). R(y,v),
S(y,n) nach der Grésse logy als unabhingige Verdnderliche mit P, @', R’, 8’
und die zweiten Derivirten nach derselben Grésse mit P”, Q", R", S”, ferner die
ersten Derivirten der Functionen py, gy, ry nach logy als unabhingig Verin-
derliche mit p/, ¢, 7', so folgt aus den fiir a, b, ¢, a, B, v, 8 gefundenen Differen-
tialgleichungen:

gr—ry __ pr—re’ __ ap—p¢ __
grp* rpg pgrt ‘
Py'—SP' __ Q§'—5Q __ ES'—SE _ QR—RQ __ PE—RP'__QP—PQ _
ppQE ~  gqgPR ~  rrPQ T ppPS T ¢g9QS T rrRS T
Q 2 S(yy,qm) 2 S(y*n*) 2 S(y%7°)
— g = 09 Gy I Qg TP GE t
P'P—pPP" RR _ QQ—QQ” 88
W"!"?IP]”“ PP Q¢ —ipprr Q00
R'R'—RR" PP _ §'8'—88" QQ
=g  TiPPTTRER = —s5 ~ —tPPTT5s

= — L = {0y + 209y + by 8 09 A -
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ddP __ 4P
(dlogm) — dlogy,

welch letzterer Gleichung jede der Functionen P, Q, R, § genéigt. Die vorher-
gehende mehrfache Gleichung zwischen den ersten und zweiten Derivirten der
Functionen nach der Grosse logy findet sich, soweit sie sich auf P und § be-
zieht, in Gauss handschriftlichem Nachlasse an einer von den ibrigen Unter-
suchungen dieser Functionen getrennten Stelle. Es sind dort P, 8, p, r in einer
fiir diese specielle Entwickelung etwas bequemeren Form als die hier benutzte
durch ihre Reihen definirt, und es heisst dann,] so wird

g v dp( d

PP—PP" = — 52 Plyy.nn) — T2 R(yy. )
r Qe no__ d( ) d

88— 88" = + G Plyy, ) — FEL. Riyy.mn)

PP =+ p(yy) - P(yy. wn) +7(yy). Blyy. 1)

88 =—r(yy) - Plyy.vm)+»(yy) . - Blyy. )

hier ist noch zu bemerken (wovon jedoch der Beweis tiefer liegt)

P99)- T2 —1(yy)- H2L = +p(y3)-r(v3)-{plyy)' —r (99)'}

" Tlogy

also

PE o EE S = — 4 (55 +58)-209) - (99)- (P 99— (99}
noch findet man
PS'—SP' = 4+{y* + 33/%——5y?——7y‘3’+9y3"+ L— =)

<t =t —o ¥ T+ 4+ — )
Das Quadrat des zweiten Fa'ctors im andern Theile der vorstehenden Glei-
 chung wird

=r.Q(y,qn)+¢-R(y.1y)
Der erste Factor wird
= {py)+r @y Viip Wy’—r(y9)lp(vy)ryy) ?

Zusammen wird, reductis reducendis
L. 51
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(PS'—SP'f = ¢iplyg)+r(y94 {py9) Plyy.nm) —r(y3) R(yy, qn)} x<
< {r(99) P(yy. qn)+p(yy) R(yy, qm)}

= 1[p(y9)*—r(y9*) PP+ 2p(yy)r(yy) S8 x
X 12p(yy)r(yy) PP —{p(yy)*—r(yy*1SS}

Setzt man also
N = e*

-—’S 2y —rlyy)y _
Ve ey = Sinf

so wird
de — 2d4
¥ = VO —ry TP T p (o +r(zy)i snt

2 (yy) +r(yy)*
cost = =P ‘/ Tp(yyrlyy)




