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Problema. Summare seriem
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o' @’
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Si ex quadrato prodit
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[IL]
ZUR THEORIE DER TRANSSCENDENTEN FUNCTIONEN GEHORIG.

-~

(1]

Essei Ze 7"*"”)2 = 7T, indem fiir % alle ganzen positiven und negativen
Zahlen gesetzt werden, und

T—= A-}+2BcosoP-+42Ccos20P+42Dcos3w P-4 ete.

so ist

A :::dew, B :choswP.dw, C’=chos2wP.dw,
D= [Tcos3wP.do, u.s.w.

alle Integrale von © = 0 bis v = 1 ausgedehnt. Es ist aber klar, dass jene
Integrale zwischen diesen Grenzen mit den Integralen

f"“‘”‘”dw fe %00 sosw P.dw, f"“‘”"’cos?mP do, f’“‘”‘”cos3wP.dw, ete.

iibereinkommen, wenn diese von ® = — oo bis © = - 0o ausgedehnt wer-
den. Da nun allgemein

e " cosnw P

nnPP a(m _E?_P) -a(ax+3’ﬁ£)§

re Qe +e

—-wm-}—inml’_{__%e-—amw—z'nw}’

I

= te
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so folgt leicht, dass

‘_n”ﬁz
fe"“‘”‘”cosnmP.dm—.-_-e ¢ \/%

folglich

T T e

- —_g = —g ="

T=y-.{142¢ *cosoP+2¢ “cos20P+2¢ “cos3wP4 etc.]

In einer andern Form so:

=T ams,®
) — T+ 22
) Se—alktop \/%.e’“‘”“’.Ze ¢ -
Allgemeiner:
Ee—a(k"—‘”)z{cos2(k+w)aq)—isin2(]€+m)a('{}
T Y
=y=.Ze °© " {cos2kwm—isin2 ko]

Oder, ad' = n® und —a) = w'w gesetzt,

e feos (2k -+ 20)w'm —isin (2&+ 2 0) 0w}
p— \/—:- .S 4 Uetal) fcos2 ko — isin 2kow!

TT T

o= —_g

S b tom g pmelbretd) 4yZ.{e “sinoP—3e “sin3wP4 etc.)

Man kann den Lehrsatz auch so ausdriicken :

3 te-—w:t‘kk—%:ttk\/u—-g-:tu

#indert den Werth nicht, wenn ¢ in % und % in —u verwandelt wird.

[2.]
Man setze
2", 1 — 2P P PP R S i R I T L Ty
P= 1+1+z".1+x’”“ 142", 1 4 27, 14 2™ 14 2% A2 12 | g + etc
. | — 3. 1 — gt | — "R

— ete.

[
Q‘T,' Tt IF 2 I 2 T i 27 14 2. (2
R=P—Q
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Man suche zuerst diese Differenz, indem man das erste, zweite, dritte Glied
u.s. w. der Reihe Q von dem ersten, zweiten, dritten Gliede der Reihe P ab-
zieht, so kommt

P 2, 1 — g, | — g T A R, 1 g fe g W2

1
.R—1+zn+ 1+xn.1+zn+s+ 1+z".1+x”“".1+z"** 1+zn_1+xn+1.1+$n+z'1+zn+s+et(3.

Wir bezeichnen diese Reihe durch ¢ (2, %).

Man suche ferner jene Differenz R, indem man das erste, zweite, dritte
Glied u.s. w. der Reihe Q von dem zweiten, dritten, vierten u.s.w. der Reihe
P abzieht, so wird

xzn-n Z3”+2 1 xﬂ'l"! x‘n'l's gt . t___xﬂi-z
— — .
T2 T T e 1 i g LS W

R=1—

oder offenbar
R=1—a"" o n41)
folglich
ele,n) = 1—2*" T olz,n 1)

Dieser Schluss ist allgemein, so lange #>>1, man hat demnach unter die-
ser Einschrinkung
@@, m) = 1—g™ T ghnth _ fnt0 4 dnt16 _ ope
hingegen ist fiir den Fall » — 0 das letzte Glied von Q nicht als verschwin-

dend zu betrachten. Setzt man es = T, so wird der erste Werth von R um
T Kkleiner sein als der zweite, also

T=1—29@1)—¢(0)

oder
¢@0) =1—2o(@, ) —T=1—a+t+a*"—a2’+ 2% — .. —T
also da
¢(@0) =4
und
9T — 1=~z l—zz 1—2° 1—2° etc.

t+z 1422 142" 1+ 2¢
so wird -
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t—2 t—zzx t—2® 1—2z* ____ % 16
T iTer T iga ofe = 1—20-22 — 224 22" — ete.

der erste Theil ist hier

t—zz 1—a2* 1—2°

t+2z “ttzz 1428 etc.
= (1—2*(1—22)(1—2* P (1 —2*) 1 —2°)* (1—2° etc.

=1—z.1—2" 1—2°. 1 —2 etec.

Bezeichnen wir noch
1— 22422 —22°+ 22" etc. mit Fr

so wird offenbar
Fz.F(—a) = (Faa)

(3.]
Zieht man auf dhnliche Weise von der Reihe
1 — 222 P TRl L e 22, Qe gt ) RV AL puay v )
3 — et R L A R (e L gB¥L o B+S 5 om+s + &te.
die Reihe
VA gPVE | gIR g g g g g8 g gnAR g gne g ands
1— Z7H | T P TR Ty S S + etc.

ab, so erhilt man einmal

1—2" 2% 1— 2, ) — Y2 A B Ry L e L
P 1 o S e i e T et = ¢ (2, 7)

und zweitens

01 ZEEE g gns IS gmdn y gmd2 g gnds
12" e — P ~+ ete.

= 142"+ 2" (2,04 2)

Man hat also, den Fall » = 0 ausgenommen,

$(@n) = 142" 23 (2,04 2)
folglich
(@, n) = 14T 273 o p¥nH0 g 0 g e,

dagegen hat man fiir den Fall #» = ¢

1— 2%, 12 1 —2°

$(@,0) = 1+a+a*Y (@ 2) — T mm T ete.
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folglich

1—2® t—2% 1 —2®

.o 3
Iz = —z ... 1+$+«Z’ +w6+w10+ etc.

4.]
‘Wir bezeichnen

t—z1—2zx.1—2° ete. mit [2]

so ist:

—rz A—az* 1—a* ... [z2P

1
1+a+2°+a"+ ete. = 1—2 . A—2%. 1—2° ...  [%]
= 1te tzrr. 1+ 142 1+ 1—2t 1—at 11—,

t—z A—zz.1—2%. .. [«

i 4 ——
1—22+22 ---2&5’9—1-61‘,0. T it z.adaz.tF2b...  [zz]

1tz 1—zz. 1428, .. [z2]®

1420420 422"t ete. = T = s

= (142 (1—azz) (1+2°P (1—a") 1+2°). . .

- _ [zaP

—a] = n

|

(14ay)(1+a°y) (1+a%) - .. (1+2)1+2)(1+7) . ..
= palttely+y)+ay+5)+2 0 +5+ )

R B A T T L B R A B Lot SN
ZTRw  grest gRe-s

ete. 42 2%+ 2TV  ete. = [wa]:

[@f = 1—32+452"—Ta°+ 92— etc.
folgt leicht aus
{y—a— "~ + ' —@a = g+ o4 (v*+ 2"+ (0 o
= {1—2a"4 22— ..} {@y—ﬁ/)ww—-(y"——%)ww—}— etc. }

wenn man y = 1o setzt und daraus die Bedingungsgleichungen bildet.



ZUR THEORIE DER NEUEN TRANSSCENDENTEN. IL

(5.]
Zu den Hauptsitzen in dieser Theorie gehort folgendes Theorem.
Bezeichnet man

Pa 25 Pa ___49Pa _ 121 Pa _169Pa

fe M —e * 4..}.va durch ga

— —e 24 +e 24 +e

S0 ist

1
pa =29,

o
Diese Function ist ein Maximum fiir ¢ =1, wo ihr Werth

= 0,7682255 = !

— & E
V2.V1,19814.. - Vﬁb\/"
ferner ist
(@20)* = 4(pN*(941)° {(eN)°+ (94 1)°}
va = 8—2—4P“/a.(1—-e—aP)(1_e-—2aP)(1_e_3¢p) .
—loga "‘/1
¢ 7 " 'Z
oder [a;] — V—logz
P
Es sei

(1429 (1+2°9)(14+29) ... 0+ D (1 +2)(1+3) ... = F@.y)

so ist
P P 1 Pa
_ —— —t= tPoy—y ——
F[e ELY er\/a].e 2o __ F[e [ . e a] e I .e«}Poom
(6]

Die Siebentheilung fithrt auf folgende Gleichung
o r1—2z4 22— . .92
b= [1+2x+2z"+ . .]
222220 . 42
4= [1+2x+2x‘+ . ]

12 228 . .92
B_[i+2z+2x‘+..]

56
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8 6 ¢ 16—3200 45 30 44 32— 64565 3__20+7686b—17688% ,5
A —4 A+ 49 4 343A + 2401 4 16807 4
48— 214400+ 61440*— 4096.0° 1

-+ 823543 . A4— szasis — 0

160°— 325 305* 320°—648° g 2055+ 7685%— 765 52 2

B*—4bb B°+ 19 B— 343 B'+ 2401 B — 16807 —B

b — A 3 __

+ 48 21445° + 61440 409658__ 1 — 0

823543 823543

Wenn man in der ersten Gleichung statt 55, 1—bb und statt A4, — A
setzt, so wird sie nicht gesndert.

[7.]
Fiir die Dreitheilung hat man
a b —z— =t
B
A B =T

T'4-(12t—168%) T+ 62T — (16 t— 12¢%) T t* = 0

oder
(T—t) = 16(0—1t*)(T—T%)

4 3t—t*+T(1—s¢1)
@ T 3[T(—t) Ft(—T T)]

Setzt man T = tangN, ¢ = tangn, so ist
3sin (2 N—22)® = 4sin(N—+37).sin(3 N-4n)
sin(N—#)* = sin4n.sin4 N

dcosn _ Bsing __ 2sin(N+3n) __ sin(2N—2n)
acosN 7 bsinN ~ 3sin(2N—2n)  2sin(3N+n)

(8]

Zum Beweise der schonen Lehrsitze der Reciprocitit wird folgendes dienen:

I. Das Product aus allen
7
1— ek +N

ist das Product aus allen
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1—1=¥
ak
e
1+
also
sint— g _E -LN_.’))’"‘ w _____ﬂN-—'fj)“‘.
. : —e 1—e ¢ —e? 1—¢ a
- . N - . 2N . : 2N .
sin—= — 2 ne bl P
a 1—e a 1___6(1

II. Sollen aber blos fiir £ die ungeraden Zahlen gesetzt werden, so ist
jenes Product

cosN_n L =t _N_')’”. i N—'qm_
. « 2 e 2a t1te « __ ,2a¢ tite a
- Nz : . - N _,
cos— — — = it 74
« 2 1+e ¢ 14e®

Setzt man also N = ko, so wird der Werth jenes Products, wenn man

a'ri e
e * =2 und e¢* =y

setzt,

-¥ 1
S N ‘v
=Y ixF T 3T

folglich das Product aus allen Werthen fiir 4 alle ungeraden Zahlen gesetzt

= (2, )[ﬂz[z‘ ?

[za]*

Es seien m, n zwel beliebige, positive reelle Grossen und A reell oder
imagindr, man setze

so ist das Product aus allen

1

T kmtEnid
fiir £ und % alle ungeraden ganzen Zahlen gesetzt, obigem zu Folge
56 %
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— [« [T

= (#.9) [e2]*
Offenbar ist aber obiges Product auch das Product aus allen

Ai
T kmitEn
also, wenn man
2 LR
e " =4, o=y

setzt, so ist jenes Product
= (o,y) T [EAd AN
22
folglich diese beiden Ausdriicke einander gleich, oder

z z , z' 50 z'3
1+zy.1+;.1+x3y.1+;—... 1+x’y.1+y.1+x y.i—{-?...

z . 1+2 af2d 125, T 142142 1420 o2t

Diese Schliisse bediirfen einer Verbesserung (alle geradezu noch einen con-
stanten Theil im Nenner).

(9]
zt4z* o +162® Y+ .. =z 222 + 1
1+ 2z +22°+ 22° +..  1—zz  1—&* t-—x“
x
= (1+x)‘+(1+x”)‘+(1+x")"+ T I

also
x3 3
tlog(14-22-422'+24"4. ) = 1-T—x+3(1+x*)+5(11z5)+ .

I. aus der Differentiation des Logarithmen des Ausdrucks durchs Product.
‘Wird I. entwickelt in
a2+ 2 & 4.
—2zx—22%— 22" — 22" —

432 +32° 328324 ...
— 42t — 42— 40— 428

. - .

und die verticalen Reihen einzeln summirt, so entsteht II.
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8z 1622 2428 323:". R
(2o 220 ) = 1 25 4 S 4 M B
% 9 4 __ 8z 1622 242 32z -
1—22+42s'—22°+ .. ) = 1— s T iy s s e
3 L5 16 482* 80 2%
@att2t 2+ . )= o+ S+ =t

x 8 823 &
(142242244224 . ) = 1+(1ix)’+(1+z:z~)’+(1_2')*+(1.8:z‘)3+ .
szz szt

4 L¥3 s2?
1—22422'—22°4. ) = l—(1+x)’+(x+:cx)'—-(1+z’)‘+(1+x“— ..
i 3 i 16(14 16(1+2%2% | 16(14 292"
ot 22t 22 4. ) = (l__:x’;l”q- R TR L x,?)f ‘..

Die Reihen
p = 1422422+ etc., 1%0 =t
g = 1—22+4 22— etc., q%l:u

werden durch Differentialgleichungen am einfachsten auf folgende Art ausge-
driickt

xdt ’ zdt’ " zde” w

&=t T =t =t

zdu ’ zdu' ___ zdw”

T = T, iz — ¥
LI = atu—ut) = —au’t" = 4%

tm tl 1 t”
3y =V(E+163)
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(1IL)
[ZUR THEORIE DER NEUEN TRANSSCENDENTEN.]

Die Theoreme in Beziehung auf diejenigen Reihen und unendlichen Pro-
ducte, welche zu der Theorie der Arithmetisch Geometrischen Mittel gehdren,
ordnen wir so:

1. 1—m.1—mx.1~w3.1—.?:4 o= [a]

2. 14z 1tee. 142 1424 . .. = [[%]

3. t—2.1—a® 1—af . 1—a’ ,—_—_[%j

4. 142142 1+a® 12" ... = fz_g_].

5. (2] = E%[%J_]

6. -y 1+2*y 12y . . eyt a2y Aty

evolvitur in seriem
Fa. {14 (y+y o+ +y )+ +y) 2+ .

_ (1—@)’(1—33)2(1—3:5)2 __ [=F 1
7. also Fo= —2zt22t—22"+ . = [eap 1—22+ 28" —228° + .. -
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_ itz 142t 1420. .. . [=*P 1
8. Fa = 1—2zt 22— 22 ... T [exz][2®] 1—22*t 22— ...
9. ' [z2)Fax = [2*) Fa* = [#®) Fa"® = [ F2* = ete. =1

[£F __1—z.1—zz.a—2*..

—9 S —
10. 1— 22422 T [zx] T 1dzatzzadat..
- 4 . [z _ 1dzii—zz.i4zd1—2..
11. 14224227+ . . = [2F[e*F — t—z.i4zz.a—2* 1424,

Andere Beweise dieser Sitze.
Wenn man in 6 statt y, y schreibt, so wird

H“_,i,- \taeyy 1+2tyy. 1+2tyy .. Atzaey ataty TP by
= [—;;] {04+ + Py ee+ (0 58+ . )
oder
12. y—!-—i-.l-{—xxyy. 14+aiyy. 1+ayy . . Ataay ataty 14ty
= gty )+ +y )+

[zz] zt

Anderer Beweis

13. AL = oot
oder
14 e =

Anderer Beweis.
L) (14224220 ) = (1—2224-24°0— . )
16. 1—2z+22  — . P+ (1420422 + . ) = 2(14-202+ 228+ . )°

(1—22+422*—
(

17 (142242254 . ) (@42t 4. ) = @+ o 4.2
(
(

15.

)
18. 142242244 . 4 (2aF 4 22t 4. P = (142282224 . )

19. 1422422+ . ) = (1— 224 22— . )4 (22t 228 4 . )
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Anwendung auf arithm. geom. Mittel.

I

k( b = h(1—22 +22* —. )
h(14-2224-22° +.. bV = h(1—2a2422° — . )
= h(1+422*+24"%+.) V' =h(1—22'4 22— . )
42424224 = h(1—24P 4225 — . )

20. 1422 422" 4.7

II

1

ll

Il

ll

etc. etc.

¢ = \(ea—bb)
, ce cc ¢ ¢ 1
¢ = J@da —bV) = tla—b) = =, \/17;=T\777z

II N , N cc . et ¢’ _ '
C" —_— v s b b — '%'(a “—'b) _— "T.u — 64a’a’a" ’ Vﬁ' - '*a"%h*
nmo___ " m mymry B — 0_”0_" —_ c® 8 f::_'. — (4
cC = \/(a a _b b ) — ‘é‘(a b ) — 4au/ - 2£4auauzam ’ V4h — » a"i‘a""‘hﬁ

etc. ete.
s . P e a’ 3+ a" 1 a” 4
21. = catas k. 44 [a—] [a_] [a] ete
" A rr A

22. z = f'-;—b[:—]z [Z=] ete.

Setzt man in 6 statt «, 2° und statt y, —z, so wird

gt 1—2® 11— 1—2 1 —2f 11—t

1—zz—a' 420 42— — 250 . .

1
= At
oder

23. ] = 1—z—zz+t+ 2’4" —2®® —2 4 etc.

Anderer Beweis.
Man setze in 6 statt z, ° und statt y, +a, so wird
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24. 1+t 2tart+a+2' 2%+ 2% Fete. = [, 142, 1 d-22. 125, l+a:"',,
[zz][«*T
= 2]

Man setze in 6 statt 2, #* und statt y, zzy, so wird
14+ 22y + 5+ 2y y +ete.
— 1+§-.1+§.1+§ Aty taty 142ty ... [2°)
oder statt x, 2° gesetzt
2+ Z a2y + T 4oy y+ete.
= 2. l—{—f;. 1—|—%. 1+x7”. co 12ty 1428y 142y . L [0
also
25. a+at+2"+aP a4 ..
=w.l+x3.1-{—-x'5.1+w2’.1+m”.1+m”..‘{z'8]=w%:-{—[[§%———gq

26. x—w‘-—x‘“—i—w”-l—x“’—etc = 21— 1—a® 1—a" 1—2® . . [2¥]

[xS][x18]$
2"
Da nun
1_ s 1—3" l_zzx ['ZQS] [zls]l 27
siososi st I Y et at et
$o ist

27. ax—2'—a'aP+a®— ..
Y ﬂ.- 8" “l
= 1= 1—2" 1—a® ... L{g* a2 + 2 + ete.]
; !

ferner folgt aus 24, wenn man statt 2, Z° setzt, weil

1—22 224 —22% ... __ [T __ T 1
—2 1—2. 1—2%...  [£*][=z*] B s A ol +‘”z + ..
28. 1—22°22%—228 .. =1—2*.1—2" . 1—a¥ _‘;ng+x=’+ +-etc.}

also aus der Verbindung von 27 und 28
1. 57
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29. 1—22-422*—22°4 2210 — .
=1—a.1—2". 1—a®. .. i% {x%—-2w%+wz‘§+w? —22% —ete.}
ferner folgt aus 23 :
&t —as —as ' = o[
also

30. 1—22°4-2a"—22% 228 .
A 121 163
=1—-.z"°’.1——w9.1——m’5...—1—,{w?-—w —-—ws—l—a? +ax® —. )

x’s‘
Aus der Summation von 29 und 30

31, {1—2z+4-22'—24° 4. | {1—22° 422" — 22" . )

=1—a* 11—’ 1—a®. . 2l F e fae —. g
23

Aus der Summation von 28 und 30

32. {1—2w3+2w‘2—2w27-—}— }—}-{1-—-2.27—(—2&935 2x8‘+
=1—a*. 1—2’. 1—a" ., {%—l—w -l—m —!—wu + ..}

QW

Setzt man in 6 statt @, «° und statt y, xy, so wird

142"y 14+t 1oty . .. 1+§. 1+”‘yf. [t
322
= 1+Z+ 2"y +Z 2y + ..
Man hat demnach die Zerlegungen in Factoren

33. (1—22°2a”—244+ . )+ (1—22"+22%—22% L | )
=2[2@® 11— 1—a" 1—a". 1P 1t 1P 12T

34. (1—2@+22*—22"+..)+ (1—22% 22— 22" . )

= 2P 1—z. 1—2* 1—2° 11— . . A2 A2 12T 142, ..
35. (14222242474 )+(1+2 P -24% 245 . )

= 2[@*] 1+ 14+ 1t =B —aP 1 —a

36. (1+2m+2 2422+ . )+ (142288220 225 . )
= 2[a! ].1+m.1+x A2 42— 1—a A—a'T 11—,
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Hieraus ergeben sich zugleich die Factoren des letzten Theils in 31.
Aus der Subtraction von 28 und 30

37. (1—22°422%—24%4. ) —(1—22°+ 22— . )
=2 1—2. 1—a’. 1—a".. —’;(w%—f—w‘_:_—l—w

kX % ] 382

Atz 4l
Setzt man in 6 statt #, 2° und statt y, #°y, so wird

14ty 1422y . 1425y . .. 1+§. 1+%s. 1+§. vl [@7)
= 1+I4aly+ Myt

Also die Zerlegung in Factoren

38. (1—2a'4-22%— 2284 .)—(1—22" 22" —.))

= 228[2*]. 14+ 2P 142" 1@ 2% 1—P 11— 1—a
39. (1—22°+2a"—22Y"4. ) —(1—220422"—. )

= 2z[2"). 1o 1Fa" 12 12—z =2t 1—25 . ..

40. (14244224224 . ) — (14222254 . )
= 22°[2*). 1—a* 1—a® . 1—2®.1—2%. . 142t 142 142, ..

41. (1422422 422"+ . ) — (14225422 4. )

= 2z 1—z. 1—2" 1—2® 1—2®. . 1}z 1425 1425 ..

Aus der Subtraction von 29 und 30 folgt

42. (1—2284-22"—22"+ . ) —(1—22422'— . )
=2.1—2. 1—2> 1—2%. .. ‘1;(“’%—33%-—«7"%—!—3%—}-:37— )
x
Woraus die Zerlegung des letzten Gliedes dieser Gleichung in Factoren folgt.
Aus der Multiplication von 34 und 39 folgt

43. (1—22* 422 —22" 4. P —(1—224-22— . )
= 4z[2"]. (1 —2)1—2*P (1 — 2. 1tz 142" 142" 12t

PP el lt] e
= AT G T % BT

Ebenso aus der Multiplication von 36 und 41
57 %
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44. (14224224 .. —(1+22°+ 2272277 . )2
= 4z[z"*P. (142’ (1+2°)P (14+2%.. . 1—z. 1—2P 1 —2" . 1—ab.

[ Plea) [212] __ , [e2][s"][a"T
PP “[z=][=*] (=T

Also der Quotient

=4z

(1—2284 22 —22 4 . P —(1—22 4 22— . )?
(1422842214224 . )P —(14+ 22+ 224+ . .)®

—_ (l:f)s(l—-f‘ (l-—x"’s 1—2zN\3 [1—2°
— T \i¥=z 1+x3> 1+x‘) (1+x’) (H—z’ :

45.

— [Pt [=* ][]
[zzP [T
und das Product )
45°, {(1—2a° 422" — . ' —(1—22 422" — . )%
< {1428+ 24"+ . P— (142242254 . .}
_ [zz]a[x«z]s
= 10T

Aus 28-41:30 folgt
46. (1—22°4-22%— . )—i(1—22*4- 22" — )
ﬁ‘;‘(w%-}-z‘ﬁ-;-m?-{-ﬁ“-g-..)

=1—a% 1—2° 1—2'°,

Nun findet man aus 6 nach dem, was zwischen 22 und 23 gezeigt ist

142ty 12y . 142y . .. 1—{—5;. 1-!—3‘;. 1-—{—-5—;: e l—ab 1—a,
= l+’—§,f+w‘y+j~’;+w“w+ .
Also
1+t 1—ai 42" 1 =22 1+— 1——— it 1—a® 14 a' .
= 1tizw iz’ -l—w“’—-l— T
Daher die Zerlegung in Factoren

47. (1—22°4-2a"—. ) —i(1—224 22" — . )
= l—g.1—a’1—a%. .. 1—i. 142" 1—af. 142, ..
X1+tix. 1tize. 1 —idt 1 —ig A" Aia’. ..



ZUR THEORIE DER NEUEN TRANSSCENDENTEN. I.

und ferner

48. (1—22°422P— . )Fil—224-225—. )
= 1—zA—2"1—2* . AFi1f 2P 1—at 1420, ..
X1—iz. 1—izz. it tia® 1—ia" . 1—ia®. ..

19. (142242224 . )—i(14+22+224 4. )
= 14z A+ 0142 . 1—i1—2P 11—t 11— ..
X1—tx. Afiaex. 1 —iz* 14ia°. ..
50. (14-22°+22"+ . )4i(14 22+ 22"+ )
= 14z 142 142 . 14i1—at 1—ab 1 —2. ..
X1tz l—itzx. 1 F12° 1—id®. ..
Also aus der Multiplication von 47 und 48

51. (1—2&%22Y%— .. P+ (1—20422— ...}

= 2(1—2)(1—2*P(1—2°*. .. (1+w’)2(1—-‘\z’°)’(1+w’)2. .

X1tz A4t A2 142", ..
= 2(1—a2)f(1—2%*(1—2°. .. (14-2%* 1427, ..
<(1—2®(1—a?. . . 1tzx. 142t 1428 1425, ..

g LFET [T (] 2[PLT
=Pl L F (%] [e2] T PP T T

und aus der Multiplication von 49 und 50

52.  (1422°+ 22+ . P4 (14220224 .. )7

= 2142 (142 (14 2. .. 01— (1— 2P (1 — 2. ..

X1tzz. 14zt 1428 12, .

P2 Sy 0 BN ES | Co £
FFEF T @1 T R

und der Quotient

(1—2z*+227— . P4 (1—2z+ 22— ..
(IF22° F 227+ . ¥ (1t 22+ 22° ¥ ..p

__ [1—2\2 [1—2*\2 [1—z*\2 (i—i—x‘ 2 14 2%\2
T e

~ (s — e

53.
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und das Product

54. f1—22* 4. P4+(1—22+4. P} {(14-22°+ . P —(1+22+ . )}
=1L =1p—227 4204 — .
Aus Formel 23 folgt
55, x4’z .. =z. 1428 142 1. (1—2— 2R -2 )
% Exponent = [J—1

Aus Formel 26 folgt

56. a2+ =z. 1+t 120 14 (P — 20— 2P 25— )

oder at 1tz 142C. 142, . =4, =7 gesetat
55. s 2P = A [ —PF— 00— )
56. B4 a4 = AP — PO

Nun folgt aus der Factorenzerlegung in 24 sehr leicht, wenn man statt «, ¢
statt y, ¢ setzt

tt— it it Pt .
=it 1— 3B At — L B — 30
Also aus 55—56

57. (@42 a® 4. ) — (@2 2" )
=z d—az At 11— 1—a. ..

x<142® 11— 14-2%. . 1428 142 12
Und so sehr leicht

58. (@4 2P+ . ) (P2 2+ )
=g 1+ax.1—a" 1 —a 14?1+ ..
X142 1 —a* 1 4-a%. . 1P a2

Also durch Multiplication
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59. (2424224 . P — (@2 2P )
= e —a*1—a? 1 —2B 1 —2¥ 1—a2". ..
<142 (1 —a*P(1 2% .. (1 +2PP (142", ..
[ P P2
Eben so folgt aus der Factorenzerlegung in 24, wenn man statt », ¢ und
statt y, —¢ setzt

titt— it — P —tY. =t it —atP i — S, L [
also

60. (24242 + ... ) Fil@*+2 2"+ .. )
=z 1tize 1—ig® A Fia¥ 1 —ia®. 1A 12 1—a t—a™. .

und eben so

61. (z+a+a2®+..)—i(@+2" a4 ..)
=z 1—izz A1+ia0 1—ia¥ 14ia?. . 14-aP 12t 1—aP 1 —a, L

Also durch Multiplication

62. (z+2*+2F+ .. P+ (@27
_ BT [22]0e*] [2°F 2w ., 2P 1"]
ek L o R o N A el v o

Also Product von 59 und 62
4 [z“]' [zu]s

63. (w+z'9+w25+ . .)4—(‘Zﬁ+w27+$75+ . .)4 = W{,@]—

Durch Multiplication von 62 und 44 folgt

64. {(w*—[—-a:%—l-a:?—{- . .)2+(:v%+a>3’7+ N
< {14228+ 228+ . P — (14225422 +. i

L ETREIET P, s PP
SR L vy o L v -y e P o P

Durch Multiplication von 59 und 44
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65.

66.

67.

68.

NACHLASS.

{(w*+a:%+w“‘+ P—@ a2+
> (14227228 . )P — (14 22°+ 22 - . )*}

— 48 AlZT[?T [@T[* ][ ]

[P P*F " [1*1*F

= 4 3%336]{ - 4(‘z,%+w21]+w?+ * ')4

Man hat ferner

J S .
__ a*%b%(aa—bb)E" a Lt el
[(Z’] - of 47k VA [ﬂ‘["*]‘
353 T "
___ a%b%(aa—1bb) _ [
[«Z’x] - 2%3:1_1}_‘/}‘ [a:x]z
Tryie u 218
47 _ a*fbi%(aa—bd) aa—bb [=*]®
(= ] — 2R hh = 16z [.'cz]‘

Fir die Finf- Theitung  {% %}

sd—a] — aa—bb " bb

B—b\¢ AA—BB 44
5B—b] — aa—bd ' aa

(a—-A )4 __ 44—BB BB

a— A4 . 5B—b & ___é
B—b ~ sd—a \/ b4

(@ —4) (54 —a)= 256 Aabb(aa—bd)
(B— b) (5B —0b)’ = 256 Baab(aa—bb)

(@ —AP’(5A—a) = 256 Aa BB(AA—BB)
(B— bP(5B—b) — 256 AAbB (AA—BB)

4 — salzeF P10 gt a* 44 B (4.4 — BB)'*

= [z][=*] b"‘f(aa—bb)ﬁ

1T % af 4357 (ca—bby"
5A—a = 4= [x‘][z"’] _ Bﬁ(AA_BB)?‘i‘
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Zu der Theorie der Fiinftheilung gehdren folgende Theoreme. Wir be-
zeichnen 14-2y.1-+2°y.14-2%y. .. 1+§. 1-{—% . 1+% ...durch (2,y), soist

[69] (#.09).@ %) = Pli+ea(yy+ )+ @' 5+ |
+Qy 45+ (') 2 )+ -
wo P, Q von y unabhingig.

Also
(@, ad)(z, %) = (22, 0a) = P(1—2z2x+4-22"—...) = %—?ZP
oder
P = (zx,aa) )
T (22T
Ferner fir y = —ox

(@, —aox).(@.—x) = 0

= P(i+A+aas' + 5+ )— Qo+ S+ E5+a'ad+ 5+ )

d. i
Pla++a' @+ 5+ (@ +5)+ . |
= g { 1+ww(aa+$)+w8(a‘+% )+ .4
Nun ist
P = ﬁ{l—i—xw(«xa—}-f&)-i— ool
Also

Q=7 {lad-2)+at (@) + - -
und unser Theorem

Y

70. (‘Z’,dy).(w,;-):[—;a-z §1+.z'm(aa+a—1a)+m8(a‘+£;)+..§ )
x{ttaa(yy+ )+ ' 45+ )

Fafoat 4ot (034 5) F a2 @+ 5+ - -

| }ly+y+o 0P+ Q)+ @+
1ie ) 58
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oder

(2, ay).(w,%) = %—z‘gj—;{(ww,aa).(wm,yy)-t—may (zx, a0z 2). (22, 22YY)}

(Man kann auch leicht die Reihe, wodurch P multiplicirt ist, = 0 machen,
durch y = i)

2yys gt E]
71. @9+ (@ )V = @95
(@, 02) = %(,z', -’z-) , (@, ax2) = é( , OL)

Den Satz 70 kann man auch so enonciren
72. (@.a).(%,8) = ———— { (@x,a8).(x2,7)+2a (22, aB822). (@2, *57))
Hieraus folgt
@) (&%) = [[u:_.‘;{(wx, =) (@2, ) +a(@z, aB). (@, 25}

hieraus ferner

3. (2a).(2.8)+@.2). @ V5 = - @ Vab). (@ v2)
Nun ist
1422 L2t ... @ﬁ i), (ix‘ —izt)
14225+ 22%° -

(z’z“ —iz ) (zx’", zx’)

— (“'x ,xa:) (_xs, —x)-{-x(—x‘, __xS)(__xs, x.)
T (—2% xa)(—a8, —2) — z(— 2, —2®)(— ", 2%)

Woraus der erste zu beweisende Satz von selbst folgt. Ebenso ist

1422 +22* 4+ ... 1—ez.1—eex.1—elr 1—c*z. 1t ez 1tecxe. 1Pz 1t etaa. ..
1+ 225+ 22°+ ...  1+ez.lteex. 14z 1te*r.1—exx. 1 —cexz. 1—e°2z. 1—etzz. ..

A A 1
_1—et1—g® (z'z%, iex?). (iz®, teex®)

R L N

4
z*, ieex?)

ee—ed,e—e* (—2, —e%2).(—a,8)—cx(—z, f22)(—z,—c2)
eeted.etet’ (—a, —ez) . (—a,¢) Fez(—a,f22) (—2, —ex)
_ —etestef—et (z,6%2).(z, —e)+ * (2, — %) (2, c2)
T Fedeet ettt (z,e7) . (z, —e)— ¢ (2, — &%) (z, e 7)

Woraus der zweite zu beweisende Satz von selbst folgt.
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(@ 2) = 2(142a (1427, .. = 2 ET

[z2F
— 2 e [z}
(‘Z” 1) - (1-{'—66') (1+‘” ) b F*F
Man hat also
(@0 = E"]], {(@a, aa)[:c—g‘;:[?],+2wa(ww aazrr) Ez&:}

3

Durch die Entwickelung von (2,y)° erhilt man

P{1+2* (P +5) + - 4 Qe () + o yy ) +2¥ (o' )+

also fir y = —ea

(1— es)3E =5 = Q2 He—ee—(e—ee)zr— . . .}
oder
3*[”].: (1—zz —a* 42"+ L) = [22]Q
also

— g5 =T
Q=3x ‘G2

Durch Entwickelung von (z,%).(z, —y)* erhilt man

Pl 5+ -+ @l ) ot vy+5) + -
(1—eg)(1teeft EAZIEN — @™ (e—ee)[wm]
Q — — gt I

TV oot [ P
Man folgert hieraus leicht, dass man setzen darf
T(x,y)*+ Ulx.y) @, — 3" = (@ 3°)

so dass T und U Functionen von #. Um sie zu bestimmen setzen wir
58 *
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1) ‘y—"—"-w

2)

oder
oder

oder

folglich

also

NACHLASS.
so wird T(@, ) = (@*.a*) oder
y= —ca sowird T(@,—ea2) = Uz, f22)
Q—eef (2 __ [2"F[za] 2
T = ey Ulited
o [zz]*[«2
T=—tULse
— g [T [z}
U - 2 [xc.}a.
(z:“"?/) 3 (2 —y)
Tenl*? G =)
z =P T (= yF)
7+ 7] (=y) ]
[z2]* [(z: —9) ]3 3 1 & —y)
[Pl (=) [T (2,9) — & —9)
[ee]* [o°] [(:c, —'3/)]2 (= y*)
[T [z2TFL (2,y)

T =

4 [P [z2]

T
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[IV.]

HUNDERT THEOREME UBER DIE NEUEN TRANSSCENDENTEN.

Es sei

a*—1 a"—1.a"—a.a"—aa t3

T — t+a”—1.a"—a tt
- 1+ a—1" a—1.ga—1 " + a—1.aa—1.a"—1

a®—1.a%—a.a%*—aa.a*—ad
. .S. W.
+ a—1.66—1.a*—1.a*—1 t6+ u.8. w

indem wir =, a, ¢ ganz unbestimmt lassen. So oft » eine ganze nicht negative
Zahl ist, bricht die Reihe offenbar ab und besteht aus z—+1 Gliedern, auch sind
dann, wie wir in der Abhandlung Summatio quarundam serierum singularium ge-
zeigt haben, alle Coéfficienten ungebrochne Functionen von a. Ist aber n ge-
brochen oder negativ, so findet beides nicht Statt.

Indem man T mit 14 a"¢ multiplicirt erhdlt man

T.(14a"t) = 1+ =" 14

a

gttt —y gttt—g ¢ atr—y gttt —gq.a"' —aa
a—t.aa—1 + ¢—t.66—1.a6*—1 *

3 +etc.
Indem man also in 7 das Element n als verinderlich ansieht, und sich

des Functionalzeichens 8 bedient, dass

T—=6n
wird man haben

8 (n+1) = (1-+a"t)B2n
Hieraus folgt das 1. TreorEM.
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Wenn n eine ganze positive Zahl bedeutet, ist

a®—1 a*—1.a"—a a*—1.a"—a. a"-—aa 3
e e e L '+ ete.

a—1.aa—1.a°—

= (14-t)(1+at)(1+4aat)(14a%t) . . . (1+a"’“‘t}

2.
Wenn wir T auf folgende Art schreiben

1—a® 1—g"® f{—a™ t— g™ 1—a“" 1— a2 3
1+1—a +1—-a'1—~aa tt+ —aa " t—a® a’t

1t—a® 1—ag"t f—a™? 1——a”3
.4 .t“—l—- ete.

+1—a ‘t—aa " 1—a® "1—a*

wo die Exponenten von a die Trigonalzahlen sein werden, so erhellet, dass das
letate Glied sein wird

3 1 a— - - . 3 .
wenn wir !V = y setzen. Die ganze Reihe wird dann, indem wir das
letzte Glied mit dem ersten, das vorletzte mit dem zweiten etc. zusammenfassen,
fiir ein gerades »

(") + ooty )+ =2 = (1 )+ -

1—a® 1—a"t §— iR 1(3n—1) (3n—2) ;sn—1
i e i ghnt a 4 (1+yy)
+1—a"‘1——a""“ t—ai?*t 4 4n.in—1 tgn

t—a 1—aa 1— gi?

indem das mittelste Glied isolirt stehen bleibt. Bezeichnen wir dasselbe durch
A und setzen a = xx, so wird die Reihe

_ e
ANy 4y )+ o yy )

R —
+ o P P+

u.s.w. welche Reibe aus 4(r-+2) Gliedern besteht und dann abbricht.
Unser Product (1-%)(1+4at)(1+aat)..(1+4a""'t) hingegen verwan-
delt sich
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14+ L) 1+5)01+5%5) ... 142y
Das Product der ersten Hilfte der Factoren

= L+ 0+ 0+ L 1+ D)+

wozu noch die iibrigen kommen
(1+eg)(1+2y(1+2%) ... (1+2""y)

Da nun

A St A St A St il
t—mzz " 1—2* 1=z T 1--2% 'zi-m

A=
wird, so verwandelt sich das erste Teeorem in folgendes zwerre: fiir ein gerades

n wird:
— —ght
1+ In-l-s (y+§;')+:_zn+z :—-z"““ 4<yy+yy)
— _zn—z __x”_ _
+:_fw=°:—xn+“:_zn«~w9(y3+y Y4 ete.

= (14ay) 1+ (+a%) . .. 1+ 1+ D+ D) +D) .. (14+-57)

t—zz t—2* 1—2* 1— 2z
> P P T R

3.
Ist » ungerade, so stellt sich die Reihe so dar:

(14+y") + =2t (14 )+§:—".‘:‘;:'att(1+y”“)+..
A A L ) ) (4 )

‘t—aa °° l_af(n‘s)

1—a® 1—a** 1—ad(**® 1. s(n—1}4(n—3) ,H{n—1)(1
R L t (143

Machen wir wie vorher ¢ =— 2« und setzen das Glied, welches hier das letzte
ist, = Ba*.( *+y"*), so wird die Reibe

= Blat (g +y H+ 00 o 4y S e () ete)
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welche Reihe aus (n—+1) Gliedern besteht und dann abbricht..‘ Von unserm
Product stellen wir die ersten 4(z—1) Factoren so dar

(0TS0 L 1+ D)

)
R

wozu noch kommt

(+y)(1tz2y)(1+-2'y) . .. (142" "y)

Da nun
B 1B GBS an+T . 4 aen z"c"”"‘*i‘.yi‘(”“)y’%
1—zz 1—z* T1—2z® T 1—2"t " anentd b
1 g ts 1— ™yt
T y—zz " 1—2"t 'x-l-rm

so ergibt das erste THEOREM folgendes DRITTE: fiir ein ungerades n ist

w%(f—l-y—%)—l—:{%.m%(ﬁ_{_y‘%) :T_W Yy )+ ete.
= at(y* +y 7 (1t way) 1 +2'y)(14-2%) . .. (14-2"y)

4 (3 xﬂﬁl
><(1+£;) (1+%) (H‘%) o (I50)
1—2zz 1—a* 1—2z° 1— 2"t
T N (e 1— 227

Wenn man # ins unendliche wachsen lisst, so verwandeln sich die Rei-
hen und Producte des zweiten und dritten Theorems in unendliche Reihen und
Producte. In dieser Gestalt ist das vierTE THEOREM

1+ a2(y+ )+ yy+ ;) +2°(4°+5)+ ete. in inf.
= (14-ay)(1+2) (14+2") (1+5) (1+2°) (1+2) ...

X (1—ax)(1—a*)(1—a®) (1 —a") ..
und DAS FUNFIE

(3’ +¥ %\"‘“"(.? +y )+¢Z’ (f—f—y + etc. in inf.
= 2 (yF+y7). (1+wwy><1+wy>(1+w)
<(1+Z) (14+2) (1+2)..
X(l—ww) (1— “) (1—af) ..

b
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5. )

Die Functionen, welche durch das vierte und fiinfte Theorem in unendliche
Producte entwickelt werden, sind von grosser Wichtigkeit, und es wird gut sein
sie hier durch besondere Functionalzeichen zu bezeichnen. Wir schreiben
daher )

Plr.y) = 1+ay+y ) +2'(yy+97°)+ 2@ +5°)+ ete.
Rzy) = &y +y~ )+ (P +y )+ (4 o H+ ete.
zugleich auch

Qry) = 1—zy+y )+ yy+y ") —2* ¥ +y°)+ ete.

wo also Qlz,y) = P(—a.,y) = P(z,—y) wird. Der einfachste Werth, welcher
Y beigelegt werden kann, ist 1 und da die demselben entsprechenden Werthe un-
serer Function von besonders grosser Wichtigkeit sind und hiufig vorkommen
werden, so schreiben wir der Kiirze wegen statt P(2, 1), Q(z, 1), R(z, 1) schlecht-
weg P2, Qr, Rx. Wir bemerken noch, dass wo ein Exponent sich blos auf
das Argument einer Function bezieht, dieses durch Klammern bezeichnet wird
wie P(2*), ohne Klammern ist immer vorauszusetzen, dass es sich auf die
Function bezieht, also Pa® so viel bedeutet wie (Pz). Also

Py = 1422+ 2a 4 .
Qr = 1—2&2’—{—‘2&"——- .
Ry —= 2w%+2w%+2wz"+ .

Endlich wollen wir durch das Functionalzeichen F in dieser Abhandlung das un-
endliche Product ausdriicken

For = (1—a)(1—za)(1—2°)(1—a') . ..
In diesen Zeichen erscheinen die beiden letzten Theoreme so
4. Play) = (14ay)(14+3)(1+29) 0+ 1+2"9) (14 5) . .. Faa
5.  Rl@y) = 2t @ +y ) (1 +zay) 1+ 2) (1 4-a'y) (1+"...Fm
Und so ist offenbar

6. Qloy) = (1—ay)(1—2)(1—a*y)(1—Z)(1—2%)(1—%)... Faz
1. 59

-
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ferner indem man y = 1 setat

7. Pz = (1+m)2(i——wa,~)(1+w3)2(1—-.z"‘)(‘i—(—ﬁ)z(i-—-w") ce
8. Qr = (1—2(l—z2)(1 —2*P(1—a*) (1— 2P (1—2°%) . ..
9. Rz = 24t (14-a2)*(1— o) (1424 (1 — 2 1+2°)* (1—a®) .
Substituirt man hier 142 = E-%f , 142 = :—E—:—: u.s.w. so verwandeln diese
Ausdriicke sich in folgende R

. (Fzx
0. Pr=grway

_(Fay
11. Qx = For
12. Rz = 2(2;7}(?—”‘—)2

rx

hieraus ergibt sich ferner

13. Pz.Qx = (Qzz)
14. Pz.Rz = {(Rya)’ oder was dasselbe ist

Pzx . Rexax — —}—(Rm)z, Rrx — (Rz)

2Pzx
Qua(Ra)® = 44*.(F2*)®  also

15. Fo— VQ‘”%)(?”%” = yReheEhRE V(Qx)’i(x%)
4z 2% 22

ferner

16. P+ Qu = 2 P()

1. Pz—Qz = 2R(z")

Also durch Multiplication nach 14
18. (P2)* — (Qa)* = 2(Rax)
Bedeutet ferner i die imaginaire Grésse \/—1, so wird

19. Pz+iQx = (1+41) Qi)
20. Pr—iQzx = (1—i)P(ix)

Also durch Multiplication



~
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21. (Pz)*+(Q2) = 2(Pzx)®
und aus der Multiplication von 18 und 21 mit Zuziehung von 14
22. (Pa)* — (Qa)* = (Ra)*

Man sieht also, dass (Pz#)® das arithmetische Mittel zwischen (Pz)* und
(Qa)* ist, und da nach 13. die Grosse (Qzz)* das geometrische Mittel zwischen
denselben Grossen vorstellt und da (Theor. attract. el. p.) wenn zwei Grossen-
reihen ‘

’ ” "
m, m', m', m". .
n, n, n', n”.

so verbunden sind, dass m® immer das arithmetische =(*) das geometrische
Mittel zwischen m®*~ und 2%~ ist, man die gemeinschaftliche Grenze das arith-
metisch geometrische Mittel von m, » oder von irgend ein Paar zusammengehd-
rigen Grossen der beiden Reihen nennt, so ergibt sich das hdchst wichtige
TeEOREM (23):

Das Arithmetisch Geometrische Mittel zwischen (Pz)® und (Qax)® ist alle-
mal = 1.

Nach dem, was wir am angezeigten Orte bewiesen haben, ist also auch
24.  das Integral Ve e
von ¢ =10 bis g==27 ausgedehnt = 2 oder auch von o =0 bis ¢ = 4km,
wenn k irgend eine ganze Zahl bedeutet, = 4k.

6.
Um den Zusammenhang des Algorithmus des arithmetisch geometrischen
Mittels mit unsern Functionen noch weiter zu entwickeln, bemerken wir zuvor-
derst, dass wenn

n Q) ind m= p Pa?, n = pQat, mm-—nn = P'P'(R)‘

m — (P2

gesetzt wird, man hat
59%



mw = p(Pzaf, o = p(Qzaf, mm —a'n = pp(Raz)
m’ = p(Pat)’, 7" = p(Qa*), m'm' —n"n" = pp(Ra*)
m" = p(Pa2*)?, n” = p(Qa*), m"m"” —n"n" = pp(Rx 8
le

mrm — P' (Pwis)z, o (Qw16)2, mmlmml ”mtnrm P’ P' (.R 16)4
u.s. w. oder aligemein
m® — !*"(szl)2’ a®) — p(sz’L)z' wm — it — P‘P(szz)‘

und dass offenbar p das arithmetisch geometrische Mittel zwischen m und =
selbst ist. So bald wir also den Werth von @, welcher vorgegebenen Werthen
von m und n entspricht, zu bestimmen im Stande sind, werden wir jedes Glied
der Reihen

"

m, m, m..

n, w, n..
unmittelbar darstellen, auch die Reihen interpoliren und riickwirts fortsetzen
kénnen. Das nichstliegende Mittel # zu bestimmen ist folgendes.
Man sieht leicht, dass die Glieder der Reihe
=) k=%, w=E r=(E},

2 2

= (B = (R

9

sich dem z immer mehr nihern, so dass # die Grenze derselben ist. Man hat

also
h' h'l hlll hl’l’
X = h.zoi .F.Z,,—, .
Nun ist aber nach 14
hl R 1 R
% = (Pzx)* und so 3 = Pa', an = (P2%)*, o = pwlﬁ)T
Also
A
w = 1 4
(Pza)* . Pz*. (P2*)*. (Pz*)* .
A

o (m”)§ (mm)-} (m"")i’
" . " . e . m oo
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wir haben folglich

mm-—ann

25' ‘z. : ” 7

16m’p.(ﬁ-)%. (7_"_,:)*, (m”")i'. .

B M w
wofilir man auch schreiben kann
g mm—nn (m Ny (g (g
16m'm"” "\m”] "\m""] ‘\m" e
Da die Glieder m/, m", m"” sich #dusserst schnell der Gleichheit nihern so

erhilt man z mit grosster Bequemlichkeit.
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(V]
(1]
Allgemeines Theorem (1827 Aug. 6)
P(2,ty).P(z,%) = P(xa, tt). Plzz.yy)+ R (2, tt). R(zz,yy)

(2]
Durch Zerlégung in Factoren bestitigt sich leicht,
(142 (1+2°(1+2°)1+2").... =M
gesetzt:
Plst, iat) =ZI&D
Pliat, —iat) = ZE.0

also durch Addition

Pz, 1)4-P(a’,1) = 2M . P(a® —a)
P(z,1)—P(a* 1) = 2 Ma. P(a®, —a°)

also
Plz,1—P(@@* 1)’ = 4MMw.F(a:’2).(1-—-a:)(1——-:05)(1——:1:7)(1“:1:“)(1-—a:’s) cee

. Fz,F(2f).Fz**y pP p3
== 4MM$.W == 2\/7 R
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—Pa:,

Plz.1). Pz.y) = Q(z,1)".

R(z,xt) =

Pz.y). Qlz,y) =
P(z,y)+ Qz,y) =

Q(x,y)*+R(=z, 1)*. R(z,y)*

Qzz,1). Qxz,yy)
2P(zz,1). Plxzz,yy)
P(z,y)’— Q(z,y)* = 2R(zz,1). R(zz,yy)

P(z, ).P(:ca:,yy)——P(x 1).P(@%y%)++{ P&’ 1)— P(a® 1)}.{ P(at, y)—P(z al

pqr.Pia®

[3

P(c* 1) = P, Q(z*1) =Q, R(E*1)=R
Pz, 1) =p, Q1) =gq, R(z,1) =1r

9") = pqR. Ple.y)*+3 PQR. P(z,3). Qa.y)

pg’r . P@’,y*) = pr Q. P(z,y)*— 3 PQR. P(z,y). R(z,y)*

3pPQR = 7‘3Q

— qu

3qPQ.R = 9'3.P——p3.R
¢*P
3PPQQ = PPqq-+ppQQ--+ppqg

3rPQR = p3 Q—

3pP= %—%
30Q=5—%
37‘R=§-—%
rESR_gt+3Q _ ptt st
rR

7@Q  pP

3Q® 3 R®
T
3 pPs 3 R®
r T
3@ 3p?
q »

44-24zz+242° 24+ 482 424 284 24 2 - 4827

8 Plzx,1) P(z%1) — 4 Q(zx, 1

) Q2% 1)? wiirde dann sein

4\ (pp+q9)(PP+ QQ) — 4\/pePQ
2\/(pp+q9) PP+ QQ)+2V(pp —¢9) (PP—QQ)
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? P z
d d dz
i@ = —#rPRY
d dR z
F—F=+1pPQ.2
(4]
So wie N

APy T+
durch R(z,y) bezeichnet ist, so wollen wir noch

oyt —y =2t —y T+ —
durch S(z,y) bezeichnen. Man hat dann

1S(z,y) = R(x, —y)
VIQ(z, 1)*. Pz, y)! — P(z,1)*. Q(z, ¥)*]

Sz.y) = R(z, 1)
— V[P, 1) R(z,y)* — R(z,1)*. P(z,y)*]
Q(z, 1)
Riz,y).8,y) = Qz1). Sxa,yy)

2P(zz,1). R(zz,yy)

R(z,y)'+S(z.y)
R(z,y*— S(2.y)’ = 2R (zx,1). P(z2,yy)

R(z,y). R(#,2)+S(2,y).S@®,2) = 2 R(x2,y 2). Pz, %)
R(z.y).R(z,2) —S(z,9).8(2.2) = 2R(z, {). Plva,y2)

(2
R(z,y).S(2,2) +S(x.9). B(z,2) = 2S(za,y2). Q(.z*w,
R(z,y).S(x 2) —8S(2,y). B(z,2) = 2S(mm ). Qlex,yz)

Setzt man
3 — (6, q)
wo k alle ganzen Zahlen bedeutet, so sind die Theoreme enthalten in

(6,20).(6,28) = (26,0 48).(26,a—8) (26, a6+ 4). (26,0 =644
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auch ist
6.0) = (6, —a)
[5.]
Man setze
___R(x’y) y4 NP — ‘S(z' )
cosb = Py T isinh = P(x’z) f
_ R oo SELY
cos$b = TirPleg)’ isingf = VzrxP(Z,y)
Yy = cosu—-isinu
dann ist
Px,y)db = pgQ(z.y)du
. a0 . ao
du = Vgt —rcost) — y(p* s + g cos &)
R(z,y) = a*y* Plz,zy},  S(z.y) = 2ty* Q(w,2y)
Setzt man
ind — "
sing = o7 cos b
so wird
g Qzy) sy __. 7 Rz :
OS¢ = T Fey V=3 Fay
du — dy

T Vet —p*sind)

6.1
P(z,y). P(x,2) = P(zx,y2) [P(wx %)+ R(za,y2). R (z2, %)
Q(#.3). Q(x,2) = Plza,yz). P(zx,Y)—R(zz,y2). R(zz,%)
( 9) - Qz.2) = Qzz,y2). Qzx, L)+ S(x2,y2). 8 (@, %)
z.9). R(x,2) = R(@a,y2). Plzx ¥)+ P(za.y2). R(z2, %)

P(z,y). P, 2+ S(x.y).8(x, 2" = Q(z.9). Q@2+ R(z,3). R(x,2)

I 60
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R(z,1)".P(2",y") = Product aus Ty

worin &’ =

. R, 1).Plxy)

{R(z,2) . Pla.g)—S(@¢) . Q.y)}
{R(z,e¢). Plz,y) — S(2,2¢). Q2. 9)}
(R(z,). Pla,y)— S(@.+%). Q.y)}
{R(z,&*). P(@,y) —S(2,¢*). Q(z,9)}
(R(2,). Pla,y)— S(@.). Q@.)}
{R(z,¢%). P(,y)—8(#.c"). Q(@.9)}

= R@"1).Py)y— . ....... +7

P
S Py Qayf

Zum Beweise dient. was sich leicht nachweisen lisst:

P(2,cy). P, %) = P(za.yy). Paw,s¢)+ R(zz,yy). R(za, c¢)

_ Plyr+ @y Ploa,ce) -+ P(Z;.ﬂ/}):(:th()z, 9 R

2P(zz,1)

Rz, €)* S{z, £)*
Pl Bt 34

(v, ct)

8]
Pa1)=p, =)
Qet)=4q, =4
R@,1)=r, %—d;:.r'
W= z—2watir’*— ta'+ 62°— 82"+ 827 — 82" + 132" — 1221
1 =—r—202— 42— 4a'— 62— 8a° — 827 — 82° — 132° — 1229,
4r = 1+Sax—8a*+4324°— 40a°4-4821°—3227 642" — 10420+ 1042"° . .

2 a“80 o7

Coéfficient von @ - wenn a, b, c..

gttty BOFL g gty

a—1 ' b—1 e—1

[worin fiir jene drei Reihen folgeweise] A = 2*(—1)*+, 4 =2¥,

Primzahlen, wird

= 8§(3—2%)
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4p'—aq =1
47 —4p' = ¢
4?"-—4q' :p‘
d dpe* _ dz
v = 3 +aal e
d dpz* _ dz
e 2 32 4 4a). (ra). (g2°). (ra)
d dpzt __ d
e = 5 -(qa). (p2f . (ra)
dpz _dpa* __ dz r'qq(pp—3PP)4 R*QQ(25 PP—15pp)
pz pz* T dz” pP93—sPPQQ

[9-]
Bei der 5PHe ist (Aug.29)

P
pp—PP= A%, 5PP—pp = By
99— QQ=—4./T, 5QQ—qq = By$
§ rr—RR= A.\/I%, 5RR—rr—_—_B\/§
AB = —2ppPP+2¢qQQ+2rrRR =[16pgrPQR}, % — igf
A — ot (OB} B — ot (pant
(pgn)* (PQR)t

also

pp = (QR—i—qr).\'/%iz—P}—z etc.

—_ Pr _ P9
5 = QR+PR+ Q

Siehe weiter unten [Art.11.]

Fir die Ableitung dient u. a. ,
PP, 2"). P(2®, —xz) = P(a", —aaz). P, — 2%+ 2 P(@", — 2*). P(2"°, — %)
P(a*, —a%) . P(2°, 22) = P2, — xa). P(a*®, — 2% — 2 P(a"®, — o). P(a"°, —
60 %
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also durch Multiplication

Q2" 1)%. P2, — ). P(a",—af)
= P2, —za} P@", —2°? —2a P@a", —2*? . P2, — 2%

(Fe)® _ (FaP(Fary o Fa? (Fab):
Fooy = Fa*.Fo® Fot. Fo®

was mit & identisch ist, nemlich

Pt PPQI G R} =

e

Auch beweist man leicht
pp = PP+4{w“"+m"‘s +a¥ 2% . A {.z'%-i-w%—{-w? Stz 3
= PP+ 42P@, 2"). P za)

F 10\5
— PP+4x\/g§;.(_—__Fjg }

[10.]
Bei der Trisection ist noch, p, P etc. in voriger Bedeutung genommen
und P(#*,1) = P° gesetat

$PP—P'P\2 pgr\#
() =)

(3QQ-;Q°Q°)2 _ q4+4(z_o_gj)%

Allgemein wenn P(2,1), Q(x, 1) gegeben sind und P(a", 1), Q(2", 1) ge-
sucht werden, wo »n ungerade, sind dem P(2",1) coordinirt -_{—_\/ %.P(xi', 1)
oder iz’\/%.P(w%, 1), je nachdem % von der Form 4%4-1 oder 4%4—1 ist.
Die Gleichung findet sich leicht aus Entwickelung der Summe der geraden Po-
tenzen der n-+4+1 Wurzeln.

[11.]

Setzt man

P@@y) = 5. P@yf+A4.Pyf Qwyf+5 . Pa.y) Q@.y)
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so ist auch

QE.Y) =23 . P(2.9). Q@.y)+ 4. Pr.9). Q.9+ = Q2.9

rgrt ’

Setzt man hier y = 1, so erhilt man

Ap*¢® = Pg—2% pig—
= Qp—3.¢'p—

SPQR 44

5.PQR p,‘

woraus die Gleichung weiter zuréick [Art.9] folgt
0 =pQr—Pqr+pqR—5PQR

daraus

A — (PP Q—(p'+4¢")B
ppeqrt

[12.]

TreoreM. Wenn der imagindre Theil von ¢ und —:- zwischen —i¢ und
¢ liegt, so ist der reelle Theil von
2
Pt
positiv. g 1§
og Raum fur ¢ und

Geometrisch zu beweisen

Unter dieser Bedingung ist also das arithmetisch geometrische Mittel
zwischen

p P32y pQH2)

indem man immer das geometrische Mittel zwischen m, » so nimmt, dass
einen positiven reellen Theil hat,

ymn

=g

Ein solches Mittel nennen wir das einfachste Mittel. ,
Ist das einfachste AG. Mittel zwischen m, n, = p, das zwischen

m, \/(mm-—nn), = %, so ist ¢ der Canon des Verhaltnisses ’% nemlich
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m __ [QH?
=%
dann ist das einfachste A G. Mititel zwischen 7 und —»

[l

T 1424t
und der dazu gehdrige Canon
—_—_ ¢ _ !
14 24¢ % +ad
Die Gleichung
Q2 _
(7) =4

hat immer Eine und nur Eine Auflsung in dem Raume

33

0 t
)

Essei a6—6y=1, a=0=1(mod.4), 6, y gerade

¢ .at48¢
C =t
dann ist
Qt'\2 . [Q#\2
(72) = (%)
[13.]
Fiinftheilung
a A
b B
¢ = \(aa—bb) C =\(AA—BB)

29 = —ad-+bB+cC
4v =aa—6ad+4544 = —(bb—6bB-+5BB) = —(cc—6cC+5CC)
v = — A\/(4A A+ v)+B\/(BB—v)- CyY(CC—)
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Die Elimination auf eine Gleichung
Vayb4yetyd = o0
angewandt, gibt
: 0 =2(a*—4a’b—2aabb--4aabc—24abcd)

. [14.]
Die 7P1H9® bornht auf

(asin (g-4)+bsin (3 g+ B)P sin (- )
= asin(¢-?)4-Bsin (34 1)+ ysin(5 ¢4 1) 48sin (7 p41)

(15.]
Bei der Trisection hat man
Q
gesetzt,
N*—n* ppQQ—qqPP _
t—nn NN 22N, pP—gqQ  — 2VquQ
proportional
p* [3cosesing’ || ¢* 3 cos(60°—¢) sin(60°—¢)* || * |3 cos(120°— g)sin (120" —¢)°
P4| cosg®sing || Q'] cos(60°—¢)* sin(60°—¢) || R cos(120°— ¢)sin(120°— o)
[16.]
Wenn innerhalb einer begrenzten Figur tiberall
dd¥v , dd¥y
T T =0

an der Grenze hingegen V constant = A ist, so ist nothwendig auch im gan-
zen Raume V=4
Beweis. Essei dM ein Element der Fliche und

WE) +(50) + (S + 57 (v —afam =
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Wire V nicht constant, so wire offenbar das Integral positiv. Allein ‘das Inte-
gral ist auch

§(V—4)(3r dy— I da)

durch den Umfang der Figur ausgedehnt, also = 0. Da dies mit dem Vorigen
im Widerspruch steht, so ist die Voraussetzung unzulissig.

Ahnliches findet mit drei Unbestimmten Statt.

Es lassen sich hieraus manche schéne Folgerungen ziehen.

Ein Punkt kann innerhalb eines hohlen Raumes nicht im stabilen Gleich-
gewicht sein, wenn nicht innerhalb des ganzen Raums gar keine Wirkung Statt
findet, weder im Fall der Abstossung, noch der Anziehung.

[17.]

Dass in der Peripherie einer Gleichgewichtsfigur keine negative Theile sein
konnen, beweist sich so. Gesetzt AB wire negativ, so wire ¥V—A4 (4 Werth
von V in der Peripherie) auswendig neben A B positiv, neben den andern Thei-
len negativ. Es wird daher einen endlichen Raum geben, wo dies positive gilt;
er sel innerhalb ABCDE; dann wire er aber, da er an der Grenze 0 ist, in
diesem Raume constant, welches ein Widerspruch.

Dieselbe Schlussart ldsst sich auf drei Dimensionen anwenden.

Bei drei Dimensionen findet, fiir die Fliche s, wo ¥V = Const., noch das
schone Theorem statt, dass g—zf ds, wenn p normal gegen s, = 4xM, wo M
ganze Masse (vermuthlich allemal die in einer solchen Fliche eingeschlossene
Masse, also ungerechnet die draussen liegende).

Vermuthlich ist der Satz fiir jede einhiillende Fliche giiltig, ohne dass V
‘constant zu sein braucht.

Es seien zwei einander einschliessende Flichen, in denen V constant ist,
nemlich resp. V=4, V=B, dW ein Element des Raumes zwischen beiden,
p die Anziehungskraft in jedem Punkte, dann ist

ppdW = (B—A).4=M

wenn M die Masse im innern Raume, wobei angenommen ist, dass im Raume
W keine anziehende Masse ist.




