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(1IL)
[ZUR THEORIE DER NEUEN TRANSSCENDENTEN.]

Die Theoreme in Beziehung auf diejenigen Reihen und unendlichen Pro-
ducte, welche zu der Theorie der Arithmetisch Geometrischen Mittel gehdren,
ordnen wir so:

1. 1—m.1—mx.1~w3.1—.?:4 o= [a]

2. 14z 1tee. 142 1424 . .. = [[%]

3. t—2.1—a® 1—af . 1—a’ ,—_—_[%j

4. 142142 1+a® 12" ... = fz_g_].

5. (2] = E%[%J_]

6. -y 1+2*y 12y . . eyt a2y Aty

evolvitur in seriem
Fa. {14 (y+y o+ +y )+ +y) 2+ .

_ (1—@)’(1—33)2(1—3:5)2 __ [=F 1
7. also Fo= —2zt22t—22"+ . = [eap 1—22+ 28" —228° + .. -
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_ itz 142t 1420. .. . [=*P 1
8. Fa = 1—2zt 22— 22 ... T [exz][2®] 1—22*t 22— ...
9. ' [z2)Fax = [2*) Fa* = [#®) Fa"® = [ F2* = ete. =1

[£F __1—z.1—zz.a—2*..

—9 S —
10. 1— 22422 T [zx] T 1dzatzzadat..
- 4 . [z _ 1dzii—zz.i4zd1—2..
11. 14224227+ . . = [2F[e*F — t—z.i4zz.a—2* 1424,

Andere Beweise dieser Sitze.
Wenn man in 6 statt y, y schreibt, so wird

H“_,i,- \taeyy 1+2tyy. 1+2tyy .. Atzaey ataty TP by
= [—;;] {04+ + Py ee+ (0 58+ . )
oder
12. y—!-—i-.l-{—xxyy. 14+aiyy. 1+ayy . . Ataay ataty 14ty
= gty )+ +y )+

[zz] zt

Anderer Beweis

13. AL = oot
oder
14 e =

Anderer Beweis.
L) (14224220 ) = (1—2224-24°0— . )
16. 1—2z+22  — . P+ (1420422 + . ) = 2(14-202+ 228+ . )°

(1—22+422*—
(

17 (142242254 . ) (@42t 4. ) = @+ o 4.2
(
(

15.

)
18. 142242244 . 4 (2aF 4 22t 4. P = (142282224 . )

19. 1422422+ . ) = (1— 224 22— . )4 (22t 228 4 . )
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Anwendung auf arithm. geom. Mittel.

I

k( b = h(1—22 +22* —. )
h(14-2224-22° +.. bV = h(1—2a2422° — . )
= h(1+422*+24"%+.) V' =h(1—22'4 22— . )
42424224 = h(1—24P 4225 — . )

20. 1422 422" 4.7

II

1

ll

Il

ll

etc. etc.

¢ = \(ea—bb)
, ce cc ¢ ¢ 1
¢ = J@da —bV) = tla—b) = =, \/17;=T\777z

II N , N cc . et ¢’ _ '
C" —_— v s b b — '%'(a “—'b) _— "T.u — 64a’a’a" ’ Vﬁ' - '*a"%h*
nmo___ " m mymry B — 0_”0_" —_ c® 8 f::_'. — (4
cC = \/(a a _b b ) — ‘é‘(a b ) — 4au/ - 2£4auauzam ’ V4h — » a"i‘a""‘hﬁ

etc. ete.
s . P e a’ 3+ a" 1 a” 4
21. = catas k. 44 [a—] [a_] [a] ete
" A rr A

22. z = f'-;—b[:—]z [Z=] ete.

Setzt man in 6 statt «, 2° und statt y, —z, so wird

gt 1—2® 11— 1—2 1 —2f 11—t

1—zz—a' 420 42— — 250 . .

1
= At
oder

23. ] = 1—z—zz+t+ 2’4" —2®® —2 4 etc.

Anderer Beweis.
Man setze in 6 statt z, ° und statt y, +a, so wird
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24. 1+t 2tart+a+2' 2%+ 2% Fete. = [, 142, 1 d-22. 125, l+a:"',,
[zz][«*T
= 2]

Man setze in 6 statt 2, #* und statt y, zzy, so wird
14+ 22y + 5+ 2y y +ete.
— 1+§-.1+§.1+§ Aty taty 142ty ... [2°)
oder statt x, 2° gesetzt
2+ Z a2y + T 4oy y+ete.
= 2. l—{—f;. 1—|—%. 1+x7”. co 12ty 1428y 142y . L [0
also
25. a+at+2"+aP a4 ..
=w.l+x3.1-{—-x'5.1+w2’.1+m”.1+m”..‘{z'8]=w%:-{—[[§%———gq

26. x—w‘-—x‘“—i—w”-l—x“’—etc = 21— 1—a® 1—a" 1—2® . . [2¥]

[xS][x18]$
2"
Da nun
1_ s 1—3" l_zzx ['ZQS] [zls]l 27
siososi st I Y et at et
$o ist

27. ax—2'—a'aP+a®— ..
Y ﬂ.- 8" “l
= 1= 1—2" 1—a® ... L{g* a2 + 2 + ete.]
; !

ferner folgt aus 24, wenn man statt 2, Z° setzt, weil

1—22 224 —22% ... __ [T __ T 1
—2 1—2. 1—2%...  [£*][=z*] B s A ol +‘”z + ..
28. 1—22°22%—228 .. =1—2*.1—2" . 1—a¥ _‘;ng+x=’+ +-etc.}

also aus der Verbindung von 27 und 28
1. 57
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29. 1—22-422*—22°4 2210 — .
=1—a.1—2". 1—a®. .. i% {x%—-2w%+wz‘§+w? —22% —ete.}
ferner folgt aus 23 :
&t —as —as ' = o[
also

30. 1—22°4-2a"—22% 228 .
A 121 163
=1—-.z"°’.1——w9.1——m’5...—1—,{w?-—w —-—ws—l—a? +ax® —. )

x’s‘
Aus der Summation von 29 und 30

31, {1—2z+4-22'—24° 4. | {1—22° 422" — 22" . )

=1—a* 11—’ 1—a®. . 2l F e fae —. g
23

Aus der Summation von 28 und 30

32. {1—2w3+2w‘2—2w27-—}— }—}-{1-—-2.27—(—2&935 2x8‘+
=1—a*. 1—2’. 1—a" ., {%—l—w -l—m —!—wu + ..}

QW

Setzt man in 6 statt @, «° und statt y, xy, so wird

142"y 14+t 1oty . .. 1+§. 1+”‘yf. [t
322
= 1+Z+ 2"y +Z 2y + ..
Man hat demnach die Zerlegungen in Factoren

33. (1—22°2a”—244+ . )+ (1—22"+22%—22% L | )
=2[2@® 11— 1—a" 1—a". 1P 1t 1P 12T

34. (1—2@+22*—22"+..)+ (1—22% 22— 22" . )

= 2P 1—z. 1—2* 1—2° 11— . . A2 A2 12T 142, ..
35. (14222242474 )+(1+2 P -24% 245 . )

= 2[@*] 1+ 14+ 1t =B —aP 1 —a

36. (1+2m+2 2422+ . )+ (142288220 225 . )
= 2[a! ].1+m.1+x A2 42— 1—a A—a'T 11—,
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Hieraus ergeben sich zugleich die Factoren des letzten Theils in 31.
Aus der Subtraction von 28 und 30

37. (1—22°422%—24%4. ) —(1—22°+ 22— . )
=2 1—2. 1—a’. 1—a".. —’;(w%—f—w‘_:_—l—w

kX % ] 382

Atz 4l
Setzt man in 6 statt #, 2° und statt y, #°y, so wird

14ty 1422y . 1425y . .. 1+§. 1+%s. 1+§. vl [@7)
= 1+I4aly+ Myt

Also die Zerlegung in Factoren

38. (1—2a'4-22%— 2284 .)—(1—22" 22" —.))

= 228[2*]. 14+ 2P 142" 1@ 2% 1—P 11— 1—a
39. (1—22°+2a"—22Y"4. ) —(1—220422"—. )

= 2z[2"). 1o 1Fa" 12 12—z =2t 1—25 . ..

40. (14244224224 . ) — (14222254 . )
= 22°[2*). 1—a* 1—a® . 1—2®.1—2%. . 142t 142 142, ..

41. (1422422 422"+ . ) — (14225422 4. )

= 2z 1—z. 1—2" 1—2® 1—2®. . 1}z 1425 1425 ..

Aus der Subtraction von 29 und 30 folgt

42. (1—2284-22"—22"+ . ) —(1—22422'— . )
=2.1—2. 1—2> 1—2%. .. ‘1;(“’%—33%-—«7"%—!—3%—}-:37— )
x
Woraus die Zerlegung des letzten Gliedes dieser Gleichung in Factoren folgt.
Aus der Multiplication von 34 und 39 folgt

43. (1—22* 422 —22" 4. P —(1—224-22— . )
= 4z[2"]. (1 —2)1—2*P (1 — 2. 1tz 142" 142" 12t

PP el lt] e
= AT G T % BT

Ebenso aus der Multiplication von 36 und 41
57 %
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44. (14224224 .. —(1+22°+ 2272277 . )2
= 4z[z"*P. (142’ (1+2°)P (14+2%.. . 1—z. 1—2P 1 —2" . 1—ab.

[ Plea) [212] __ , [e2][s"][a"T
PP “[z=][=*] (=T

Also der Quotient

=4z

(1—2284 22 —22 4 . P —(1—22 4 22— . )?
(1422842214224 . )P —(14+ 22+ 224+ . .)®

—_ (l:f)s(l—-f‘ (l-—x"’s 1—2zN\3 [1—2°
— T \i¥=z 1+x3> 1+x‘) (1+x’) (H—z’ :

45.

— [Pt [=* ][]
[zzP [T
und das Product )
45°, {(1—2a° 422" — . ' —(1—22 422" — . )%
< {1428+ 24"+ . P— (142242254 . .}
_ [zz]a[x«z]s
= 10T

Aus 28-41:30 folgt
46. (1—22°4-22%— . )—i(1—22*4- 22" — )
ﬁ‘;‘(w%-}-z‘ﬁ-;-m?-{-ﬁ“-g-..)

=1—a% 1—2° 1—2'°,

Nun findet man aus 6 nach dem, was zwischen 22 und 23 gezeigt ist

142ty 12y . 142y . .. 1—{—5;. 1-!—3‘;. 1-—{—-5—;: e l—ab 1—a,
= l+’—§,f+w‘y+j~’;+w“w+ .
Also
1+t 1—ai 42" 1 =22 1+— 1——— it 1—a® 14 a' .
= 1tizw iz’ -l—w“’—-l— T
Daher die Zerlegung in Factoren

47. (1—22°4-2a"—. ) —i(1—224 22" — . )
= l—g.1—a’1—a%. .. 1—i. 142" 1—af. 142, ..
X1+tix. 1tize. 1 —idt 1 —ig A" Aia’. ..
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und ferner

48. (1—22°422P— . )Fil—224-225—. )
= 1—zA—2"1—2* . AFi1f 2P 1—at 1420, ..
X1—iz. 1—izz. it tia® 1—ia" . 1—ia®. ..

19. (142242224 . )—i(14+22+224 4. )
= 14z A+ 0142 . 1—i1—2P 11—t 11— ..
X1—tx. Afiaex. 1 —iz* 14ia°. ..
50. (14-22°+22"+ . )4i(14 22+ 22"+ )
= 14z 142 142 . 14i1—at 1—ab 1 —2. ..
X1tz l—itzx. 1 F12° 1—id®. ..
Also aus der Multiplication von 47 und 48

51. (1—2&%22Y%— .. P+ (1—20422— ...}

= 2(1—2)(1—2*P(1—2°*. .. (1+w’)2(1—-‘\z’°)’(1+w’)2. .

X1tz A4t A2 142", ..
= 2(1—a2)f(1—2%*(1—2°. .. (14-2%* 1427, ..
<(1—2®(1—a?. . . 1tzx. 142t 1428 1425, ..

g LFET [T (] 2[PLT
=Pl L F (%] [e2] T PP T T

und aus der Multiplication von 49 und 50

52.  (1422°+ 22+ . P4 (14220224 .. )7

= 2142 (142 (14 2. .. 01— (1— 2P (1 — 2. ..

X1tzz. 14zt 1428 12, .

P2 Sy 0 BN ES | Co £
FFEF T @1 T R

und der Quotient

(1—2z*+227— . P4 (1—2z+ 22— ..
(IF22° F 227+ . ¥ (1t 22+ 22° ¥ ..p

__ [1—2\2 [1—2*\2 [1—z*\2 (i—i—x‘ 2 14 2%\2
T e

~ (s — e

53.
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und das Product

54. f1—22* 4. P4+(1—22+4. P} {(14-22°+ . P —(1+22+ . )}
=1L =1p—227 4204 — .
Aus Formel 23 folgt
55, x4’z .. =z. 1428 142 1. (1—2— 2R -2 )
% Exponent = [J—1

Aus Formel 26 folgt

56. a2+ =z. 1+t 120 14 (P — 20— 2P 25— )

oder at 1tz 142C. 142, . =4, =7 gesetat
55. s 2P = A [ —PF— 00— )
56. B4 a4 = AP — PO

Nun folgt aus der Factorenzerlegung in 24 sehr leicht, wenn man statt «, ¢
statt y, ¢ setzt

tt— it it Pt .
=it 1— 3B At — L B — 30
Also aus 55—56

57. (@42 a® 4. ) — (@2 2" )
=z d—az At 11— 1—a. ..

x<142® 11— 14-2%. . 1428 142 12
Und so sehr leicht

58. (@4 2P+ . ) (P2 2+ )
=g 1+ax.1—a" 1 —a 14?1+ ..
X142 1 —a* 1 4-a%. . 1P a2

Also durch Multiplication
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59. (2424224 . P — (@2 2P )
= e —a*1—a? 1 —2B 1 —2¥ 1—a2". ..
<142 (1 —a*P(1 2% .. (1 +2PP (142", ..
[ P P2
Eben so folgt aus der Factorenzerlegung in 24, wenn man statt », ¢ und
statt y, —¢ setzt

titt— it — P —tY. =t it —atP i — S, L [
also

60. (24242 + ... ) Fil@*+2 2"+ .. )
=z 1tize 1—ig® A Fia¥ 1 —ia®. 1A 12 1—a t—a™. .

und eben so

61. (z+a+a2®+..)—i(@+2" a4 ..)
=z 1—izz A1+ia0 1—ia¥ 14ia?. . 14-aP 12t 1—aP 1 —a, L

Also durch Multiplication

62. (z+2*+2F+ .. P+ (@27
_ BT [22]0e*] [2°F 2w ., 2P 1"]
ek L o R o N A el v o

Also Product von 59 und 62
4 [z“]' [zu]s

63. (w+z'9+w25+ . .)4—(‘Zﬁ+w27+$75+ . .)4 = W{,@]—

Durch Multiplication von 62 und 44 folgt

64. {(w*—[—-a:%—l-a:?—{- . .)2+(:v%+a>3’7+ N
< {14228+ 228+ . P — (14225422 +. i

L ETREIET P, s PP
SR L vy o L v -y e P o P

Durch Multiplication von 59 und 44



456

65.

66.

67.

68.

NACHLASS.

{(w*+a:%+w“‘+ P—@ a2+
> (14227228 . )P — (14 22°+ 22 - . )*}

— 48 AlZT[?T [@T[* ][ ]

[P P*F " [1*1*F

= 4 3%336]{ - 4(‘z,%+w21]+w?+ * ')4

Man hat ferner

J S .
__ a*%b%(aa—bb)E" a Lt el
[(Z’] - of 47k VA [ﬂ‘["*]‘
353 T "
___ a%b%(aa—1bb) _ [
[«Z’x] - 2%3:1_1}_‘/}‘ [a:x]z
Tryie u 218
47 _ a*fbi%(aa—bd) aa—bb [=*]®
(= ] — 2R hh = 16z [.'cz]‘

Fir die Finf- Theitung  {% %}

sd—a] — aa—bb " bb

B—b\¢ AA—BB 44
5B—b] — aa—bd ' aa

(a—-A )4 __ 44—BB BB

a— A4 . 5B—b & ___é
B—b ~ sd—a \/ b4

(@ —4) (54 —a)= 256 Aabb(aa—bd)
(B— b) (5B —0b)’ = 256 Baab(aa—bb)

(@ —AP’(5A—a) = 256 Aa BB(AA—BB)
(B— bP(5B—b) — 256 AAbB (AA—BB)

4 — salzeF P10 gt a* 44 B (4.4 — BB)'*

= [z][=*] b"‘f(aa—bb)ﬁ

1T % af 4357 (ca—bby"
5A—a = 4= [x‘][z"’] _ Bﬁ(AA_BB)?‘i‘




ZUR THEORIE DER NEUEN TBANSSCENDENTEN. IIL 457

Zu der Theorie der Fiinftheilung gehdren folgende Theoreme. Wir be-
zeichnen 14-2y.1-+2°y.14-2%y. .. 1+§. 1-{—% . 1+% ...durch (2,y), soist

[69] (#.09).@ %) = Pli+ea(yy+ )+ @' 5+ |
+Qy 45+ (') 2 )+ -
wo P, Q von y unabhingig.

Also
(@, ad)(z, %) = (22, 0a) = P(1—2z2x+4-22"—...) = %—?ZP
oder
P = (zx,aa) )
T (22T
Ferner fir y = —ox

(@, —aox).(@.—x) = 0

= P(i+A+aas' + 5+ )— Qo+ S+ E5+a'ad+ 5+ )

d. i
Pla++a' @+ 5+ (@ +5)+ . |
= g { 1+ww(aa+$)+w8(a‘+% )+ .4
Nun ist
P = ﬁ{l—i—xw(«xa—}-f&)-i— ool
Also

Q=7 {lad-2)+at (@) + - -
und unser Theorem

Y

70. (‘Z’,dy).(w,;-):[—;a-z §1+.z'm(aa+a—1a)+m8(a‘+£;)+..§ )
x{ttaa(yy+ )+ ' 45+ )

Fafoat 4ot (034 5) F a2 @+ 5+ - -

| }ly+y+o 0P+ Q)+ @+
1ie ) 58
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oder

(2, ay).(w,%) = %—z‘gj—;{(ww,aa).(wm,yy)-t—may (zx, a0z 2). (22, 22YY)}

(Man kann auch leicht die Reihe, wodurch P multiplicirt ist, = 0 machen,
durch y = i)

2yys gt E]
71. @9+ (@ )V = @95
(@, 02) = %(,z', -’z-) , (@, ax2) = é( , OL)

Den Satz 70 kann man auch so enonciren
72. (@.a).(%,8) = ———— { (@x,a8).(x2,7)+2a (22, aB822). (@2, *57))
Hieraus folgt
@) (&%) = [[u:_.‘;{(wx, =) (@2, ) +a(@z, aB). (@, 25}

hieraus ferner

3. (2a).(2.8)+@.2). @ V5 = - @ Vab). (@ v2)
Nun ist
1422 L2t ... @ﬁ i), (ix‘ —izt)
14225+ 22%° -

(z’z“ —iz ) (zx’", zx’)

— (“'x ,xa:) (_xs, —x)-{-x(—x‘, __xS)(__xs, x.)
T (—2% xa)(—a8, —2) — z(— 2, —2®)(— ", 2%)

Woraus der erste zu beweisende Satz von selbst folgt. Ebenso ist

1422 +22* 4+ ... 1—ez.1—eex.1—elr 1—c*z. 1t ez 1tecxe. 1Pz 1t etaa. ..
1+ 225+ 22°+ ...  1+ez.lteex. 14z 1te*r.1—exx. 1 —cexz. 1—e°2z. 1—etzz. ..

A A 1
_1—et1—g® (z'z%, iex?). (iz®, teex®)

R L N

4
z*, ieex?)

ee—ed,e—e* (—2, —e%2).(—a,8)—cx(—z, f22)(—z,—c2)
eeted.etet’ (—a, —ez) . (—a,¢) Fez(—a,f22) (—2, —ex)
_ —etestef—et (z,6%2).(z, —e)+ * (2, — %) (2, c2)
T Fedeet ettt (z,e7) . (z, —e)— ¢ (2, — &%) (z, e 7)

Woraus der zweite zu beweisende Satz von selbst folgt.
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(@ 2) = 2(142a (1427, .. = 2 ET

[z2F
— 2 e [z}
(‘Z” 1) - (1-{'—66') (1+‘” ) b F*F
Man hat also
(@0 = E"]], {(@a, aa)[:c—g‘;:[?],+2wa(ww aazrr) Ez&:}

3

Durch die Entwickelung von (2,y)° erhilt man

P{1+2* (P +5) + - 4 Qe () + o yy ) +2¥ (o' )+

also fir y = —ea

(1— es)3E =5 = Q2 He—ee—(e—ee)zr— . . .}
oder
3*[”].: (1—zz —a* 42"+ L) = [22]Q
also

— g5 =T
Q=3x ‘G2

Durch Entwickelung von (z,%).(z, —y)* erhilt man

Pl 5+ -+ @l ) ot vy+5) + -
(1—eg)(1teeft EAZIEN — @™ (e—ee)[wm]
Q — — gt I

TV oot [ P
Man folgert hieraus leicht, dass man setzen darf
T(x,y)*+ Ulx.y) @, — 3" = (@ 3°)

so dass T und U Functionen von #. Um sie zu bestimmen setzen wir
58 *
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1) ‘y—"—"-w

2)

oder
oder

oder

folglich

also

NACHLASS.
so wird T(@, ) = (@*.a*) oder
y= —ca sowird T(@,—ea2) = Uz, f22)
Q—eef (2 __ [2"F[za] 2
T = ey Ulited
o [zz]*[«2
T=—tULse
— g [T [z}
U - 2 [xc.}a.
(z:“"?/) 3 (2 —y)
Tenl*? G =)
z =P T (= yF)
7+ 7] (=y) ]
[z2]* [(z: —9) ]3 3 1 & —y)
[Pl (=) [T (2,9) — & —9)
[ee]* [o°] [(:c, —'3/)]2 (= y*)
[T [z2TFL (2,y)

T =

4 [P [z2]

T



