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[IV.]

HUNDERT THEOREME UBER DIE NEUEN TRANSSCENDENTEN.

Es sei

a*—1 a"—1.a"—a.a"—aa t3

T — t+a”—1.a"—a tt
- 1+ a—1" a—1.ga—1 " + a—1.aa—1.a"—1

a®—1.a%—a.a%*—aa.a*—ad
. .S. W.
+ a—1.66—1.a*—1.a*—1 t6+ u.8. w

indem wir =, a, ¢ ganz unbestimmt lassen. So oft » eine ganze nicht negative
Zahl ist, bricht die Reihe offenbar ab und besteht aus z—+1 Gliedern, auch sind
dann, wie wir in der Abhandlung Summatio quarundam serierum singularium ge-
zeigt haben, alle Coéfficienten ungebrochne Functionen von a. Ist aber n ge-
brochen oder negativ, so findet beides nicht Statt.

Indem man T mit 14 a"¢ multiplicirt erhdlt man

T.(14a"t) = 1+ =" 14

a

gttt —y gttt—g ¢ atr—y gttt —gq.a"' —aa
a—t.aa—1 + ¢—t.66—1.a6*—1 *

3 +etc.
Indem man also in 7 das Element n als verinderlich ansieht, und sich

des Functionalzeichens 8 bedient, dass

T—=6n
wird man haben

8 (n+1) = (1-+a"t)B2n
Hieraus folgt das 1. TreorEM.
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Wenn n eine ganze positive Zahl bedeutet, ist

a®—1 a*—1.a"—a a*—1.a"—a. a"-—aa 3
e e e L '+ ete.

a—1.aa—1.a°—

= (14-t)(1+at)(1+4aat)(14a%t) . . . (1+a"’“‘t}

2.
Wenn wir T auf folgende Art schreiben

1—a® 1—g"® f{—a™ t— g™ 1—a“" 1— a2 3
1+1—a +1—-a'1—~aa tt+ —aa " t—a® a’t

1t—a® 1—ag"t f—a™? 1——a”3
.4 .t“—l—- ete.

+1—a ‘t—aa " 1—a® "1—a*

wo die Exponenten von a die Trigonalzahlen sein werden, so erhellet, dass das
letate Glied sein wird

3 1 a— - - . 3 .
wenn wir !V = y setzen. Die ganze Reihe wird dann, indem wir das
letzte Glied mit dem ersten, das vorletzte mit dem zweiten etc. zusammenfassen,
fiir ein gerades »

(") + ooty )+ =2 = (1 )+ -

1—a® 1—a"t §— iR 1(3n—1) (3n—2) ;sn—1
i e i ghnt a 4 (1+yy)
+1—a"‘1——a""“ t—ai?*t 4 4n.in—1 tgn

t—a 1—aa 1— gi?

indem das mittelste Glied isolirt stehen bleibt. Bezeichnen wir dasselbe durch
A und setzen a = xx, so wird die Reihe

_ e
ANy 4y )+ o yy )

R —
+ o P P+

u.s.w. welche Reibe aus 4(r-+2) Gliedern besteht und dann abbricht.
Unser Product (1-%)(1+4at)(1+aat)..(1+4a""'t) hingegen verwan-
delt sich
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14+ L) 1+5)01+5%5) ... 142y
Das Product der ersten Hilfte der Factoren

= L+ 0+ 0+ L 1+ D)+

wozu noch die iibrigen kommen
(1+eg)(1+2y(1+2%) ... (1+2""y)

Da nun

A St A St A St il
t—mzz " 1—2* 1=z T 1--2% 'zi-m

A=
wird, so verwandelt sich das erste Teeorem in folgendes zwerre: fiir ein gerades

n wird:
— —ght
1+ In-l-s (y+§;')+:_zn+z :—-z"““ 4<yy+yy)
— _zn—z __x”_ _
+:_fw=°:—xn+“:_zn«~w9(y3+y Y4 ete.

= (14ay) 1+ (+a%) . .. 1+ 1+ D+ D) +D) .. (14+-57)

t—zz t—2* 1—2* 1— 2z
> P P T R

3.
Ist » ungerade, so stellt sich die Reihe so dar:

(14+y") + =2t (14 )+§:—".‘:‘;:'att(1+y”“)+..
A A L ) ) (4 )

‘t—aa °° l_af(n‘s)

1—a® 1—a** 1—ad(**® 1. s(n—1}4(n—3) ,H{n—1)(1
R L t (143

Machen wir wie vorher ¢ =— 2« und setzen das Glied, welches hier das letzte
ist, = Ba*.( *+y"*), so wird die Reibe

= Blat (g +y H+ 00 o 4y S e () ete)
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welche Reihe aus (n—+1) Gliedern besteht und dann abbricht..‘ Von unserm
Product stellen wir die ersten 4(z—1) Factoren so dar

(0TS0 L 1+ D)

)
R

wozu noch kommt

(+y)(1tz2y)(1+-2'y) . .. (142" "y)

Da nun
B 1B GBS an+T . 4 aen z"c"”"‘*i‘.yi‘(”“)y’%
1—zz 1—z* T1—2z® T 1—2"t " anentd b
1 g ts 1— ™yt
T y—zz " 1—2"t 'x-l-rm

so ergibt das erste THEOREM folgendes DRITTE: fiir ein ungerades n ist

w%(f—l-y—%)—l—:{%.m%(ﬁ_{_y‘%) :T_W Yy )+ ete.
= at(y* +y 7 (1t way) 1 +2'y)(14-2%) . .. (14-2"y)

4 (3 xﬂﬁl
><(1+£;) (1+%) (H‘%) o (I50)
1—2zz 1—a* 1—2z° 1— 2"t
T N (e 1— 227

Wenn man # ins unendliche wachsen lisst, so verwandeln sich die Rei-
hen und Producte des zweiten und dritten Theorems in unendliche Reihen und
Producte. In dieser Gestalt ist das vierTE THEOREM

1+ a2(y+ )+ yy+ ;) +2°(4°+5)+ ete. in inf.
= (14-ay)(1+2) (14+2") (1+5) (1+2°) (1+2) ...

X (1—ax)(1—a*)(1—a®) (1 —a") ..
und DAS FUNFIE

(3’ +¥ %\"‘“"(.? +y )+¢Z’ (f—f—y + etc. in inf.
= 2 (yF+y7). (1+wwy><1+wy>(1+w)
<(1+Z) (14+2) (1+2)..
X(l—ww) (1— “) (1—af) ..

b
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5. )

Die Functionen, welche durch das vierte und fiinfte Theorem in unendliche
Producte entwickelt werden, sind von grosser Wichtigkeit, und es wird gut sein
sie hier durch besondere Functionalzeichen zu bezeichnen. Wir schreiben
daher )

Plr.y) = 1+ay+y ) +2'(yy+97°)+ 2@ +5°)+ ete.
Rzy) = &y +y~ )+ (P +y )+ (4 o H+ ete.
zugleich auch

Qry) = 1—zy+y )+ yy+y ") —2* ¥ +y°)+ ete.

wo also Qlz,y) = P(—a.,y) = P(z,—y) wird. Der einfachste Werth, welcher
Y beigelegt werden kann, ist 1 und da die demselben entsprechenden Werthe un-
serer Function von besonders grosser Wichtigkeit sind und hiufig vorkommen
werden, so schreiben wir der Kiirze wegen statt P(2, 1), Q(z, 1), R(z, 1) schlecht-
weg P2, Qr, Rx. Wir bemerken noch, dass wo ein Exponent sich blos auf
das Argument einer Function bezieht, dieses durch Klammern bezeichnet wird
wie P(2*), ohne Klammern ist immer vorauszusetzen, dass es sich auf die
Function bezieht, also Pa® so viel bedeutet wie (Pz). Also

Py = 1422+ 2a 4 .
Qr = 1—2&2’—{—‘2&"——- .
Ry —= 2w%+2w%+2wz"+ .

Endlich wollen wir durch das Functionalzeichen F in dieser Abhandlung das un-
endliche Product ausdriicken

For = (1—a)(1—za)(1—2°)(1—a') . ..
In diesen Zeichen erscheinen die beiden letzten Theoreme so
4. Play) = (14ay)(14+3)(1+29) 0+ 1+2"9) (14 5) . .. Faa
5.  Rl@y) = 2t @ +y ) (1 +zay) 1+ 2) (1 4-a'y) (1+"...Fm
Und so ist offenbar

6. Qloy) = (1—ay)(1—2)(1—a*y)(1—Z)(1—2%)(1—%)... Faz
1. 59

-
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ferner indem man y = 1 setat

7. Pz = (1+m)2(i——wa,~)(1+w3)2(1—-.z"‘)(‘i—(—ﬁ)z(i-—-w") ce
8. Qr = (1—2(l—z2)(1 —2*P(1—a*) (1— 2P (1—2°%) . ..
9. Rz = 24t (14-a2)*(1— o) (1424 (1 — 2 1+2°)* (1—a®) .
Substituirt man hier 142 = E-%f , 142 = :—E—:—: u.s.w. so verwandeln diese
Ausdriicke sich in folgende R

. (Fzx
0. Pr=grway

_(Fay
11. Qx = For
12. Rz = 2(2;7}(?—”‘—)2

rx

hieraus ergibt sich ferner

13. Pz.Qx = (Qzz)
14. Pz.Rz = {(Rya)’ oder was dasselbe ist

Pzx . Rexax — —}—(Rm)z, Rrx — (Rz)

2Pzx
Qua(Ra)® = 44*.(F2*)®  also

15. Fo— VQ‘”%)(?”%” = yReheEhRE V(Qx)’i(x%)
4z 2% 22

ferner

16. P+ Qu = 2 P()

1. Pz—Qz = 2R(z")

Also durch Multiplication nach 14
18. (P2)* — (Qa)* = 2(Rax)
Bedeutet ferner i die imaginaire Grésse \/—1, so wird

19. Pz+iQx = (1+41) Qi)
20. Pr—iQzx = (1—i)P(ix)

Also durch Multiplication



~
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21. (Pz)*+(Q2) = 2(Pzx)®
und aus der Multiplication von 18 und 21 mit Zuziehung von 14
22. (Pa)* — (Qa)* = (Ra)*

Man sieht also, dass (Pz#)® das arithmetische Mittel zwischen (Pz)* und
(Qa)* ist, und da nach 13. die Grosse (Qzz)* das geometrische Mittel zwischen
denselben Grossen vorstellt und da (Theor. attract. el. p.) wenn zwei Grossen-
reihen ‘

’ ” "
m, m', m', m". .
n, n, n', n”.

so verbunden sind, dass m® immer das arithmetische =(*) das geometrische
Mittel zwischen m®*~ und 2%~ ist, man die gemeinschaftliche Grenze das arith-
metisch geometrische Mittel von m, » oder von irgend ein Paar zusammengehd-
rigen Grossen der beiden Reihen nennt, so ergibt sich das hdchst wichtige
TeEOREM (23):

Das Arithmetisch Geometrische Mittel zwischen (Pz)® und (Qax)® ist alle-
mal = 1.

Nach dem, was wir am angezeigten Orte bewiesen haben, ist also auch
24.  das Integral Ve e
von ¢ =10 bis g==27 ausgedehnt = 2 oder auch von o =0 bis ¢ = 4km,
wenn k irgend eine ganze Zahl bedeutet, = 4k.

6.
Um den Zusammenhang des Algorithmus des arithmetisch geometrischen
Mittels mit unsern Functionen noch weiter zu entwickeln, bemerken wir zuvor-
derst, dass wenn

n Q) ind m= p Pa?, n = pQat, mm-—nn = P'P'(R)‘

m — (P2

gesetzt wird, man hat
59%



mw = p(Pzaf, o = p(Qzaf, mm —a'n = pp(Raz)
m’ = p(Pat)’, 7" = p(Qa*), m'm' —n"n" = pp(Ra*)
m" = p(Pa2*)?, n” = p(Qa*), m"m"” —n"n" = pp(Rx 8
le

mrm — P' (Pwis)z, o (Qw16)2, mmlmml ”mtnrm P’ P' (.R 16)4
u.s. w. oder aligemein
m® — !*"(szl)2’ a®) — p(sz’L)z' wm — it — P‘P(szz)‘

und dass offenbar p das arithmetisch geometrische Mittel zwischen m und =
selbst ist. So bald wir also den Werth von @, welcher vorgegebenen Werthen
von m und n entspricht, zu bestimmen im Stande sind, werden wir jedes Glied
der Reihen

"

m, m, m..

n, w, n..
unmittelbar darstellen, auch die Reihen interpoliren und riickwirts fortsetzen
kénnen. Das nichstliegende Mittel # zu bestimmen ist folgendes.
Man sieht leicht, dass die Glieder der Reihe
=) k=%, w=E r=(E},

2 2

= (B = (R

9

sich dem z immer mehr nihern, so dass # die Grenze derselben ist. Man hat

also
h' h'l hlll hl’l’
X = h.zoi .F.Z,,—, .
Nun ist aber nach 14
hl R 1 R
% = (Pzx)* und so 3 = Pa', an = (P2%)*, o = pwlﬁ)T
Also
A
w = 1 4
(Pza)* . Pz*. (P2*)*. (Pz*)* .
A

o (m”)§ (mm)-} (m"")i’
" . " . e . m oo
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wir haben folglich

mm-—ann

25' ‘z. : ” 7

16m’p.(ﬁ-)%. (7_"_,:)*, (m”")i'. .

B M w
wofilir man auch schreiben kann
g mm—nn (m Ny (g (g
16m'm"” "\m”] "\m""] ‘\m" e
Da die Glieder m/, m", m"” sich #dusserst schnell der Gleichheit nihern so

erhilt man z mit grosster Bequemlichkeit.




