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(V]
(1]
Allgemeines Theorem (1827 Aug. 6)
P(2,ty).P(z,%) = P(xa, tt). Plzz.yy)+ R (2, tt). R(zz,yy)

(2]
Durch Zerlégung in Factoren bestitigt sich leicht,
(142 (1+2°(1+2°)1+2").... =M
gesetzt:
Plst, iat) =ZI&D
Pliat, —iat) = ZE.0

also durch Addition

Pz, 1)4-P(a’,1) = 2M . P(a® —a)
P(z,1)—P(a* 1) = 2 Ma. P(a®, —a°)

also
Plz,1—P(@@* 1)’ = 4MMw.F(a:’2).(1-—-a:)(1——-:05)(1——:1:7)(1“:1:“)(1-—a:’s) cee

. Fz,F(2f).Fz**y pP p3
== 4MM$.W == 2\/7 R
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—Pa:,

Plz.1). Pz.y) = Q(z,1)".

R(z,xt) =

Pz.y). Qlz,y) =
P(z,y)+ Qz,y) =

Q(x,y)*+R(=z, 1)*. R(z,y)*

Qzz,1). Qxz,yy)
2P(zz,1). Plxzz,yy)
P(z,y)’— Q(z,y)* = 2R(zz,1). R(zz,yy)

P(z, ).P(:ca:,yy)——P(x 1).P(@%y%)++{ P&’ 1)— P(a® 1)}.{ P(at, y)—P(z al

pqr.Pia®

[3

P(c* 1) = P, Q(z*1) =Q, R(E*1)=R
Pz, 1) =p, Q1) =gq, R(z,1) =1r

9") = pqR. Ple.y)*+3 PQR. P(z,3). Qa.y)

pg’r . P@’,y*) = pr Q. P(z,y)*— 3 PQR. P(z,y). R(z,y)*

3pPQR = 7‘3Q

— qu

3qPQ.R = 9'3.P——p3.R
¢*P
3PPQQ = PPqq-+ppQQ--+ppqg

3rPQR = p3 Q—

3pP= %—%
30Q=5—%
37‘R=§-—%
rESR_gt+3Q _ ptt st
rR

7@Q  pP

3Q® 3 R®
T
3 pPs 3 R®
r T
3@ 3p?
q »

44-24zz+242° 24+ 482 424 284 24 2 - 4827

8 Plzx,1) P(z%1) — 4 Q(zx, 1

) Q2% 1)? wiirde dann sein

4\ (pp+q9)(PP+ QQ) — 4\/pePQ
2\/(pp+q9) PP+ QQ)+2V(pp —¢9) (PP—QQ)
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? P z
d d dz
i@ = —#rPRY
d dR z
F—F=+1pPQ.2
(4]
So wie N

APy T+
durch R(z,y) bezeichnet ist, so wollen wir noch

oyt —y =2t —y T+ —
durch S(z,y) bezeichnen. Man hat dann

1S(z,y) = R(x, —y)
VIQ(z, 1)*. Pz, y)! — P(z,1)*. Q(z, ¥)*]

Sz.y) = R(z, 1)
— V[P, 1) R(z,y)* — R(z,1)*. P(z,y)*]
Q(z, 1)
Riz,y).8,y) = Qz1). Sxa,yy)

2P(zz,1). R(zz,yy)

R(z,y)'+S(z.y)
R(z,y*— S(2.y)’ = 2R (zx,1). P(z2,yy)

R(z,y). R(#,2)+S(2,y).S@®,2) = 2 R(x2,y 2). Pz, %)
R(z.y).R(z,2) —S(z,9).8(2.2) = 2R(z, {). Plva,y2)

(2
R(z,y).S(2,2) +S(x.9). B(z,2) = 2S(za,y2). Q(.z*w,
R(z,y).S(x 2) —8S(2,y). B(z,2) = 2S(mm ). Qlex,yz)

Setzt man
3 — (6, q)
wo k alle ganzen Zahlen bedeutet, so sind die Theoreme enthalten in

(6,20).(6,28) = (26,0 48).(26,a—8) (26, a6+ 4). (26,0 =644
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auch ist
6.0) = (6, —a)
[5.]
Man setze
___R(x’y) y4 NP — ‘S(z' )
cosb = Py T isinh = P(x’z) f
_ R oo SELY
cos$b = TirPleg)’ isingf = VzrxP(Z,y)
Yy = cosu—-isinu
dann ist
Px,y)db = pgQ(z.y)du
. a0 . ao
du = Vgt —rcost) — y(p* s + g cos &)
R(z,y) = a*y* Plz,zy},  S(z.y) = 2ty* Q(w,2y)
Setzt man
ind — "
sing = o7 cos b
so wird
g Qzy) sy __. 7 Rz :
OS¢ = T Fey V=3 Fay
du — dy

T Vet —p*sind)

6.1
P(z,y). P(x,2) = P(zx,y2) [P(wx %)+ R(za,y2). R (z2, %)
Q(#.3). Q(x,2) = Plza,yz). P(zx,Y)—R(zz,y2). R(zz,%)
( 9) - Qz.2) = Qzz,y2). Qzx, L)+ S(x2,y2). 8 (@, %)
z.9). R(x,2) = R(@a,y2). Plzx ¥)+ P(za.y2). R(z2, %)

P(z,y). P, 2+ S(x.y).8(x, 2" = Q(z.9). Q@2+ R(z,3). R(x,2)

I 60



474

R(z,1)".P(2",y") = Product aus Ty

worin &’ =

. R, 1).Plxy)

{R(z,2) . Pla.g)—S(@¢) . Q.y)}
{R(z,e¢). Plz,y) — S(2,2¢). Q2. 9)}
(R(z,). Pla,y)— S(@.+%). Q.y)}
{R(z,&*). P(@,y) —S(2,¢*). Q(z,9)}
(R(2,). Pla,y)— S(@.). Q@.)}
{R(z,¢%). P(,y)—8(#.c"). Q(@.9)}

= R@"1).Py)y— . ....... +7

P
S Py Qayf

Zum Beweise dient. was sich leicht nachweisen lisst:

P(2,cy). P, %) = P(za.yy). Paw,s¢)+ R(zz,yy). R(za, c¢)

_ Plyr+ @y Ploa,ce) -+ P(Z;.ﬂ/}):(:th()z, 9 R

2P(zz,1)

Rz, €)* S{z, £)*
Pl Bt 34

(v, ct)

8]
Pa1)=p, =)
Qet)=4q, =4
R@,1)=r, %—d;:.r'
W= z—2watir’*— ta'+ 62°— 82"+ 827 — 82" + 132" — 1221
1 =—r—202— 42— 4a'— 62— 8a° — 827 — 82° — 132° — 1229,
4r = 1+Sax—8a*+4324°— 40a°4-4821°—3227 642" — 10420+ 1042"° . .

2 a“80 o7

Coéfficient von @ - wenn a, b, c..

gttty BOFL g gty

a—1 ' b—1 e—1

[worin fiir jene drei Reihen folgeweise] A = 2*(—1)*+, 4 =2¥,

Primzahlen, wird

= 8§(3—2%)



ZUR THEORIE DER NEUEN TRANSSCENDENTEN. V. 475

4p'—aq =1
47 —4p' = ¢
4?"-—4q' :p‘
d dpe* _ dz
v = 3 +aal e
d dpz* _ dz
e 2 32 4 4a). (ra). (g2°). (ra)
d dpzt __ d
e = 5 -(qa). (p2f . (ra)
dpz _dpa* __ dz r'qq(pp—3PP)4 R*QQ(25 PP—15pp)
pz pz* T dz” pP93—sPPQQ

[9-]
Bei der 5PHe ist (Aug.29)

P
pp—PP= A%, 5PP—pp = By
99— QQ=—4./T, 5QQ—qq = By$
§ rr—RR= A.\/I%, 5RR—rr—_—_B\/§
AB = —2ppPP+2¢qQQ+2rrRR =[16pgrPQR}, % — igf
A — ot (OB} B — ot (pant
(pgn)* (PQR)t

also

pp = (QR—i—qr).\'/%iz—P}—z etc.

—_ Pr _ P9
5 = QR+PR+ Q

Siehe weiter unten [Art.11.]

Fir die Ableitung dient u. a. ,
PP, 2"). P(2®, —xz) = P(a", —aaz). P, — 2%+ 2 P(@", — 2*). P(2"°, — %)
P(a*, —a%) . P(2°, 22) = P2, — xa). P(a*®, — 2% — 2 P(a"®, — o). P(a"°, —
60 %
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also durch Multiplication

Q2" 1)%. P2, — ). P(a",—af)
= P2, —za} P@", —2°? —2a P@a", —2*? . P2, — 2%

(Fe)® _ (FaP(Fary o Fa? (Fab):
Fooy = Fa*.Fo® Fot. Fo®

was mit & identisch ist, nemlich

Pt PPQI G R} =

e

Auch beweist man leicht
pp = PP+4{w“"+m"‘s +a¥ 2% . A {.z'%-i-w%—{-w? Stz 3
= PP+ 42P@, 2"). P za)

F 10\5
— PP+4x\/g§;.(_—__Fjg }

[10.]
Bei der Trisection ist noch, p, P etc. in voriger Bedeutung genommen
und P(#*,1) = P° gesetat

$PP—P'P\2 pgr\#
() =)

(3QQ-;Q°Q°)2 _ q4+4(z_o_gj)%

Allgemein wenn P(2,1), Q(x, 1) gegeben sind und P(a", 1), Q(2", 1) ge-
sucht werden, wo »n ungerade, sind dem P(2",1) coordinirt -_{—_\/ %.P(xi', 1)
oder iz’\/%.P(w%, 1), je nachdem % von der Form 4%4-1 oder 4%4—1 ist.
Die Gleichung findet sich leicht aus Entwickelung der Summe der geraden Po-
tenzen der n-+4+1 Wurzeln.

[11.]

Setzt man

P@@y) = 5. P@yf+A4.Pyf Qwyf+5 . Pa.y) Q@.y)
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so ist auch

QE.Y) =23 . P(2.9). Q@.y)+ 4. Pr.9). Q.9+ = Q2.9

rgrt ’

Setzt man hier y = 1, so erhilt man

Ap*¢® = Pg—2% pig—
= Qp—3.¢'p—

SPQR 44

5.PQR p,‘

woraus die Gleichung weiter zuréick [Art.9] folgt
0 =pQr—Pqr+pqR—5PQR

daraus

A — (PP Q—(p'+4¢")B
ppeqrt

[12.]

TreoreM. Wenn der imagindre Theil von ¢ und —:- zwischen —i¢ und
¢ liegt, so ist der reelle Theil von
2
Pt
positiv. g 1§
og Raum fur ¢ und

Geometrisch zu beweisen

Unter dieser Bedingung ist also das arithmetisch geometrische Mittel
zwischen

p P32y pQH2)

indem man immer das geometrische Mittel zwischen m, » so nimmt, dass
einen positiven reellen Theil hat,

ymn

=g

Ein solches Mittel nennen wir das einfachste Mittel. ,
Ist das einfachste AG. Mittel zwischen m, n, = p, das zwischen

m, \/(mm-—nn), = %, so ist ¢ der Canon des Verhaltnisses ’% nemlich
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m __ [QH?
=%
dann ist das einfachste A G. Mititel zwischen 7 und —»

[l

T 1424t
und der dazu gehdrige Canon
—_—_ ¢ _ !
14 24¢ % +ad
Die Gleichung
Q2 _
(7) =4

hat immer Eine und nur Eine Auflsung in dem Raume

33

0 t
)

Essei a6—6y=1, a=0=1(mod.4), 6, y gerade

¢ .at48¢
C =t
dann ist
Qt'\2 . [Q#\2
(72) = (%)
[13.]
Fiinftheilung
a A
b B
¢ = \(aa—bb) C =\(AA—BB)

29 = —ad-+bB+cC
4v =aa—6ad+4544 = —(bb—6bB-+5BB) = —(cc—6cC+5CC)
v = — A\/(4A A+ v)+B\/(BB—v)- CyY(CC—)
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Die Elimination auf eine Gleichung
Vayb4yetyd = o0
angewandt, gibt
: 0 =2(a*—4a’b—2aabb--4aabc—24abcd)

. [14.]
Die 7P1H9® bornht auf

(asin (g-4)+bsin (3 g+ B)P sin (- )
= asin(¢-?)4-Bsin (34 1)+ ysin(5 ¢4 1) 48sin (7 p41)

(15.]
Bei der Trisection hat man
Q
gesetzt,
N*—n* ppQQ—qqPP _
t—nn NN 22N, pP—gqQ  — 2VquQ
proportional
p* [3cosesing’ || ¢* 3 cos(60°—¢) sin(60°—¢)* || * |3 cos(120°— g)sin (120" —¢)°
P4| cosg®sing || Q'] cos(60°—¢)* sin(60°—¢) || R cos(120°— ¢)sin(120°— o)
[16.]
Wenn innerhalb einer begrenzten Figur tiberall
dd¥v , dd¥y
T T =0

an der Grenze hingegen V constant = A ist, so ist nothwendig auch im gan-
zen Raume V=4
Beweis. Essei dM ein Element der Fliche und

WE) +(50) + (S + 57 (v —afam =
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Wire V nicht constant, so wire offenbar das Integral positiv. Allein ‘das Inte-
gral ist auch

§(V—4)(3r dy— I da)

durch den Umfang der Figur ausgedehnt, also = 0. Da dies mit dem Vorigen
im Widerspruch steht, so ist die Voraussetzung unzulissig.

Ahnliches findet mit drei Unbestimmten Statt.

Es lassen sich hieraus manche schéne Folgerungen ziehen.

Ein Punkt kann innerhalb eines hohlen Raumes nicht im stabilen Gleich-
gewicht sein, wenn nicht innerhalb des ganzen Raums gar keine Wirkung Statt
findet, weder im Fall der Abstossung, noch der Anziehung.

[17.]

Dass in der Peripherie einer Gleichgewichtsfigur keine negative Theile sein
konnen, beweist sich so. Gesetzt AB wire negativ, so wire ¥V—A4 (4 Werth
von V in der Peripherie) auswendig neben A B positiv, neben den andern Thei-
len negativ. Es wird daher einen endlichen Raum geben, wo dies positive gilt;
er sel innerhalb ABCDE; dann wire er aber, da er an der Grenze 0 ist, in
diesem Raume constant, welches ein Widerspruch.

Dieselbe Schlussart ldsst sich auf drei Dimensionen anwenden.

Bei drei Dimensionen findet, fiir die Fliche s, wo ¥V = Const., noch das
schone Theorem statt, dass g—zf ds, wenn p normal gegen s, = 4xM, wo M
ganze Masse (vermuthlich allemal die in einer solchen Fliche eingeschlossene
Masse, also ungerechnet die draussen liegende).

Vermuthlich ist der Satz fiir jede einhiillende Fliche giiltig, ohne dass V
‘constant zu sein braucht.

Es seien zwei einander einschliessende Flichen, in denen V constant ist,
nemlich resp. V=4, V=B, dW ein Element des Raumes zwischen beiden,
p die Anziehungskraft in jedem Punkte, dann ist

ppdW = (B—A).4=M

wenn M die Masse im innern Raume, wobei angenommen ist, dass im Raume
W keine anziehende Masse ist.




