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BEMERKUNGEN.

In diesem dritten Bande von Gauss Werken habe ich alle Abhandlungen und Aufsitze aus dem
Gebiete der allgemeinen Analysis und zwar speciell aus.der Thearie der algebraischen Functionen, der
Gausssischen Reihen und der Elliptischen Functionen, so wie einige Mittheilungen das Prarrsche Theorem
und die Construction von Logarithmentafeln betreffend vereinigt. Sie hestehen aus -einer Doctordissertation
(friher in Quart gedruckt); aus fruher veroffentlichten Abhandlungen: finf in den ‘Commentationes societa-
tis regiae scientiarum Gottingensis’ (Quart), eier in den ‘dbhandlungen.der koniglichen Gesellschaft der
Wissenschaften zu Gottingen’ (Quart) und einer im Crerceschen ‘Journal fir reine und angewandte Mathe-
matik’ (Quart); ferner aus sechs Anzeigen eigner Abhandlungen in den ‘Géttingischen Gelehrten Anzeigen
und Nackrichten® (Octav); aus zwdlf Mittheilungen iiber nicht eigme Schriften in den ‘Guttingiscken ge-
lehrten Anzeigen’ (Octay) (von Gauss nicht unterzeichnet aber in Betreff seiner Autorschaft durch die Acten
der Gottinger Universitits-Bibliothek verificirt), in der ‘Monatlichen Correspondenz zur Beforderung der Erd-
und Himmels- Kunde herausgegeben vom Freiherrn voN Zaca’ (Octav), in den ‘Astronomischen Nachrichten
herausgegeben von ScaumacaEr’ (Quart); und auch aus zwei Erliuterungen in der ‘Monatlicken Correspondenz’
und in Veea’s ‘Semmlung von Hiilfstafel’ (Quart) zu den Gaussischen Additions- und Subtractions-Loga-.
rithmentafeln, Diese Tafeln selbst habe ich hier nicht abdrucken lassen, weil sie sehr verbreitet sind und
das Format dieser Werke zum Gebrauche solcher Tafeln unbequem sein wirde.

Bei der Redaction habe ich dieselben Grundsitze befolgt wie in den frithern Bianden. Zur bessern
Ubersicht der Gegenstinde in einem so umfangreichen Bande sind die Haupilehrﬁitze auf gleiche Weise
durch den Druck ausgezeichnet. Zum leichtern Gebrauch sowohl der altern Ausgaben als der vorliegenden
babe ich bei den Verweisungen auf Schriften, die nicht in diesem Bande selbt sich finden, statt des Ortes der
Veroffentlichungen die eignen Titel so wie statt der Nummer der Seite die der Artikel angegeben, Auf
Seite 20 in Zeile 15 und 16 ist gemiss einer handschriftlichen Bemerkung °objectionem secundam et quar-
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492 BEMERKENGEN,

tam’ statt ¢objectionem lertiam et quartam’ und in Zeile 19 ebenso ‘objectionem tertiam’ statt ‘objectionem
primam’ gesetzt. Ausserdem unterscheidet sich die vorliegende Ausgabe vap den frihern derselben Schrif-
ten nur durch die Berichtigung einiger Druckfehler, wobei ich zum Theil die Gaussischen Original-Manu-
scripte benutzen konnte.

Aus dem Handschriftlichen Nachlasse habe ich aufgenommen: die den Seiten 30 und 112 beigefiig-
ten Noten, den zweiten Theil der Abhandlung ¢ Disquisitiones generales circa sertem infinitam etc., eine
ausfihrliche Abhandlung aber Interpolation mit einigen in meinen Bemerkungen Seite 328 w. f. erliuterten
Zusitzen, und eine Reihe von Abhandlungen, die sichk auf die Elliptischen Functionen beziehen.

Die Handschriftlichen Aufzeichnungen habe ich hier wie auch friher bis auf Berichtigung von uner-
heblichen Schreibfehlern unverindert abdrucken lassen und meine Einschaltungen, die mit Ausnahme der
¢ Fortsetzung der Unlersuchungen tiber das urithmetisch-geometrische Mittel nur in kurzen Sitzen bestehen,
durch [Einklammerung] abgesondert, Die geschichtlichen Angaben und erforderlichen Zusitze fur den Nach-
lass iber hypergeometrische Reihen und Interpolation habe ich in den jenen Abhandlungen unmittelbar

folgenden Bemerkungen zusammengestellt.

Die Redaction der Gaussischen Arbeiten uber Elliptische Functionen wurde Seitens der Koniglichen
Gesellschaft der Wissenschaften zu Gattingen von Riemany gewunscht und ihm zu dem Zwecke die Hand-
schriften ibergeben. Leider hat er weder eine schriftliche noch mundliche Mittheilung aus diesen seinen
Studien hinterlassen. Erst nach dem bedauernswerthen allzufrihen Tode Riemanns und nachdem dex vor-
liegende dritte Band bis auf jenen Theil gedruckt war, konnte ich die Gavssischen Handschriften zu mei-

ner Bearbeitung ubernehmen.

Gauss hat von seinen Untersuchungen der Functionen, die wir jetzt die Elliptischen nennen, nur ei-
nen Theil veroffentlicht: eine Anwendung dieser Theorie auf die hohere Arithmetik in der Summatio guarun-
dam serierum singularium 1808 September und eine Anwendung auf die Bestimmung der Sicularstérungen
der Planeten in der Deternunatio allractionis, guam in punctum quodvis positionis datae ererceret planeta, si
&jus massa per totam orbitam ratione lemporss, quo singulae partes describuntur, uniformiter esset dipertita, 1818
Januar. Den grossern Theil hat er niedergelegt in einigen unvollstindigen Entwurfen zu Anfingen verschie-
dener Abhandlungen und in zahlreichen zwischen andern Arbeiten sehr zerstreuten Aufzeichnungen einzelner
Formeln, Diese im handschriftlichen Nachlasse befindlichen Untersuchungen habe ich hier in einzelnen
Gruppen zusammengestellt jenachdem sie vom Algorithmus des Arithmetisch-Geometrischen Mittels oder ei-
nem anderen diesem analogen und mit diesem in Verbindung gesetzten Algorithmus ausgehen oder aber
sich auf die speciellen Lemniscatischen Functionen beziehen oder endlich die Darstellungen der aligemeinen
Functionen durch Producte als wesentliches Hilfsmittel gebrauchen. Die Untersuchung des Pentagremma

mirificum bildet eine Anwendung der Funftheilung der ganzen Elliptischen Integrale.

Die Abhandlung mit den beiden Abschnitten de origine proprietatibusque generalibus numerorum me-

diorum arithmetico- geomotricorum und de functionibus transscendentibus quae ex differentiatione mediorum
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arithmetico-geometricorum oriuntur bildet die erste und zwar eine sehr sorgfiltig geschriebene Aufzeichnung
in einem Handbuche, welches, wie der Titel besagt, vondem Jahre 1500 an benutzst ist. Die Beschiftigung
mit diesem Gegenstande wird aber schon in einer viel frithern Zeit begonnen haben; nach Mittheilungen
itber eine mindliche Ausserung von Gauss, scheint er im Jahre 1794 die Beziehungen zwischen den arithme-
tisch -geometrischen Mitteln und den Potenzreihen, in denen die Exponenten mit den Quadrat-Zahlep fort-
schreiten , gekannt zu haben. .

Die Formeln fiir den in Art. 18. Seite 389. aufgenommenen Algorithmus, der die von Gavss ein-
gefiihrten neuen Transscendenten mit den Quadrat-Werthen der beiden Argumente zuriickfiihrt auf die Trans-
scendenten mit den einfachen Argument-Werthen, folgen in einem Handbuche unmittelbar auf eine astrono-
mische Rechnung an deren Schlusse steht ‘geendigt d. 2. May 1809’. Die Aufzeichnungen der anderen Un-
tersuchungen iber das Arithmetisch-Geometrische Mittel befinden sich theils auf einzelnen nicht datirten
Blattern, theils erscheinen sie in den Handbiichern wegen ihrer Kirze an einigen, friher zu grosserer (ber-
sichtlichkeit zwischen verschiedenartigen Arbeiten leer gelassenen, Stellen niedergeschrieben und erlauben
keine sichere Zeitangabe.

Wie schon in Art. 12 bemerkt, habe ich geglaubt zur Annehmlichkeit fir den Leser diese sehr zer-
stuckelten Untersuchungen durch eine zusammenhangende Darstellung vereinigen zu mussen selbst auf die
Gefahr hin, hier einige Entwickelungen hinzustellen, die von Gavse nicht ausgefihrt worden sind, wie
z. B. die Ableitung der Differentialgleichung fur das Arithmetisch-Geometrische Mittel ohne die Reihen~
Entwickelung und die Darstellung durch bestimmte Integrale vorauszusetzen, eime Ableitung, die sich an
die in Art. 10. ausgefuhrte Untersuchung anschliesst und sich von der von Herrn Borcmixpr gegebenen
ersten derartigen Ableitung unterscheidet. Die in Art. 17. angeregte Frage iber den Zusammenhang zwi-
schen den binaren quadratischen Formen mit negativen Determinanten und den von Gauss gefundenen
neuen Transscendenten findet ihre vollstindigste Erledigung durch die Untersuchungen des Herrn Ksox-

eckER iliber diesen Gegenstand.

Far die Lemniscatischen Functionen besitzen wir die von Giuss in eimem Handbuche verzeichnete

Zeitbestimmung ¢ Funct: Lemniscaticas considerare coeperamus 1191, Januar. 8. Von den im Nach-
lasse vorhandenen Aufzeichnungen scheint nach Papier und Form der Handsehrift zu urtheilen, die auf
einem besonderen Blatte stehenden und hier von mir mit 1, 2, 3, 1 bezeichneten Artikel der ersten Gruppe
der Untersuchungen iber die Lemniscatischen Functionen die friheste zu sein. Die folgenden hier auf'
Seite 106—412 unter der gemeinsamen von Gavss an mehreren Stellen gebrauchten Uberschrift: ‘Finige neue
Formeln die Lemniscatischen Functionen betreffend’ zusammengestellten Aufzeichnungen derselben ersten
Gruppe gehoren einer ungleich spatern Zeit an, die darin enthaltenen Resultate sind auch wohl viel friher
gefunden und theils zur Gedichtnissprobe, theils in dem Streben recht elegante Formeln zu erhalten von
Neuem niedergeschrieben und zwar in zwei Handbiichern, von denen das eine im ‘November 1301’ das andere
““m Maz 1809 angefangen’ ist. Die Functionen sin. lemn. so wie cos. lemn. bezeichnet Gavss tberall durch
die aus der Zusammenzichung von s und ! so wie von -¢'und ? gebildeten Schiiftziige. - Da diese bis jetst
nicht in Druckzeichen vorhanden sind, so habe ich sie hier durch die Worte selbst ersetzt. oo
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Von den Untersuchupgen, welche sich vorzugsweise auf die Darstellung derd.emniscatischen Functio~
nen durch unendliche Producte und durch trigonometrische Reihen beziehen und welche ich als eine zweite
Gruppe z.usammengestellt habe, bilden die ersten vier Artikel die Scheds prima eines nach der Angabe
des Titelblattes im Juli 1798 begonnenen Notizbuches. Die Artikel 1, 2, 3 sind von Gavuss selbst num-
merirt, dann folgt im selben Hefte unmittelbar der Inhalt von Art.[4.] [5.] Seite 415, und hienach mit
vielfachen Unterbrechungen durch Astronomische Untersuchungen der Theil der in Art.[17.] Seite 431 auf-
genommene;z Rechnungen, der mit lateinischem Text erlautert ist, und die einzelnen Theile des Inhalts
von Art. [6.] [7.] Seite 417,418, Der Inhalt von Art.[s.] [9.] [10.] Seite 418, 419, Art [15.] [16.]
Seite 423—425 findet sich zerstreut in einem 1799 November angefangenen Notizbuche. Die Aufzeichnun-~
gen der ibrigen Untersuchungen gehéren, vielleicht mit Ausschluss der Funftheilung des ganzen lemnisca-
tischen Bogens Art. [13.], wohl einer spitern Zeit an und befinden sich, ausser den in Art,[14.] wiederge-
gebenen und in ein Handbuch nach dem 20. Febr. 1817 eingetragenen Summationsformeln fiir das Lemnisca-

tische Integral der zweiten Art, alle auf einzelnen Blittern.

Die der Zeit nach erste unter den im Handschriftlichen Nachlasse erhaltenen die allgemeinen El-
liptischen Functionen betreffenden Aufzeichnungen ist wohl die im November 1799 begonnene auf Seite
433—435 abgedruckte Abhandlung Zur Theorie der neuen Transscendenten L. die sich in einem Notiz-
buche dessen Titelblatt die Aufschrift * Varia, imprimis de Integrali du Novembr. 1799’

; ) V(1 + ppsine®)’
tragt, zwischen Untersuchungen uber ganz verschiedenartige Gegenstinde zerstreut befindet.

Die Abhandlung II mit der Uberschrift ‘Zur Theorie der transscendenten Functionen gehorig’ folgt
in einem Handbuche unmittelbar nach den in der ZTheoria motus corporum coelestium wiedergegebenen
Haulfstafeln, Diese Untersuchungen, insbesondere die auf die Siebentheilung bezuglichen, werden wohl

dem Jahre 1808 angehoren und die Veranlassung zu einer Mittheilung an ScEUMACHER gewesen sein.

Die Abhandlung III. mit den Eingangs-Worten ‘Die Theoreme in Bezug auf diejenigen Reihen und
unendlichen Producte, welche zu der Theorie der Arithmetisch-Geometrischen Mittel gehoren, ordnen wir
so:’ Seite 446—460 folgt in einem Handbuche unmittelbar nach einer astronomischen Rechnung, der die

Bemerkung beigefugt ist ‘geendigt den 28. April1509°,

Die Abhandlung IV. ‘Hundert Theoreme uber die neue Transcendente’ Seite 461—469 steht auf

einzelnen Blittern ohne irgend eine Zeitangabe,

Die Abhandlung V. Seite 470—480 mit den Eingangsworten ‘Allgemeines Theorem’ enthalt die bei-
den Zeitangaben 1827 Aug. 6. und Aug. 29, Der letste Theil dieses Aufsatzes bildet wohl eine der fri-
hesten Vorarbeiten von GA\USS fur seine ‘Allgemeinen Lehrsatze in Beziehung auof die im verkehrten Ver-
hiltnisse des Quadrats der Entfernung wirkenden Anziehungs-und Abstossungskrifte’ und lassen vermu-

then, dass.er den Zusammenhang dieses Gebietes mit einem anderen Gebiete der Analysis, nemlich der
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Theorie der Functionen mit complexen Argumenten erkannt habe, ein Zusammephang welcher Rumwawy
auf ein so fruchtbares Gebiet der Forschung gefithrt hat.

Die Untersuchung des Pemtagramma mirificum, eines sphirischen Fanfecks, dessen finf Diagonalen
Quadranten sind, befindet sich an zwei getrennten Stellen in einem Handbuche, auf einem besonde-
ren Blatte der Art.[4.]. Das, was ich hier als Art.[1.] und [2.] bezeichnet habe, ist vor dem 23. Ja-
nuar 1836 geschrieben, das andere enthilt in Art.[7.] die Zeitang'abe 1843 April 20.

Zwischen den untér Nr. I. zusammengestellten Untersuchungen tber die neuen Transscendenten be-
findet sich auch der Anfang einer Abhandlung mit der Uberschrift  Motus solidi a nullis viribus sollici-
taty’.  Das Problem ist dort bis zu dem bei der bekannten Auflsung auftretenden elliptischen Integral
gefuhrt, so dass zu vermuthen steht, Gauss habe erkannt, dass die Gleichungen zur Bestimmung dieser
Bewegung mit Halfe der neuen Transscendenten in endlicher Form erscheinen.,

Die Aufzeichnung der hier unter V. zusammengesteliten Untersuchungen iiber die neuen Trans-
scendenten, mit den Zeitangaben 1827 August 6 und August 29 ist wohl durch die Jacomischen Briefe
an Scmusacmer datirt aus Konigsberg von 1527 Juni 13 und Aug.2 deren ersterer die algebraischen Glei-
chungen fur die Dreitheilung und Fiinftheilung elliptischer Integrale der andere die Gleichung zwischen den
trigonometrischen Tangenten der Argumente fur die Transformation beliebigen Grades gibt, veranlasst
worden. Diese beiden Briefe sind in der im Monat September 1827 ausgegebenen Nr. 123 der ‘Astrono-
mischen Nachrichten’ veréffentlicht, aber im Original zuvor an Gauss mitgetheilt worden, wie aus den
Gavssschen Briefen an Scmumaceer vom 4. und 19. Aug, 1827 hervorgeht; Die Beweise jener Jacom:-
schen Lehrsitze hat dieser selbst durch einen aus Kénigsberg vom 18. November 1827 datirten in der im
Monat December 1827 ausgegebenen Nr. 127 der ‘Astronomischen Nachrichten’ abgedruckten Briefe an
Scaomacuer veroffentlicht,

Zu dieser Zeit war noch nicht, aber doch im selben Jahre, durch das zweite Heftdes zweiten Bandes
des CrerLeschen Journals fur reine und angewandte Mathematik die Abhandlung von ArExr ‘Recherches
sur les fonetions elliptiques §. 1. —§. VIL. erschienen, und dieses war wohl diejenige Arbeit Arers, von
der Gauss am 30, Mai 1828 an ScruMmacrEr schreibt, ‘die, Ihnen gesagt, mir von meinen eignen Unter-
suchungen wol ! vorweggenommen hat, und mit diesen zum Theil selbst bis auf die gewahlten bezeich-
nenden Buchstaben ibereinstimmt’.

Auf dieselbe Arbeit bezieht sich wohl die folgende Stelle eines Briefs von CreLe an AseL vom
1$. Mai 1828: — — Voici ce que m’écrit Mr. Gauss de Goettingue que j’avais également prié de m’en-
voyer quelque chose sur les fonctions elliptiques dont il s’occupe, comme j’ai appris, plus de 30 ans. *D’au-
tres occupations m’empéchent pour le moment de rédiger ces recherches, Mr. Amer m’a prévenu au moins
d’un tiers. Il vient d’enfiler précisément la méme route dont je suis sorti en 1798. Ainsi je ne m'étonne
nullement de ce que, pour la majeure partie, il en soit venu aux mémes résultats. Comme d’ailleurs dans
sa déduction il a mis tant de sagacité de pénétratien et d’élégance, je me crois par cels méme dispensé

de la rédaction de mes propres recherches.” — —
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Auch uber Leeexoge besitzen wir einen Ausspruch von-Gavss. In einem Briefe ohne Datum schreibt
er an Ousers ‘Sie verlangten in Ihrem letzten Briefe [wahrscheinlich derjenige ‘Bremen d. 16. Aug. 1817,
Empfangen den 25. Aug.’ bezeichnete; die Briefe aus jenen Monaten sind: O. an G. Juli 17. — G. an
O. Aug. 2. — G. an O. der hier im Auszuge mitgetheilte ohne Datum — O. an G. Nov. 2. — G. an
O. Dec. 2.], allerthenerster Freund, mein Urtheil uber Mossorris in den Maildnder Ephemeriden gege-~
bene Methode die Bahnen von H. K. zu berechnen. Als ich Ihnen neulich schrieb, war mir der Gegen-
stand nicht gegenwirtig genug, ob ich gleich jenen Aufsatz fruher so weit gelesen hatte, dass ich ein
Urtheil dariber vorlaufig gefasst hatte. In jenem Augenblicke erlaubte mir meine Zeit nicht, mich gleich
wieder gehdrig in die Sache hineinzustudiren, und ich iiberging daher Ihre Anfrage. Seitdem habe ich
nun wieder Anlass genommen, jenen Aufsatz noch einmal zu lesen, und in den eigentlichen Geist weiter
einzudringen, und ich will heute eine Stunde dazu anwenden mich mit Thnen uber diesen Gegenstand zu
unterhalten.’

‘Geneigt, wie ich von jeher gewesen bin, jeden neuen originellen oder genialen Gedanken mit
Liebe aufzunehmen®*), wurde ich von der wirklich neuen Idee in Mossor'n's Aufsatz bei meiner ersten
Lecture frappirt.” — —

*) ‘Ich brauche Ihnen wohl nicht zu sagen, dass die neuliche wunderliche Recension von LEGENDEE’S

Ezercices de calcul Intégral in unsern G. A. [Gottingische gelehrte Anzeigen 1817 August 14,] nicht von
mir ist, da dieses Werk so manches der oben erwshnten Art enthalt.’

Es verdient noch besonders ausgesprochen zu werden, dass in Bezug auf die Theorie der Theilung
des Lemniscaten-Bogens der Handschriftliche Nachlass nichts enthilt, als was der vorliegende Abdruck an
Hilfssatzen dazu darbietet, wihrend in dem Werke ‘Disquisitiones arithmeticae’, welches Juli 1801 aus-
gegeben worden, Art. 335 der Sectio septima, de aequationibus circuli sectiones definientibus, gesagt wird
— ‘Ceterum principia theoriae, quam exponere aggredimur, multo latius patent, quam hic extenduntur.
Namque non solum ad functiones circulares, sed pari successu ad multas alias functiones transscendentes
applicari possant, e. g. ad eas quae ab integrali v—(lé;?—) pendent, praetereaque etiam ad varia con-
gruentiarum genera: sed quoniam de illis functionibus transscendentibus amplum opus peculiare paramus,
de congruentiis autem in continuatione disquisitionum arithmeticarum copiose tractabitur, hoc loco solas
functiones circulares considerare visum est. —

Aser und Jacomr haben Gauss’ Untersuchungen uber die Elliptischen Functionen nicht vorgefunden,
sie mussten dieses Gebiet der Wissenschaft von Neuem entdecken.

Die speciellen Beziehungen zwischen den Arbeiten von Gauss in diesem Gebiete der reinen Analysis
und den Arbeiten von Anderen werde ich in einer besondern Schrift im Zusammenhange mit einer Ge-
schichte der gesammten wissenschaftlichen Thatigkeit von Gavss darzustellen versuchen, wahrend ich in
diesen seinen eignen Werken angeschlossenen Bemerkungen nur die betreffenden actenmissigen Thatsachen
aufgenommen habe.

Gottingen im Juni 1s6s.

ScrERING,

B




