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4. Mitteilungen zur Lehre vom Transfiniten.
{Ztschr. f. Philos. u. philos. Kritik Bd. 91, S. 81—125 (1887); Bd. 92, S. 240—265 (1888);

Gesammelte Abhandlungen zur Lehre vom Transfiniten 2. Teil.]
[Anmerkungen hierzu vgl. S. 439.]

In dem vorhergehenden Aufsatze habe ich, veranlaBt durch gewisse,
gegen die Moglichkeit der unendlichen Zahlen geschriebene dltere und neuere
Arbeiten, den Versuch gemacht, die sich an das aktuale Unendliche kniipfenden
Fragen nach ihren obersten Scheidungen, von dem allgemeinsten Gesichts-
punkte aus abzugrenzen, um auf diese Weise eine Ubersicht der hauptsich-
lichsten Positionen zu gewinnen, welche in bezug auf diesen Gegenstand
eingenommen werden kénnen. Es wurde das A.-U. nach dres Beziehungen
unterschieden: erstens sofern es in der hochsten Vollkommenheit, im vollig
unabhingigen, auBerweltlichen Sein, n Deo realisiert ist, wo ich es Absolut-
unendliches oder kurzweg Absolutes nenne; zweitens sofern es in der abhin-
gigen, kreatiirlichen Welt vertreten ist; drittens sofern es als mathematische
GroBe, Zahl oder Ordnungstypus vom Denken ¢n abstracto aufgefalit werden
kann. In den beiden letzten Beziehungen, wo es offenbar als beschrinktes,
noch weiterer Vermehrung fahiges und nsofern dem Endlichen verwandtes
A .-U. sich darstellt, nenne ich es Transfinitum und setze es dem Absoluten
strengstens entgegen.

In jeder von den drei Beziehungen kann die Moglichkeit des aktualen
Unendlichen bejaht oder verneint werden; daraus folgen im ganzen acht
verschiedene Standpunkte, die sémtlich in der Philosophie vertreten sind
und von welchen ich denjenigen einnehme, der unbedingt affirmativ ist, in
bezug auf alle drei Riicksichten.

Liegt es besonders der spekulativen Theologie ob, dem Absolutunendlichen
nachzuforschen und dasjenige zu bestimmen, was menschlicherseits von ihm
gesagt werden kann, so fallen andrerseits die auf das Tramsfinite hingerich-
teten Fragen hauptsichlich in die Gebiete der Metaphysik und der Mathe-
matik; sie sind es vorzugsweise, mit denen ich mich seit Jahren beschaftige.

Da ich das Gliick hatte, dariiber mit mehreren Gelehrten, welche meinen
Arbeiten ein freundliches Interesse gewidmet, zu korrespondieren und mir
hierbei Gelegenheit geworden ist, das bisher Veroffentlichte in gemeinver-
stindlicher Weise zu erliutern und aufzuklidren, so meine ich in diesem, aus
lebendigem Gedankenaustausch hervorgegangenen Material geeignete An-
kniipfungspunkte fiir weitere, ein gréBeres Publikum interessierende Ausfiih-
rungen zu besitzen. Ich mochte daher zundchst im folgenden mehrere dieser
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von mir geschriebenen Briefe verdffentlichen, ohne wesentliche Anderungen
an ihnen vorzunehmen. Wo es jedoch mir nétig erscheinen wird, will ich
in Noten unter dem Text Erklirungen dazu geben.

Zu den Briefen I, III, IV und VIII méchte ich folgendes als Einleitung
vorausschicken.

Ad T und VIII. Hier findet sich die von mir seit etwa vier Jahren ver-
tretene und in meinen Vorlesungen vielfach ausgebildete Auffassungsweise
der ganzen Zahlen und Ordnungstypen als Universalien, die sich auf Mengen
beziehen und aus ihnen sich ergeben, wenn von der Beschaffenheit der Ele-
mente abstrahiert wird. Jede Menge wohlunterschiedener Dinge kann als ein
einheitliches Ding fir sich angesehen werden, in welchem jene Dinge Bestand-
teile oder konstitutive Elemente sind. Abstrahiert man sowohl von der Be-
schaffenheit der Elemente, wte auch von der Ordnung ihres Gegebenseins,
so erhilt man die Kardinalzahl oder Mdchtigkeit der Menge, einen Allgemein-
begriff, in welchem die Elemente, als sogenannte Einsen, gewissermafen
organisch ineinander derartig zu einem einheitlichen Ganzen verwachsen
sind, daB keine vor den anderen ein bevorzugtes Rangverhiltnis hat. Daraus
ergibt sich bei eingehender Erwagung, dafl zweien verschiedenen Mengen
dann und nur dann eine und dieselbe Kardinalzahl zukommt, wenn sie das
zueinander sind, was ich dquivalent nenne, und es liegt kein Widerspruch
vor, wenn, wie dies bei unendlichen Mengen hiufig eintritt, zwei Mengen,
von denen die eine ein Teil oder Bestandteil der andern ist, vollig gleiche
Kardinalzahl haben. In dem Verkennen dieser Tatsache sehe ich das Haupt-
hindernis, welches der Einfithrung unendlicher Zahlen von alters her ent-
gegengebracht worden ist.

Wird jener Abstraktionsakt an einer gegebenen, nach einer oder meh-
reren Beziehungen (Dimensionen) geordneten Menge nur in bezug auf die
Beschaffenheit der Elemente vorgenommen, so dafl die Rangordnung, in
welcher sie zueinander stehen, auch im Allgemeinbegriff beibehalten bleibt,
der auf solche Weise gewissermallen eine, aus verschiedenen Einsen, welche
eine bestimmte Rangordnung, nach einer oder nach mehreren Richtungen,
untereinander bewahren, hervorgehende einheitliche organische Bildung wird,
s0 hat man damit ein solches wniversale, welches von mir im allgemeinen
Ordnungstypus oder Idealzahl, in dem besonderen Falle wohlgeordneter Mengen
aber Ordnungszahl genannt wird!; letztere stimmt iiberein mit dem, was
ich frither (Grundl. e. allg. Mannigfaltigkeitslehre) [III 4, S.168] ,,Anzahl
einer wohlgeordneten Menge genannt habe. Zwei geordneten Mengen
kommt dann und nur dann ein und derselbe Ordnungstypus zu, wenn sie zu-
einander im Verhaltnis der Ahnlichkeit oder Konformitit stehen, welches
Verhaltnis genau definiert werden wird.

1 Vgl. Gutberlet: Das Problem des Unendlichen. Z. Philos. u. philos. Krit. 88, 183.
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Hier sind die Wurzeln aufgedeckt, aus welchen sich der Organismus der
transfiniten Typentheorie oder Theorie der Idealzahlen und im besondern der
transfiniten Ordnungszahlen mit logischer Notwendigkeit herausentwickelt
und den ich, in systematischer Gestalt, bald hoffe publizieren zu kénnen.

In einer Rezension, die ich fiir die ,,Deutsche Literaturzeitung® [hier
IV 5, S.440] zu liefern hatte, habe ich die Bestimmungen iiber Kardinal-
und Ordnungszahl wie folgt formuliert: ,Ich nenne Michtigkeit eines In-
begriffs oder einer Menge von Elementen (wobei letztere gleich- oder ungleich-
artig, einfach oder zusammengesetzt sein konnen) denjenigen Allgemeinbegriff,
unter welchen alle Mengen, welche der gegebenen Menge dquivalent sind,
und nur diese fallen. Zwei Mengen werden hierbei &quivalent genannt,
wenn sie sich gegenseitig eindeutig, Element fiir Element, einander zuordnen
lassen. Ein anderes ist, was ich ,Anzahl oder Ordnungszahl’ nenne; ich
schreibe sie nur ,wohlgeordneten Mengen‘ zu, und zwar verstehe ich unter
der ,Anzahl oder Ordnungszahl einer gegebenen wohlgeordneten Menge* den-
jenigen Allgemeinbegriff, unter welchen alle wohlgeordneten Mengen, welche
der gegebenen dhnlich sind, und nur diese fallen. ,Ahnlich‘ nenne ich zwei
wohlgeordnete Mengen, wenn sie sich gegenseitig eindeutig und vollsténdig,
unter Wahrung der gegebenen Elementenfolge auf beiden Seiten, aufein-
ander abbilden lassen. Bei endlichen Mengen fallen die beiden Momente
,Michtigkeit’ und ,Anzahl‘ gewissermaflen zusammen, weil eine endliche
Menge in jeder Anordnung ihrer Elemente als ,wohlgeordnete’ Menge eine
- und dieselbe Ordnungszahl hat; dagegen tritt bei unendlichen Mengen der
Unterschied von ,Michtigkeit’ und ,Ordnungszahl’ aufs stirkste zutage,
wie dies in meinem Schriftchen ,Grundl. e. allgem. Mannigfaltigkeitslehre,
Leipzig 1883° gezeigt worden ist.”

Die Kardinalzahlen sowohl, wie die Ordnungstypen sind einfache Be-
griffsbildungen; jede von ihnen ist eine wahre Einheit (uovds), weil in ihr
eine Vielheit und Mannigfaltigkeit von Einsen einheitlich verbunden ist.

Die Elemente der uns gegeniiberstehenden Menge M sind getrennt vor-
zustellen; in dem intellektualen Abbilde M derselben (siehe Abschn. VIII,
Nr. 9 dieses Aufsatzes [S. 420]), welches ich ihren Ordnungstypus nenne, sind
dagegen die Einsen zu einem Organismus vereinigt. In gewissem Sinne 1a8t
sich jeder Ordnungstypus als ein Kompositum aus Materie und Form ansehen;
die darin enthaltenen, begrifflich unterschiedenen Einsen liefern die Materie,
wihrend die unter diesen bestehende Ordnung das der Form entsprechende ist.

Sehen wir uns die Definition bei Euklides fiir die endliche Kardinalzahl
an, so mul} zunichst anerkannt werden, daBl er die Zahl, ebenso wie wir es
tun, threm wahren Ursprung gemdfs, auf die Menge bezieht und aus der
Zahl nicht etwa ein bloBes ,,Zeichen‘‘ macht, das Einzeldingen beim subjek-
tiven Zahlprozel beigelegt wird. Es heiBt in seinen Elementen, lib. VIIL:
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Movds éotwv, xad v Exactov Tdw dvrwy &v Aéperar und: *Apidudc 6¢ 10
&x povddwr ovyxeiuevoy nAijdog.

Dann scheint es mir aber, daB} er die Etnsen in der Zahl ebenso getrennt
wihnt, wie die Elemente in der diskreten Menge, auf welche sie sich bezieht.
Wenigstens fehlt in der Euklidischen Definition der ausdriickliche Hinweis
auf den einheitlichen Charakter der Zahl, welcher ihr durchaus wesentlich istt.

Es ist nicht tiberfliissig, wenn ich hervorhebe, dafl der Begriff der Ord-
nungszahl, wie er vorhin bestimmt worden ist, in dem Falle endlicher Ord-
nungszahlen durchaus nicht zusammenfillt mit dem, was man gewohnlich
,,Ordinalzahlworter (erstes, zweites etc.) nennt; diese sind nichts als Bezeich-
nungen fir den Ordnungsrang der Elemente einer wohlgeordneten Menge
und ergeben sich ohne weiteres durch Ankniipfung an unsere Ordnungszahlen,
indem das letzte Element einer endlichen wohlgeordneten Menge als das = te
in der vorliegenden Reihenfolge bezeichnet wird, wenn n die derselben wohl-
geordneten Menge zukommende Ordnungszahl vorstellt.

1 Dem hier hervorgehobenen Bediirfnis, den organischen innerlich-einheitlichen Cha-
rakter der Zahl betont zu sehen, scheint Nikomachus mehr entgegenzukommen,
wenn es bei ihm (Arith. intr.I, 7, 1) heiBt: *Aoiduds éore mAijdos doiouévov 7 povddwy
agdornua 7 mosdrnros ydua (von yéw, gieBen) &x povddwv ovyxeiuevoy. Und Boetius,
inst. arithm. I, 3 sagt: ,numerus est unitatum collectio, vel quantitatis acervus ex uni-
tatibus profusus.© Leibniz driickt sich im Jahre 1666 in der Schrift: Dissertatio de
arte combinatoria, im Prooemium, als er in seinem Entwicklungsgange der Philosophie
der Vorzeit noch néiher stand, iiber den Zahlbegriff wie folgt aus: ,,Omnis relatio aut
est unio aut comvenientia. In unione autem res, inter quas haec relatio est, dicuntur
partes, sumtae cum unione, fofum. Hoc contingit quoties plura simul tanquam wunum
supponimus. Unum autem esse intelligitur quicquid wnro actu ntellectus, s. simul,
cogitamus, v. g. quemadmodum numerum aliquem quantumlibet magnum, saepe caeca
quadam cogitatione simul aprehendimus, cyphras nempe in charta legendo, cui explicate
intuendo ne Methusalae quidem aetas suffectura sit. Abstractum autem ab uno est
unitas, tpsumque foium abstractum ex unitatibus, sew totalitas dicitur mnumerus. Schon
nach drei Jahren findet sich von demselben Autor in einem Brief an Thomasius
(Edit. Erdmann p. 53) die bedenkliche Erklirung: ,numerum definio unum, et
unum, et unum ete., seu unitates.* Die Addition von Einsen kann aber niemals
zur Definition einer Zahl dienen, weil hier die Angabe der Hauptsache, namlich wie
oft die Einsen addiert werden sollen, nicht ohne die zu definierende Zahl selbst erfolgen
kann. Dies beweist, daB die Zahl, durch einen einzigen Abstraktionsakt gewonnen,
nur als organische Einheit von Einsen zu erkliren ist. Daraus folgt ferner, wie grund-
falsch es ist, den Zahlbegriff vom Zeitbegriff oder der sog. Zeitanschauung abhingig
machen zu wollen. Es ist dies in der neueren Philosophie seit ihrer Fortbildung durch
Kant vielfach geschehen; Sir William Rowan Hamilton hat beispielsweise die
Arithmetik als ,,The science of pure time* erklirt, und viele andere tun dasselbe. Sie
konnten mit genau demselben Rechte jede andere Wissenschaft, z. B. die Geometrie,
als ,,the sc. of pure time* ausgeben, weil wir bei der Bildung geometrischer oder son-
stiger Begriffe subjektiv nicht weniger auf die ,,Zeit als die Existenzform des diessei-
tigen Lebens angewiesen sind wie bei der Aneignung der arithmetischen Begriffe.
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Wihrend so von meinem Standpunkte aus die ,,Ordinalzahlworter als
das Letzte und Unwesentlichste in der wissenschaftlichen Theorie der Zahlen
sich ergeben, werden sie in zwei kiirzlich publizierten Arbeiten zum Ausgangs-
punkt fiir die Entwickelung des Zahlbegriffs genommen. Es geschieht dies
in den zwei Abhandlungen, welche Herr H. v. Helmholtz und Herr L. Kro-
necker in der Sammlung ,,Philosophische Aufsidtze. Eduard Zeller zu
seinem fiinfzigjahrigen Doktor-Jubildum gewidmet. Leipzig, bei Fues, 1887¢
haben drucken lassen®. Sie vertreten den extremen empiristisch-psycholo-
gischen Standpunkt mit einer Hérte, die man nicht fiir moglich halten wiirde,
wenn sie nicht, in Fleisch und Blut zweimal verkérpert, hier entgegen tréte.
Es wire irrtiimlich, wollte man glauben, der Gegensatz dieser Auffassungen
und der meinigen wire etwa der von Nominalismus oder Konzeptualismus
einerseits, zum mafivollen arestotelischen Realismus andererseits, den ich ver-
trete; vielmehr ist es hdchst instruktiv, sich zu iiberzeugen, dafl bei diesen
beiden Forschern die Zahlen in erster Linie Zeichen, aber nicht etwa Zeichen
fir Begriffe, die sich auf Mengen beziehen, sondern Zeichen fiir die beim
subjektiven Zihlprozef3 gezdhlten Einzeldinge sein sollen. Es versteht sich daher
von selbst, dal, meinem Standpunkte gegeniiber, der Gedankengang dieser
Arbeiten als ein vollendetes H ysteron-Proteron sich darstellt.

In eben solchem Gegensatz stehen sie aber auch zu den die Zahlen be-
treffenden Auffassungen, welche wir im griechischen Altertum, nicht nur
bei Philosophen, sondern auch bei Mathematikern finden. Die oben angefiihrte
Definition des Euklides ist ein Beleg hierfiir, und in bezug auf Platon und
Aristoteles bedarf es kaum einer Hervorhebung.

Welche Stellung man nun aber auch zu den Alten einnehmen mag, so
diirfte es jedermann von vornherein hochst unwahrscheinlich vorkommen,
daBl die besten unter ihnen sich bei den einfachsten, bestimmtesten und
allgemein bekanntesten Dingen von der Wahrheit sehr weit entfernt haben
sollten und daf erst im 19. Jahrhundert nach Chr. die richtige Erkenntnis
iiber diesen Gegenstand eingetreten wire. Und allerdings hat ja auch in der
grauen Vorzeit eine Sekte bestanden, an welche man durch die Arbeiten der
Herren v. Helmholtz und Kronecker lebhaft erinnert wird; es ist die
anttke Skepsts, und ich verweise dazu, was im besonderen die Zahlen angeht,
auf des Sextus Empiricus Pyrrhoniarum Hypotyposeon, Lib. 3, cap. 18.
Doch auch aus dem ,,Jahrhundert der Aufklarung*’, welches auf den Geist der
vornehmen und gelehrten Akademien einen so nachhaltigen, immer noch

1 Beide Autoren nennen ,,Ordnungszahl das, was ich ,,Ordinalzahlwort‘ nenne,
wahrend bei mir das Wort ,,Ordnungszahl* eine andere Bedeutung hat. Ich wiirde
meine ,,0Ordnungszahl* mit ,,numerus ordinarius®, dagegen das ,,Ordinalzahlwort* mit
,nota ordinalis* iibersetzen. Diese notae ordinales sind es, welche nach den beiden
genannten Autoren das Wesen der Zahlen bestimmen sollen.
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fortbestehenden Einflufl geiibt hat, ist ein vorziiglich gearbeitetes Werk zu
verzeichnen, welches sogar von einem Mitgliede der Berliner Akademie der
Wissenschaften geschrieben worden ist:

Louis Bertrand, Développement nouveau de la partie élémentaire des
Mathématiques (Généve aux dépens de ’Auteur 1778).

Das Titelblatt dieser zweibéndigen Schrift zeigt einen Kupferstich; im
Vordergrunde ein Schifer, der seine heimkehrende Herde mustert, im Hinter-
grunde ein Jéger, dessen Pfeil den ausgedehnten Raum durchfliegt; dazu
das Motto: Tu Pastor numeros, extensi tu rationes Pandito Venator.

Gleich das erste Kapitel fingt so an: ,,Dans les commencemens, les hom-
mes furent chasseurs ou bergers. Ces derniers eurent d’abord occassion de
compter: il leur importait de ne pas perdre leurs bestiaux; et pour cela il
fallait s’assurer le soir si tous étaient revenus du paturage: celui qui n’en
aurait que quatre ou cing, aurait pu voir d’un coup d’ceil si tous étaient
rentrés; mavs un coup d’otl waurait pas suffi d& celur qui en aurait eu vingt.
Considérant donc ces bestiaux revenant les uns aprés les autres, il aurait
imaginé une suite de mots en pareil nombre, et gardant ces mots dans sa mé-
motre il les aurait répétées le lendemain & mesure que ses bestiaux seralent
rentrés; afin d’étre siir, s’ils eussent cessé d’entrer avant qu’il eiit achevé
ses mots, quw’autant qu’il luv restait de mots a prononcer, autant il lur manquast
des bestioux ete.*

Man sieht, es ist, mutatis mutandis, dasselbe Zahlenprinzip wie bei den
Herren v. Helmholtz und Kronecker; es handelt sich also hier nicht
um etwas Neues, sondern nur, wie so oft, wieder um ,,alte, verkannte Wahr-
heit** (Ben Akiba).

Ubrigens tritt auch bei beiden Gelehrten das gegnerische Motiv wider
das aktuale Unendliche offen zutage, und da anerkanntermaBen selbst die
endlichen' Irrationalzahlen ohne entschiedene Heranziehung aktual-unend-
licher Mengen wissenschaftlich-streng nicht zu begriinden sind?, so sind die
Bestrebungen bei beiden, namentlich bei Herrn Kronecker mit unerbitt-
licher Folgerichtigkeit und Strenge darauf gerichtet, die seit Pythagoras
und Platon allgemein anerkannten Irrationalzahlen mit Hilfe ihnen ge-
eignet scheinender, kiinstlich ausgedachter Subsidiirtheorien durchaus
,»unnotig und iiberflissig zu machen2 — anstatt sie naturgemil zu er-
forschen und zu erkliren. So sehen wir die in Deutschland als Reaktion
gegen den iiberspannten Kant-Fichte-Hegel-Schellingschen Idealismus ein-
getretene, jetzt herrschende und michtige akademisch-positivistische Skepsis
endlich auch bei der Arithmetik angelangt, wo sie, mit der duBersten, fiir sie

1 Man vgl. meine ,,Grundlagen* S. 21 [hier III 4, S. 183ff.] und den letzten Ab-
schnitt meiner Abhandlung in Bih. till K. Sv. Vet.-Akad. Hdl. 11, Nr. 19.
2 Man vgl. Kronecker: Crelles J. 99, 336, und Molks Abhandlung in Acta math. 6.
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selbst vielleicht verhéngnisvollsten Konsequenz, die letzten, ihr noch mog-
lichen Folgerungen zu ziehen scheint. Denn was sollte ihr, nach Aufgebot
solchen Scharfsinns und solcher Krifte, zu ihrer Vollendung noch fehlen ?

Eine eingehende Wiirdigung der beiden Arbeiten liegt nicht in meiner
Absicht; es 1aBt sich annehmen, dal, entsprechend der Dignitét ihrer Ver-
fasser, auch andere sie beriicksichtigen und priifen werden. Nur wenige
Bemerkungen mogen mir noch erlaubt sein.

Die Arbeit des Herrn Kronecker (Philos. Aufsitze, S. 263) beschrinkt
sich auf die Elemente der Zahlentheorie, steht aber in engem Zusammenhang
mit seinen fritheren algebraischen und zahlentheoretischen Untersuchungen
und kann daher wohl auch nur in diesem Zusammenhang vollstindig gewiir-
digt werden. Einige Andeutungen des Aufsatzes geben der Erwartung Raum,
daB die Theorie spiter in extenso weitergefithrt werden soll. Man wird erst
dann ein abschlieBendes Urteil iiber sein System fillen kénnen, wenn die
Beziehung seiner Zahlen zu der Geometrie und Mechanik hergestellt erscheinen
wird. Solange dies nicht der Fall ist, wird ein Zweifel an der Brauchbarkeit
seiner Theorie jedermann erlaubt sein. Ich glaube sogar ohne jeden Zweifel
vorhersagen zu konnen, daf es ihm nicht méglich sein wird, mit dem ,,ideellen
Vorrat® (S. 266) seiner ,,Bezeichnungen den aktual unendlichen Punkt-
varrat des raumlichen und zeitlichen Kontinuums ,,vollstindig und auf die
einfachste Weise zu beschreiben (diese Ausdrucksweise bezieht sich auf
G. Kirchhoff, Vorl. iib. math. Phys., 1. Vorl.; Kronecker, Crelles J.,
Bd. 92, 8.93), und zwar hiingt diese meine Uberzeugung damit zusammen,
daB ich im Jahre 1873 den Satz bewiesen habe: die Machtigkeit eines Konti-
nuums ist hoher als die Michtigkeit des Inbegriffs aller endlichen, ganzen
Zahlen (vgl. Crelles J., Bd. 77, S. 2581f.) [hier III 1, S. 115].

In der Einleitung des Kroneckerschen Aufsatzes (Phil. Aufs. S. 264)
kommt ein kleines parodiertes Gedicht von Schiller (Archimedes und der
Jiingling) zum Abdruck, welches der ,.,ewigen Zahl“ gewidmet ist. Wenn,
wie hier und in der v. Helmholtzschen Arbeit, die urspriingliche Bedeutung
der Zahlen auf blofle ,,Zahlzeichen‘* herabgedriickt werden soll, so will mir
ihr Zusammenhang mit der ,,Ewigkeit nicht recht einleuchten, weil ich
bei diesem Worte stets die uniibertroffene Definition des Boetius (De con-
solatione philosophiae, lib. 5, prosa 6) im Sinne habe.

Zum Schluf} hebe ich hervor, daf mir der Beweis des Hauptsatzes (S. 268)
in dem Kroneckerschen Gedankengange nicht stringent zu sein scheint; es
soll dort gezeigt werden, daB die ,,Anzahl* von der beim Zihlen befolgten
Ordnung unabhéngig ist. Wenn man den Beweis genau verfolgt, so findet
sich, da8 darin in andrer Form derselbe Satz vorausgesetzt und gebraucht
wird, welcher bewiesen werden soll; es liegt also das Versehen einer petitio
principii vor.
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Bei dieser Gelegenheit mochte ich mir erlauben, ein andres Versehen zu
berichtigen, welches Herr Kronecker gegeniiber meinem verewigten Freunde
und Kollegen Eduard Heine begangen hat. Letzterer wird in Crelles J.,
Bd. 99, S.336, Jahrg. 1886 hauptsichlich verantwortlich gemacht fiir die
von ihm in der Abhandlung ,,Elemente der Funktionentheorie®, Crelles J.,
Bd. 74, Jahrg. 1872, auf Grund des Begriffs der ,,Fundamentalreihe* (wel-
chen Herr Heine ,,Zahlenreihe‘* nennt) entwickelte Theorie der Irrational-
zahlen, obgleich Herr Heine in der Einleitung seiner Arbeit ausdriicklich
gesagt hat, dal er den Grundgedanken von mir ,entlehnt* habe, und dafl
er mir fiir ,,miindliche Mitteilungen verpflichtet® sei, welche einen ,,bedeu-
tenden EinfluB* auf die Gestaltung seiner Arbeit ausgeiibt hétten. Gleich-
zeitig erschien von mir in Bd.5 der ,,Mathematischen Annalen®, [hier II 5,
8. 92] in demselben Jahre 1872 eine Arbeit unter dem Titel: ,,Uber die Aus-
dehnung eines Satzes aus der Theorie der trigonometrischen Reihen®, darin
ich die wesentlichen Punkte meiner Theorie der Irrationalzahlen kurz ent-
wickelt habe; auch bin ich spéter noch einmal in den ,,Grundlagen®, S. 23
[hier IV 4, S. 1831f.] auf diesen Gegenstand zuriickgekommen. Ich muf also
die Verantwortung fiir die, von Herrn Kronecker so schwer angegriffene
Theorie fiir mich in Anspruch nehmen, indem ich den seligen Herrn Heine
von der vermeintlichen, seitens des Herrn Kronecker ihm zugeschriebenen
Hauptschuld hiermit entlaste.

Ad IIT und IV. Von theologischer Seite ist mir eingewendet worden, dafl
dasjenige, was ich Transfinitum in natura naturata nannte, (Vgl. diese Ztschr.
Bd. 88, 8.227 [8.372]) ,sich nicht verteidigen lieBe und in einem ge-
wissen Sinne“, den ich jedoch dem Begriffe ,nicht zu geben schiene®, ,,den
Irrtum des Pantheismus enthalten wiirde.” Auf dieses Bedenken antwortete
ich mit dem Briefe III, auf welchen hin ich die Gunst eines ausfiihrlichen
an mich gerichteten Schreibens erfuhr, welches ich mir erlaube hier wort-
lich, unter’ Weglassung einiger Epitheta hoflich-verbindlichen Charakters,
abzudrucken.

Es wurde mir auf den Brief III folgendes geantwortet:

,»Aus Threm Aufsatze ,,Zum Problem des Aktual-Unendlichen‘‘ ersehe ich
zu meiner Genugtuung, wie Sie das Absolut Unendliche und das, was Sie das
Aktual-Unendliche im Geschaffenen nennen, sehr wohl unterscheiden. Da Sie
das letztere fiir ein ,,nock Vermehrbares (natiirlich in indefinitum, d. h. ohne
je ein nicht mehr Vermehrbares werden zu konnen) ausdriicklich erkléren
und dem Absoluten als ,,wesentlich Unvermehrbaren‘ entgegenstellen, was
selbstverstindlich ebenso von der Moglichkeit und Unméglichkeit der Ver-
kleinerung oder Abnahme gelten mu8; so sind die beiden Begriffe des Absolut-
Unendlichen und des Aktual-Unendlichen im Geschaffenen oder Trans-
finitum wesentlich verschieden, so da man im Vergleiche beider nur das

Cantor, Gesammelte Abhandlungen. 25
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Eine als eigentlich Unendliches, das andere als uneigentlich und aequivoce
Unendliches bezeichnen mufl. So aufgefalBt liegt, soweit ich bis jetzt sehe,
in Threm Begriffe des Transfinitum keine Gefahr fiir religiose Wahrheiten.
Jedoch in einem gehen Sie ganz gewil irre gegen die unzweifelhafte Wahr-
heit; dieser Irrtum folgt aber nicht aus Ihrem Begriffe des Transfinitum,
sondern aus der mangelhaften Auffassung des Absoluten. In Threm werten
Schreiben an mich sagen Sie ndmlich erstens richtig (vorausgesetzt, daB
Thr Begriff des Transfinitum nicht bloB religiés unverfianglich, sondern auch
wahr ist, worilber ich nicht urteile), ein Beweis geht vom Gottesbegriffe
aus und schlieft zunéchst aus der héchsten Vollkommenheit Gottes Wesens
auf die Moglichkeit der Schopfung eines Transfinitum ordinatum. In der
Voraussetzung, dafl Ihr Transfinitum actuale in sich keinen Widerspruch
enthilt, ist Thr Schluf auf die Mdglichkeit der Schopfung eines Transfinitum
aus dem Begriffe von Gottes Allmacht ganz richtig. Allein zu meinem Be-
dauern gehen Sie weiter und schlieBen ,aus seiner Allgiite und Herrlichkeit
auf die Notwendigkeit einer tatsichlich erfolgten Schépfung des Transfini-
tum°. Gerade weil Gott an sich das absolute unendliche Gut und die absolute
Herrlichkeit ist, welchem Gute und welcher Herrlichkeit nichts zuwachsen
und nichts abgehen kann, ist die Notwendigkeit einer Schopfung, welche
immer diese sein mag, ein Widerspruch, und die Fresheit der Schépfung
eine ebenso notwendige Vollkommenheit Gottes, wie alle seine anderen Voll-
kommenheiten, oder besser, Gottes unendliche Vollkommenheit ist (nach
unseren notwendigen Unterscheidungen) ebenso Freshett, als Allmacht, Weis-
heit, Gerechtigkeit etc. Nach Ihrem Schlusse auf die Notwendigkeit einer
Schopfung des Transfinitum miilten Sie noch viel weiter gehen. Thr Trans-
finitum actuale ist ein Vermehrbares; nun wenn Gottes unendliche Giite
und Herrlichkeit die Schépfung des Transfinitum iiberhaupt mit Notwendig-
keit fordert, so folgt, aus ganz demselben Grunde der Unendlichkeit seiner
Giite und Herrlichkeit, die Notwendigkeit der Vermehrung, bis es nicht
mehr vermehrbar wire, was Ihrem eigenen Begriffe des Transfinitum wider-
spricht. Mit andern Worten: wer die Notwendigkeit einer Schépfung aus der
Unendlichkeit der Giite und Herrlichkeit Gottes erschlieBt, der mufl behaup-
ten, dall alles Krschaffbare wirklich von Ewigkeit erschaffen ist; und daf
es vor Gottes Auge kein Mogliches gibt, das seine Allmacht ins Dasein
rufen konnte. Diese Ihre ungliickliche Meinung von der Notwendigkeit der
Schopfung wird Ihnen auch in Ihrer Bekdmpfung der Pantheisten sehr
hinderlich sein und wenigstens die Uberzeugungskraft Ihrer Beweise ab-
schwiichen. Ich habe mich bei diesem Punkte so lange aufgehalten, weil
ich innigst wiinsche, daB Ihr Scharfsinn sich freimachte von einem so ver-
fléngnisvollen Irrtum, dem freilich manche andere, selbst solche, die sich
fiir rechtgliubig halten, verfallen sind.
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Mit allem, was in diesem Schreiben steht, stimme ich vollkommen {iberein,
wie aus den wenigen Zeilen, welche unter V abgedruckt sind, hervorgeht.
Denn da fiir mich die absolute Freiheit Gottes auller Frage stand, so war
die ,,Notwendigkeit‘* an der betreffenden Stelle des Briefes IV meinerseits
nicht so verstanden, wie es hier vorausgesetzt und mit Recht bekdmpft
wird. Macht man sich aber mit dem richtigen Sinn meiner Argumentation
genauer vertraut, so scheint, wie ich bei einer spéteren Gelegenheit erkliren
will, der in IV versuchsweise angedeutete apriorische Beweis fiir die tat-
sichlich erfolgte Schopfung einer transfiniten Welt eine weitere Erwigung
und Priifung zu verdienen.

I
Unter Mdchtrgkeit oder Kardinalzahl einer Menge M (die aus wohlunter-
schiedenen, begrifflich getrennten Elementen m, m’, . . . besteht und insofern

bestimmt und abgegrenzt ist) verstehe ich den Allgemeinbegriff oder Gat-
tungsbegriff (universale), welchen man erhilt, indem man bei der Menge
sowohl von der Beschaffenheit ihrer Elemente, wie auch von allen Beziehungen,
welche die Elemente, sei es unter einander, sei es zu anderen Dingen haben, also
im besondern auch von der Ordnung, welche unter den Elementen herrschen
mag, abstrahiert und nur auf das reflektiert, was allen Mengen gemeinsam ist,
die mit M dquivalent sind. Ich nenne aber zwei Mengen M und N dquivalent,
wenn sie sich gegenseitig eindeutig Element fiir Element einander zuordnen
lassen. (Vgl. Crelles Journal Bd. 84 pag. 242) [IV 2, 8. 119]. Daher bediene ich
mich auch des kiirzeren Ausdrucks Valenz fiir Michtigkeit oder Kardinalzahl.
Von Mengen gleicher Valenz sage ich, sie gehoren zu derselben Machtigkeits-
klasse. Valenz einer Menge M ist also der Allgemeinbegriff, unter dem alle
Mengen derselben Klasse wie M und nur diese stehen.

Eine der wichtigsten Aufgaben der Mengenlehre, welche ich der Hauptsache
nach in der Abhandlung ,,Grundlagen einer allgemeinen Mannigfaltigkeits-
lehre, Leipzig 1883 [III 4] gelost zu haben glaube, besteht in der Forderung,
die verschiedenen Valenzen oder Méachtigkeiten der in der Gesamtnatur,
soweit sie sich unsrer Erkenntnis aufschlieBt, vorkommenden Mannigfaltig-
keiten zu bestimmen; dazu bin ich durch die Ausbildung des allgemeinen

1 Dieser Brief ist vor drei Jahren, am 15. Febr. 1884, an Herrn Prof. Dr. Kurd
LaBwitz in Gotha geschrieben worden. Er gibt im wesentlichen den Inhalt eines
Vortrags wieder, welchen ich im September 1883 in der mathematischen Sektion der
Naturforscherversammlung in Freiburg (Baden) gehalten habe. Infolge dieses Vortrags
erhielt ich bald darauf einen Brief von Herrn R. Lipschitz (welchen ich in Z. Philos. u.
philos. Krit. 88, 225 [hier S. 371] erwahnt habe), worin mich dieser ausgezeichnete
Mathematiker auf die Korrespondenz (vom 12. Juli 1831) zwischen GauB und
Schumacher aufmerksam macht, in welcher sich GauB gegen jede Hereinziehung
des aktualen Unendlichen in die Mathematik ausspricht.

25%
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Anzahlbegriffs wohlgeordneter Mengen oder, was dasselbe bedeutet, des Ord-
nungszahlbegriffst, gelangt.

Die Definition dessen, was ich unter einer wohlgeordneten Menge M ver-
stehe, findet sich in den ,,Grundlagen® 8. 4 [hier III 4, 8. 168].

Zwei wohlgeordnete Mengen MM und M nenne ich von gleichem Typus
oder auch einander dhnlich, wenn sie sich gegenseitig eindeutig derart auf ein-
ander beziehen lassen, daBl wenn m und m' irgend zwei Elemente der ersten,
n und n’ die entsprechenden Elemente der anderen sind, alsdann immer
das Rangverhiltnis von m’ zu m dasselbe ist wie das Rangverhiltnis von n’
zu n. Ich sage auch von zwei solchen wohlgeordneten Mengen It und RN, dah
sie auf emnander abzdihlbar sind.

So sind beispielsweise die wohlgeordneten Mengen

(@, @/, a") und (b, ¥, b")
ebenso aber auch die wohlgeordneten Mengen

(@, a,a" ... a..) und (b, b, 0" ... 0. )
und auch

(@,d,d" ...a™. .. ¢ ¢, ¢") und (b, b, 0" ... 6", .. d,d,d")

von gleichem Typus oder, was dasselbe heilit, auf einander abzihlbar.

Unter Anzahl oder Ordnungszahl einer wohlgeordneten Menge I verstehe
ich den Allgemeinbegriff (Gattungsbegriff, universale), welchen man erhilt,
indem man bei der wohlgeordneten Menge I von der Beschaffenheit und
Bezeichnung ihrer Elemente abstrahiert und nur auf die Rangordnung re-
flektiert, durch welche die Elemente in Beziehung zu einander stehen; die
Anzahl oder Ordnungszahl von M ist also sdmtlichen wohlgeordneten Mengen
desselben Typus gemeinsam, gewissermaflen dasjenige, was ihnen allen imma-
nent ist. Hier tritt uns die Aufgabe entgegen, die in der Natur vorkommenden
Ordnungszahlen oder Anzahlen wohlgeordneter Mengen zu bestimmen und
sachgemif mit Hilfe geeigneter Zeichen zu unterscheiden. Dazu fithren fol-
gende Definitionen und Sétze:

Seien M und N irgend zwei wohlgeordnete Mengen, o und B die zu ihnen
gehorigen Ordnungszahlen; es ist immer

M vereinigt mit darauffolgendem N

wieder eine wohlgeordnete Menge wvon bestimmtem Typus, die zugehorige

1 Der Begriff Ordnungszahl ist ein besonderer Fall des Begriffes Ordnungstypus,
welcher sich in derselben Weise auf jede einfach oder mehrfach geordnete Menge bezieht,
wie die Ordnungszahl auf eine wohlgeordnete Menge. Herr C. Gutberlet hat auf meinen
Wunsch hierauf Beziigliches nach einem Manuskript von mir in seinen Aufsatz (Z. Philos.
u. philos. Krit. 88, 183) eingefiigt.
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Ordnungszahl seiy. Wir definieren y als die Summe von « und 8, y =« 4 8,
und nennen o den Augend, f# den Addend dieser Summe. Sind « und g irgend
zwei verschiedene, d. h. verschiedenen Typen entsprechende Ordnungszahlen,
so kann bewiesen werden, daB entweder die Gleichung f = o -} &, oder die
Gleichung « = f 4 & nach & (d. h. nach dem Addenden) und zwar nur auf
eine Weise auflosbar ist; im ersten Falle nennen wir o kleiner als g, im
zweiten o grofer als 8; & wird die Differenz beider Zahlen genannt; im ersteren
Falle ist £ =B — o, im zweiten & = a -- §.

Man beweist leicht, daB wenn « << 8, # <y alsdann auch o < y. Ferner
zeigt man, dafl immer das Assoziationsgesetz besteht:

(a+p)+r=a+B+7)-

Ahnlich wird das Produkt zweier Ordnungszahlen definiert, wobei aber
zwischen Multiplikator und Multiplikandus wohl zu unterscheiden ist, denn
im allgemeinen ist o' von f-a verschieden. Dagegen beweist man auch
hier, ich méchte fast sagen, mit einem Blick, daf}

(:p)-y = a-(f-y) (Assoziations-Gesetz),

sowie auch, daf}

a-(B +7) = af +ay (Distributions-Gesetz mit « als Multiplikandus).

Ich habe in den ,,Grundlagen® den Multiplikator links, den Multiplikandus
rechts geschrieben; es hat sich mir aber gezeigt, daB der entgegengesetzte
Gebrauch, den Multiplikandus links zuerst und dann rechts den Multiplikator
zu schreiben, fiir die weitere Entwickelung der transfiniten Ordnungszahlen
lehre der zweckmiaBigere, ja fast unentbehrliche ist; aus diesem Grunde
kehre ich also die betreffende Schreibweise der ,,Grundlagen®, soweit sie
sich auf Produkte bezieht, von jetzt ab immer um. Von der Wichtigkeit
dieser Anderung iiberzeugt man sich, sobald man transfinite Ordnungszahlen
der Form of in Betracht zieht, fiir welche nach dieser Schreibweise das all-
gemeine Gesetz gilt: of . o = o *7. Dieses selbe Gesetz wiirde aber nach dem
Schreibmodus der ,,Grundlagen® die abstofende Form annehmen:

aﬂ e = a]'+ﬂ.

Ich hebe noch folgendes hervor: wenn in einer wohlgeordneten Menge I
irgend zwei Elemente m und m' ihre Plitze in der gesamten Rangordnung
wechseln, so wird dadurch der Typus nicht veridndert, also auch nicht die
»»Anzahl* oder ,,Ordnungszahl®. Daraus folgt, daB solche Umformungen einer
wohlgeordneten Menge die Anzahl derselben ungeéndert lassen, welche sich
auf eine endliche oder unendliche Folge von T'ranspositionen von je zwei
Elementen zuriickfithren lassen, d. h. alle solchen Anderungen, welche durch
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Permutation der Elemente entstehen. Da nun bei einer endlichen Menge, wenn
der Inbegriff ihrer Elemente derselbe bleibt, jede Umformung sich auf eine
Folge von Transpositionen zuriickfithren 1aB3t, so liegt hierin der Grund,
warum bei endlichen Mengen Ordnungszahl und Kardinalzahl gewissermafen
zusammenfallen, indem hier Mengen derselben Valenz in jeder Form, als wohl-
geordnete Mengen gedacht, immer eine und dieselbe Ordnungszahl haben.
Bei unendlichen Mengen tritt jedoch der Unterschied von Kardinalzahl und
Ordnungszahl auf das entschiedenste alsbald hervor. Ebenso hingen mit
jenem Umstande bei endlichen Mengen die Kommutationsgesetze der Addi-
tion und Multiplikation zusammen, indem daraus sehr leicht bewiesen wird,
daBl, wenn u und » zwei endliche Ordnungszahlen sind, alsdann stets
p+v=v+pund p-v =v-u.

Fiir die kleinste transfinite Ordnungszahl, es ist diejenige, welche den
wohlgeordneten Mengen vom Typus

(a,d,a",...,a",...)

entspricht, mul ein neues Zeichen genommen werden; ich habe dazu den
letzten Buchstaben des griechischen Alphabets w gewéhlt.

Unter Ordnungszahlen der zweiten Zahlenklasse verstehe ich diejenigen
Zahlen, welche zu wohlgeordneten Mengen von der Michtigkeit der ersten
Zahlenklasse 1,2,3,...,»,... gehoren; dieser Inbegriff von Ordnungszahlen
konstituiert eine neue Valenz und zwar die auf die vorhergehende Valenz
ndchstfolgende, wie ich streng gezeigt habe (Grundlagen p.35—38). Und
derselbe Gedankengang fithrt uns zu hoheren Zahlenklassen und zu den
ihnen zukommenden hoéheren Valenzen. — Das ist eine wunderbare, ins
Grofle gehende Harmonie, deren genaue Durchfithrung das Thema der trans-
finiten Zahlenlehre ist.

Ich glaubte dies alles, in der gedréngten Kiirze freilich, vorausschicken
zu miissen, um auf einige Bemerkungen, die ich in Threm Schreiben finde,
eingehen zu konnen. Zundchst mache ich auf die Allgemeinheit, Schirfe und
Bestimmtheit meiner Zahldefinitionen aufmerksam; sie sind gleichlautend,
gleichviel ob sie auf endliche oder auf unendliche Mengen bezogen werden.
Jede transfinite Zahl der zweiten Zahlenklasse z. B. hat ihrer Definition
nach dieselbe Bestimmiheit, dieselbe Vollendung in sich wie jede endliche Zahl.

Der Begriff w beispielsweise enthalt nichts Schwankendes, nichts Un-
bestimmies, nichts Verinderliches, nichts Potenzielles, er ist kein dmetpov, son-
dern ein dpwgiouévor, und das gleiche gilt von allen andern transfiniten
Zahlen. Er bildet ebenso wie jede endliche Zahl, z. B. 7 oder 3, einen Gegen-
satz zu den unbestimmten Zeichen z, @, b der Buchstabenrechnung, mit
welchen Sie unzutreffenderweise die transfiniten Zahlen in IThrem Schreiben
vergleichen. Sie weichen hierbei von dem Sinn, welchen die transfiniten
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Zahlen bei mir haben, ebenso ab, wie es Herr Wundt in der Auffassung
getan hat, welche sich iiber diesen Gegenstand in seiner Methodenlehre,
Logik, Bd. II, 8.126—129 findet. Wundt’s Auseinandersetzung zeigt, dal
er sich des fundamentalen Unterschieds von Uneigentlichunendlichem = ver-
anderlichem Endlichem = synkategorematice infinitum (dmetgov) einerseits
und Eigentlichunendlichem == Transfinitum = Vollendetunendlichem = Un-
endlichsetendem = kategorematice infinitum (dpwotouévor) andrerseits nicht
klar und deutlich bewuBt ist; sonst wiirde er nicht jenes ebensowohl wie
dieses als Grenze bezeichnen; Grenze ist immer an sich etwas festes, unver-
dnderliches, daher kann von den beiden Unendlichkeitsbegriffen nur das
Transfinitum als setend und unter Umstdnden und in gewissem Sinne auch
als feste Grenze gedacht werden. Daher irrt Wundt auch darin, wenn er
glaubt, das Transfinitum habe keine physikalische Bedeutung, wohl aber
das potentiale Unendliche; streng genommen ist das Gegenteil hiervon richtig,
weil das potentiale Unendliche nur Hilfs- und Beziehungsbegriff ist und stets
auf ein zugrunde liegendes transfinitum hinweist, ohne welches es weder
sein noch gedacht werden kann. Der Unterschied von Uheigentlichunend-
lichem und Eigentlichunendlichem ist von den Philosophen sehr frithe, d. h.
schon von den alten Griechen erkannt worden, freilich nicht iiberall mit
gleicher Klarheit; ebenso findet man ihn bei den Neueren, mit Ausnahme
vielleicht von Kant, Herbart und den Materialisten, Empiristen, Posi-
tivisten ete. deutlich ausgesprochen. Doch verdient hierbei Hegel nicht,
wie Wundt zu meinen scheint, eine besondere Erwahnung, zumal bei Hegel
alles widerspruchsvoll, dunkel und konfuse ist, ja sogar der Widerspruch
als hervortretendes Element seiner Philosophie von ihm selbst zum charak-
teristischen Eigentum seiner Denkweise erhoben worden ist, um welches ich
wenigstens ihn nicht beneide. Dazu kommt, daB, was Hegel etwa zutreffen-
des iiber den hier erdrterten Unterschied gesagt haben mag, wie so manches
andere bei ihm, dem Spinoza entlehnt ist. Bei allen Philosophen fehlt jedoch
das Prinzip des Unterschiedes im Transfinitum, welches zu verschiedenen
transfiniten Zahlen und zu verschiedenen Machtigkeiten fithrt. Die meisten
verwechseln sogar das Transfinitum mit dem seiner Natur nach unterschieds-
losen hochsten Einen, mit dem Absoluten, dem absoluten Maximum, welches
natiirlich keiner Determination zugénglich und daher der Mathematik nicht
unterworfen ist.

Ganz unzutreffend ist in der Wundt’schen Kritik auch die Zusammen-
stellung der neueren sogen. ,,metamathematischen Spekulationen mit
meinen Arbeiten, sie haben nicht die geringste Ahnlichkeit und keine
eigentliche Berithrung, auch darf das Transfinitum nickt als ,,transzendent
(d. h. doch wohl die menschlichen Verstandeskrifte iibersteigend) be-
zeichnet werden.
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In der Ballauf’schen Rezension?!, die namentlich in den Noten der Re-
daktion das Maximum des Unzutreffenden erreicht, ist nicht einmal die letzte,

1 Ztschr. . exakte Philos. 12, 375. Ich habe von dieser Besprechung den Eindruck ge-
wonnen, daf der Kritiker, welcher in mehreren Beziehungen meine Gedanken sehr gut
verstanden hat, durch den Terrorismus der Schulfithrer zu einer viel scharferen Stellung-
nahme wider mich gezwungen worden ist, als mit seinen eigenen Uberzeugungen vertrig-
lich scheint. Dies tritt in auffalligster Weise S. 389 hervor, wo die Redaktion (Theod.
Allihn und Otto Fliigel) seiner freien, unbefangenen Uberlegung plotzlich in die
Zigel fallt, um die &rmste in das dunkle, unterirdische Geféngnis der Herbartschen
Dogmatik, wohin kein erlésender Lichtstrahl dringt, zuriickzufiihren. Dem in dieser
Note unter dem Text von der Redaktion Gesagten kénnen zwei Antworten nicht erspart
bleiben. Erstens scheint sie meine Arbeit nicht gelesen zu haben, denn sie nimmt nicht
Riicksicht darauf, daB ich in den ,,Grundlagen‘ das potentiale Unendliche, welches
ich Uneigentlich-unendliches, von dem aktualen Unendlichen, welches ich Eigentlich-
unendliches dort nannte, strengstens unterscheide. Herbart und seine Schiiler erkennen
nur das erstere an, geben ihm allein den Namen des Unendlichen und wissen nichts vom
Transfiniten. Dagegen wire formell nichts einzuwenden, non cuivis homini contingit
adire Corinthum, und es wire fiir ihren Sprachgebrauch allerdings eine contradictio
in terminis, dem U’nendlichen das Priadikat des Bestimmtseins zu erteilen. Wie 1aBt sich
aber der mir gemachte Vorwurf formell rechtfertigen, wonach ich die Priadikate des
Bestimmtseins und des Unbestimmtseins hitte vereinigen wollen, um daraus ein ,,Un-
bestimmtes Bestimmtes“ zu machen, da ich doch gerade im Gegenteil das Potential-
unendliche vom Transfiniten so streng getrennt habe, daf sie tiberall als toto genere Ver-
schiedenes bei mir erscheinen ? Die andere Antwort ist materieller Art und trifft mehr den
Meister als dessen ungliickliche Schiiler. Nach Herbart IV, 88ff. soll der Begriff des
Unendlichen ,,auf einer wandelbaren Grenze, welche in jedem Augenblick weiter fort-
geschoben werden kann, bzw. muB“ beruhen. ,,Von dieser Wandelbarkeit der Grenze
absehen, heilt den Begriff des Unendlichen aufheben, heiBt nichts Unendliches, son-
dern Endliches denken. Von dieser Wandelbarkeit der Grenze oder der bestindigen Mog-
lichkeit des Fortschreitens sieht man aber ab, sobald man das Unendliche als fertig
oder als real vorhanden setzt, man setzt dann eben nicht mehr eine unendliche, sondern
eine endliche Menge. Es handelt sich hierbei gar nicht um die subjektive Unfiahigkeit,
die aullerstande ist, jemals mit dem Geschift des Zahlens oder Setzens zu Ende zu
kommen, sondern um den Begriff des Unendlichen selbst, dessen wesentliches, nicht
wegzudenkendes Merkmal eben jene wandelbare Grenze ist, jenseits deren immer noch etwas
zu finden ist. In betreff des Zahlens 1aBt sich das eben Gesagte auch dahin aussprechen:
bei jeder endlichen Menge von Dingen, wie grofl dieselbe auch sein mag, bietet sich
sofort die Moglichkeit des objektiven Zahlens dar (wenn die Menge etwa tausendmal-
millionen. Gegenstinde umfaBt, so mochte ich bezweifeln, dafl es den Herren Redak-
teuren mdglich sein wird, die objektive Zahlung sofort auszufiithren; Anm. d. Verf.).
Hingegen ist bei einer unendlichen Menge (also doch eine gewisse Anerkennung der
unendlichen Menge!) die Moglichkeit des Zahlens schlechthin ausgeschlossen (was in
dem hier gemeinten Sinne von niemandem bezweifelt wird), weil eben das wahrhaft
Unendliche nur als ein Unbestimmtes, Unfertiges gefaft werden kann. (Also das ,,wahr-
haft Unendliche‘ soll schlechter sein als das Endliche!?) Usw.“ Ist es den Herren ginz-
lich aus der Erinnerung gekommen, daB, von den Reisen abgesehen, die in der Phantasie
oder im Traume ausgefiihrt zu werden pflegen, daB, sage ich, zum sichern Wandeln
oder Wandern fester Grund und Boden sowie ein geebneter Weg unbedingt erforderlich
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witzig sein sollende Wendung am Schlusse richtig, sondern beruht auf einem
offenbaren Irrtum. Wenn wir eine von 4 anfangende unendliche Grade 40
haben und wir setzen an ihren Anfang A4 die endliche Strecke BA, so er-
halten wir wieder eine unendliche von B ausgehende Grade BO, in welcher
das hinzukommende gerade Stiick nicht die geringste Anderung in bezug
auf die ,,GroBe” hervorgebracht hat, was daraus erkannt wird, daB man
die neue Grade zur volligen Kongruenz mit der alten bringen kann; der Ge-
winn, den sie durch das hinzugekommene Stiick BA erhalten hat, ist zwar
real vorhanden und unbestreitbar, verschwindet aber vollig, wenn man bloB
auf das den beiden Linien 40 und B O anhaftende 4kzidens der GroBe achtet.
Wer hier wie iiberhaupt bei aktual-unendlichen Quantititen einen Versto
gegen das Widerspruchsprinzip findet, irrt durchaus, indem er den abstrak-
tiven Charakter der ,,Grofle’ aus dem Auge verliert und sie félschlich mit
der substanziellen Entitidt des vorliegenden Quantums identifiziert®. In ein

(Fortsetzung des Textes auf S. 395.)

sind, ein Weg, der nirgends abbricht, sondern iiberall, wohin die Reise fithrt, gangbar
sein und bleiben muf ? Ist denn die Mahnung, welche Heinrich Hoffmann in seinem
,»Struwelpeter (Frankfurt a. M.: Loening) mit dem ,,Hans Guck in die Luft* so deut-
lich uns allen zu Gemiite gefithrt hat, nur an den Herren Herbartianern ohne jeden
Eindruck geblicben? Die weite Reise, welche Herbart seiner ,,wandelbaren Grenze‘
vorschreibt, ist eingestandenermafen nicht auf einen endlichen Weg beschrénkt; so mu8l
denn ihr Weg ein unendlicher, und zwar, weil er seinerseits nichts Wandelndes, sondern
iberall fest ist, ein aktualunendlicher Weg sein. Es fordert also jedes potentiale Unendliche
(die wandelnde Grenze) ein Transfinitum (den sichern Weg zum Wandeln) und kann ohne
letzteres micht gedacht werden (man vgl. hiermit Abschn. 5 V und VII 7 dieser Abhand-
lung). Da wir uns aber durch unsre Arbeiten der breiten HeerstraBle des Transfiniten
versichert, sie wohl fundiert und sorgsam gepflastert haben, so 6ffnen wir sie dem Ver-
kehr und stellen sie als eiserne Grundlage, nutzbar allen Freunden des potentialen Un-
endlichen, im besondern aber der wanderlustigen Herbartschen ,,Grenze* bereitwilligst
zur Verfiigung; gern und ruhig iiberlassen wir die rastlose der Eint6nigkeit ihres durch-
aus nicht beneidenswerten Geschicks; wandle sie nur immer weiter, es wird ihr von
nun an nie mehr der Boden unter den Fiilen schwinden. Gliick auf die Reise!

1 Auf diesen Irrtum griinden viele ihre sogenannten Beweise fiir die Unmoglichkeit
aktual unendlicher Quantititen oder Zahlen; man vergleiche beispielsweise: Renou-
vier, Ch.: Esquisse d’une classification systematique des doctrines philosophiques. 1, 100.
Paris 1885. Tongiorgi, Salv.: Inst. philos. ed. X, 2 ontol., § 350, 3°. Pesch, T.: Inst.
phil. nat. §412; 19, 20, 39, 49 Bei dieser Gelegenheit erlaube ich mir noch auf andere
Versehen aufmerksam zu machen, welche sich bei letzteren beiden Autoren, sowie auch
bei vielen anderen finden. Tongiorgi sagt in ontol. § 349, prop. 9: ,,Danturne in eadem
linea puncta, quae ab X actu infinite distent, an non? 8¢ non dantur haec puncta, linea
est finita.” Ebenso behauptet Pesch, § 425, arg. 3, 1°: ,,Linea autem cujus omnia puncia
inter se distantiam habent finitam, ipsa finita est.“ Wahrend im Vordersatz das Endlich-
sein in distributiver Bedeutung secundwm partes vorausgesetzt wird, schlieBt man im
Nachsatz, ohne jede Berechtigung, auf das Endlichsein im kollektiven Sinne quoad totum;
was sich, nach S. Th. Aq. Opusc. de fallaciis, cap X1, als fallacia secundum quid et sim-
pliciter zu erkennen gibt.
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Betrachten wir ferner bei Tongiorgi § 350; 2° (Pesch, § 412, 39, 4°) folgende Argu-
mentation: ,,Supponatur ex unitatum accumulatione multitudo infinita. Haec erit
numerus infinitus, aequabitque numerum qui ipsum immediate praecedit, unitate adjecta.
Tam numerus praecedens eratne infinitus, an vero non erat ? Infinitum illum dicere non
potes; nam crescere adhuc poterat, ac re ipsa crevit additione unitatis. Erat ergo finitus,
et unitate addita, factus est infinitus. Nimirum ex duobus finitis infinitum emersit; id
quod absurdum est.*

Hier wird falschlich vorausgesetzt, eine aktualunendliche Zahl miisse notwendig (weil
man bei endlichen Zahlen daran gewohnt ist) eine ihr zunidchst vorhergehende ganze
Zahl haben, aus welcher sie durch Hinzufiigung einer Eins hervorginge. Diese Voraus-
setzung ist beispielsweise weder an der kleinsten Kardinalzahl w, noch an der kleinsten
Ordnungszahl o erfiilllt; ihnen gehen resp. die endlichen Kardinalzahlen, von denen
keine die grofte ist, und die endlichen Ordnungszahlen, welche auch kein Maximum
haben, voran; es wire also eine widersinnige Annahme, von einer der Kardinalzahl w
nichst vorhergehenden Kardinalzahl oder von einer der Ordnungszahl w zunichst
kleineren Ordnungszahl zu reden. Von falschen Prémissen kann aber keine wahre
Folge erwartet werden. Die ganze Argumentation mufl also fiir immer verworfen
werden. }

Herr Gutberlet sucht in seinem Werke (Das Unendliche metaph. und mathem.
betrachtet, Mainz 1878, S. 18) dieselbe Beweisfithrung dadurch zu widerlegen, da3 er,
ahnlich wie es schon Leibniz getan, die unendliche ,,Zahl* preisgibt, dagegen die unend-
liche ,,Menge*‘ zu retten sucht. Es kann aber m. E. den Gegnern des Transfiniten kein
groBerer Gefallen geschehen als mit dieser Wendung; denn unendliche Zahl und Menge
sind unlésbar miteinander verkniipft; gibt man die eine auf, so hat man kein Recht mehr
auf die andere. Ebensowenig kann ich mich damit einverstanden erkliren, dal Gut-
berlet, verleitet durch zweideutige Erklirungen bei Leibniz und Newton und unter
Berufung auf neuere ,,mathematische Autorititen*, wie Liibsen, Kliigel, R. Hoppe,
aus den ,,Differentialen‘ (welche nur als beliebig klein werdende Grofien aufzufassen
sind und die alle die Null zur gemeinschaftlichen Grenze haben; man vgl. die Abschn. VI
und VII dieses Aufsatzes), indem er unzulissige Divisionen fingiert, Stiitzen fiir das
A.-U. zu gewinnen sucht. Er wird in dieser Bezichung von dem R.P. T.Pesch (Inst.
phil. nat. §§ 421, 422) mit den zutreffendsten Griinden widerlegt.

Um so mehr muB rithmend hervorgehoben werden, daB Herr Prof. Gutberlet
mit Nachdruck und Erfolg (1. Abt., 1. Abschn. §§3, 5 und 6 seines Werkes) auf die
Abhingigkeit des potentialen Unendlichen von einem zugrunde liegenden A.-U. hin-
weist; mit Recht wird von ihm betont, daB a parte rei eigentlich gar kein potentiales
Unendliches existiert; was auch von Stockl, der das P.-U. fiir ein ens rationis erklirt,
anerkannt worden ist. '

Dagegen finde ich aber an verschiedenen Stellen bei Gutberlet (z. B. S. 45 seines
Werkes) die durchaus unhaltbare Thesis ausgesprochen, da8 ,,im Begriffe der unendlich
gedachten GroBe der AusschluB aller Moglichkeit der Vermehrung‘ liege. Dies kann
nur in bezug auf das Absolutunendliche zugestanden werden, das Transfinite, obgleich
als bestimmt und gréBer als jedes Endliche gefafBt, teilt mit dem Endlichen den Cha-
rakter unbeschrinkter Vermehrbarkeit.

Das durch Gelehrsamkeit und Scharfsinn ausgezeichnete Werk des R. P. Tilm Pesch
veranlaft mich, was seinen dem Unendlichen gewidmeten Abschnitt betrifft, zu noch
einer Bemerkung.

Der Verf. legt in §403 seiner Untersuchung zwei verschiedene Definitionen des
Unendlichen zugrunde, die er promiscue in seinen Beweisen benutzt, ohne den Nachweis
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ahnliches Versehen scheint aber auch Wundt pag. 128 geraten zu sein. Es
bedarf also keiner weiteren Rechtfertigung, daff ich in den ,,Grundlagen
gleich im Anfang zwei toto genere von einander verschiedene Begriffe unter-
scheide, welche ich das Uneigentlich-unendliche und das Eigentlich-unendliche
nenne; sie miissen als in keiner Weise vereinbar oder verwandt angesehen
werden. Die so oft zu allen Zeiten zugelassene Vereinigung oder Vermengung
dieser beiden vollig disparaten Begriffe enthilt meiner festen Uberzeugung
nach die Ursache unzihliger Irrtiimer; im besonderen sehe ich aber hier
den Grund, warum man nicht schon frither die tramsfiniten Zahlen ent-
deckt hat. .

Um diese Verwechselung von vornherein auszuschliefen, bezeichne ich
die kleinste transfinite Zahl mit einem von dem gewdhnlichen, dem Sinne
des Uneigentlich-unendlichen entsprechenden Zeichen oo verschiedenen Zeichen,
nidmlich mit .

Allerdings kann o gewissermaBen als die Grenze angesehen werden, welcher
die verdnderliche endliche ganze Zahl v zustrebt, doch nur in dem Sinne,
daB o die kleinste transfinite Ordnungs-Zahl, d.h. die kleinste festbestimmte
Zahl ist, welche groBer ist als alle endlichen Zahlen v; ganz ebenso wie |2
die Grenze von gewissen verinderlichen, wachsenden, rationalen Zahlen ist,
nur daB hier noch dies hinzukommt, daf die Differenz von V 2 und diesen
Niherungsbriichen beliebig klein wird, wogegen w—» immer gleich o ist;
dieser Unterschied #ndert aber nichts daran, daB w als ebenso bestimmt
und vollendet anzusehn ist, wie ]/2, und #ndert auch nichts daran, daf w
ebensowenig Spuren der ihm zustrebenden Zahlen » an sich hat, wie 72
irgend etwas von den rationalen Néherungsbriichen.

Die transfiniten Zahlen sind in gewissem Sinne selbst neue Irrationali-
titen und in der Tat ist die in meinen Augen beste Methode, die endlichen
Irrationalzahlen zu definieren, ganz dhnlich, ja ich mdochte sogar sagen im
Prinzip dieselbe wie meine oben beschriebene Methode der Einfithrung trans-
finiter Zahlen. Man kann unbedingt sagen: die transfiniten Zahlen stehen
oder fallen mit den endlichen Irrationalzahlen; sie gleichen einander ihrem

gefithrt zu haben, daB sie sich auf Wechselbegriffe bezogen. Dies ist sicherlich schon
formell unzuldssig; im vorliegenden Fall wiirde aber sogar der Versuch eines Beweises
fiir die Korrelation der beiden Begriffe zur Uberzeugung gefithrt haben, daB es sich
dabei um zwei toto genere verschiedene Dinge handelt. Die erste Definition: ,,infinitum
illud dicitur, cujus aliquid semper est extra* (Aristoteles phys. 1. 3, c. 4, 203a 20) paBt
eigentlich nur auf das dneipov oder potentiale Unendliche; die zweite Definition: ,,in-
finitum id est, quo non sit majus, nec esse possit* (welche sich iibrigens in dem von
Pesch angefithrten Arist. 1. 1 de coelo c. 5 nicht findet) entspricht dagegen nur dem
Absolutunendlichen. Das Transfinitum ist also in diesem Werke ganz unberiicksichtigt
geblieben.
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innersten Wesen nach; denn jene wie diese sind bestimmt, abgegrenzte Ge-
staltungen oder Modifikationen (dgpwoiouéva)l des aktualen Unendlichen.

1.2

So wenig es meinen Neigungen entspricht, anderer Ansichten zu kriti-
sieren, habe ich doch, in Anbetracht der Wichtigkeit des Gegenstandes und
auf Thren ausdriicklichen, wiederholt kundgegebenen Wunsch hin, mir die,
in Threm Aufsatze® ,,Das Problem des Unendlichen” angegebenen Griinde
gegen das ,,Infinitum actuale existens seu in concreto, welche Ihrer Mei-
nung nach nicht gleichermafen gegen das ,,Inf. act. possibile® anwendbar
wiren, genau angesehen und gefunden, daf auch hier wieder, wie in allen
dasselbe Ziel verfolgenden Beweisen, ein versteckter ZirkelschluBl zugrunde
liegt. In meinem Briefe an Herrn G. Enestrém habe ich gesagt, daB alle
sogen. Beweise gegen die aktual-unendlichen Zahlen auf einem 7modvoy peddog
beruhen, iiber das man sich nicht volle Rechenschaft gibt, welches aber in
jedem mir vorliegenden Falle nachzuweisen ich mich anheischig mache; es
besteht darin, daB man von vornherein der aktual-unendlichen GréBe simtliche
Eigenschaften der endlichen Grofle zumutet, woraus leicht ein Widerspruch
mit ihrem Nichtendlichsein gefolgert wird. Damit glaubt man dann einen
Beweis fiir ihre Unmoglichkeit fertig zu haben, wihrend man sich doch in
Wahrheit nur im Zirkel bewegt hat. Ganz die nimliche Uberzeugung habe
ich in bezug auf alle Beweisversuche, durch welche das A.-U. in concreto
seu in natura creata bestritten werden soll; nur dafl sich hier noch andere,
weit gewichtigere Griinde hinzufiigen lassen, die aus der absoluten Omni-
potenz Gottes flieBen und denen gegeniiber jede Negation der Moglichkeit
eines ,,Transfinitum seu Infinitum actuale creatum wie eine Verletzung
jenes Attributes der Gottheit erscheint. Ich will jedoch das letztere Argument
heute nicht weiter ausfithren, weil es geniigen wird, an Ihrem Beweise das-
jenige hervorzuheben, was, entsprechend meiner vorhin ausgesprochenen
Uberzeugung und meiner unmafBgeblichen Meinung nach, daran unrichtig ist.

1 Man vgl. Conimbricenses Phys. Lib. ITI, cap.8, quaest.l, art.1l. Diese Stelle
bezieht sich auf Aristoteles @y 8 208a 6, wo dem dmegov dvvdust ein dmetgov g
apwoiouévoy entgegengestellt und, wie ich gelegentlich in extenso beweisen werde, mit
gianzlich unzureichenden Griinden bekampft wird. Man vgl. auch S.Thomas: Phys.III,
lectio 13. Die Griinde des Stagiriten beweisen nichts anderes, als daB die Argumente,
welche die alten Naturphilosophen fiir die notwendige Existenz eines dnetgov dpwoiouévoy
vorgebracht haben, nicht zwingend sind ; er beweist aber nicht die Unmdglichkeit eines existie-
renden dnetpov dpwgioudvov; mit anderen Worten, er beweist nicht, daB letzterer Begriff,
wenn man ihn als Transfinitum faBt, ein widersprechender sei, und es wiirde ihm solches
auch schwer oder richtiger gesagt unmaglich gewesen sein.

2 Dieses Schreiben ist an Herrn Prof. Gutberlet in Fulda gerichtet worden und
tragt das Datum vom 24. Januar 1886.

3 Ztschr. f. Philos. u. philos. Kritik, 88, 199.
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Thre Uberlegung lautet wortlich wie folgt: ,,An dieser Stelle glaube ich aber
den Nachweis fithren zu sollen, daB eine aktual-unendliche GroBe nicht exi-
stieren kann. Wenn eine unendliche Linie, ein unendlich langer Draht existierte,
80 konnte man an der Stelle, wo er mich streift, ein endliches Stiick heraus-
schneiden und sodann die beiden iibrigbleibenden Stiicke zusammenziehen
und wieder miteinander verbinden. Nun ist aber keines der beiden Stiicke
mehr unendlich; denn beide sind aus der Unendlichkeit herausgeriickt, beiden
fehlt gerade so viel von der Unendlichkeit, als sie durch die Anndherung
nach der Mitte hin verschoben worden sind. Beide sind also nach der Seite
der Unendlichkeit hin begrenzt und ebenso begrenzt nach der Mitte. Eine
Linie mag nun allerdings nach der einen Seite begrenzt und doch nach der
andern unendlich sein, ist sie aber nach beiden Seiten begrenzt, dann ist
sie ganz gewil endlich. Sind aber die beiden Stiicke endlich, dann auch die
ganze Linie, und wenn sie jetzt, nach der Wegnahme eines endlichen Zwi-
schenstiickes, als endlich sich herausstellt, so war sie es auch mit diesem end-
lichen Zwischenstiick, denn zwei Endliche machen kein Unendliches*.

In dieser Argumentation erkenne ich den Fehler, daf die Eigenschaften
einer endlichen starren Linie ohne weiteres auf eine unendliche starre Linie iber-
tragen werden, deren Eigenschaften von der Natur des Unendlichen abhéngen.

Wenn Sie eine endliche Gerade 4B in ihrer Richtung so verriicken, da8
ihr Anfangspunkt 4 um das Stiick 44’ =1

4’ A M M B B

() [l [ 1 ]
L] Ll L) ¥ LI 1

nach A4’ geschoben wird, so ist dies nur so moglich, daB jeder andre ihrer
Punkte, z. B. M nach M’ um ein gleiches Stiick M M’ = 1 und im besonderen
auch der Endpunkt B um das Stiick BB’ =1 nach B’ verriickt wird.

Denken wir uns aber statt der endlichen Linie 4 B in derselben Richtung und
mit demselben Anfangspunkte eine aktual-unendliche Linie A0, die ihren Ziel-
punkt O im Unendlichen hat, so gilt zwar auch, da} jeder im Endlichen liegende
Punkt M um MM’ =1 nach M’ geriickt wird, falls 4 nach 4’ kommt, wer
sagt Ihnen aber, daf3 hier auch das gleiche gilt vom unendlich fernen Zielpunkt O ?

Ganz im Gegenteil fithrt letztere Annahme, wie Sie selbst gezeigt haben,
zu einem Widerspruch; dieser Widerspruch berechtigt aber nicht, wie Sie an-
nehmen, zur Leugnung der Moglichkeit der Existenz einer aktual-unendlichen
Geraden 40, sondern er fiihrt zu der nichts Widersprechendes involvierenden
Eigenschaft der aktual-unendlichen Geraden A0, daB, wihrend alle anderen
Punkte M, A, B der Geraden 40 um ein gleiches Stiick M M'=4A'=BB'=1
nach links gezogen werden, allein der unendlich ferne Punkt O fest an seinem
Platze blesbt, d.h. auf diesem Wege aus der unendlichen Entfernung gar
nicht ins Endliche gebracht werden kann, auchk dann micht, wenn Sie zur
Hypothese einer unendlichen Zugkraft greifen wollen.
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Da die gedachte aktual-unendliche Gerade A0 ihrer Gré8e nach der von
mir mit w bezeichneten kleinsten transfiniten Ordnungszahl entspricht, so 1466
sich das soeben Behauptete auch in der bekannten, nicht den geringsten
Widerspruch involvierenden Gleichung 1 4 w = w wiederfinden, wo auf der
linken Seite 1 = A'A die Bedeutung des Augendus, w = AO die des Addendus
hat. Dagegen ist allerdings w + 1, wo w als Augendus, 1 als Addendus figu-
rieren, wie aus den Prinzipien meiner ,,Grundlagen geschlossen wird, eine
von w verschiedene transfinite Zahl, nimlich die auf die kleinste w ndchst-
folgende ganze tramsfinite Ordnungszahl; letzteres hat aber auf Ihr Exempel
keine Anwendung, da bei Thnen der Augendus eine endliche und im End-
lichen liegende GroBe 4’4 =1, der Addendus A0 =w eine aktual-unend-
liche ist.

Da ich denselben Gegenstand von anderen Gesichtspunkten aus in einem
dieser Tage von mir geschriebenen Briefe besprochen habe, so méchte ich
Ihnen beifolgende Abschrift eines Auszuges ! davon verehren mit dem Wunsche,
daB Sie mir sowohl iiber das Vorliegende, wie auch iiber das in dem soeben
erwahnten Briefe Gesagte Thre Meinung gefilligst schreiben mdgen 2.

Es war meine Absicht, diesem heutigen Schreiben noch einige andere
Erinnerungen und Bedenken sowohl mit Bezug auf die in Threm Aufsatz
vorkommenden Schliisse, wie auch iiber verschiedenes in Threr Schrift:
,»,Das Unendliche mathem. und metaph. betrachtet” beizufiigen; doch halten
mich andere Obliegenheiten davon ab, so daB ich mir diese Aufgabe fiir das
nichste Mal zuriicklege . . .

1 Siehe unten III.

2 In betreff vorstehender Ausfithrung 148t sich, wie es scheint, folgendes bemerken.
Eben weil die zu verriickende Linie als starr vorausgesetzt ist, so muB mit Verschie-
bung von 4 nach A4’ jeder Punkt der Linie um ebensoviel verschoben werden, und somit
auch der unendlich ferne Endpunkt O. Die Unendlichkeit kénnte nur dann eine Unmég-
lichkeit des Verschiebens bedingen, wenn die ziehende Kraft wohl zur Verschiebung
eines endlichen, nicht aber eines unendlichen Drahtes ausreichte. Aber darum kénnen
wir eine unendliche Zugkraft voraussetzen.

Nun kann man allerdings dagegen einwenden, daB wegen der metaphysischen Un-
moglichkeit, eine unendliche Linie in die Endlichkeit hereinzuziehen, die Ausfiithrung
trotz der Erfillung aller physischen Bedingungen, selbst unter Voraussetzung eines
unendlich starken Einflusses, doch nicht mdoglich wird. Wir befinden uns hier in dem-
selben Falle, den Suarez bei der Annahme einer ewigen (unverinderlichen) Welt voraus-
setzt. Feuer, so meint er, in Ewigkeit an Werg angelegt, wiirde dieses trotz seiner grofien
Verbrennbarkeit, nicht entziinden kénnen. Denn der VerbrennungsprozeB von einigen
Minuten miiite ein Stiick von der Ewigkeit abschneiden und so dieselbe endlich machen.

Ich glaube aber kaum, daB jemand sich dazu verstehen wird, zu denken, daf das
Feuer das Werg ewig unversehrt lasse. Darum muB eben die Annahme einer ewigen,
mit Veranderungen verbundenen Welt als unstatthaft bezeichnet werden. Ahnliches
scheint auch von dem unendlichen Draht zu gelten.

(Anm. des Herrn Prof. Gutberlet.)
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II1.2

Die Zeilen, welche Ew. ... am 25. Dezember 1885 an mich zu richten
die Giite hatten, enthalten einige Zweifel in bezug auf die philosophische
Grundlage meiner, Thnen zur Priifung iibersandten Arbeiten; vermutlich
sind es gewisse von mir gebrauchte Worte, deren Bedeutung ich nicht genauer
erklirt habe, welche meine Meinung nicht ganz bestimmt erscheinen lassen,
und ich méchte mir daher erlauben, mich in Kiirze genauer auszusprechen.

Die in meinem kleinen Aufsatze: ,,Uber die verschiedenen Standpunkte
in bezug auf das aktuale Unendliche” vorkommenden Ausdriicke ,,Natura
naturans® und ,,Natura naturata® gebrauche ich in derselben Bedeutung,
welche ihnen die Thomisten gegeben haben, so daB der erstere Ausdruck
Gott als den, auBerhalb der aus nichts von ihm geschaffenen Substanzen
stehenden Schopfer und Erhalter derselben, der letztere aber die durch ihn
geschaffene Welt bezeichnet. Dementsprechend unterscheide ich ein ,,Infi-
nitum aeternum increatum sive Absolutum®, das sich auf Gott und seine
Attribute bezieht, und ein ,Infinitum creatum sive Transfinitum®, das
iiberall dort ausgesagt wird, wo in der Natura creata ein Aktual-Unend-
liches konstatiert werden muf}, wie beispielsweise in Beziehung auf die,
meiner festen Uberzeugung nach, aktual-unendliche Zahl der geschaf-
fenen EKinzelwesen sowohl im Weltall wie auch schon auf unserer Erde und,
aller Wahrscheinlichkeit nach, selbst in jedem noch so kleinen, ausgedehnten
Teil des Raumes, worin ich mit Leibniz ganz iibereinstimme (Epistola
ad Foucher, t. 2 operum ed. Dutens, p. I pag. 243).

Obwohl ich weif}, daBl die Lehre vom , Infinitum creatum‘, zwar nicht
von allen, doch von den meisten Kirchenlehrern bekdampft wird und im
besonderen auch vom grofen S.Thomas Aquinatus in seiner S.theol.
p- 1. q 7. a. 4 gewisse Meinungen dagegen angefiihrt werden, so sind doch die
Griinde, welche in dieser Frage im Verlauf zwanzigjahriger Forschung, ich
kann sagen, wider Willen, weil im Gegensatz zu von mir stets hochgehaltener
Tradition, von innen her sich mir aufgedringt und mich gewissermafen
gefangen genommen haben, stirker als alles, was ich bisher dagegen gesagt
fand, obgleich ich es in weitem Umfange gepriift habe. Auch glaube ich, daf}
die Worte der heil. Schrift, wie z. B. Sap. c. 11.v.21: ,,Omnia in pondere,
numero et mensura disposuisti., in denen ein Widerspruch gegen die aktual-
unendlichen Zahlen vermutet wurde, diesen Sinn nicht haben; denn, gesetzt
den Fall, es gibe, wie ich bewiesen zu haben glaube, aktual-unendliche ,,Méch-
tigkeiten®, d. h. Kardinalzahlen und aktual-unendliche ,,Anzahlen wohl-

1 Die folgenden zwei Briefe (IIT und IV) vom 22. und 29. Januar 1886 waren an
einen groflen Theologen [Kardinal Franzelin] gerichtet; derselbe ist, wie ich mit Schmerz
erwiahne, am 11. Dezember 1886 in die Ewigkeit abgerufen.
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geordneter Mengen® d.h. Ordnungszahlen (welche zwei Begriffe, wie ich
gefunden habe, bei aktual-unendlichen Mengen auBerordentlich verschieden
sind, wéhrend bei endlichen Mengen ihr Unterschied kaum bemerkbar ist),
so wiirden ganz sicherlich auch diese transfiniten Zahlen in jenem heiligen
Ausspruche mitgemeint sein und es darf daher, meines Erachtens, derselbe
nicht als Argument gegen die aktual-unendlichen Zahlen genommen werden,
wenn ein Zirkelschluf vermieden werden soll.

Dall aber ein ,Infinitum creatum‘ als existent angenommen werden
muf, 148t sich mehrfach beweisen. Um Ew. ... nicht zu lange aufzuhalten,
mochte ich mich in dieser Sache auf zwei kurze Andeutungen beschrénken.

Ein Beweis geht vom Gottesbegriff aus und schliefit zunichst aus der
hochsten Vollkommenheit Gottes Wesens auf die Moglichkeit der Schop-
fung eines Transfinitum ordinatum, sodann aus seiner Allgiite und Herr-
lichkeit auf die Notwendigkeit der tatséchlich erfolgten Schopfung eines
Transfinitum. Ein anderer Beweis zeigt a posteriori, daf die Annahme eines
Transfinitum in natura naturata eine bessere, weil vollkommenere Erklirung
der Phéanomene, im besondern der Organismen und der psychischen Erschei-
nungen ermdglicht als die entgegengesetzte Hypothese. . . .

Iv.

.. Ew. ... sage ich meinen herzlichsten Dank fiir die Ausfithrungen des
gutlgen Schrelbens vom 26. Januar 1886, denen ich mit voller Uberzeugung
zustimme; denn in der kurzen Andeutung meines Briefes vom 22.ds. war
es an der betreffenden Stelle nicht meine Meinung, von einer objektiven,
metaphysischen Notwendigkeit zum Schopfungsakt, welcher Gott, der absolut
Freie unterworfen gewesen wire, zu sprechen, sondern ich wollte nur auf eine
gewisse subjektive Notwendigkeit fir uns hinweisen, aus Gottes Allgiite
und Herrlichkeit auf die tatséchlich erfolgte (nicht a parte Dei zu erfolgende)
Schopfung, nicht blof eines Finitum ordinatum, sondern eines Transfinitum
ordinatum zu schliefen. . ..

va
Mit Vergniigen entnehme ich Threm Schreiben vom 23. ds., daBl Sie dem
Gegenstand meiner Untersuchungen ein Interesse zuwenden, fiir welches
mein Dank um so groBer ist, je seltener es mir von namhaften Naturforschern
und Arzten entgegengebracht wird; denn in diesen Kreisen ist das, was ich
»horror infiniti“ nenne, nach den verschiedensten Beziehungen und aus
den mannigfaltigsten Ursachen, im allgemeinen ein tief eingewurzeltes Ubel.

1 Dieser Brief, datiert vom 28. Februar 1886, ist an Prof. Dr. med. A. Eulenburg
in Berlin gerichtet.
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Fassen wir die Definitionen des potentialen und aktualen Unendlichen
scharf ins Auge, so diirften die Schwierigkeiten, von denen Sie mir schreiben,
bald beseitigt sein.

I. Das P.-U.! wird vorzugsweise dort ausgesagt, wo eine unbestimmte,
verdmderliche endliche GroBe vorkommt, die entweder iiber alle endlichen
Grenzen hinaus wiichst (unter diesem Bilde denken wir uns z. B. die soge-
nannte Zeit, von einem bestimmten Anfangsmomente an gezéhlt) oder unter
jede endliche Grenze der Kleinheit abnimmt (was z. B. die legitime Vorstel-
lung eines sogenannten Differentials ist); allgemeiner spreche ich von einem
P.-U. iiberall da, wo eine unbestimmte GroBe in Betracht kommt, die unzéhlig
vieler Bestimmungen féhig ist. '

II. Unter einem A.-U.2 ist dagegen ein Quantum zu verstehen, das einer-
seits micht verinderlich, sondern vielmehr in allen seinen Teilen fest und
bestimmt, eine richtige Konstante ist, zugleich aber andrerseits jede endliche
G'réfe derselben Art an GroBe iibertrifft. Als Beispiel fithre ich die Gesamtheit,
den Inbegriff aller endlichen ganzen positiven Zahlen an; diese Menge ist
ein Ding fiir sich und bildet, ganz abgesehen von der natiirlichen Folge der
dazu gehorigen Zahlen, ein in allen Teilen festes, bestimmtes Quantum,
ein Gpwouwuévoy, das offenbar groBer zu nennen ist als jede endliche An-
zahl3; Ein anderes Beispiel ist die Gesamtheit aller Punkte, die auf einem

(Fortsetzung des Textes auf S. 404.)

1 D. h. das potentiale Unendliche (dmeigor).

2 D. h. das aktuale Unendliche (dpwoiouévor).

3 Man vgl. die hiermit iibereinstimmende Auffassung der ganzen Zahlenreihe als
aktual-unendliches Quantum bei S. Augustin (De civitate Dei. lib. XII, cap. 19):
Contra eos, qui dicunt ea, quae infinita sunt, nec Dei posse scientia comprehendi. Wegen
der groBen Bedeutung, welche diese Stelle fiir meinen Standpunkt hat, will ich sie wort-
lich hier aufnehmen und behalte mir vor, dieselbe bei einer spiteren Gelegenheit aus-
fithrlich zu besprechen. Das Kapitel lautet: ,,Illud autem aliud quod dicunt, nec Dei
scientia quae infinita sunt posse comprehendi: restat eis, ut dicere audeant atque huic se
voragini profundae inpietatis inmergant, quod non omnes numeros Deus noverit. Eos
quippe infinitos esse, certissimum est; quoniam in quocumque numero finem faciendum
putaveris, idem ipse, non dico uno addito augeri, sed quamlibet sit magnus et quamlibet
ingentem multitudinem continens, in ipsa ratione atque scientia numerorum non solum
duplicari, verum etiam multiplicari potest. Ita vero suis quisque numerus proprietatibus
terminatur, ut nullus eorum par esse cuicumque alteri possit. Ergo et dispares inter se atque
diversi sunt, et singuli quique finiti sunt, et omnes infiniti sunt. Itane numeros propter
infinitatem nescit omnes Deus, et usque ad quandam summam numerorum scientia
Dei pervenit, ceteros ignorat? Quis hoc etiam dementissimus dixerit? Nec audebunt isti
contemnere numeros et eos dicere ad Dei scientiam non pertinere, apud quos Plato Deum
magna auctoritate commendat numeris mundum fabricantem. Et apud nos Deo dictum
legitur: Omnia in mensura et numero et pondere disposuisti (Sap. 11, 21); de quo et propheta
dicit: Qui profert numerose saeculum (Esai. 40, 26) et Salvator in evangelio: Capilli, inquit,
vestri ommes numerati sunt (Mt. 10, 30). Absit itaque ut dubitemus, quod ei notus sit
omnis numerus, cujus intelligentiae (absolutae), sicut in psalmo canitur, non est numerus

Cantor, Gesammelte Abhandlungen. 26
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(Ps. 147, 5). Infinitas itaque numeri, quamvis infinitorum numerorum nullus sit nu-
merus [finitus], non est tamen inconprehensibilis ei, cujus intelligentiae [absolutae]
non est numerus. Quapropter si, quidquid scientia conprehenditur, scientis conprehen-
sione finitur: profecto et omnis infinitas quodam ineffabili modo Deo [de] finita [dgpcw-
otouévor] est, quia scientiae ipsius inconprehensibilis non est. Quare si infinitas nume-
rorum scientiae Dei, qua conprehenditur, esse non potest in [de] finita: qui tandem
nos sumus homunculi, qui ejus scientiae limites figere praesumamus, dicentes quod,
nisi eisdem circuitibus temporum eadem temporalia repetantur, non potest Deus cuncta
quae facit vel praescire ut faciat, vel scire cum fecerit ? cujus sapientia simpliciter multi-
plex et uniformiter multiformis tam inconprehensibili conprehensione omnia inconpre-
hensibilia conprehendit, ut, quaecumque nova et dissimilia consequentia praecedentibus
st semper facere vellet, inordinata et inprovisa habere non posset, nec ea provideret ex proximo
tempore, sed aeterna praescientia contineret. An einzelnen Stellen habe ich (durch Klam-
mern erkenntliche) Einschaltungen zu machen mir erlaubt, die den Sinn, welchen die
betreffenden Worte an den betreffenden Stellen bei S. Augustin m. E. nach haben,
deutlicher hervortreten lassen. Energischer, als dies hier von S. Augustin geschieht,
kann das Transfinitum nicht verlangt, vollkommener nicht begriindet und verteidigt
werden. Denn, daB es sich bei der unendlichen Menge (v) aller endlichen ganzen Zahlen »
nicht um das Absolut-Unendliche (IIb) handelt, wird wohl von niemandem in Zweifel
gezogen werden.

Indem nun der h. Augustin die totale, intuitive Perzeption der Menge (»), ,,quodam
ineffabili modo®, a parte Dei behauptet, erkennt er zugleich diese Menge formaliter als
ein aktual-unendliches Ganzes, als ein Transfinitum an, und wir sind gezwungen, ihm
darin zu folgen. An dieser Stelle wird nun aber méglicherweise der Einwand erhoben
werden, dafl, wenn wir auch genétigt sind, die Menge (v) als ein kategorematisches Un-
endliches anzusehen, es uns andrerseits nicht erlaubt ist, die dieser Menge entsprechende
Ordnungszahl w oder die ihr zukommende Kardinalzahl w in Betracht zu ziehen, und
zwar sei uns dies aus dem Grunde nicht erlaubt, weil wir bei der Beschrinktheit unsres
Wesens nicht imstande sind, alle die unendlich vielen zur Menge (v) gehérigen Zahl-
individuen » uno intuitu aktuell zu denken. Ich méchte nun aber denjenigen sehen, der
etwa bei der endlichen Zahl ,,Tausendmal Million‘“ oder selbst bei noch viel kleineren
Zahlen alle darin vorkommenden Einheiten uno intuitu distinkt und prizise sich vor-
stellen kann. Ein solcher lebt heutigestages unter uns ganz sicherlich nicht. Und trotz-
dem haben wir das Recht, die endlichen Zahlen, auch wenn sie noch so gro8 sind, als
Gegenstinde der diskursiven, menschlichen Erkenntnis anzusehen und sie wissenschaft-
lich nach ihrer Beschaffenheit zu untersuchen; dasselbe Recht steht uns auch in bezug
auf die transfiniten Zahlen zu. Jenem Einwand gegeniiber gibt es also nur eine Antwort:
die Bedingung, welche Ihr selbst, sogar an den Fkleinen, endlichen Zahlen, nicht zu
erfiillen und zu leisten imstande seid, dieselbe mutet Ihr uns zu in bezug auf die unend-
lichen Zahlen! Ist ein unbilligeres Verlangen von Menschen an Menschen jemals gestellt
worden ? Nach unsrer Organisation sind wir nur selten im Besitz eines Begriffes, von
dem wir sagen konnten, daB er ein ,,conceptus rei proprius ex propriis* ware, indem
wir durch ihn eine Sache adiquat, ohne Hilfe einer Negation, eines Symbols oder Bei-
spiels, so auffassen und erkennen, wie sie an und fiir sich ist. Vielmehr sind wir beim
Erkennen zumeist auf einen ,,conceptus proprius ex communibus‘ angewiesen, welcher
uns befiahigt, ein Ding aus allgemeinen Pridikaten und mit Hilfe von Vergleichungen,
AusschlieBungen, Symbolen oder Beispielen derartig zu bestimmen, daB es von jedem
andern Ding wohlunterschieden ist. Man vergleiche z. B. die Methode, nach welcher ich
in den ,,Grundlagen* (1883) und schon frither in den Math. Ann. 5 (1871), die érratio-
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nalen Zahlgrofen definiert habe. Ich gehe nun so weit, unbedingt zu behaupten, daB diese
zweite Art der Bestimmung und Abgrenzung von Dingen fiir die kleineren transfiniten
Zahlen (z. B. fiir o oder @ + 1 oder w” bei kleiner endlicher ganzer Zahl ») eine unver-
gleichlich einfachere, bequemere und leichtere ist als fiir sehr groBe endliche Zahlen, bei
denen wir gleichwohl auch nur auf dasselbe, unserer unvollkommenen Natur entspre-
chende Hilfsmittel angewiesen sind.

Im Gegensatz zu Augustin findet sich bei Origenes eine entschiedene Stellung-
nahme gegen das Aktual-Unendliche, und er geht hierin so weit, daf es fast scheinen méchte,
er wolle selbst die Unendlichkeit Gottes nicht behauptet wissen. Denn er sagt, man diirfe
nicht durch einen falschen Euphemismus (sdgnuflag ydow) die Begrenzung (circum-
scriptio = megtypapr)) der gottlichen Kraft leugnen. Ich erinnere daran, daBl mépag
im Griechischen Ziel, Grenze und Vollendung zugleich bedeutet: mit dem dneiov ver-
bindet sich daher eigentlich der Begriff des Unbestimmten, Unvollkommenen. Auch im
Lateinischen kommt infinitum in dem Sinne ,,unbestimmt‘‘ bei Cicero und Quintilian
vor (z. B. infinitior distributio partium, ein logischer Fehler in der Rede; infinitas quae-
stiones, ungenau bestimmte Fragen usw.). Auch finis bezeichnet, wie népac, die Voll-
endung, so in dem bekannten Titel des Ciceronischen Werkes de finibus bonorum, bei
Tacitus finis aequi juris etc.

In Origenes de principiis (wegi doy@v), ed. Redepenning (in den griechisch erhal-
tenen Fragmenten S.10, in der Ubersetzung des Rufinus S.214) heiBit es wortlich:
,— intueamur creaturae initium, quodcunque illud initium creantis Dei mens potuerit
intueri. In illo ergo initio putandum est tantum numerum rationabilium creaturarum,
vel intellectualium, vel quoquomodo appellandae sunt, quas mentes superius diximus,
fecisse Deum quantum sufficere posse prospexit. Certum est quippe quod praefinito
aliquo apud se numero eas fecit: non enim, ut quidam volunt, finem putandum est non
habere creaturas; quia ubi finis non est, nec conprehensio ulla nec circumscriptio esse potest.
(Es ist hdchst wahrscheinlich, daBl jene Auseinandersetzung bei Augustin im durchaus
bewupten Gegensatz zu dieser Stelle bei Origines geschrieben worden ist.) Quod st fuerit,
utique nec contineri vel dispensari a Deo, quae facta sunt, poterunt. Naturaliter nempe
quidquid infinitum (Origines hat immer nur das dmewov im Auge und sagt, wenn
die gottliche Kraft dmeigoc wire, konnte Gott sich selbst nicht erkennen) fuerit, et in-
comprehensibile erit. Porro autem, sicut scriptura dicit: ,In numero et mensura uni-
versa® (Sap. 11, 21) condidit Deus, et idcirco numerus quidem recte adaptabitur ratio-
nabilibus creaturis, vel mentibus, ut tantae sint, quantae a providentia Dei dispensari,
regi et contineri possint. Mensura vero materiae corporali consequenter aptabitur:
quam utique tantam a Deo esse creatam credendum est, quantum sibi sciret ad ornatum
mundi posset sufficere (gr. Tocadrnyy GAny Sony fjdvvaro xaraxooufjoar). Ich habe diese
tiefsinnige Betrachtung des Origines vollstindig reproduziert, weil ich in ihr den Ur-
sprung fiir die, wie ich anerkennen muB, bedeutendsten und inhaltvollsten Argumente
erblicke, welche gegen das Transfinitum zur Geltung gebracht worden sind. Man findet
dieselben oft wiederholt; ich will sie in der vollendetsten Form, die ihnen gegeben worden
ist, hier anfiihren. In der S. Thomasschen Summa theol. I, q. 7, a. 4 heiBt es: ,,1) Multi-
tudinem actu infinitam dari, impossibile est, quia omnem multitudinem oportet esse
in aliqua specie multitudinis. Species autem multitudinis sunt secundum species nume-
rorum. Nulla autem species mumeri est infinita, quia quilibet numerus est multitudo
mensurata per unum. Unde impossibile est esse multitudinem infinitam actu; sive
per se, sive per accidens. 2) Item omnis multitudo in rerum natura existens est
creata; et omne creatum sub aliqua certa intentione creantis comprehenditur, non enim
in vanum agens aliqguod operatur. Unde necesse est quod sub certo numero omnia creata

26%*
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gegebenen Kreise (oder irgendeiner andern bestimmten Kurve) liegen. Ein
drittes Beispiel ist die Gesamtheit aller streng punktartig vorzustellenden
Monaden, welche zum Phinomen eines vorliegenden Naturkérpers als kon-
stitutive Bestandteile beitragen.

Aus der Definition I folgt, daf Sie vollkommen Recht haben, wenn Sie
fragen: ,,wiire es nicht besser, fiir das P.-U. den Ausdruck Unendliches ganz
fallen zu lassen ¢

Allerdings ist das P.-U. eigentlich kein Unendliches, darum habe ich es
in meinen ,,Grundlagen® uneigentliches Unendliches genannt. Doch wird es
schwer sein, den betreffenden Gebrauch zu beseitigen, um so schwerer, als
das P.-U. der leichtere, angenehmere, oberflichlichere, unselbstindigere Be-
griff und die schmeichlerische Illusion zumeist mit ihm verkniipft ist, als
hitte man daran was Rechtes, was richtig Unendliches; withrend doch in
Wahrheit das P.-U. nur eine geborgte Realitit hat, indem es stets auf
ein A.-U. hinweist, durch welches es erst moglich wird. Daher das dem
P.-U. von den Scholastikern zutreffend gegebene Epitheton: owvvxariyopn-
HATLRWG.

Sehen wir uns ferner die Definition II an, so folgt zunichst, daBl daraus
mit nichten geschlossen werden kann, dafl das A.-U. seiner GréBe nach
unvermehrbar sein miisse; eine irrige Annahme, die nicht nur in der alten
und in der sich an sie anschlieBenden scholastischen, sondern auch in der
neueren und neuesten Philosophie, man kann fast sagen, allgemein ver-

comprehendantur. Impossibile est ergo esse multitudinem infinitam in actu, etiam per
accidens.* '

Dies sind die beiden gewichtigsten Griinde, welche im Laufe der Zeiten gegen das
Transfinitum vorgefithrt worden sind; alle anderen Argumente, die man ausgesprochen
findet, lassen sich verhaltnismaBig leicht negativ entkraften, indem man bemerkt, daB
sie auf einem Fehler im SchlieBen beruhen. Diese beiden Griinde dagegen sind sehr wohl
fundiert und konnten nur positiv gelost und erledigt werden, indem man bewies und zeigte,
daf die transfiniten Zahlen und Ordnungstypen im Reiche des Mdglichen ebensowohl exi-
stieren, wie die endlichen Zahlen und daf} im Transfiniten sogar ein weitaus groferer Reich-
tum an Formen und an ,,species numerorum‘* vorhanden und gewissermafen aufgespeichert
ist, als in dem verhdltnismdifig kleinen Felde des unbeschrinkien Endlichen. Daher standen
die transfiniten Spezies den Intentionen des Schipfers und seiner absolut unermeflichen
Willenskraft ganz ebenso verfiigbar zuGebote, wie die endlichen Zahlen. Man mochte glauben,
dafl S. Thomas diesen Zusammenhang geahnt oder sogar gekannt und durchschaut
und eben darum es verschméaht hat, die anderen, federleichten Argumente gegen die aktual-
unendlichen GroBen und Zahlen, welche sich unter anderem auch in den Schriften seines
Lehrers Albertus Magnus finden, zu reproduzieren. Er blieb und bestand mit grofem
Recht auf jenen inhaltsvollen und gewichtigen zwei Grinden, die nur positiv gelost werden
konnten; gab aber die iibrigen Griinde durchaus gern auf in dem berithmten Ausruf
gegen die Murmurantes: ,, Proeterea adhuc non est demonstratum, quod Deus non possit
facere ut sint infinita actu. (Opusc. de aeternitate mundi.)
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breitet ist!. Vielmehr sind wir hier genétigt, eine fundamentale Distinktion
zu machen, indem wir unterscheiden:

IT* Vermehrbares A.-U. oder Transfinitum.
II° Unvermehrbares A.-U. oder Absolutum.

Die vorhin fiir das A.-U. angefithrten drei Beispiele gehéren sdmtlich in
die Klasse II* des Transfiniten. Ebenso gehort hierher die kleinste iiberend-
liche Ordnungszahl, welche ich mit w bezeichne; denn sie kann zur nichst
groferen Ordnungszahl o + 1, diese wieder zu w -+ 2 usw. vergroBert
resp. vermehrt werden. Aber auch die kleinste aktual-unendliche Michtigkest
oder Kardinalzahl ist ein Transfinitum, und das gleiche gilt von der néchst
groferen Kardinalzahl usw.

Das Transfinite mit seiner Fiille von Gestaltungen und Gestalten weist
mit Notwendigkeit auf ein Absolutes hin, auf das ,,wahrhaft Unendliche,
an dessen GroBe keinerlei Hinzufiigung oder Abnahme statthaben kann
und welches daher quantitativ als absolutes Maximum anzusehen ist. Letzteres
itbersteigt gewissermaflen die menschliche Fassungskraft und entzieht sich
namentlich mathematischer Determination; wogegen das Transfinite nicht
nur das weite Gebiet des Moglichen in Gottes Erkenntnis erfiillt, sondern

1 Da ich seit vier Jahren, nach Publikation der ,,Grundlagen‘, Zeit gefunden habe,
mich in der Literatur der alten und der scholastischen Philosophie etwas genauer um-
zusehen, so weiB ich nun auch, daB das A.-U. in natura creata zu allen Zeiten seine Ver-
teidiger innerhalb der christlichen Spekulation gehabt hat. Durch Bayles Dictionnaire
bin ich vor etwa drei Jahren unter anderem auf den hervorragenden Franziskanermonch
R.P. Emuanel Maignan* aus Toulouse (Cursus philosophicus, Lugduni, 1673) auf-
merksam geworden, der dem kategorematischen Unendlichen eine sehr weite Sphire
zuweist. Darin schlieBt sich ihm an sein Schiiler, der Franziskaner R. P. Joh. Saguens
(vgl. dessen Werk: De perfectionibus divinis. Coloniae 1718). Von den Nominalisten
(im AnschluB an Avicenna) soll der weitaus groBte Teil die ,,unendliche Zahl‘‘ behauptet
haben. Dasselbe wird den Scotisten nachgesagt. Der R.P.T.Pesch fithrt in seinen
Inst. phil. nat. §409 unter den Verteidigern der Méglichkeit der unendlichen Zahlen
auch folgende Autoren an: Gabriel Vasquez (Comm. in Summ. p.1, d.26, c.1),
Hurtado (Phys. d. 13, § 16), Arriaga (Phys. d. 13. n. 32) und Oviedo (Phys. controv. 14,
punct. 4, n. 6; punct. 5). Einen vermittelnden Standpunkt findet man bei den Conimbri-
censes (Phys. 1.3, ¢. 8, q.2) und bei Amicus (Phys. tr. 18, q. 6, dub. 2).

* Die Bezeichnung Emanuel Maignans (er lebte von 1601 bis 1676) als eines
Franziskanerménches ist nicht ganz zutreffend, da hierunter die dem Orden des S. Fran-
ciscus von Assisi angehorigen sogenannten Minoriten oder Seraphischen Briider ge-
wohnlich verstanden werden. E. M. war aber (ebenso wie der als Freund des Cartesius
bekannte Pater Mersenne) ein Minime, d. h. Angehoriger eines von Franciscus von
Paula (1 1507) im Jahre 1435 gestifteten, die Strenge des Franziskanerordens, an den
er sich sonst anschloB, durch Enthaltung von allem Fleisch iiberbietenden Ménchsordens.

Ich verdanke diese Berichtigung der Giite des R. P. Ignatius Jeiler, O. 8. Franz.
Prifekten des Coll. S. Bonaventurae in Brozzi per Quaracchi, bei Florenz.
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auch ein reiches, stets zunehmendes Feld idealer Forschung darbietet und
meiner Uberzeugung nach auch in der Welt des Geschaffenen bis zu einem
gewissen Grade und in verschiedenen Beziehungén zur Wirklichkeit und
Existenz gelangt, um die Herrlichkeit des Schopfers, nach dessen absolut
freiem RatschluB, stirker zum Ausdrucke zu bringen, als es durch eine blofl
»endliche Welt*“ hatte geschehen konnen. Dies wird aber auf allgemeine
Anerkennung noch lange zu warten haben, zumal bei den Theologen, so
wertvoll auch diese Erkenntnis als Hilfsmittel zur Forderung der von ihnen
vertretenen Sache (der Religion) sich erweisen wiirde.

Endlich habe ich Thnen noch zu erkliren, in welchem Sinne ich das Mi-
nimum des Transfiniten als Grenze des wachsenden Endlichen auffasse. Dazu
beachte man, daBl der Begriff ,,Grenze* im Gebiete endlicher Zahlen zwes
wesentliche Merkmale hat, welche hier reziprok auseinander folgen. Die

Zahl 1 z. B. ist die Grenze der Zahlen 2z, =1 — —lv— (wo v eine veridnderliche

endliche ganze, iiber alle endliche Grenzen hinaus wachsende Zahl bedeutet)
und bietet als Grenze folgende zwel auseinander ableitbare Merkmale dar:

Erstens ist die Differenz 1 — z, = % eine unendlich klein werdende Grofe,

d. h. die Zahlen z, ndhern sich der Grenze 1 bis zu beliebiger Nihe.
Zuweitens ist 1 die kleinste von allen Zahlgrofien, welche grofler sind als

alle Grofen z,; denn nimmt man irgendeine Grofe 1 — ¢, die kleiner ist

als1, so wird 1 — ¢ zwar groBer sein als einige der z,; aber von einem ge-

wissen » an, nimlich fiir v > —i—, wird immer 2z, > 1 — ¢ sein; es ist also 1
das Minvmum aller ZahlgroBen, die groBer sind als alle z,.

Von diesen zwei Merkmalen charakterisiert, wie gesagt, jedes fiir sich voll-

standig die endliche Zahl 1 als Grenze der verdnderlichen Grofle z, =1 — L

v

Will man nun den Begriff der Grenze auch auf transfinite Grenzen aus-
dehnen, so dient dazu nur das zweite der soeben angefiihrten Merkmale, das
erste muf} hier fallen gelassen werden, weil es nur fiir endliche Grenzen Be-
deutung, fiir transfinite aber keinen Sinn hat.

Darnach nenne ich beispielsweisew die ,,G'renze* der endlichen wachsenden
ganzen Zahlen v, weil w die kleinste von allen Zahlen ist, die gréfer sind als
alle endlichen Zahlen v; genau ebenso wie 1 als die kleinste von allen Zahlen

gefunden wird, die grofer sind als alle Gréfen z,=1 — ~11)—; jede kleinere

Zahl als w ist eine endliche Zahl und wird von anderen endlichen Zahlen »
der GroBe nach iibertroffen. Dagegen ist hier w — » stets gleich w, und man
kann also nicht sagen, da die wachsenden endlichen Zahlen » ihrem Ziele @
beliebig nahe kommen; vielmehr bleibt jede noch so groBe Zahl » von w
ebensoweit entfernt wie die kleinste endliche Zahl.
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Es tritt hier besonders deutlich der iiberaus wichtige und entscheidende
Umstand hervor, dafl meine kleinste transfinite Ordnungszahl o und folg-
lich auch alle groBeren Ordnungszahlen ginzlich auferhalb der endlosen Zahlen-
rethe 1, 2, 3, usw. liegen. Das w ist nicht etwa Maximum der endlichen
Zahlen (ein solches gibt es ja nicht), sondern w ist das Menimum aller unend-
lichen Ordnungszahlen. Es war das ungliickliche Versehen Fontenelles?,
das Transfinite snnerhalb der Zahlenreihe 1,2,3,...,»,..., wenn auch ge-
wissermafen am Schlufl derselben (der ihr aber ja fehlt) zu suchen; indem
er auf diese Weise seinen unendlichen Zahlen von vornherein einen unlos-
lichen Widerspruch mitgab, war das Schicksal seiner unfruchtbaren Theorie
entschieden; sie mufBite vor einer durchaus berechtigten Kritik? das Feld
raumen. Wenn aber letztere durch die Totgeburt der Fontenelleschen unend-
lichen Zahlen sich auBerdem verleiten lieB, iiber die aktual-unendlichen
Zahlen ganz allgemein den Stab zu brechen, so weill ich, dal sie ihrerseits
durch die Tatsache meiner, von der Fontenelleschen total verschiedenen,
vollstéandig widerspruchsfreien Theorie widerlegt ist.

VIa.

Sie erwdhnen in Threm Schreiben die Frage iiber die aktual unendlich
klesnen GroBen. An mehreren Stellen meiner Arbeiten werden Sie die Ansicht
ausgesprochen finden, daf dies unmdglicke, d.h. in sich widersprechende
(Gtedankendinge sind, und ich habe schon in meinem Schriftchen ,,Grundlagen
e. allg. Mannigfaltigkeitslehre” pag. 8 im § 4, wenn auch damals noch mit
einer gewissen Reserve, angedeutet, dal die strenge Begriindung dieser Po-
sition aus der Theorie der transfiniten Zahlen herzuleiten wire. Erst in diesem
Winter fand sich die Zeit dazu, meine diesen Gegenstand betreffenden Ideen in
die Gestalt eines formlichen Beweises zu bringen. Es handelt sich um den Satz:

» Von Null verschiedene lineare Zahlgroflen C (d. h. kurz gesagt, solche Zahl-
grofen, welche sich unter dem Bilde begrenzier geradliniger stetiger Strecken
vorstellen lassen), welche kleiner wiren als jede noch so kleine endliche Zahl-
grofle, gibt es micht, d.h. sie widersprechen dem Begriff der linearen Zahl-
grofle. Der Gedankengang meines Beweises ist einfach folgender: ich gehe
von der Voraussetzung einer linearen Grofe ¢ aus, die so klein sei, daB ihr
n-faches

Lem

1 Man vgl. Fontenelle: Eléments de la Géometrie de I'infini. Paris 1727.

2 Man vgl. Maclaurin: Traité des Fluxions. Traduction du R.P. Pezenas, t.I
introduction pag. XLI. Paris 1749; ferner Gerdil: Opere edite ed ined. t. IV, pag. 261;
t.V, p. 1. Rome 1806.

3 Das Folgende findet sich fast iibereinstimmend in zwei Briefen; der eine vom
13. Mai 1887 ist an Herrn Gymnasiallehrer F. Goldscheider in Berlin, der andere
vom 16. Mai 1887 an Herrn Professor Dr. K. Weierstral von mir geschrieben worden.
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fiir jede noch so grofle endliche ganze Zahl n Kkleiner ist als die Einheit, und
beweise nun aus dem Begriff der linearen GréBe und mit Hilfe gewisser Sitze
der transfiniten Zahlenlehre, dal alsdann auch
Cew

kleiner ist als jede noch so kleine endliche Grofle, wenn » irgendeine noch so
groBe transfinite Ordnungszahl (d.h. Anzahl oder Typus einer wohlgeord-
neten Menge) aus irgendeiner noch so hohen Zahlenklasse bedeutet. Dies
heilit aber doch, daBl. { auch durch keine noch so kriftige actual unendliche
Vervielfachung endlich gemacht werden, also sicherlich nicht Element end-
licher GroBen sein kann. Somit widerspricht die gemachte Voraussetzung
dem Begriff linearer Grofen, welcher derartig ist, daB nach ihm jede lineare
Grofe als integrierender Teil von anderen, im besonderen von endlichen
linearen GroBen gedacht werden muB. Es bleibt also nichts iibrig, als die
Voraussetzung fallen zu lassen, wonach es eine Grofle ¢ gébe, die fiir jede

endliche ganze Zahl n kleiner wire als %, und hiermit ist unser Satz be-

wiesen. [1]

Es scheint mir dies eine wichtige Anwendung der transfiniten Zahlen-
lehre zu sein, ein Resultat, welches alte, weit verbreitete und tiefwurzelnde
Vorurteile zu beseitigen geeignet ist.

Die Tatsache der aktual-unendlich grofen Zahlen ist also so wentg ein Grund
fiir die Existenz aktual-unendlich kleiner Groflen, daf3 vielmehr gerade mit
Hilfe der ersteren die Unmoglichkeit der letzteren bewiesen wird.

Ich glaube auch nicht, daB man dieses Resultat auf anderem Wege voll
und streng zu erreichen imstande ist.

Das Bediirfnis unseres Satzes ist besonders einleuchtend gegeniiber neueren
Versuchen von O. Stolz und P.Dubois-Reymond, welche darauf aus-
gehen, die Berechtigung aktual-unendlich kleiner GroéBen aus dem so-
genannten ,,Archimedischen Axiom® abzuleiten. (Vgl. O. Stolz, Math.
Annalen Bd. 18, S.269; ferner seine Aufsitze in den Berichten des naturw.
medizin. Vereines in Innsbruck, Jahrginge 1881—82 und 1884; sie sind
betitelt: ,,Zur Geometrie der Alten, insbesondere iiber ein Axiom des Archi-
medes“ und: ,,Die unendlich kleinen Gréfen®; endlich vergleiche man des-
selben Autors: ,,Vorlesungen iiber allgemeine Arithmetik®, Leipzig 1885,
I. Teil, S.205.)

Archimedes scheint nédmlich zuerst darauf aufmerksam geworden zu
sein, daf der in Euklids Elementen gebrauchte Satz, wonach aus jeder
noch so kleinen begrenzten geradlinigen Strecke durch endliche, hinreichend
grofe Vervielfachung beliebig grofie endliche Strecken erzeugt werden konnen,
eines Beweises bediirftig sei, und er glaubte darum diesen Satz als ,,An-
nahme* (Aapufavduevov) bezeichnen zu sollen.
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(Vgl. Eukl. Elem.lib. V, def. 4: Adyov &yew mpos dAinia peyédn Advera,
d dvvarow morramAacialdueva dAAndwy Smepéyew; ferner insbesondere Elem.
lib. X, pr. 1. Archimedes: de sphaera et cylindro I, postul. 5 und die
Vorrede zu seiner Schrift: de quadratura parabolae.) '

Nun ist der Gedankengang jener Autoren (O.Stolz a.a.O.) der, daB
wenn man dieses vermeintliche ,,Axiom* fallen liefe, daraus ein Recht auf
aktual unendlich-kleine Groflen, welche dort ,,Momente genannt werden,
hervorgehen wiirde. Aber aus dem oben von mir angefithrten Satze folgt,
wenn er auf geradlinige stetige Strecken angewandt wird, unmittelbar die
Notwendighkeit der Euklidischen Anmahme. Also ist das sogenannte ,,Archi-
medische Axiom® gar kein Awxiom, sondern ein, aus dem linearen Grofien-
begriff mit logischem Zwang folgender Satz.

VII.:

Wenn man sich iiber den Ursprung des weitverbreiteten Vorurteils gegen
das aktuale Unendliche, des horror infiniti in der Mathematik volle Rechen-
schaft geben will, so muBl man vor allem den Gegensatz scharf ins Auge
fassen, der zwischen dem aktualen und potentialen Unendlichen besteht.
Wihrend das potentiale Unendliche nichts anderes bedeutet als eine un-
bestimmte, stets endlich bleibende, verinderliche Gréfle, die Werte anzu-
nehmen hat, welche entweder kleiner werden als jede noch so kleine, oder
groBer werden als jede noch so groBe endliche Grenze, bezieht sich das
aktuale Unendliche auf ein in sich festes, konstantes Quantum, das groBer
ist als jede endliche Grofle derselben Art. So stellt uns beispielsweise eine
verdnderliche GréBe z, die nacheinander die verschiedenen endlichen ganzen
Zahlwerte 1,2,3,...,», ... anzunehmen hat, ein potentiales Unendliches
vor, wogegen die durch ein Gesetz begrifflich durchaus bestimmte Menge (v)
aller ganzen endlichen Zahlen v das einfachste Beispiel eines aktual-unendlichen
Quantums darbietet.

Die wesentliche Verschiedenheit, welche hiernach zwischen den Begriffen
des potentialen und aktualen Unendlichen besteht, hat es merkwiirdigerweise
nicht verhindert, daB in der Entwickelung der neueren Mathematik mehr-
fach Verwechselungen beider Ideen vorgekommen sind, derart, daB in Fillen,
wo nur ein potentiales Unendliches vorliegt, falschlich ein Aktual-Unendliches
angenommen wird, oder dal umgekehrt Begriffe, welche nur vom Gesichts-
punkte des aktualen Unendlichen einen Sinn haben, fiir ein potentiales Un-
endliches gehalten werden.

1 Dieser Brief ist im Mai 1886 an Herrn S. Giulio Vivanti in Mantua gerichtet
worden. Sein Inhalt ist in den letzten Abschnitt des Aufsatzes: Uber die verschiedenen
Ansichten in bezug auf die aktual-unendlichen Zahlen in Bihang till. K. Svenska Vet.
Akad. Hdl. 11, Nr 19 aufgenommen worden.
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Beide Arten der Verwechselung miissen als Irrtiimer betrachtet werden.

Die erste tritt unter anderem dort auf, wo man, wie es z. B. Poisson
(Traité de Mécanique, 2. e édit. t. I, p. 14) getan hat, die sogenannten Diffe-
rentiale als aktual-unendlich kleine GroBen auffalit, obgleich sie nur die Deu-
tung verdnderlicher, beliebig klein anzunehmender Hilfsgrofen zulassen, wie
schon von beiden Entdeckern der Infinitesimalrechnung, Newton und
Leibniz bestimmt ausgesprochen worden ist. Dieser Irrtum kann, dank
Ausbildung der sogenannten Grenzmethode, an welcher die franzdsischen
Mathematiker unter Fithrung des grofen Cauchy so ruhmvoll beteiligt
sind, wohl als iiberwunden angesehen werden.

Um so mehr scheint mir aber in der Gegenwart die Gefahr des andern
Fehlers zu drohen, welcher darin besteht, von dem Aktual-Unendlichen nichts
wissen zu wollen und es auch dort zu verleugnen, wo keine Méglichkeit vor-
handen ist, ohne einen richtigen Gebrauch desselben den Dingen auf den
Grund zu kommen.

Hier ist in erster Linie die Theorie der irrationalen ZahlgroBen anzufithren,
deren Begriindung nicht durchfithrbar ist, ohne daB das A.-U. in irgend-
einer Form herangezogen wird. Dafl diese Heranziehung auf mehreren Wegen
geschehen kann, findet sich in § 9 der ,,Grundlagen einer allgemeinen Mannig-
faltigkeitslehre’ kurz auseinander gesetzt. Ich habe mich dazu schon frither
(Math. Ann. Bd. 5, 8. 123) [II5, S. 92] besonderer aktual-unendlicher Mengen
rationaler Zahlen bedient, welche ich Fundamentalreihen nenne. Herr E. Heine
ist mir darin gefolgt (Crelles Journ. Bd. 74, S.172); seine Abweichungen
beziehen sich nur auf die Ausdrucksweise, in der Sache stimmt er mit mir
ganz iiberein. Ich erwdhne hier den eigentiimlichen, meines Erachtens riick-
schrittlichen Versuch des Herrn Molk (Acta math. t. VI), die irrationalen
Zahlen génzlich aus dem Gebiet der hoheren Arithmetik zu vertreiben; Herr
Kronecker geht sogar noch weiter und will diese Zahlen auch in der Funk-
tionentheorie nicht dulden, aus welcher er sie durch hichst kinstliche Sub-
sididirtheorien zw verdringen sucht; es bleibt abzuwarten, welchen Erfolg
und welche Dauer diese unnétigen Bemithungen haben werden. (Vgl.
Crelle J. Bd. 99, S. 336.)

Man kann aber noch aus einem andern Gesichtspunkte das Vorkommen
des Aktual-Unendlichen und seine Unentbehrlichkeit sowohl in der Analysis,
wie auch in der Zahlentheorie und Algebra unwiderleglich dartun. Unter-
liegt es ndmlich keinem Zweifel, daB wir die verdnderlichen GroBen im Sinne
des potentialen Unendlichen nicht missen kénnen, so 148t sich daraus auch
die Notwendigkeit des Aktual-Unendlichen folgendermaBen beweisen: Da-
mit eine solche verdnderliche GréfBe in einer mathematischen Betrachtung
verwertbar sei, mul strenggenommen das ,,Gebiet” ihrer Verdnderlichkeit
durch eine Definition vorher bekannt sein; dieses ,,Gebiet* kann aber nicht
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selbst wieder etwas Veriinderliches sein, da sonst jede feste Unterlage der
Betrachtung fehlen wiirde; also ist dieses ,,Gebiet® eine bestimmte aktual-
unendliche Wertmenge.

So setzt jedes potentiale Unendliche, soll es streng mathematisch ver-
wendbar sein, ein Aktual-Unendliches voraus.

Diese ,,Gebiete der Verdnderlichkeit sind die eigentlichen Grundlagen
der Analysis sowohl wie der Arithmetik und sie verdienen es daher in hohem
Grade, selbst zum Gegenstand von Untersuchungen genommen zu werden,
wie dies von mir in der ,,Mengenlehre® (théorie des ensembles) geschehen ist.

Hat aber hiermit das Aktual-Unendliche in Form aktual-unendlicher
Mengen sein Biirgerrecht in der Mathematik geltend gemacht, so ist die For-
derung eine unabweisliche geworden, auch den aktual-unendlichen Zahlbegriff
durch geeignete naturgemife Abstraktionen auszubilden, &hnlich wie die end-
lichen Zahlbegriffe, das Material der bisherigen Arithmetik, durch Abstraktion
aus endlichen Mengen gewonnen worden sind. Dieser Gedankengang hat mich
auf die transfinite Zahlenlehre gefithrt, deren Anféinge sich in den ,,Grund-
lagen einer allgemeinen Mannigfaltigkeitslehre* vorfinden.

VIIIL.®

1. Abstrahieren wir bei einer gegebenen Menge M, welche aus bestimmten,
wohlunterschiedenen konkreten Dingen oder abstrakten Begriffen, welche
Elemente der Menge genannt werden, besteht und als ein Ding fiir sich
gedacht wird, sowohl von der Beschaffenheit der Elemente wie auch von
der Ordnung ihres Gegebenseins, so entsteht in uns ein bestimmter Allgemein-
begriff (universale, unum versus alia, in der Bedeutung: unum aptum inesse
multis)?, den ich die Mdchtigkeit von M oder die der Menge M zukommende

Kardinalzahl nenne. Ich setze fest, daB M ein Zeichen fiir die Michtigkeit
von M sei. Die zwes Striche iiber dem M sollen andeuten, dal an M ein zwei-

! Dieser Abschnitt VIIL gibt einen kurzen Abril der Fundamente der Theorie der
Ordnungstypen; er ist der Hauptsache nach vor bald drei Jahren verfaBt worden und
schon damals zur Aufnahme in ein andres Journal bestimmt gewesen. Nachdem der erste
Bogen bereits gesetzt war, machten sich zu meiner Uberraschung Opportunitatsriick-
sichten geltend, die mich bestimmten, den Aufsatz zuriickzuziehen. Habent sua fata
libelli.

2 Man vgl. P. Matth. Liberatore S. J.: Inst. philos., 2a ed. novae formae, vol. 1,
Logica pars II, 104. Paris 1883. Allen, welche gern oder ungern sich ein getreues Bild
von der thomistischen Philosophie verschaffen wollen, kann ich dieses billige Werk
( 2 vol. 8 Fr. 50 cent) als die m. E. vorziiglichste Einfiihrung in dieses System empfehlen.
Von demselben Autor existieren noch ein kiirzeres einbindiges Handbuch: Comp. Logicae
et Metaphysicae, 2a ed., Napoli 1869 (4 Fr. 30 Cent) und andere geistvolle, sorgfaltigst
gearbeitete Schriften, unter denen ich noch das Werk: Della conoscenza intellettuale,
3a ed., hervorhebe.
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facher Abstraktionsakt vollzogen ist, sowohl in bezug auf die Beschaffenheit
der Elemente, wie auch in bezug auf ihre Ordnung zueiriander. In Nr. 9

wird uns die Bezeichnung M mit nur einem Strich fiir dasjenige universale
begegnen, welches aus M hervorgeht, wenn daran nur die erstere Art der
Abstraktion ausgeiibt wird. Die Elemente behalten hierbei auch im Begriff
diejenige Ordnung zueinander, mit welcher sie in concreto in M gedacht
werden; so wird dasjenige gewonnen werden, was ich den Ordnungstypus
von M nenne. Zunichst bleiben wir jedoch bei den Kardinalzahlen.

2. Zwei bestimmte Mengen M und M, nennen wir dquivalent (in Zeichen:
M ~ M,), wenn es moglich ist, dieselben gesetzmiBig, gegenseitig eindeutig
und vollstédndig, Element fiir Element, einander zuzuordnen.

Ist M ~ M, und M; ~ M,, so ist auch M ~ M,.

Beispiele. a) Die Menge der Regenbogenfarben (Rot, Orange, Gelb,
Griin, Blau, Indigo, Violett,) und die Menge der Tonstufen (C, D, E, F, G,
A, H) sind &dquivalente Mengen und stehen beide unter dem Allgemein-
begriff Sieben.

b) Die Menge der Finger meiner beiden Hinde und die Menge der Punkte
. in dem sog. arithmetischen Dreieck .::-. (M. v. Pascal, Oeuvres compl.
Paris, 1877, Hachette & Cie., tom. III, pag. 243: Traité du triangle arithme-
tique) sind &quivalent; ihnen kommt die Kardinalzahl Zehn zu.

¢) Die aktual-unendliche Menge (») aller positiven, endlichen ganzen
Zahlen v ist dquivalent der Menge (u + »1) aller komplexen ganzen Zahlen von
der Form u + v4, wo 4 und » unabhéngig voneinander alle ganzzahligen posi-

tiven Werte erhalten ; diese beiden Mengen sind dquivalent der Menge (':f-) aller
positiven rationalen Zahlen %, wo u und » relativ prim zueinander sind ; letz-
teres erscheint um so merkwiirdiger, als die den rationalen Zahlen entspre-
chenden sog. rationalen Punkte einer Geraden in dieser ,,iiberalldicht* liegen
(vgl. Math. Ann. Bd. 15, 8. 2) [hier S.140], wihrend die den ganzen Zahlen »
entsprechenden Punkte der Geraden in Abstéinden von der Gré8e der zugrunde
gelegten Langeneinheit aufeinander folgen. Aber auch der Inbegriff aller
sog. algebraischen Zahlen hat, wie ich bewiesen habe, nur die Michtigkeit
des Inbegriffs (v), welches die kleinste Machtigkeit ist von allen, die bei aktual-
unendlichen Mengen iiberhaupt vorkommen.

d) Dagegen ist die Menge aller reellen (d.h. der rationalen und irratio-
nalen, der algebraischen und transzendenten) ZahlgréBen nicht dquivalent
der Menge (v), wie ich zuerst in Bd. 77 von Crelles J. [III 1, S.115] und
spater noch einmal in Bd.15 der Math. Ann. [III4, S.143] und in Acta
math. Bd. 2 bewiesen habe. Wohl ist aber auch der nicht weniger merk-
wiirdige Satz von mir bewiesen worden, daB sog. n-dimensionale stetige
Gebilde hinsichtlich ihres Punktbestandes dquivalent sind dem Linear-
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kontinuum, also mit diesem gleiche, von (v) verschiedene Michtigkeit haben.
{Vgl. hier I1I2) S.119.]

3. Aus Nr.1 und 2 wird bewiesen, dall Aquivalente Mengen immer
eine und dieselbe Michtigkeit oder Kardinalzahl haben und daf auch um-
gekehrt Mengen von derselben Kardinalzahl dquivalent sind. In Zeichen
konnen wir diesen Doppelsatz so formulieren: Ist M ~ M, so ist auch
M= M und umgekehrt .

Die Kenntnis nur eines Zuordnungsgesetzes fiir zwei Mengen M und M,
geniigt, um die Aquivalenz derselben zu konstatieren; doch gibt es immer
viele, im allgemeinen sogar unzéhlig viele Zuordnungsgesetze, durch welche
zwel dquivalente Mengen in gegenseitig eindeutige und vollstindige Bezie-
hung zueinander gebracht werden konnen.

4. Steht es nach irgendeinem Beweise fest, dal zwei gegebene Mengen M
und N nicht dquivalent sind, so tritt einer von folgenden zwei Féllen ein:
entweder es 138t sich aus N ein Bestandteil N' absondern, so dafl M ~ N’ oder
es laBt sich aus M ein Bestandteil M’ absondern, so da M’ ~ N. Im ersten

Falle heifit M Kleiner als N im zweiten nennen wir M groBer als N.

Hier kann nicht genug betont werden, daf das exklusive Verhalten der
beiden Fille, welches der Definition des Grofer- und Kleinerseins bei Kar-
dinalzahlen zugrunde liegt, wesentlich von der gemachten Voraussetzung
abhingt, dall M und N nicht gleiche Méchtigkeit haben. Sind nimlich die
beiden Mengen dquivalent, dann kann es sehr wohl vorkommen, daf Bestand-

teile M’ und N’ derselben existieren, fiir welche sowohl M= N wie auch

M’ =N. Man hat den Satz: sind M und N zwei solche Mengen, dall Be-
standteile M’ und N’ von ihnen abgesondert werden konnen, von denen sich

zeigen 1a8t, dall M=N"und M' = — N, so sind M und N équivalente Mengen.

1 Die Kardinalzahl M einer Menge M bleibt nach 1. ungeéindert dieselbe, wenn
an Stelle der Elemente m, m’, m”, . .. von M andere Dinge substituiert werden. Ist nun
M ~ M,, so existiert ein Zuordnungsgesetz, durch welches den Elementen m, m’, m”, . ..
von M die Elemente ml, m;, mi’, ... von M, entsprechen; man kann sich an die Stelle
der Elemente m, m’, m”, ... in M mit einem Male die Elemente m,, mj, m{, ... von M,
substituiert denken; da.durch geht die Menge M in M 1 iiber, und da bei diesem Ubergange
an dér Kardinalzahl nichts geéindert wird, so ist M =M.

Die Umkehrung dieses Satzes ergibt sich aus der Bemerkung, dafl zwischen den
Elementen einer Menge M und den Einsen ihrer Kardinalzahl M ein gegenseitig eindeu-
tiges und vollstindiges Zuordnungsverhaltnis besteht, so dafl wir sagen konnen, es

ist: M ~ M. Hat man daher zwei Mengen M und M, mit gleicher Kardinalzahl, so ist
letztere sowohl der Menge M wie auch der Menge M, dquivalent; folglich sind auch M
und M, aquivalent; denn es besteht der Satz: sind zwei Mengen einer dritten dquivalent,
so sind sie auch untereinander dquivalent. [Vgl. IIT 9, S. 283—285 und die beziigliche
Anmerkung 8. 351.]
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5. Die durch Vereinigung zweier Mengen M und N hervorgehende Menge
werde mit M -+ N bezeichnet, wo spiter das Néhere itber die Ordnung der
Elemente in dieser neuen Menge gesagt werden wird, auf welche Ordnung
es ja hier bei den Kardinalzahlen nicht ankommt. Hat man zwei andere
Mengen M’ und N’, so dal M ~ M’ und N ~ N’, so sieht man leicht, daBl
auch M + N ~ M’ + N’, sofern die Summanden keine gemeinsamen Ele-
mente haben.

Auf diesen Satz wird die Definition der Summe zweier und folglich auch

mehrerer Kardinalzahlen oder Mdchtigkeiten gegriindet: ist g = Mundb =N,
so versteht man unter a -+ b diejenige Kardinalzahl, welche der Menge M - N
zukommt, d. h. man definiert:

a+b=M+N.

Das kommutative Gesetz (@ + b =Db 4 a) und das assoziattve Gesetz
(a4 (b + ¢) = (a + b) + ¢) bediirfen, wie man sich leicht iiberzeugt, hier
bet den Kardinalzahlen keiner weitliufigen Beweise, weil die Kardinalzahl
durch den Abstraktionsakt, welcher sie liefert (m.v. Nr. 1), von vornherein
von der Ordnung ihrer Elemente unabhdngig dst.

6. Sind M und N zwei Mengen, so verstehe man unter M-N irgendeine
dritte Menge, die dadurch aus N hervorgeht, daBl man an Stelle jedes einzelnen
Elementes von N je eine Menge setzt, die dquivalent ist der Menge M ; iiber
die Ordnung der Elemente dieser neuen Menge wird erst in Nr. 11 eine
Bestimmung getroffen werden; hier kommt es darauf nicht an. Man beweist
nun sehr leicht, daB alle nach dem bezeichneten Modus zu gewinnenden
Mengen M-N untereinander dquivalent sind, und griindet hierauf die Defi-
nition des Produkts zweier Kardinalzahlen. Ist a die Méchtigkeit von M,
b die von N, so definiert man:

a-b=M-N.
a heiBt der Multiplikandus, 6 der Multiplikator in diesem Produkt.

Auch hier wird leicht bewiesen, daB das kommutative Gesetz: a'b =b-a
und das assoziative Gesetz: a-(b-¢) = (a-b)-c fiir Mdichtigkeiten oder Kar-
dinalzahlen allgemeine Giiltigkeit haben. Ebenso besteht, wie man leicht
zeigen kann, das distributive Gesetz: a(b 4 ¢) =ab 4+ ac.

7. Alles Vorangehende bezieht sich gleichmiBig auf endliche sowohl, wie
auch auf aktual-unendliche Mengen und Kardinalzahlen.

Fiir endlicheMengen 148t sich nun weiter bewevsen, dal}, wenn von dreiendlichen
Kardinalzahlen a,b und ¢ die letztere gleich ist der Summe der beiden ersteren,
a -+ b =¢, alsdann niemals ¢ gleich einem der Summanden a und b sein kann?*.

1 Der Beweis dieses Satzes muB sorgfaltigst gefithrt werden; denn gerade wegen

seiner fundamentalen Einfachheit und weil er fiir selbstversténdlich gehalten wird, liegt
hier die Gefahr einer Erschleichung besonders nahe. — Die Bedeutung des Satzes ist
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Wenn aber von der Voraussetzung der Endlichkeit bei den drei Zahlen a, b, ¢
abgesehen wird, so hort dieser Satz auf richtig zu sein, und darin liegt der
tiefste Grund der wesentlichen Verschiedenheit zwischen endlichen und aktual-
unendlichen Zahlen und Mengen, einer Verschiedenheit, welche so groB ist,
dafl man die Berechtigung hat, die unendlichen Zahlen ein ganz neues Zahlen-
geschlecht zu nennen.

Hier liegt nun der grofle Stein des Anstofles, den von altersher Philo-
sophen und Mathematiker nicht haben wegrdumen kénnen, und der die

diese: Ist M eine endliche Menge, M’ ein echter, von M verschiedener Bestandteil von
M, so sind M und M’ nicht aquivalent.

Unter einer endlichen Menge verstehen wir eine solche M, welche aus einem urspring-
lichen Element durch sukzessive Hinzufiigung neuer Elemente derartig hervorgeht,
daB auch rickwdirts aus M durch sukzessive Entfernung der Elemente in uwmgekehrier
Ordnung das urspriingliche Element gewonnen werden kann. [Hierzu vergleiche III 9,
§5, S. 2891f. und die zugehorige Anmerkung S. 352.]

Ich schicke folgenden allgemeinen, hochst einleuchtenden Hilfssatz voraus: sind
irgend zwei Mengen M und N #quivalent, so kénnen sie (im allgemeinen auf viele Weisen)
so in gegenseitig eindeutige und vollstindige Zuordnung gebracht werden, daB bei
dieser Zuordnung einem beliebig vorgegebenen Elemente m von M ein ebenso beliebig
gewihltes Element n von N entspricht. '

Und nun wird zum Beweise des in Rede stehenden Satzes ein vollstindiges Induk-
tionsverfahren eingeleitet.

Man setze eine Menge M voraus, welche keinem ihrer Bestandteile dquivalent ist;
ich will zeigen, daB alsdann auch die aus M durch Hinzufiigung eines neuen Elementes !
hervorgehende Menge M + I dieselbe Eigenschaft hat, mit keinem threr Bestandteile
aquivalent zu sein. Sei N irgendein Bestandteil von M -+ 7, so kann er zwei Fille dar-
bieten. 1) Es gehért das Element ! mit zu N, so daB N = N’ -+ I. N’ ist dann offenbar
auch Bestandteil von M. Wire nun N ~ M + [, so konnte nach obigem Hilfssatze
zwischen den Mengen N und M -+ 7 eine solche gegenseitig eindeutige und vollstindige
Korrespondenz hergestellt werden, daBl das Element ! von N dem Element ! von M + 7
entspricht; durch diese Zuordnung wiirde auch eine Zuordnung zwischen N’ und M
hergestellt sein und es wire M seinem Bestandteil N’ dquivalent, gegen unsere Voraus-
setzung. 2) Es gehort / nicht mit zu N; dann ist N nicht nur Bestandteil von M + I,
sondern auch von M. Ware in diesem Falle N ~ M —+ [, so nehme man irgendeine gegen-
seitig eindeutige und vollstindige Zuordnung der beiden Mengen M + ! und N und es
moge bei derselben dem Elemente ! von M + I das Element » von N entsprechen. Ist
N = N’ 4+ n, so wire durch diese Zuordnung auch eine gegenseitig eindeutige und voll-
standige Korrespondenz zwischen N’ und M hergestellt, was, da auch hier N’ Bestandteil
von M ist, gegen die gemachte Voraussetzung streitet, wonach M keinem ihrer Bestand-
teile dquivalent ist.

Der in Rede stehende Satz ist unmittelbar einleuchtend fiir den Fall einer aus zwes
Elementen bestehenden Menge. Vermdge des soeben Bewiesenen wird die Richtigkeit
desselben auf jede endliche Menge iibertragen.

Als durchaus wesentliches Merkmal endlicher Mengen mufl es angesehen werden,
daf} eine solche keinem ihrer Bestandteile squivalent ist. Denn eine aktual unendliche
Menge ist immer so beschaffen, daBl auf mehrfache Weise ein Bestandteil von ihr be-
zeichnet werden kann, der ihr dquivalent ist.
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meisten von ihnen bestimmt hat, allen Versuchen, die Lehre vom Unendlichen
einen weiteren Schritt vorwirts zu bringen, standhaft und hartnickig, mit
aller Zahigkeit eines uralten und, wenn auch falschen, doch darum nicht
weniger fest eingewurzelten Prinzips entgegenzutreten. Man tiuschte sich
mit der Annahme, es sei ein Widerspruch, wenn einer unendlichen Menge M
dueselbe Zahl zukomms wie einem Bestandtesl M’ von M. DaB diese Annahme
auf einem TrugschluB beruht, kann wie folgt bewiesen werden. Ist etwa
M =M+ M", so ist die Behauptung, der Menge M komme dieselbe Kar-
dinalzahl zu wie der Menge M’, nach Nr.1 gleichbedeutend mit dem Satze:
die Mengen M und M’ stehen unter einem und demselben Allgemeinbegriff,
der durch Abstraktion von der Beschaffenheit und der Anordnung ihrer
Elemente gewonnen wird; mit anderen Worten, es wird mit jener Behaup-

tung gesagt, daB M = M’ ist. Seit wann wire aber ein Widerspruch darin
zu sehen, dafl der Bestandteil eines Ganzen, nach irgendeiner Hinsicht,
unter einem und demselben ,,universale‘ steht wie das Ganze ? Man erwidert
vielleicht hierauf, es sei wohl im allgemeinen zuzugeben, dafl ein Ganzes
und sein Bestandteil unter einem und demselben ,,universale* stehen koénnen,
allein hier handle es sich um eine besondere Art von Allgemeinbegriffen, um
Zahlen, und bei Zahlen treffe dies nicht zu. Dann koénnte meinetseits verlangt
werden, daB fiir letztere Behauptung, wonach bei den Zahlen in der bezeich-
neten Richtung ein Ausnahmefall stattfinde, der Beweis gebracht werde.
Es mag ja sein, daB man ihn hier und da versuchen wird. Gelingen wird er
aber nur damn, wenn stillschweigend die Voraussetzung hinzugenommen
wird, daB es sich um endliche Mengen handle; und diese Voraussetzung ist
es Ja gerade, welche hier vermieden werden muB. Um aber nach meinen
Kriften wnnmiitzen Bemiihungen, die sich nur im Kreise bewegen wiirden,
vorzubeugen, will ich die Sache noch stirker beleuchten und bemerke: die
Behauptung, der Menge M komme dieselbe Kardinalzahl zu, wie ihrem Be-
standteil M’, st nicht gleichbedeutend mit der Aussage, dafi den konkreten
Mengen M und M’ eine und dieselbe Realitiit zukomme; denn wenn auch an

den zugehorigen Allgemeinbegriffen M und M’ die Bedingung des Gleich-
seins erfiillt ist, so ist damat schlechterdings nmicht der vorausgesetzten Tat-
sache widersprochen, daf3 die Menge M sowohl die Realitdt von M', wie auch
diejenige von M'" wmfafit. Sind nicht eine Menge und die zu shr gehorige Kar-
dinalzahl ganz verschiedene Dinge ? Steht uns nicht erstere als Objekt gegen-
wiber, wogegen letztere ein abstraktes Bild davon in unserm Geiste ist? Der
alte, so oft wiederholte Satz: ,, Totum est majus sua parte* darf ohne Beweis
nur in bezug auf die, dem Ganzen und dem Teile zugrunde liegenden Enti-
titen zugestanden werden; dann und nur dann ist er eine unmittelbare Folge
aus den Begriffen ,,totum“ und ,,pars®. Leider ist jedoch dieses ,,Axiom‘
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‘und ,,pars®. Leider ist jedoch dieses ,,Axiom* unzihlig oft, ohne jede Be-
griindung und unter Vernachlissigung der notwendigen Distinktion zwischen
,»Realitdt und’,,GroBe‘ resp. ,,Zahl® einer Menge, gerade in derjenigen Be-
deutung gebraucht worden, in welcher es im allgemeinen falsch wird, sobald
es sich um aktual-unendliche Mengen handelt und in welcher es fiir endliche
Mengen nur aus dem Grunde richtig ist, weil man hier imstande ist, es als
richtig zu beweisen. Ein Beispiel moge alles erlautern.

Sei M die Gesamtheit (v) aller endlichen Zahlen », M’ die Gesamtheit (2v)
‘aller geraden Zahlen 2y. Hier ist unbedingt richtig, dafl M seiner Entitat
nach reicher ist, als M’; enthilt doch M auller den geraden Zahlen, aus wel-
chen M’ besteht, noch auBlerdem alle ungeraden Zahlen M’'. Andererseits
ist ebenso unbedingt richtig, da den beiden Mengen M und M’ nach Nr. 2
und 3 dieselbe Kardinalzahl zukommt. Beides ist sicher und keines steht dem
andern im Wege, wenn man nur auf die Distinktion von Realitit und Zahl
achtet. Man muB} also sagen: die Menge M hat mehr Realitit wie M’, weil
ste M' und auferdem M' als Bestandteile enthdlt; die den beiden Mengen M
und M’ zukommenden Kardinalzahlen sind aber gleich. Wann endlich werden
alle Denker diese so einfachen und einleuchtenden Wahrheiten (gewill nicht
zu ihrem Nachteile) anerkennen ?

8. Nach den Auseinandersetzungen und Erkldrungen der vorigen Num-
mer wird man an Sitzen, wie etwa die folgenden:

a-+7v=naq; a-v=a; @ =a
(wo # die Bedeutung irgendeiner endlichen, a die Bedeutung irgendeiner

1 Tch fithre im folgenden eine im Verhiltnis zum vorhandenen Material verschwin-
dende Zahl von Autoren an, welche das hier charakterisierte Versehen begangen zu
haben scheinen und infolgedessen als Gegner der aktual unendlichen Zahlen zu be-
zeichnen sind.

Fullerton: The conception of the infinite, chap. 2. Philadelphia 1887.

Renouvier: Esq. d’une classif. syst. d. doctr. philos. 1, 100. Paris 1885.

Moigno: Imposs. d. nombre act.inf. Paris 1884. Hier werden Galilei, Gerdil,
Toricelli, Guldin, Cavalieri, Newton, Leibniz als solche angefiihrt, welche so-
genannte Beweise gegen die Moglichkeit aktual unendlicher Zahlen gefithrt hétten.

Cauchy: Sept. legons d. phys. gén. 23. Paris 1868.

Salv. Tongiorgi, S. J. Inst. phil. Paris, ed. 10a, t. 2, Ont. § 3501f.

Sanseverino: El d. 1. phil. chrétienne 2e, Ontol. §252. Avignon 1876.

Pesch, Tilm. S. J.: Inst. phil. nat. §412. Freiburg 1880.

Zigliara, Card. Th. Maria: O. P. Summa phil. Ed. 5a, Vol. 1, Ont. Lib. 2, cap. 3,
art. 5, II, III.

Gerdil, Card.: Op. ed. et ined. 4, 261; 5, 1. Rom 1806.

Leibniz: Ed. Erdmann S. 138, 244, 236.

Goudin: O. P. Phil. juxta D. Thomae dogm. 2, 189. Paris 1851.

Pererius, Bened. S. J.: De comm. omn. rer. nat. princ. et affect. lib. 10, cap. 9.
Lugduni (1585).

Cantor, Gesammelte Abhandlungen. 27
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transfiniten Kardinalzahl hat), ich sage, man wird an solchen Sitzen keinen
AnstoB mehr nehmen kénnen, falls man gegen sie nichts anderes vorzubringen
findet, als daB sie mit den hergebrachten Sitzen fiir nur endliche Zahlen
nicht iibereinstimmen. Denn, wie schon gesagt, es handelt sich bei unsern
transfiniten Zahlen um ein neues Zahlengeschlecht, dessen Beschaffenheit man
zu erforschen, nicht aber nach dem Rezept von Vorurteilen eigenmichtig
zu priparieren hat. Jene Sitze sowie alle anderen, die ich in diesem kurzen
Abri nicht anfithren kann, haben ihren festen Bestand durch die logische
Kraft von Bewetisen, die, von den vorher gegebemen, micht willkiirlichen oder
gekiinstelten, sondern aus dem Quell naturgemdifer Abstrakiion entsprungenen
Definitionen ausgehend, mat Hilfe von Syllogismen zum Ziele gelangen. Es
empfiehlt sich dabei namentlich, diejenigen Methoden weiter auszubilden,
welche in Crelle J. Bd. 84, S. 253, Acta math. Bd. 4, S. 381, Bd. 7, S. 105,
Math. Ann. Bd. 23, S. 453 [hier III 2, III 6, ITI 7, III 4] eingefiihrt worden
sind?,
(Fortsetzung des Textes auf S. 420.)

1 In den Nummern 1 bis 8 dieses Aufsatzes sind die Fundamente der allgemeinen finiten
sowohl wie transfiniten Kardinalzahlenlehre in méglichster Kiirze gelegt. Zur Vervollstan-
digung will ich noch einiges in bezug auf die endlichen Kardinalzahlen hinzufiigen. Unter
einer endlichen Kardinalzahl verstehe ich eine solche, welche einer endlichen Menge in der
Weise entspricht, wie dies in den Nummern 1 bis 3 erklirt worden ist. Was hierbei unter
einer endlichen Menge verstanden werden muB, findet sich in der Note zu Nr. 7, S. 61.
Hiernach hebe ich zundchst hervor, dal jede endliche (ebenso wie jede transfinite) Kar-
dinalzahl fiir sich eine durchaus unabhdngige ideale Existenz und Stellung hat mit Bezug
auf alle die anderen Kardinalzahlen. Zur Bildung des Allgemeinbegriffs ,,finf* bedarf
es nur einer Menge (z. B. der vollzahligen Finger meiner rechten Hand), welcher diese
Kardinalzahl zukommt; der Abstraktionsakt mit Bezug auf die Beschaffenheit und
Ordnung, in welcher diese wohlunterschiedenen Dinge mir entgegentreten, bewirkt
oder vielmehr weckt in meinem Geiste den Begriff ,,fiinf“. Es ist also die ,,fiinf* an und
fiir sich unabhéngig von der ,,vier oder ,,drei* und von irgendwelcher anderen Zahl.
Jede Zahl ist ihrem Wesen nach ein einfacher Begriff, in welchem eine Mannigfaltigkeit
von Einsen organisch-einheitlich in spezieller Weise zusammengefaBt ist, so daB darin
die verschiedenen Einsen sowie auch die aus ihrer teilweisen Zusammenfassung hervor-
gehenden Zahlen virtuelle Bestandteile sind. Der Umstand, da nach der in Nr. 5 gegebenen
Summendefinition die Gleichung

5=2+3
besteht, darf uns nicht zu der Annahme verleiten, als seien in dem Begnff 5 die Begmffe 2
und 3 als Teile real enthalten; ware dies der Fall, so wiirde nimmermehr 5 auch = 1 + 4
sein konnen. Wohl aber lassen sich 1, 2, 3 und 4 als virtuelle Bestandteile von 5 be-
zeichnen, wenn hierunter nichts anderes verstanden wird, als daB in jeder konkreten
Menge M von der Kardinalzahl 5 sich Teilmengen M’ vorfinden, denen die Kardinal-
zahlen 1, 2, 3 oder 4 entsprechen. Jene Gleichung hat also die Bedeutung einer be-
stimmten idealen Beziehung der drei fiir sich bestehenden Kardinalzahlen 2, 3 und 5,
und dieser idealen Beziehung entspricht als Korrelat die Tatsache, daB jede konkrete
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Menge von der Kardinalzahl 5 aus zwei Teilmengen real zusammengesetzt werden kann,
welchen die Kardinalzahlen 2 und 3 entsprechen.

Analog sind alle zwischen Kardinalzahlen bestehenden, auf Grund der Definitionen
in Nr. 1 bis 6 aufgebauten Gleichungen und Ungleichheiten zu deuten, sie stellen feste ideale
Beziehungen und Gesetze unter Zahlbegriffen dar, die thr Korrelat und in gewissem Sinne,
ndmlich fiir unsere menschliche Erkenntnisweise, thr Fund t in bestimmien Beziehungen
konkreter Mengen haben.

Unter den gesetzméaBigen Beziehungen, welche in mannigfaltigst umschlungener Ver-
kettung das Reich der endlichen Kardinalzahlen zu einem idealen, organischen Ganzen
verbinden, verdient diejenige zunichst hervorgehoben werden, durch welche wir nach
der in Nr. 4 gegebenen Definition (man beriicksichtige hierbei auch die Note S. 414 zu
Nr. 7), von je zwei verschiedenen Kardinalzahlen a und b die eine als die kleinere, die
andere als die groflere zu bezeichnen haben. Hat man noch eine dritte ¢, so beweist man
leicht, daB, wenn a < b und b < ¢, alsdann auch immer a << ¢ ist.

Die Gesamtheit aller endlichen Kardinalzahlen bildet also, wenn in ihr die kleineren
Zahlen einen niedrigeren Rang erhalten als die groBeren, in dieser Rangordnung das,
was ich eine einfach geordnete Menge nenne. Doch noch mehr; sie stellt sich uns in dieser
Rangordnung als eine wohlgeordnete Menge (vgl. Grundlagen e. allg. Mannigfaltigkeitslehre
S. 4) [S. 168] vor. Denn wir haben hier ein dem Rang nach niedrigstes Element, die kleinste
Kardinalzahl 1 und eine auf jede endliche Kardinalzahl ¥ dem Range, d. h. hier der GroBe
nach nichstfolgende endliche Kardinalzahl ¥ + 1. So erhalten wir die Gesamtheit aller

endlichen Kardinalzahlen in der sogenannten natiirlichen endlosen Folge: 1,2, 3, ..., v, ..
in welcher Folge sie eine wohlgeordnete Menge vom Ordnungstypus w darstellt.

Die Endlosigkeit dieser Folge gibt den Beweis, daB die Gesamtheit aller endlichen
Zahlen, als ein Ding fiir sich betrachtet, eine aktual unendliche Menge, ein Transfinitum
ist. Denn fiir die Behauptung, daff eine Menge aktual unendlich sei, ist die Bestimmtheit
aller ihrer Elemente sowie das Gréfersein der Anzahl derselben im Vergleich mit jeder end-
lichen Zahl das allein Wesentliche; nicht aber ist erforderlich, daf3 die Menge in irgendeiner
Form durch ein letztes, zu ihr gehoriges Glied begrenat sei. Abgegrenzt ist eine Menge voll-
kommen schon dadurch, daf alles zu ihr Gehirige in sich bestimmt und von allem nicht zu
thr Gehirigen wohl unterschieden ist. Dies stimmt vollkommen mit demjenigen iiberein,
was S. Augustin in dem pag. 32 abgedruckten Kapitel seiner Hauptschrift De Civitate
Dei, lib. XTI, cap. 19, sagt: ,,Ita vero suis quisque numerus proprietatibus terminatur,
ut nullus eorum par esse cuicumque alteri possit. Ergo et dispares inter se atque diversi
sunt, et singult quique finiti sunt, et omnes infiniti suni.

Bietet sich solcherweise die Anordnung: 1, 5, 3,...,7 ... der endlichen Kardinal-
zahlen wie von selbst dar und ist dies der Grund, warum sie allgemein die Benennung
der ,,natiirlichen Folge der ganzen Zahlen* erhalten hat, so darf darum nicht iiber-
sehen werden, daB diese gesetzmiBige Reprisentation der Menge (v), bei der vorhin
hervorgehobenen idealen Unabhingigkeit jeder Zahl von allen anderen und wegen der
Mannigfaltigkeit von Beziehungen der Zahlen untereinander, nur eine von unzihlig vielen
mdglichen gesetzmifigen Zusammenfassungen und Anordnungen aller endlichen Kardinal-
zahlen ist, so daB es in gewissem Sinne wohl als willkiirlich bezeichnet werden muf, wenn
gerade diese, auf die Grofenbeziehung basterende Rangordnung der endlichen Kardinal-
zahlen die ,,natiirliche Folge* derselben genannt worden ist. Spéter werden wir sehen,
daB auch die Gesamtheit aller Kardinalzahlen oder Mdchtigkeiten (der endlichen und der
iiberendlichen), wenn man sie sich nach ihrer GréBe geordnet denkt, eine wohlgeordnete
Menge bildet.

s

27*



420 IV. Abhandlungen zur Geschichte der Mathematik und zur Philosophie.

Um die Kardinalzahlenlehre, fiir welche in den acht ersten Nummern
dieses Abschnitts VIII die obersten Begriffsbestimmungen gegeben worden
sind, in das Gebiet des T'ransfiniten sicher hiniiberzufithren und dort zu
strenger Ausbildung zu bringen, ist man, wie ich im Abschnitt I angedeutet
habe, auf die Heranziehung der transfiniten Ordnungszahlen angewiesen,
welche selbst nur spezielle Formen der Ordnungstypen oder Idealzahlen (giduoi
vondoi oder eidnrixoi) sind. Die transfiniten Ordnungszahlen sind namlich
dichts anderes, als Typen derjenigen unendlichen einfach geordneten Mengen,
welche von mir wohlgeordnete Mengen genannt worden sind. (Vgl. Grund-
lagen e. allg. Mannigfaltigkeitsl. § 2) [S.168]. In den folgenden Nummern
dieses Abschnittes VIII. entwickele ich daher zunéchst die Prinzipien der all-
gemeinen Theorie der Ordnungstypen, und es sollen alsdann in einem spétern
Aufsatze die Grundziige der speziellen Theorie der Ordnungszahlen, nebst
ihrer Anwendung auf die Kardinalzahlenlehre folgen.

9. Stellen wir uns, wie in Nr. 1 dieses Abschnitts, eine bestimmte Menge M
vor, die aus gegebenen, wohlunterschiedenen Elementen E, E', E”, ... be-
steht, welche konkrete Dinge oder abstrakte Begriffe (letztere aber, ebenso
wie jene, im Sinne von uns gegeniiberstehenden Objekten gedacht) sein
konnen; sie mogen nach n voneinander unabhéingigen Beziehungen!, welche
ich Richtungen (dieses Wort nicht bloB im geometrischen, sondern in all-
gemeinerem Sinne verstanden) nennen will, geordnet sein. Diese n Richtungen
mogen als 1%, 2% ... % ... «% Richtung unterschieden werden. Eine
solche Menge M nennen wir eine n-fach geordnete Menge.

Zum genauen Verstéindnis dieses Begriffs heben wir die folgenden Eigen-
schaften und Bestimmungen desselben hervor.

Sind E und E’ irgend zwei Elemente von M, so besteht unter ihnen nach
jeder der n Richtungen ein bestimmtes Verhiltnis des niederen, gleichen oder
hoheren Ranges (des modregov xai Govepov xava vdfw). Bedienen wir uns
der gebréuchlichen Bezeichnungen <<, =, > fiir das Kleiner-, Gleich- und
GroBersein zur Andeutung dieser drei Ranguerhdltnisse, so wird also, wenn »
eine der Zahlen 1, 2, 3, . . . n bedeutet, nach der »*" Richtung E entweder <,
oder =, oder > als E’ sein. Fiir verschiedene Richtungen kann das Rang-
verhéltnis von E zu E’ iibereinstimmen oder differieren.

Sind E, E' und E" drgendwelche drei Elemente von M und bestehen
nach der »*® Richtung die Beziehungen

E<E und F E,
so ist nach derselben v*" Richtung auch immer
‘ E<E",

1 Hier hat » die Bedeutung einer endlichen Kardinalzahl mit EinschluB von n = 1.



4. Mitteilungen zur Lehre vom Transfiniten. VIII Nr.9. 421

wobei hier das Zeichen = dann und nur dann giiltig ist, wenn es in den
beiden vorangehenden Relationen Geltung hat.

Dies sind die Voraussetzungen, unter denen ich eine gegebene Menge M
eine n-fach geordnete Menge mit Bezug auf jene n Ordnungsrichtungen, letztere
in einer bestimmien Reihenfolge als 1%, 2%, ..., n' Richtung gedacht, nenne.

Zur Erlauterung fithre ich einige Beispiele von mehrfach geordneten
Mengen an, bei denen die Rangordnung der Elemente nach mehreren Rich-
tungen durch Natur oder Kunst gegeben ist.

Erstes Beispiel. Im Raume seien m bestimmte Punkte irgendwie
gelegen. Bezieht man sie in der iiblichen Weise auf ein dreiachsiges, ortho-
gonales Koordinatensystem, setzt die z-Achse als erste, die y-Achse als zweite
und die z-Achse als dritte Ordnungsrichtung fest und a8t demgemi das Rang-
verhiltnis von je zwel Punkten £ und E’ nach der 1%, 22 und 3" Richtung
durch die GroBenbeziehung resp. ihrer Koordinaten z und z', y und ¢/, 2
und 2’ bestimmt sein, so ist hiermit unser aus m Punkten bestehendes Punkt-
system als eine dreifach geordnete Menge aufgefalit. Auf die Entfernungen
und sonstigen geometrischen Beziehungen der m Punkte kommt es bei dieser
Auffassung gar nicht an; nur die gegenseitige Rangordnung der m Punkte
nach den drei Ordnungsrichtungen ist hier wesentlich.

Zweites Beispiel. Ebenso lassen sich m Punkte in einer Ebene, unter
Zugrundelegung eines zweiachsigen orthogonalen Koordinatensystems als eine
zweifach geordnete Menge auffassen, wobei wiederum die Entfernungen und
sonstigen geometrischen Beziehungen der 7 Punkte nicht in Betracht kommen.

Drittes Beispiel. Man nehme ein Tonstiick, sei es eine einfache Melodie
oder ein kompliziertes musikalisches Kunstwerk, etwa eine Symphonie oder
ein Oratorium. Dasselbe setzt sich aus einer bestimmten Zahl m verschie-
dener T'one zusammen, die nach vier voneinander unabhiingigen Richtungen
geordnet sind.

Als erste Richtung nehme man die Folge der Tone in der Zeit; in dieser
Beziehung erhalten die beiden Tone E und E’ gleichen Rang, wenn sie gleich-
zeitig erfolgen oder, wie man sich ausdriickt, einem Akkord angehoren, andern-
falls E einen niederen oder hoheren Rang als E’ hat, je nachdem E frither
oder spéter als B’ eintritt.

Die zweite Richtung werde von der Dauer, welche jeder Ton fiir sich in
der Zeit hat, bestimmt, so daB in dieser Beziehung zwei Téne E und E’
gleichen Rang erhalten, wenn sie gleiche Dauer haben, wogegen der Rang
von E hier niedriger oder hoher ist als der von E’, je nachdem die Dauer
von E kleiner oder grofer ist als die von E'.

Die dritte Richtung sei durch die Hohe der Tone gegeben, so daB hier £ und
E’ gleichen Rang haben, wenn sie von gleicher Hohe sind, hingegen & niederen
oder hoheren Rang als E’ erhélt, je nachdem E tiefer oder hoher ist als E'.
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Endlich werde die vierte Ordnungsrichtung in analogem Sinne durch die
Intensitit der Tone bestimmt. So aufgefalBt stellt demnach jedes Tonstiick
eine vierfach geordnete Menge vor.

Viertes Beispiel. Betrachten wir ein Gemilde und fassen darin m
bestimmte Punkte ins Auge, etwa so viele und solche, dal sie in der Ent-
fernung, von welcher aus das Bild gesehen wird, den Eindruck des konti-
nuierlichen Ganzen hervorbringen. Beziehen wir das Bild auf eine horizontale
und vertikale Richtung als auf ein zweiachsiges Koordinatensystem, so 1a8t es
sich nach folgenden Gesichtspunkten als eine vierfach geordnete Menge auffassen.

Die z-Koordinaten mogen zur Bestimmung der ersten, die y-Koordinaten
zur Bestimmung der zweiten Ordnungsrichtung dienen. Die dritte Richtung
werde durch die Farbe der Punkte gegeben, so dafl zwei Punkte E und E’
in dieser Richtung gleichen Rang haben, wenn sie von gleicher Farbe sind,
dagegen E niedrigeren oder hoheren Rang als E’ einnimmt, je nachdem
der Farbe von E eine kleinere oder groflere Wellenlinge entspricht als der-
‘jenigen von E’. Endlich bestimme die Farbenintensiti¢ der m Punkte die
vierte Ordnungsrichtung.

In diesen vier Beispielen haben wir endlicke, d.h. aus einer endlichen
Zahl von Elementen zusammengesetzte mehrfach geordnete Mengen in Be-
tracht gezogen. Unser Begriff bezieht sich aber auch auf Mengen mit einer
unendlichen Zahl von Elementen; es handelt sich dann jedoch immer um nur
Aktualunendliches, da nur solche Mengen ein Interesse fiir uns haben, die
in sich bestimmt sind und von welchen daher sidmtliche Elemente als fertig
zusammen bestehend gedacht werden miissen. Das potentiale Unendliche
kommt hier nicht zur Geltung, weil es seinem Begriffe nach nur auf un-
bestimmte, resp. verdnderliche Dinge bezogen werden kann.

So konnen wir beispielsweise alle diejenigen Punkte des Raumes ins
Auge fassen, bei denen, unter Zugrundelegung eines dreiachsigen, orthogonalen
Koordinatensystems, alle drei Koordinaten rationales Verhéltnis zur Liangen-
einheit haben; sie bilden, wenn, wie im ersten Beispiel, die GroBe ihrer Ko-
ordinaten zur Bestimmung ihrer Rangordnung verwendet wird, eine be-
stimmte dresfach geordnete aktual-unendliche Punkimenge.

Nach diesen Erlduterungen geheich ohne weiteres zur Erklirung dessen iiber,
was ich den Ordnungstypus oder die Idealzahl einer geordneten Menge nenne.

Ses M irgendeine bestimmie, aus einer endlichen oder aktual unendlichen
Zahl von Elementen E,E',E",... bestehende n-fach geordnete Menge. Ab-
strahieren wir an thr von der Beschaffenheit der Elemente, unter Beibehaltung
shrer Rangordnung nach den n verschiedenen Richtungen, so wird in uns ein
intellektuales Bild, ein Allgemeinbegriff (universale) erzeugt, welchen ich den
der Menge M zukommenden n-fachen Ordnungstypus oder auch die der Menge M
entsprechende Idealzahl nenne und mit M bezeichne.
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Es entspricht also jedem Punktsystem im Raume (im Sinne des 1. Bei-
spiels) ein dreifacher, jedem Punktsystem in der Ebene (im Sinne des.2. Bei-
spiels) ein zweifacher, jeder Punktmenge in der geraden Linie ein einfacher
bestimmter Ordnungstypus, wihrend einem Tonstiick (unserm 3. Beispiel ge-
m&f) und einem Gemilde (in der Auffassung unseres 4. Beispiels) bestimmte
vierfache Ordnungstypen zukommen. Ist es daher nicht undenkbar, daB
einem Tonstiick und einem Gemélde zufillig ein und derselbe Ordnungstypus
zugrunde liege, so sieht man hieraus, wie unter Umsténden die heterogensten
Dinge durch das gemeinsame Band der Idealzahlen verbunden sein kénnen.

10. Fassen wir den aus einer geordneten Menge M vermége des beschrie-

benen Abstraktionsakts gewonnenen Ordnungstypus M genauer ins Auge.

Den einzelnen Elementen E, E’, E”,... der Menge M entsprechen in
ihrem Ordnungstypus M lauter Einsen e — 1,e=1,¢"=1,..., die als
solche zwar alle gleich sind, sich aber durch ihre Stellung innerhalb des Ord-
nungstypus M voneinander unterscheiden; es herrscht unter ihnen dieselbe
Rangordnung wie unter den Elementen der Menge M. :

Wir haben uns daher unter einem n-fachen Ordnungstypus das sdeale
Paradigma einer n-fach geordneten Menge, gewissermafen eine n-dimen-
stonale ganze reale Zahl, d.h. eine begriffliche, organisch-einheitliche Zu-
sammenfassung von Einsen e =1, ¢'=1, ¢’ =1, ... zu denken, die nach n
verschiedenen und voneinander unabhingigen Beziehungen, welche auch
hier Richtungen genannt werden sollen, geordnet sind. Nimmt man srgend
welche zwel von diesen Einsen e und ¢’, so hat nach der »*" Richtung
(fir v =1,2,...,n) e entweder gleichen Rang mit ¢, oder es ist der Rang
von e niedriger, oder er ist héher wie derjenige von e'. Das Rangverhaltnis
derselben zwei Hinsen ¢ und e’ kann nach der »*" und nach einer andern
¥ Richtung iibereinstimmen oder differieren. Sind e, ¢’, ¢’ trgendwelche
drei jener Einsen und hat man nach der »*" Richtung:

e<e und ¢ <é”,
so ist nach derselben +*" Richtung:

e<ell

= ’

wo das Zeichen = dann und nur dann gilt, wenn in beiden vorangehenden
Relationen das Zeichen = Geltung hat?.

Ich nenne den Ordnungstypus einen reinen Ordnungstypus, wenn je zwet
seiner Einsen e und e’ zum wentgsten nach einer der n Richtungen verschie-
denen Rang haben.

1 Ich erinnere daran, daB hier (vgl. Nr.9) die Zeichen <, = und > zur Angabe
von Rangverhdlinissen verwandt werden.
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Andernfalls nenne ich ihn einen gemischten Ordnungstypus; bei diesem
vereinigen sich die Einsen zu bestimmten Gruppen, so daB die einer und
derselben Gruppe angehorigen Einsen nach allen n Richtungen gleichen Rang
haben und daher zu einer bestimmien Kardinalzahl zusammenflieBen, wihrend
die, verschiedenen Gruppen angehorigen Einsen zum wenigsten nach einer
der n Richtungen verschiedenen Rang haben.

Jeder gemischte Ordnungstypus geht folglich aus einem bestimmien reinen
Ordnungstypus dadurch hervor, daf3 in letzteren an Stelle der Einsen gewisse
Kardinalzahlen substituiert werden.

Es erhebt sich nun die Frage, wann zwei verschiedene n-fach geordnete
Mengen M und N einen und denselben Ordnungstypus haben und wann nicht ?
Zur Beantwortung derselben bedienen wir uns des Beziehungsbegriffs der
Ahnlichkeit geordneter Mengen.

Zwet n-fach geordnete Mengen M und N werden ,,ihnlich* genannt, wenn es
maglich ist, sie gegenseitig eindeutig und vollstiindig, Element fir Element, ein-
ander so zuzuordnen, daf, wenn E und E' irgend zwer Elemente von M, F
und F' die beiden entsprechenden Elemente von N sind, alsdann fiirv =1,2,...,n
das Rangverhilinis von E zu E' nach der v* Richtung innerhalb der Menge M
genau dasselbe ist wie das Rangverhiiltnis von F zu F' nach der v*" Richtung
innerhalb der Menge N . Wir wollen eine derartige Zuordnung von zwes einander
dhnlichen Mengen eine Abbildung der einen auf die andere nennen.

Die Ahnlichkeit zweier Mengen M und N werde durch folgende Formel
ausgedriickt: U~ N

Wir koénnen nun die aufgeworfene Frage durch folgenden Satz beant-
worten:

Zwer n-fach geordnete Mengen M und N haben dann und nur dann etnen
und denselben Ordnungstypus, wenn sie Ghnlich sind; in Zeichen: wenn M ~ N,

s0 ist M =N und umgekehrt: wenn M =N, so ist M ~ N.

Beide Teile dieses Doppelsatzes ergeben sich leicht durch Zuriickgehen
auf die Begriffe des Ordnungstypus und der Ahnlichkeit geordneter Mengen
in analoger Weise, wie wir in Nr. 3 dieses Abschnitts VIII den Satz bewiesen
haben, dal zwei Mengen dann und nur dann gleiche Kardinalzahl haben,
wenn sie dquivalent sind.

Der Ordnungstypus einer gegebenen n-fach geordneten Menge M ist also
derjenige Allgemeinbegriff, unter welchem die Menge M und alle ihr dhnlichen
Mengen stehen, der aber sonst keine anderen Dinge unter sich begreift, so daf3
sein Umfang durch M und die M dhnlichen Mengen genaw bestimmi ist. -

Die Ahnlichkeit zweier Mengen M und N begriindet, wie man unmittel-
bar sieht (Vgl. Nr. 2) auch ihre Aquivalenz, wihrend umgekehrt dquivalente
Mengen nicht éhnlich zu sein brauchen.
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Wir konnen daher sagen’:
Haben zwer geordnete Mengen M und N einen und denselben Ordnungs-
typus, so kommt ihnen auch immer eine und dieselbe Kardinalzahl zu; in Zei-

chen: ist M = N, so hat man auch M = N.
Die Kardinalzahl einer geordneten Menge M ist daher immer auch die

Kardinalzahl ihres Ordnungstypus M und geht aus letzterem durch die
Abstraktion von der eigentiimlichen Rangordnung seiner Einsen hervor.

Ist « ein Zeichen fiir den Ordnungstypus M, so sei & ein Zeichen fiir die

Kardinalzahl M. In diesem Sinne haben wir in den Nummern 1—8 dieses
Abschnitts die Zeichen 1,2,3,...,,... fir die endlichen Ordnungszahlen,

dagegen die Zeichen 1,2,3,...,%,... fiir die endlichen Kardinalzahlen ge-
braucht.

Je nachdem die Kardinalzahl einer Menge endlich oder transfinit ist,
nennen wir die Menge selbst und ihren Ordnungstypus endlich oder transfinit.

Bei zwel transfiniten n-fach geordneten Mengen kann es, wenn sie dhnlich
sind, vorkommen, daf es nicht bloB eine Abbildung der einen auf die andere,
sondern deren mehrere, ja sogar unendlich viele Abbildungen derselben zwei
dhnlichen Mengen auf einander gibt; in diesen Fillen 148t jede Menge des
entsprechenden Ordnungstypus sich in mehrfacher Weise auf sich selbst
abbilden, und ebenso kénnen wir von dem betreffenden Ordnungstypus
sagen, dal er sich selbst auf mehrfache Weise dhnlich ist. Hat man es mit
endlichen n-fach geordneten Mengen von reinem Ordnungstypus zu tun,
so existiert fiir je zwei dhnliche Mengen immer nur eine einzige Abbildung.
Diese Eigenschaft ist jedoch nicht auf endliche Mengen beschriinkt; es gibt
auch Klassen von transfiniten geordneten Mengen, die nur eine Abbildung
von zwei dhnlichen Mengen zulassen und dazu gehéren beispielsweise alle
diejenigen einfach geordneten Mengen, welche ich wohlgeordnete Mengen?! ge-
nannt habe.

11. Ein n-facher Typus « setzt sich, wie wir in Nr. 10 sahen, aus gewissen
Einsen e, ¢/, ¢/, . . . zusammen, die nach » Richtungen ein bestimmtes Rang-
verhéltnis zu einander haben. FaBt man nicht alle, sondern nur einen ge-
wissen Teil von diesen Einsen ins Auge, so bestimmt derselbe fiir sich in
der vorliegenden Rangordnung ebenfalls einen Typus y, den wir als Teil
von « (allerdings nur im virtuellen Sinne verstanden) ansehen konnen. So
enthilt also jeder Typus o andere Typen y,y',y",... als virtuelle Teile,
welche gewissermaBen teils auseinanderfallen, teils ineinander eindringen.
Die Mannigfaltigkeit von Beziehungen zwischen dem Ganzen und den Teilen
ist bei den Typen eine so groBe, daB es geraten scheint, sich zuniichst auf die

1 Man vgl. Grundlagen e. allg. Mannigfaltigkeitslehre S. 4 [S. 168].
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Betrachtung der einfachsten Verhiltnisse zu beschrinken; sie hingen mit
den Operationen des Addierens und Multiplizierens von zwei n-fachen Typen «
und f zusammen, und diese will ich jetzt mit der unerléBlichen Ausfithrlichkeit
erkliren.

a) Definitionen von o 4 f. Wir denken uns zwei Mengen M und N, denen

die Typen M=« N= B zukommen, und setzen aus ihnen eine neue geord-
nete Menge, die wir mit M -+ N bezeichnen, zusammen, und zwar mit fol-
genden Bestimmungen iiber die Rangordnung der Elemente. Die Elemente
von M moégen innerhalb M + N unteresnander dieselbe Rangordnung nach
allen n Richtungen behalten, welche sie in M hatten; ebenso mogen die Ele-
mente von N innerhalb M 4 N untereinander dieselbe Rangordnung nach
allen # Richtungen bewahren, welche ihnen in N zukam; endlich mégen
in M + N alle Elemente von N nach jeder der » Richtungen hoheren Rang
haben als alle Elemente von M.

Alle Mengen M + N, welche diesen Anforderungen geniigen, sind offen-
bar untereinander #dhnliche n-fach geordnete Mengen und bestimmen den-
jenigen Typus, den wir als die Summe o + B betrachten wollen. Wir haben
also folgende Definitionsgleichung:

und es heifit hier « der Augendus, 8 der Addendus.
Darnach beweist man leicht die Giiltigkeit des assoziativen Gesetzes:
«t B+y)=(+p+y
Das kommutative Gesetz hat dagegen hier keine allgemeine Herrschaft;
abgesehen von Ausnahmen, sind « + 8 und S -+ « verschiedene Typen.

Man bemerke noch, daf die Kardinalzahl von o -+ f§ gleich ist der Summe
der Kardinalzalilen von o« und B (vgl. Nr. 5); in Zeichen:

atf=a+p.
b) Definition von o-f. Man lege eine Menge N vom Typus § zugrunde,

so daB N =pf, und bezeichne die Elemente, aus denen N besteht, mit
F.,F,,..,F,,...

Ferner seien M,, M,,..., M,, ... lauter Mengen vom Typus «, so daB

M=My=...=M;=-.. =a.
Diese einander éhnlichen Mengen denken wir uns auf einander abgebildet;
es seien:
E, ., E,, ..., E ,, ... die Elemente von M,
E,,,Ey,, ..., E,,, ... die Elemente von M,

E, ., B, ..., B;,, ... die Elemente von M;, ...
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und zwar mogen
E\u By ..., By ..

bei den zugrunde gelegten Abblldungen einander entsprechende Elemente
von My, M,,...,M,,... sein.

Es werde nun eine neue Menge, die ich mit M - N bezeichne, aus N dadurch
gebildet, daB darin an Stelle der Elemente F{,F,,..., F,,... resp. die
Mengen My, M,, ..., M,, ... substituiert werden, wobei die Rangordnung
folgenden Bestimmungen unterworfen sei. Alle Elemente E, , E, . einer
und derselben Menge M, mogen innerhalb M-N unteretnander nach allen
n Richtungen dasselbe Rangverhéltnis behalten, welches sie in M, hatten.
Fiir zwei Elemente £, , und E, ,, welche zwei verschiedenen Mengen M,
und M, angehoren, mufl dagegen eine Unterscheidung gemacht werden:
1) Haben F, und F, innerhalb N nach der »*® Richtung verschiedenen Rang,
so sei die Rangbeziehung von E, , zu E, ,, innerhalb M-N in der »*" Rich-
tung dieselbe, wie die von F, zu F 1nnerhalb N nach der »*® Richtung.

2) Haben F, und F, innerhalb N nach der #*® Richtung gleichen Rang, so
sel das Rangverhiltnis von E, , zu E, ., innerhalb M-N in der »** Rich-
tung dasselbe, wie das von E w20 E . innerhalb M, oder, was wegen
der Abbildung von M, auf M, dasselbe bedeutet wie das von E, zu K, .
innerhalb M, nach der »**" Richtung.

Man iiberzeugt sich leicht, dall alle nach dieser Vorschrift gebildeten
n-fach geordneten Mengen M-N untereinander dhnlick sind, und es gilt
dies im besondern auch, wenn statt der zugrunde gelegten Abbildungen
der Mengen M,, M,,...,M,,... andere Abbildungen derselben voraus-
gesetzt werden, falls deren mehrere moglich sind.

Mit der Menge M-N ist also ein bestimmter Typus gegeben und dieser
ist es, der das Produkt aus dem Multiplikandus o in den Multiplikator B
genannt werden soll. Wir haben also folgende Definition:

«-f=M-N.
Man beweist auch hier das assoziative Gesetz:
a (B-y)=(a-f)7,
wihrend o+ im allgemeinen von §-o verschieden ist.
Auch hat man das distributive Gesetz:

a(By)=ap+oay
mit o als Multiplikandus.
Ferner sieht man, im Hinblick auf Nr. 6, daf die Kardinalzahl des Pro-
dukts zweier Typen gleich ist dem Produkt aus den Kardinalzahlen der
beiden Faktoren; in Zeichen:

@B =ua-B.
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Ist ein Typus & nicht anders als Produkt zweier Typen « und f darstellbar,
als daB der Muliiplikator f dem Typus m selbst oder der Eins im n-fachen
Ordnungssystem gleich ist, so nennen wir & einen Priméypus.

12. Mit einem gegebenen n-fachen Typus « héingen gewisse andere Typen
eng zusammen, welche ich die mit « konjugierten Typen nenne.

Man kann die dem Typus « eigene Rangordnung so veréindern, daf simt-
liche Rangbeziehungen der Einsen e, €', ¢”, . . . mit Bezug auf die u'® und »*
Richtung miteinander vertauscht, nach allen anderen Richtungen aber er-
halten bleiben.

Zwei Einsen e und ¢’ haben demnach im transformierten Typus nach der
¥ und »*" Richtung dieselben Rangbeziehungen, welche ihnen in « resp.
nach der »*® und p*" Richtung zukommen, wihrend nach den anderenn — 2
Richtungen keine Anderung in der Rangordnung der Einsen eintritt. Diese
Transformation nennen wir die Vertauschungstransformation mit Bezug auf
die u*° und v*° Richtung.

Solcher Vertauschungstransformationen gibt es » (n—g—ﬂ ; ihre wieder-
holte Anwendung liefert, wenn der Typus o mitgezihlt wird, im ganzen
n! =1.2.3...n im allgemeinen verschiedene konjugierte Typen.

Es laBt sich aber auch aus « dadurch ein im allgemeinen neuer Typus
herstellen, daB alle Rangverhéltnisse mit Bezug auf die »* Richtung um-
gekehrt, mit Bezug auf die anderen Richtungen aber konserviert werden.
Zwei Einsen e und e’ haben hier im transformierten Typus mit Bezug auf die
»* Richtung das entgegengesetzte Rangverhéltnis von demjenigen, welches
sie nach derselben »"*® Richtung in « haben; kommt den Einsen e und e’
in « gleicher Rang in der »*® Richtung zu, so bleibt er natiirlich bei der
Transformation erhalten; nach allen iibrigen Richtungen sind die Rang-
beziehungen von e und ¢ in beiden Typen dieselben. Diese Transfor-
mation nennen wir Umbkehrtransformation mit Bezug auf die v'° Richtung.
Solcher Umkehrtransformationen gibt es n; ihre sukzessive Anwendung
liefert, wenn o mitgezéhlt wird, im ganzen 2" verschiedene konjugierte
Typen.

Setzt man die Vertauschungstransformationen und die Umkehrtrans-
formationen beliebig zusammen, so erhidlt man, mit EinschluB von «, im
ganzen 2"-IT n im allgemeinen verschiedene konjugierte Typen. In beson-
deren Fillen reduzieren sich dieselben auf eine geringere Zahl, unter Um-
sténden sind sie sogar alle gleich.

13. Beschréinken wir unsere weiteren Betrachtungen zunichst auf end-
liche n-fache Typen, d. h. auf solche, bei denen die zugehérige Kardinalzahl m
endlich ist.

Die reinen einfachen Typen (n =1) fallen hier mit den endlicken Ord-
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nungszahlen 1,2, 3,4, ... zusammen, weil die endlichen einfach geordneten
Mengen von reinem Typus zugleich immer wohlgeordnete Mengen (vgl.
iiber diesen Begriff; Grundl. e. allg. Mannigfaltigkeit. p.4.) sind, deren
Typen ich allgemein Ordnungszahlen nenne. Zu jeder endlichen Kardinal-
zahl m gibt es nur einen einzigen reinen einfachen Typus, d.h. nur eine
Ordnungszahl; es héngt dies unmittelbar mit dem in Nr.7 bewiesenen Satz
zusammen, wonach eine endliche Menge niemals einem ihrer Bestandteile
dquivalent ist.

Die Anzahl aller einfachen Typen (n = 1), d. h. der reinen und der ge-
mischten, von gegebener Kardinalzahl m ist hingegen, wie man sich leicht
iiberzeugt, gleich 2™~

Fassen wir jetzt die zweifachen Typen (n = 2) von endlicher Kardinal-
zahl m ndher ins Auge.

Ein solcher Typus o besteht (vgl. Nr. 10) aus m Einsen, die nach zwei
voneinander unabhingigen Richtungen eine bestimmte Rangordnung
haben.

Es moégen diese m Einsen im ganzen s verschiedene Rangstufen nach
der ersten Richtung haben und ¢ sei die Anzahl der verschiedenen Rang-
stufen nach der zweiten Richtung.

Die verschiedenen Rangstufen erster Richtung wollen wir als 1%¢, 2, ..., s
Rangstufe unterscheiden, und zwar so, daf die 1'°® Rangstufe alle Einsen
von o umfaflt, welche den niedrigsten Rang nach der ersten Richtung haben,
die zweite alle Einsen enthilt, welche den néchst héheren Rang nach der
ersten Richtung haben usw.; auch werde mit ¢, die Anzahl der verschie-
denen Einsen bezeichnet, welche nach der ersten Richtung den ersten Rang
haben, mit g, die Anzahl der Einsen zweiten Ranges usw., mit g, die
Anzahl der Einsen s**® Ranges in bezug auf die erste Richtung.

te

Ganz analog unterscheiden wir 1%, 2t .. . ¢* Rangstufe zweiter Rich-
tung und bezeichnen mit hy, kg, ..., h, die Anzahlen der Einsen, welche
resp. den 1%®, 2tn %2 Rang nach der zweiten Richtung haben.

So entsprechen jedem Typus o gewisse positive ganze Zahlen s,t,g,,
o5+« +sGgs By hgy o o ., by Threr Bedeutung nach sind sie alle < m und man
hat immer '

gt A G=htht o th=m (1)

Zur vollstindigen Bestimmung des zweifachen Typus « fithren wir ein
System von s-¢ GroBen k, , ein, wo der Index u die Werte 1,2,3,.
der Index » die Werte 1, 2 3 , ¢ erhdlt, und zwar habe &, , die Bedeu—
tung der Anzahl derjenigen Elnsen in «, welche den u*™® Rang nach der
ersten und den #**® Rang nach der zweiten Richtung haben; falls solche
Einsen in « nicht vorhanden sind, habe %k, , den Wert Null.
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Wir wollen das so bestimmte System:
T R

kl.t~1’ k2,t-1’ cey ks,t—l

..................

(2)

------------------

die Charakteristik von o nennen.

Ist « ein reiner Typus, so haben die GroBen %, , nur die Werte O und 1;
bei gemischten Typen « kommt unter den Grofen k, , wenigstens eine vor,
die groBer ist als 1.

Es bestehen hier folgende Gleichungen, die sich unmittelbar aus der
Bedeutung der darin vorkommenden Buchstaben ergeben:

u=1,2,...,8
v=1,2,...,
2 ku,v = Gu (3)
r=1,2,...,¢
Z kﬂ,v - hv
u=1,2,...,8

Es stellt daher das System (2) von nicht negativen ganzen Zahlen k, , dann
und nur dann die Charakteristik eines zweifachen Typus « vor, wenn die
daraus nach (3) resultierenden Summen m, 9, und h, von Null verschiedene
positive ganze Zahlen sind, wie aus dem Sinn von m, g, und &, sich ergibt.

Unsere Aufgabe sei nun die Bestimmung der Anzahl aller reinen zwer-
fachen Ordnungstypen von gegebener Kardinalzahl m; diese Anzahl, als Funk-
tion von m gedacht, werde mit @ (m) bezeichnet.

Bevor ich die Losung entwickele, mochte ich in der nebenstehenden
Tafel® die verschiedenen zweifachen reinen Typen fiir m =1, 2 und 3 ver-
anschaulichen, deren es fiir m =1 einen: oy, fiir m =2 vier: By, fa, B3, Pu>
fir m = 3 vierundzwanzig: p, bis y,, gibt. Sie sind durch Punktmengen in
der Ebene dargestellt, welche wir in dem Sinne als zweifach geordnete Mengen
aufzufassen haben, daBl die erste Ordnungsrichtung durch die horizontale
Richtung von links nach rechts, die zweite Ordnungsrichtung durch die
vertikale Richtung von unten nach oben bestimmt sind. Jeder Punkt repré-
sentiert eine Eins in dem betreffenden Ordnungstypus. Punkte, welche auf
einer und derselben Vertikalen liegen, entsprechen im Typus Einsen, die

1 Ich verdanke die zweckmiaBige Herstellung derselben Herrn Dr.H. Wiener,
Privatdozenten der Mathematik an der Universitidt in Halle.



4. Mitteilungen zur Lehre vom Transfiniten. VIII Nr. 13. 431

nach der ersten Richtung gleichen Rang haben; liegen aber zwei Punkte
nicht auf einer Vertikalen, so hat von den beiden durch sie dargestellten
Einsen diejenige den niedrigeren Rang in der ersten Ordnungsrichtung,

(7]
.
6, [ Brosa, 8,
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[ Tz 3 Tg s is
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welche dem links vom andern gelegenen Punkte entspricht. Ebenso haben
Einsen, denen Punkte auf einer und derselben Horizontalen entsprechen,
im Typus gleichen Rang nach der zweiten Ordnungsrichtung, wogegen von
zwei Einsen, deren entsprechende Punkte nicht auf einer und derselben
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Horizontalen liegen, diejenige den niedrigeren Rang nach der zweiten Ord-
nungsrichtung hat, fiir welche der entsprechende Punkt der niedriger in der
Ebene gelegene ist.

Zur Erlauterung der Zahlen s, ¢, g, h bemerke ich, dafl in o: s =1,
t=1,inB;:s=2,¢=1,in fy: s=1,¢t=2,in By und B,: s =2, t =2,
iny:s=3t=1iny,: s=1,¢=3,in y, bis y4: s =2, ¢t =2, in p; bis
Y12t § =3, 6 =2,1n p;3 bis ;51 8 =2, ¢ =3, In p,4 bis pye: s =3, t = 3 ist.
Ferner hat man beispielsweise in y4: ¢, =2, ¢, =1, by =1, hy =2, in
bis ou: gy =gy =¢s =hy =hy =hy = 1.

Die vier letzten Reihen in unsrer Tafel mogen die in Nr. 11 erklirten
Operationen der Addition und Multiplikation von Typen veranschaulichen.

Es werde nun mit ¢’(gy, ga5 - - -» gs, t) die Anzahl der reinen zweifachen
Typen bezeichnet, in welchen s und ¢ (beide < m) sowohl wie auch g;, g, ..., g,
gegebene positive Werte haben, bei denen die Bedingungsgleichung (1) erfiillt
sel. Dann setzt sich offenbar @(m) nach folgender Formel zusammen:

Om) = 2 71 gy 00 0 (4)

yz+ ctgs=m

Die Summation ist hier so zu verstehen, dal den Buchstaben s und ¢
alle Werte von 1 bis m beizulegen sind und bei jedem Wertepaar s, ¢ die
Buchstaben ¢,, g5, . . -, g, alle positiven Wertsysteme zu durchlaufen haben,
die der Bedingungsgleichung (1) gentigen.

@ (915 Gas - - +» §ss t) ist nach (3) die Anzahl der Losungssysteme (k, ),
welche folgenden s Gleichungen:

kyo+kyot oot k=0
ko1 4 koa+ « -0 4 ky i =9p ()
ks,1+ks,2+ v +ks,t:gs
sowie auch den ¢ Nebenbedingungen:
hy >0, by >0, ... b,>0 (6)
geniigen, wobei die s-¢ Unbekannten k, , nur die Werte 0 und 1 erhalten
diirfen und wo die %, die Bedeutung der in (3) geschriebenen Summen haben.

Sei (g1, ga» - - +» s> t) die Anzahl der Losungssysteme (k,,) fiir das-
selbe Gleichungssystem (5), wenn die Nebenbedingungen (6) fallen gelassen
werden; diese Anzahl ist, weil hier die Gleichungen (5) unabhingig vonein-
ander aufzulosen sind, gleich dem Produkt aus den Anzahlen der Losungen,
welche die einzelnen Gleichungen (5), jede fiir sich, haben.

Die Anzahl der Losungssysteme einer Gleichung von der Form:

ky+ky+ oo +h=g
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in ganzen Zahlen k,,k,, ..., k,, welche nur die Werte 0 und 1 annehmen
diirfen, ist gleich dem Binomialkoeffizienten

ty _tt—1)(—2)...(l—g+1)
R "

\

Man hat folglich:

t t t
w(yl,gz,---,gs,t)=(gl)-(gz)--~(93)— (8)
Zwischen den Funktionen ¢ und ¢’ besteht aber folgende Beziehung:
t ,
(P(gl’gzsﬂ-,gs’t): 4\7 <v>"p(gl’92=°'°’gs,t‘—"’)- 9)

v=0,1,2,...,1~1.

Das allgemeine Glied dieser Summe ist ndmlich gleich der Anzahl der-
jenigen Losungssysteme von (5), fiir welche » der Summen Ay, hy, ..., %,
den Wert Null, die iibrigen ¢ — » dieser Summen aber von Null verschiedene
Werte haben; summiert man daher von » =0 bis ¥ =¢ — 1, so erhélt man
als Resultat die Anzahl ¢(gy, s, - - -, g5, £)-

Aus (9) ergibt sich leicht, wenn man darin ¢t =1, 2,3, ..., m setzt und
diese m Gleichungen nach den Werten der Funktion ¢’ auflost, folgende
Umkehrung: :

?7’(91, 9as « - -» Js» t) = 02 (— 1)v< :)"P(gla Jos > 95, L — 7). (10)
v=0,1,...,t—1

Wird dieser Wert von ¢’ in die Formel (4) eingesetzt, nachdem vorher
der Buchstabe ¢ in ¢ verwandelt worden ist, so erhilt man:

Fassen wir hier diejenigen Glieder zusammen, in denen ¢" — » einen und
denselben Wert ¢ hat, so erhilt der Koeffizient von ¢(g;, ¢s, - - -, g5, t) fol-

genden Wert:
2=y ==y tem,,

¥=0,1,2,...,m—t

tj‘”) die hier eingefithrte Funktion C(m, ¢)

durch folgende Gleichung definiert ist

wo demnach wegen (t -: v) = (

m—t
cma=(3)~ () (TN
Wir haben daher

¢('m’): 2/ (— 1)m~t0(’m’, t)"P(gl’ Gas -« -59s> t)'
it gt tge=m
8=1,2,...,m
t=1,2,...,m

Cantor, Gesammelte Abhandlungen. 28
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Wird also folgende Funktion:
Dim, )= 2 @1, 0a---1 000 (12)

G1+get e Fgs=m
2 m

in die Betrachtung eingefiihrt, so haben wir:
Om)y= D (—1)""C(m,1)-Dm,1). (13)
t=1,2,...,m

Hiermit ist die gesuchte Funktion @ (m) auf die beiden Funktionen C(m, t)
und D(m, t), welche durch die Formeln (11) und (12) definiert sind, zuriick-
gefiihrt.
Zur praktischen Berechnung bieten sich Rekursionsformeln dar.
Fiir C(m, t) beweist man leicht die Funktionalgleichung:
Cm+1,t4+1)=C(m,t+1)+C(m,1). (14)
Man hat auBerdem fiir diese Funktion die Werte:
C@2m,1)=m; CC2m+1,1)=m - 1; (15)
5
Cim,m)=1; C(m,t) =0, wenn ¢t > m.

Daraus ergibt sich nebenstehende Tabelle fir C(m,t), die leicht zu
vervollstdndigen ist. Andererseits haben wir

lsl‘f?jﬂ» 2 73‘74 5 ‘ 6 nach (12):
17‘ 1 3_”_A ,,,.,,b “A,,‘ ‘IW D(m + 1 > t) = Z (P(go, 91, .. ':gs: t)
2 111 ‘ Gotgit -+ +ga=m+1
S R A, §=0,1,2,...,m

3 2 ¢_2 o Fir s =0, gy =m + 1 nimmt das all-
4 2 4 3 1 gemeine Glied der letzten Summe den Wert
5 3 ‘1{ 7 ;;157 <m-t|- 1) an; man kann daher, unter Beriick-
613 9 13 115 1 sichtigung des Umstandes, daB ¢;, ¢s, .. ., ¢s

r " positiv sind und daher s < m 4 1 — ¢, sein
mull, schreiben:

t t
D(m‘l“l:t):(m-}—l)‘l_ 2 <go>¢(91,92,---:9s’5)-
gitgete e +gs=m+1—g,
$=1,2,3,...,m+1—g,
g0=1,2,3,...,m

Also ist
D(m—}—l,t):(m_fl_l)—}—(;l)D(],t)
+ (1) DO+ -+ (1) Dlm,0).

Setzt man daher fest, daf}
D@0,t) =1 (16)
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diirfen wir der nebenstehenden Tafel fiir den

sel, so hat man folgende Rekursionsformel:

Dim +1,1) f- 1,213/ 4 5 6
([t A Dm—1,0 1 o 11 11 1|1
=(1)Dm, 0+ (5) Dm—1,0) 4 o 1“‘717}_}_|_71 RERE

f( L )peg. ap L Reisie
m 1) 7N e 13 61015
Man bemerke noch, dal stets 3 104 10|20
Dim,1) =1 (18) 4 15 15
ist. 5 1lel
Um bieraus D(m,¢) zu berechnen, be- " — ) !‘*4
|

Binomialkoeffizienten ( ;; > . i ‘

So gewinnt man folgende zu vervollstindigende Tafel fiir D(m, ¢):

Fe=o1 2 3 4 5 6
o 1 11 1 11
1,1 2 3 4 5 16
2 1 5 12 22 3 s
3 | 1“ 12 | 46 e 1’_ 235 a6
4 1 | 20 171 613 | 1580 | 3396
5 | 1 | 10 | 681 | 3240 | 10626 | 27732 B
6 1 | 169 2620 17124 71460 226454

H

Mit Hilfe dieser Tabellen ergeben sich aus (13) folgende Werte der Funk-
tion @ (m): '
DP1)y=1; D(2)=4;

@ (5) = 2016;

D(3) =24; D(4) =196;
@ (6) = 24976.

Dies sind fiir m =1 bis 6 die Anzahlen der retnen zweifachen Ordnungstypen.
Handelt es sich aber um die Anzahl aller zweifachen Ordnungstypen
(der reinen und der gemischten) bei gegebener Kardinalzahl m, welche wir
mit ¥(m) bezeichnen wollen, so kann derselbe Weg eingeschlagen werden
wie fiir die Berechnung von @ (m).

Das Gleichungssystem (5) wird jetzt so aufzuldsen sein, daf die Un-
bekannten %, , nicht blof die Werte 0 und 1, sondern beliebige nicht nega-
tive ganzzahlige Werte annehmen diirfen.

28*
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An die Stelle der Funktion ¢(g;, gs, - - -, g5, £) tritt hier eine andere, die
wir (g4, 925 - - +» g5, t) nennen wollen und welche durch die Gleichung de-
finiert ist:

W1 G- g 0= (TATH(PFET (AT )

(41 g2
Versteht man daher unter E(m, ¢) folgende Funktion:

Em, )= > 91,02 -+ s 0)- (20)
g1t+gst+--tgs=m
8=1,2,..., m

80 hat man:
Pm)= D (—1)""C(m,1)Em,¢). 1)
t—1,2,..., m

Es besteht aber auch ein einfacher Zusammenhang zwischen @ (m) und ¥ (m),
der durch Zuriickgehen auf die Bedeutung dieser Anzahlen direkt geschlossen
wird, in Gestalt folgender Gleichungen:

![’(m):@(m)-{—(m—l—l)@(m—1)+<m;1>(15(m~2)+

+(ITe@+oM), (22

m
) =wm) — (" T —1)+ (") Pm—2)+ -
m—2 B m—1
+ (=D ()@ + (= DE ). (23)
Aus (22) erhdlt man mit Hilfe der gefundenen Werte von @ (m):
P(l)=1; ¥P@2)=5; ¥(3) =33; W) =28l;
P (5) = 2961; W(6) = 37277.

14. Das Verfahren, durch welches wir die Anzahlen @(m) und ¥(m)
der zweifachen Ordnungstypen in Nr. 13 bestimmt haben, la8t sich auch
auf ein beliebiges n iibertragen.

Es werde mit @(m,n) die Anzahl der reinen, mit ¥(m,n) die Anzahl
der reinen und gemuschten n-fachen Ordnungstypen von der Kardinalzahl m
bezeichnet.

In einem n-fachen Typus « sind die Einsen nach n verschiedenen von-
einander unabhingigen Richtungen, welche von uns als 1%¢, 2¢, ..., %, ..., n'®
Richtung unterschieden werden, geordnet.

Wir bezeichnen mit s, die Anzahl der verschiedenen in o vorkommenden
Rangstufen nach der »*® Richtung.

g, . sei die Anzahl der verschiedenen Einsen in o, welche den u*" Rang
nach der »*" Richtung einnehmen; es erhilt daher der Index u die Werte
1,2,3,...,s

ve
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Alle s, und g, , sind positive ganze Zahlen < m und man hat fiir jedes
bestimmie v =1,2,3,...,n
D gu=m. (24)
w=1,2,...,8

Unter der Charakteristik des Typus o verstehen wir ein System von

$1, 895+ . ., 8, Zahlen
1o (Kay e, ) s (25)

wo der Index 4, die Werte 1,2,3,...,s, anzunehmen hat, und zwar hat
k; ..., die Bedeutung der Anzahl aller in o vorkommenden Einsen,
welche nach der ersten Richtung den A", nach der zweiten Richtung den
2%, u. s. w., nach der #*" Richtung den 1, Rang einnehmen; falls solche
Einsen in « nicht existieren, soll &, ,  ; den Wert Null haben. Ist o ein reiner
Typus, so kommen den Grofen & nur die Werte 0 und 1 zu.

Aus der Bedeutung der Gréfen £ und ¢ folgen unmittelbar die Gleichungen:

.
2D b =m (26)
n=1,2,...,8
A2=1,2,...,8
n=1,2,...,8n
und
2, kz,,;.,,...,z.,,...,zn = s,4y> (27)

wo die Summierung sich iiber alle Werte der Indizes 4,, .. ., 4, zu erstrecken
hat, mit Ausnahme des Index A,, der bei der Summation einen konstanten
Wert der Reihe 1,2,3,...,s, behilt.

Das System (25) von nicht negativen ganzen Zahlen k; ,  , bildet
dann und nur dann die Charakteristik eines bestimmten n-fachen Typus a,
wenn die aus ihnen nach (26) und (27) resultierenden Summen m,g, , von
Null verschiedene positive ganze Zahlen sind.

In der nun folgenden Betrachtung spielt die erste der n Ordnungsrich-
tungen eine bevorzugte Rolle, und wir wollen daher fiir die sich auf sie be-
ziehenden Grofen einfachere Bezeichnungen einfithren. Wir setzen:

$1=5, 1,1 = 01> Jr,2 =925 -+ > 91,5 = Ys-

Es sei ¢'(g1, 90>« - -5 Jss Sa» S35 - « -, $y) die Anzahl der reinen n-fachen
Typen, fiir welche die Groflen s, s,, ..., s, bestimmte positive ganzzahlige
Werte < m und ebenso ¢;, gy, - - -, g, bestimmte der Gleichung

G+t Fg=m

geniigende positive ganzzahlige Werte haben.
Man hat alsdann:

D(m,n) = _2 @ (G15 Gos -+ -3 Gs> Sa5 S35+ + 25 Sn) - (28)
Grt+gat-ccFgs=m
§=1,2,...,m
$=1,2,...,m
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Die Funktion ¢’ 148t sich nun, wie die in Nr. 13 mit demselben Zeichen
vorkommende, auf die durch Formel (8) definierte Funktion (p(gl, Jos -+ 195> t)
zuriickfithren; setzen wir die Bezeichnungen

So =1y, S§g=1y,...,8,=1,4
fest, so besteht die Gleichung:

‘]?'(91, Gos -« > Gss by gy o o o tn—l)
2 l)llr’.‘“ﬁ— T <t1> ° <t2> tt (,tn—1> ‘P(fh: Jas - '7gs’t)' (29)

#1=0,1 " 2 \Mn—1
=0,1,...,¢

,u,=0,1,...,tg
tin—-1=0,1,...,tn—1

In dieser Summe hat der Buchstabe ¢ die Bedeutung

t=(t, — py) (b — p2) -« - (Cye1—ppn—1)-
Wird dieser Wert in (28) eingesetzt, so erhdlt man, wenn ¢,8,,....¢,_,
an Stelle von #,,%,,...,¢, ,,¢ an Stelle von ¢ gesetzt werden:

D)= 3 (=1 *"“(L,)(;‘;)-- () @G, oo - 1900 0)-

1=0,1,. ] ﬂzj’ < tgs=m
= FU Y s—l 2,00.,m
0Lt t=12,llm
fn=1=0,1,...,07 =12
Es ist hier

t, = (tl lul) ( 1u2) ([;’L—l - Iun—l)‘
Fassen wir diejenigen Glieder zusammen, in welchen &, — puy, ty — g, - -

’

t,_1— Un_, entsprechend die bestimmten Werte ¢, ¢,,...,¢,_; haben, so
erhilt der Koeffizient von @ (g5, gos - - -5 s> (b1 fg- -« - - tn_q1)) den Wert

(— 1y Dbbem = oy ) C(m, 1) . .C(m, £, )
Fithren wir daher die folgende Funktion ein:
C(m,n,t)
D) (= e e Gy 1) Gy 1) O (m, ty),  (30)

tisteyeeesln—y=1

o

WO y,8y,...,8,_; alle positiven ganzzahligen Wertsysteme anzunehmen
haben, bei denen die Gleichung
R N (31)
mit den Nebenbedingungen
LEm,t,Sm, ...l =m (32)

erfiillt ist, so ergibt sich ohne weiteres die Formel:

S(m,n)= D C(m,n,t)-D(m,1). (33)

t=1,2,3,...,mn"t
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m—t
Fiir den Fall n =2 ist C(m, 2,¢) = (— 1) C(m,t) und es geht die For-
mel (32) in die Formel (13) fiir @ (m) iiber.
Ebenso findet man:
P(m,n) = 2 C(m,n,t)-Em,). (34)
t=1,2,3,...,mn!

Auch bestehen zwischen @ (m, n) und ¥(m, n) die Gleichungen:
W (m, n) = ®(m,n) + ("] 1)¢(m —1,n)

m —

+<m;1>(15(m——2,n)—|— —|—<
D(m,n) =¥ (m,n) — (mzl)T(m—l,n)

m—2

+<m;1>lP(m—2,n) ..... (— 1)< )'_{/(2 fn)—}—(—l)llf(l n). (36)

;)Q(Z,n) +®(1,n), (35)

m —

[Anmerkungen.]

Dieser Aufsatz ist in seiner ersten Hilfte eine Fortsetzung des vorangehenden IV 3
und bestimmt, die Cantorsche Auffassung des Aktual-Unendlichen gegen philosophische
und theologische Einwéinde zu verteidigen. Die zweite Hilfte dagegen (S. 4201f.) bringt
eine ausfiihrliche, rein mathematische Theorie der Ordnungstypen ,,mehrfach geord-
neter Mengen®, insbesondere der endlichen. Augenscheinlich hat Cantor eine Anwendung
dieser Ordnungstypen, vielleicht auf physikalische Theorien der Materie und des Athers
vorgeschwebt. Ob sich diese speziellen Untersuchungen spiter noch einmal als fruchtbar
erweisen werden, steht dahin. »

[1] zu S. 408. Die Nicht-Existenz ,,aktual-unendlichkleiner GroBen‘ 148t sich ebenso-
wenig beweisen, wie die Nicht-Existenz der Cantorschen Transfiniten, und der Fehlschlufi
ist in beiden Fillen ganz der nimliche, indem den neuen GroBen gewisse Eigenschaften
der gewohnlichen ,,endlichen‘‘ zugeschrieben werden, die ihnen nicht zukommen kénnen.
Es handelt sich hier um die sogenannten ,,nicht-archimedischen* Zahlensysteme bzw.
Korper, deren Existenz heute als einwandfrei nachgewiesen betrachtet werden kann.
Vgl. Van der Waerden, Moderne Algebra, Kap. X. In einem nicht-archimedisch ge-
ordneten Korper, in welchem z. B. n¢ < 1 ist fiir jedes endliche ganzzahlige n, existiert
auch keine ,,obere Grenze“ y dieser GroBen n{, die mit w{ bezeichnet werden kénnte,
weil das Intervall (y — £, ) hochstens eine GroBe n{ enthalten kénnte, und die Multipli-
kation mit weiteren Transfiniten o > o wird gegenstandslos. Mit dem ,,Archimedischen
Axiom‘ fallt eben gleichzeitig auch das ,,Stetigkeitsaxiom®, wie z. B. in D. Hilberts
,»Grundlagen der Geometrie* hervorgchoben wird. Ob ein Satz ein ,,Axiom‘ ist oder
nicht, hingt nicht von seinem Inhalte ab, sondern vom Aufbau des ganzen Systems,
von den das System definierenden Grundeigenschaften oder Axiomen. Indem Cantor
das Stetighkeitsawiom als giiltig voraussetzt, schlieBt er in der Tat alle nicht-archime-
dischen Zahlensysteme aus, beweist aber nichts gegen die Existenz solcher ,,geordneten
Korper®, in welchen weder das archimedische nock das Stetigkeitsaxiom gilt.



