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1. Kummer, Beitrag sur Theorie der Function T(x)= /"¢~ v™'db. 1

| 1
Beitrag zur Theorie der Function
I'a®)=/ e v 'dv.

(Yon Herrn Dr, E. E. Kummer, Professor in Breslau,)

Stellt man sich irgend eine Function f(x) in eine nach Sinus und
Cosinus der Vielfachen von 2rwx geordnete Reihe entwickelt vor, so dass
Sf(@) = A+ 24, cos 2rx + 2.A, cos 4wz + 2.4, cos 6wz + ...

+ 2B, sin 2rx + 2B, sin 4dwx + 2B; sin 6rx +-....

. . . . 1
in den Grenzen # =0 bis x =1 ist, verwandelt sodann z in T+ 5

x -+ —3— R = ’Ef;-'—l, und addirt diese Gleichungen, so fallen alle Glieder der

Reihen-Entwicklung mit Ausnahme derer heraus, welche Sinus oder Cosinus
von Bogen enthalten, die Vielfache von 2nmx sind, und man erhilt

1 2 -1
f(@) + fl@+ )+ f@+ ) e+ f(@+ )
=n(4 + 24, cos 2nnx + 2A,, cos dnnx + 2A;, cos 6nrx + ... 2
+ n(2B, sin 2nmwx + 2B,, sin 4nwx + 2B,, sin 6nrx + ...),
1 b - N i
in den Grenzen x = 0 bis & = <>+ Setzt man nun weiter
F(x) = A+ 2A, cos 2nx + 2.A,, cos 4wz + 2.4, cos bnx + ...
+ 2B, sin 2rx + 2B,, sin 4wx + 2B,, sin 6wx + ... .
so ergiebt sich ‘
S@) + fe + -) + f(x + —) + .o fx —-—) = nF(nx).
Setzt man ferner f(x) = lcp(ﬂc) und nF(ar) = l(D(:c) so-ist. o L 3"%
P () p (x + ;)‘P(x -,; o (" T) = @ (nx).
Man hat also so zwei allgemeine Formen von Gleichungen erhalten; die in.der
Analysis hiufig vorkommen; namentlich in der Theorie der transcendenten Func-
tionen. Die Entwickelung einer Function f(x) in eine nach Cosinus und Sinus

der Vielfachen von 2mwx- geordnete Reihe fiihrt jedesmal :zu -éiner - solchen
Crelle’s Journal f. d. M. Bd. XXXV. Heft 1. 1
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Formel, welche aber nur dann von besonderem Interesse ist, wenn die Func-
tion F(x) einen anderweiten einfachen Zusammenhang mit f(x) hat.

Auf die obige Art lisst sich guch ein leichter Beweis der bekannten
Formel fiir die Function Gamma finden, welche eine sehr einfache, wie ich
glaube bishen nock; micht :bekannte Reihen - Entwicklung nach Sinus und Co-
sinus der Vielfachen von 2wx enthilt.

Setzt man nemlich

IT(x) = Ay + 2.4, cos 2nx + 2.4, cos dwx + 2.A4; cos 6mx +....
+ 2B, sin 2rx + 2B, sin 4wx 4 2B, sin 6wx + ..,.,
in den Grenzen x = 0 bis x =1, so ergiebt sich bekanntlich
. Ay =11 (x) cos. 2knx. dx, By = f} 1T (x) sin.2kwx . dx.
Die Coefficienten .4, lassen sich leicht bestimmen, ohne dass man der Aus-
driicke durch bestimmte Integrale bedarf; nidmlich vermittelst der Grund-
Elgenschaft der Function Gamma:
IT(x) 4+ IT(1 —x) = I(27) — I(2sin x).
Setzt man in dieser Formel fir /I'(x) und / I'(1—x) ihre Reihen-Entwicke-
. lungen, und auch fiir /(2sin wx) die bekannte Reihe
— I(2sinmx) = cos 2wx + 3 (cos4mx) + (cos Gvrﬁc) T
so erhilt ‘man
2Ay 4 4.A4, cos 2rx + 4.A, cos 4mc + 4.4; cos 6x + .
= /(2x) 4+ cos 2mx + }(cos dwx) 4+ }(cosbmx) + ....,

in den Grenzen x = 0 bis x = 1; und da nun nach bekannten Sitzen beide

Entwickelungen identisch sein miissen, so findet sich

=@  uwd A=
Um weiter die Coefficienten B, zu bestimmen, setzen wir in dem Aus-
drucke
By = /I (x) sin. 2kmx.dx
statt /I'(x) den bekannten, oder wenigstens aus bekannten leicht zu ent-
wickelnden Ausdrack durch ein bestimmtes Integral :

=/ =

Dieser giebt
o 1 11—z~ sin2knxdzde

Wird nun' die Integration in Beziehung auf x ausgefiihrt, so erhilt man

d:
—x+1)y  (=>0).
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1 1 .,
/; sin.2kwx.dx = 0, ‘fo x sin.2k?rx;dx = gkl )
v - (1—)2kn
[} 2= sin. 2krx . dx = NIRRT Ok
also
—2kn a:
Bk —"f (l(%)2+416‘2 z) 27;:) [@ ’ »

oder, wenn z = ¢ 27t gesetzt wird:

1 e, 1 dat
Bi= g1 /, Ga—e™) 7

l @
kB, — B, = 2—nﬁ (et — g-that) %,
und da bekanntlich

Hieraus folgt:

St — e L=,
so Ist
kB, — B, = *—l(k) o
Es bleibt ]etzt nur noch B, zu suchen; zu welcbem Zwecke das Integral

1 ,
f(e" )5 = C=0577215 6649

dient, welches die bekannte Constante des Integral- Loganthmen giebt. Dxeses,
mit dem Ausdrucke des B, verbuuden, giebt

. 1 o dt
B]“%C—%x (.l——_l-_-t-i ]T-—}-—t»+¢~t_e_2nt)—t—’

. 1 .
B, — C 27 1(2w) — 2n/ (l+t’ l+t)
Dieses letzte Integral hat aber den Werth Nul] wovon man s1ch leicht uber-

also
l

1
zeugt, Wenn man ¢ in verwandelt wodurch es ungeandert blenbt aber das

entgegengesetzte Vorzeichen: bekommt. .,A}so ist endlich
B, = 5-C + - 1(2m).
Da jetzt alle Coefficienten der Rexhen~Entw1gLelung fiir / I‘(x) gefunden

sind, so kinnen wir dieselbe folgendermaassen darstellen: | .
ir (x) ‘l(27:) + (cos 2n'w) # ¢ (cos 471*.:1:) +34 (coe 67rx) +

—-—-(C+ 1(%—)) (sm ‘.’mv + (sm 47ra:) + (sm 67(;0) + ) :

+ 14Q1) sin2r + §0@) sin dxw 4 1B sz + i)y (.
1*

PR
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in den Grenzen x =0 bis. x = 1. Anstatt der beiden ersten Reihen kann
man auch die bekannten Summenausdriicke derselben setzen und erhilt

I (x) — 31(27) + L(2sinwzx) — (C+1(27)) (1—24x)
= -;z—(l'(l).sinZ:rx + 3/(2) sin 47m: + 1(3) sinbrx + ....),

in den Grenzen x = 0 bis x = 1.
Aus dieser Reihen-Eutwickelung findet sich nun die erwihnte Haupt-

. . . 1
formel fiir die Functlon Gamma durch Verwandlung des « in o + —

x + '3‘, e T+ '——‘, und durch Addition dieser Gleichungen. Diese Opera-
tion giebt
IT(z) + T (x+ —]~) + T (z+ %) + ..+ lr(x+”—n'll)
cos2mm' cos dnnx = cos6nmx

2nl(27|:)+2 n( -+ o -+ 6n +....)
-—(C+l(2 ) (sm?nnx+ sm;l:nx + smgznx )

. 12n) . 3n) . :
+ 7‘—(7‘2 sin 2nww + _(71:2 sin dnmwx + l—(3—nl) sin 6nmx +....),

in_den Grenzen x = 0 bis x = % Subtrahirt man hiervon II'(nx), so bleibt
1 "2 -1
IT(®) + ir(x+ ) +Ir(x+) + ... + Il (x+ ’-z—n—) — Ir(nx)

= %(n;l) I(2m) + l_(___n) (sin 2nwx + ;(sindnnx) + 1 (6nwx) + ....);
und wenn fiir diese Reihe wxeder der bekannte Summen-Ausdruck gesetzt wird,
so erhilt man ‘

lI'(ac)+lF(ac+ )+lI’(x+~)+ +zr(x+’i;—)-zr(nx)

= 3(n—1) I(2m) + 3 (1 —2nx)(n).
Geht man endlich von den Logarithmen zu den Zahlen iiber, so erhilt man
die gesuchte Formel

I@ @+ ) Tt 2) v D(o+"20) = @mAGD . nl(1-26) (),
Nach der oben ausgefiihrten Herleitung dieser Formel ist deren Giiltigkeit
zwar nur in den Grenzen'x=0 bis x=-;‘l- bewiesen: es ist aber damit zugleich
die Allgemeingiiltigkeit gégeben, da vermige der Fundamental-Eigenschaft I(ac+1)

=xI(x) die Formel bei. der Vérwandlﬁn'g des x in o’c+% ungeindert bleibt.
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