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2. Kummer, Curven, welche einander rechtwinklig durchschneiden. 5

2.

Ueber Systeme von Curven, welche eindnder
iiberall rechtwinklig durchschneiden.

(Von Herrn Dr. F. F, Kunimer, Professor zu Breslaw.) -

Bekanntlich hat, wie von Leibnitz zuerst bemerkt worden ist, ein
System von confocalen Kegelschnitten die merkwiirdige Eigenschaft, dass alle
Hyperbeln, welche es enthilt, mit allen Ellipsen sich iiberall rechtwinklig durch-
schneiden. Eben- so hat ein System von Parabeln, welche den Brennpunct
und die Hauptaxe gemein haben, die Eigenschaft, dass alle nach der einen
Richtung der Axe liegenden Parabeln mit allen nach der entgegengesetzten
Richtung liegenden sich stets unter rechten Winkeln schneiden. Da mit die-
sen Sitzen iiber die confocalen Kegelschnitte viele andere sehr schi.ine'E‘igen-
schaften derselben zusammenhangen, so schien es mir der Miihe werth, der-
gleichen Systeme cinander iberall rechtwinklig schneidender Curven auch fiir
beliebige hihére Grade zu suchen. Es ist mir gelungen, die unmittelbare
Quelle fiir dergleichen Systeme von Curven zu finden, aus welcher sich eine un-
endliche Anzahl derselben herleiten lisst: wie sich in dem Folgenden zeigen wird.

Es sei _f(x,y,a)=0 die Gleichung eines Systems von Curven, in welcher

. . . . . . . . d
o ein verinderlicher Parameter ist: so ist der Differentialquotient g% ebenfalls

eine Function von a, x und'y. Giebt man nun den Coordinaten # und y be-
liebige, - aber constante Werthe, so -kann man aus der Gleichung f(=,y,a)=0,
wenn dieselbe algebraisch und vom nten Grade ist, »'Werthe des o finden.
Diese sodann in dem Ausdrucke des ersten Differentialquotienten substituirt,
giebt nVWerthe desselben; d. h. durch einen in der Ebene des Systems belie-
big gewihlten Punct gehen immer n Aeste (reale oder imaginire) hindurch.
Dass n durch einen Punct gehende Aeste sich rechtwinklig durchschneiden,
hat keinen Sinn; die Bedeutung passt nur fiir zwe? derselben, oder auch fiir
mehrere Paare unter sich. Es selen also o, a,, a3, .... a, die » Wur-
zeln der Gleichung f(x,y,a) =0, so lisst sich dieselbe auf die Form
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(a—ay) (6 —a,) (@ — &) ... (6 —at,) =0 bringen, und wenn nun «, und a; zwei
Werthe des o sind, fiir welche die zugehérigen, in dem Puncte x, y sich
schneidenden Aeste rechtwinklig auf einander stehen sollen, so kann man von
den iibrigen Factoren der Gleichung f(a,y, ) = 0 ganz absehen und nur die
Gleichyng. .(& +— &) (0 — o) =0 in Betracht ziehen: das heisst, man. hat es
iiberall nur mit Systemen von Curven zu thun, Welche in- Bezlebung auf den
verinderlichen Parameter vom zweiten Grade sind. Dieselben kinnen freilich,
wenn sie dazu vorbereitet sind, in Beziehung auf « und y alle die Irrationali-
titen enthalten, welche die Auflésung von Gleichungen héherer Grade mit
sich fiibrt, und wenn sie sodann rational gemacht werden, kann auch der
Parameter o in ihnen zu beliebig hohen Graden aufsteigen. Die allgemein-
ste zu untersuchende Form der in Rede stechenden Systeme wird also
uo® 4+ va 4+ w = 0 sein, wo u, ¢, w Funclionen von « und y sind;

. qe v w
dividirt man aber durch u und setzt — =2z, — = — 2} (die Form eines

negativen Quadrates fiir dieses letzte Glied erweiset sich in dem Folgenden als
die passendste), wo z und z, wieder Functionen von = und y sein kénnen,
so erhalt man :

' , 1 a’+ 2az —z} =0
fiir die weiter zu behandelnde Gleichung des Systems, in welcher z und z, die
zu bestimmenden Grdssen sind. Setzt man, nach der gewohnten Art der Be-
zeichanung der partiellen Differentialquotienten, dz =pdx 4+ qgdy und dz,
= prdx 4 g, dy, so giebt die Differentiation in Beziehung auf x und y:
a(pdz+qdy) — z,(prdx+q,dy) =0,

also _
2 dy —_ — _ pa—n1 %
: dx Qe —q,% "
Dle Bedmgung des rechtwmkhgen Schneidens der beiden durch den Punct
%, § gehenden Aeste des Systems ist nun die, dass das Product der beiden Diffe-
rentialquotienten, welche den beiden Werthen des o angehdren, .gleich — 1
sei. 'Also bat man, wenn die beiden aus der Gleichung (l) zu entnehmenden
Werthe von o durch a, und a, bezeichnet werden:
SR (PP (P —Pi% ' &
Ly (qa,—gkz,) (qoc,-—qlsl) ) .-—.,'1’ L o
oder, enthckelt.

(P’+q’)hw — zx(ppx+qq,) (“1“""“2) + (px+q2)z, =0,
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und da aus der quadratischen Gleichung (L) ay0, = — 2}, oy+oy = — 2
folgt,» so- erhilt man, nach Weg]assung des gemelnschafthchen Factors z,:
3. z, (p*+¢*—pi—qi) — 22 (pp1+99,) = 0.
Die Bestimmung von z und z,, und mit ihr die-vollstindige Losung ‘der Auf-
gabe, hangt also von der Integration dieser partiellen Differentialgleichung
von vier Variabeln, den zwei abhingigen z und z;, und den zwei unabhin-
gigen x und y ab. |
Die allgemeine Integration der Glelchung (3.) lasst sich enweder gar
mcht, oder doch sicherlich nur in einer Form ausfiihren, We]che dem
Zwecke, einfache Systeme von Curven zu finden, nicht entsprechen “wiirde:
Dies zeigt sich schon darin, dass das vollstindige Integral, wie leicht zu sehen,
eine unendliche Anzahl willkiirlicher Functionen enthalten miisste. Wir ver-
zichten deshalb auf die vollstindige Allgemeinheit und suchen nur emfache,
wenn auch besondere Auflosungen der Differentialgleichung.
Zu diesem Zwecke bietet sich zunichst das Mittel dar, der Gleichung
(3.) durch folgende zwei zu entsprechen:
4. P+q¢ —pi—gi=0 wund pp,+ g9, =0.
Aus der Verbindung dieser beiden G]elchungen folgt, wenn g, eliminirt wird:
q* = pi, also : -
p=%g uwd g =x .
Nennt man nun, wie gewdhnlich, r, s, ¢ die drei zweiten partiellen Differen-
tialquotienten des z, und ry, sy, ¢, die des z;, so geben diese beiden Gleichun-
gen, wenn die erste nach y, die andere nach « differentiirt wird: '
si==z¢t und s, ==Fr, also r4+t=0.
Das vollstindige Integral dieser Gleichung ist bekanntlich
5. z = f(x+1iy) + f(x—1iy) — iF(z+iy) + zF(x—-zy),
wo i =}—1. Hieraus folgt dann, vermittelst der Gleichung p = == ¢;, der
‘Werth des z,, nimlich: ,
6.  n=if(ztiy) — ife—ir) + Fla+iy) + Flo—iy);
wo das doppelte Vorzeichen, auf welches hier nichts ankommt, weggelas-
sen ist. Diese Werthe des z und z,, welche den beiden Gleichungen (4.)
und folglich auch der Gleichung (3.) geniigen, geben, in der Gleichung
o’ 4 2az — z; = 0 substituirt, die erste allgemeine Formel fiir die gesuchten
Systeme einander rechtwinklig schneidender Curven. Bestimmt man die beiden
willkiirlichen Functionen so, dass f(a+4#) = }(x-+iy) und F(a:+z_y) =
ist, so erhalt man, als speciellen Fall:
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a4+ 202 — y* =0,

welches das System der confocalen Parabeln ist. Nimmt man, etwas allgemei-
ner, f(x+iy)=ja(x=+iy)" und F(z+iy=1b(x+iy)" und fiihrt die Polar-
coordinaten, & = ¢ cos ¢, y = ¢ sin @ ein, so erhilt man folgende Gleichung:
7. a® 4+ 2a(ag™ cos my + bg" sin ng) — (ag™ sin mgp — bg® cos ng)* = 0
Wir wollen uns auf eine nihere Discussion der durch diese Formel ausgedriick-
ten Curven, welche, je nachdem m und » ganze oder gebrochene, positive oder
negative Zahlen sind, stets einen andern Character haben, nicht einlassen,
sondern gehen zur Integration der Gleichung (3.) zuriick.

Das bisher angewendete Integrations- Verfahren lisst sich nimlich er-
weitern, dadurch, dass z als Function von z, und einer neuen, spiter passend
zu bestimmenden Variabel z, angenommen wird. Wenn dz, = p,dx + 7:dy

gesetzt wird, so erhilt man durch Differentiation nach # und nach y:

oz Oz 9z dz
P =g PrF 5P 9=35,7F 55 N

Diese VWerthe von p und ¢ in der Gleichung (3.) substituirt, geben

d oz 3]
(1(g)* — 2 — 22.5.) (PR 4q2) + 2 (g (R +qh)
Oz 8% Oz
+ 2(z13; s, 9%, 3—2,)(;?11)2+91 g2) = 0.
Bestimmt man ]etzt die beiden Variabeln z, und z, durch die Gleichungen
pi+g—pi— =0 und p,p, + §:9; = 0, deren vo]]standlge Lisung ge-
funden ist, so geht diese Gleichung in
9 9
8. Zl((i’)z 2+ (8: ¥ )—22.:8—E =0
iiber. Em particulires Integral derselben, welches sich von selbst erglebt ist
2z = 1 — z} — z}.
Dieses giebt sogleich folgende neue allgemeine Formel fiir Systeme rechtwink-
lig emander sich schneidender Curven:
a?+a(l —z} —25) —22=0,
welcher auch folgende Form gegeben werden l(arm

22 i
0. 4

A = f(x+zy) +f(x iy) — iF(w+>iy) + iF(x—1y),

= if (x+1y) — if (x—iy) +F(w+l_y) + F(x—y).
Der einfachste besondere Fall dieser Formel, nimlich wenn f(a+iy) =(x+iy)
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und F(x+iy) = 0 angenommen wird, giebt das System der Kegelschnitte mit
zwel gememschafthchen Brennpuncten, namlich:
. . ml )2
o etaa=r S
Setzt man ferner, wie oben, etwas. allgemeiner, f(x-+4y j) sa(x-+3y)™ und
F(x+iy)=16(x+4iy), und fiibrt Polarcoordmaten em, so erhilt man
folgende Gleichung: '

10 (ap™ cos mep +4-bg™ sinnqo)’ (ag’"smmcp+be"smnqo)“ 1,

a - a4l o C
welche eine sebr reiche Auswahl einfacher und mteressanter Curven be-;
zeichnet. ' o
Die partielle leferentlalglelchung (8) lisst sich auch allgemem inte-
griren, und liefert dann eine noch weit allgemeinere, drei willkiirliche Functio-
nen enthaltende Formel fiir die gesuchten Systeme von Curven. Man findet
durch die bekannten Methoden "das Integral der Gleichung (8.), als Resultat
der Ehmmatlon der (Jrosse ¢, aus folgenden belden G]elchungen '

2z — 22! — (cza+o ()’ + 1= 0 und
z—czf — (Cz2+q>(€))(zz+qJ (@) = 0, |
wo (p(c) dle w1]lkur]1che Function und P (c) der erste leferentlalquotxg.nt
derselben ist. 'Wird der aus der zwenen dleger G]elchungen entnommene

Werth von z in der G]elchung o? + 20z — 22 2= 0 substituirt,: und ausserdem
z aus den beiden: Glelchungen (lla) ehmlmrt ) erh iltvman, 1

2 3 a +2a(cz,+fcz2+cp(c/)(z2+gp (c))—z,—O e L
s % c? z., + (cz2+g>(c))(czz+20q1 (o) g)’c)) + l ;. 0. o

[AEMEU T

1L

l
o

D;ese belden G]elchungen enthalten dle gesuchle{formel mlt drel wx]]kur]:—
chen Funcllonen wenn nimlich ¢ eliminirt wird und fiir 2 und Zy, d;g hF")
(9.) angegebenen, Werthe gesetzt werdep. Auf. ahnbche Weise lassen sich
noch viele andere, mehr oder :weniger mmphurte,,lnfegrahonen der Differen-
tialgleichung (3.) ausfiihren und dadurch‘aligt-meme Formeln fiir Systeme
sich selbst rechtwmkhg schnel(}endér ‘Curvel ffilden VV1r wollenvtdlese }?’or-
méln nicht héufen sondern in"dieser Beaehuné nux‘ eme a]lg'é’meihe Bemer’

kung machéh ‘zu wefcher ﬂle belden Forrhe]n AT i o "‘-"“" -

H

Jathoan “U RN . : L :2? U) 'l'ﬁﬂ kg i) ‘!HHX){) l} 3?,‘)i2)
55 21 22 .
a? +2azl——zz_—0 und + o= | B g

Anlass geben. ‘Dieselben entstehen aus den bekauman beiden:Systemenifon con-

focalen Kegelschnitten, namlich: P Dbty Paadh antnniey o oasle
Crelle’s Journal f. d, M. Bd. XXXV. Heft 1. 2
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unmittelbar, wenn z, statt x und z, statt y gesetzt wird. Im Allgememen lasst
sich nun leicht zeigen, dass, wenn in der die Coordinaten @ und y enthalten-
den Gleickung irgend eines Systems 'sich ' selbst rechtwinklig schneidender Curs
vens 24 stattoa und 2, statt y gesétzt wird; dadurch -wieder die: Gleichung
eines ebenso beschaffenen Systems hervorgeht. Es sei nimlich, wie' obén]
dzy = pydx + gydy: und  day = pydx ¥ gydy; ferner -seien u und u, zwei
Functionen von « und 'y, welche maéhén, dass o 4 2au — u? =0 die Glei-
chung’ ¢ihes der sich - selbst rechtwmklxg schneidenden Systeme von Gux‘ven
ist: so muss, w1e wir oben sahen, fo]gende Glelcbung Statt haben: o

R ORI ORI

TR TSI I Ou du, du Ou
v \ —2u (8::: oz "oy 8_;)_0; o .
und umgekehrt ‘wenn dlese Gleichung befriedigt ist, so ist o4 2au—uj=0
die Gleichung eines solchen Systems. Betrachtet man nun u und u, als Func-
tionen von z; und z, welche wieder die bekannten, durcf; die. Gleichungen
bei (9.) bestlmmten Functlonen von « und y sind, so erhilt man (lurch Diffe-
rexma*twn '

o +2ax—_y '—0 und

du Bu du - du du du '
8‘;—33/01'1'8%/”2’ _55——5;91+5;2%,
% — au‘ 8“1 Sul 8“1

a:c“&‘,”""&,p” & = om 11+ 55,

Substituirt man diese Werthe der nach x und y genommenen Differential-
quotlenten in der Gleichung (13.), und macht von den beiden Glexchungen
i+ gi—pi—¢2=0 und pyp, + ¢,9, = 0 Gebrauch, so erhilt man die

Gleichung:
BuNe L (Buyd  (BuYe _ (Ouy:
14. th ((831) + (852) (821> ' (852) )
‘ du i’:ml Ou Ouy
— 2u (Szl 851 3z, 5%;) =0,
welche sich von der Gleichung (13.) nur dadurch unterscheidet, dass statt
x und y hier z, und z, steht. Mit der Gleichung (13.) wird nun allemal-
diese Gleichung (14.) befriedigt; woraus die Richtigkeit der obigen Bemer-
kung klar ist.
- Nachdem wir hinlinglich die Mittel gezeigt haben, wie man Sy-
steme einander iiberall rechtwinklig schneidender Curven finden kann, wollen



2. Kummer, Curven, welche einander rechiwinklig durchschneiden. 11

wir noch eine allgemeine Eigenschaft dieser Systeme- nachweisen, nimlich die,
dass sie immer eine bestimmte Anzahl von Brennpuicten hiben,. welche allen
Curven eines Systems gemeinsam sind. Bekanntlich hat Plicker zuerst eine
allgemeine Definition fiir die Brénnpuncte der “Curven beheblger Ordnungen
gegeben, welcher zufolge sie dlejemgen Puncte in der'Ebene’ einer Curve sind,
von denen aus sich zwei imaginire Tangenten an die CurVe ziehen Tassen,
welche mit der Abscissenaxe (also mit einer beliebigen Graden) kael bilden,
deren trigonometrische Tangenten die Werthe 4+ J/—1 und — V““l hé\béh.
Fiir unsern gegenw'értigen Zweck, wo es sich nur um die allen Ciirven' eifies
Systems gemeinsamen Brennpuncte handelt, werden WIr zwar auf eine andere
Weise zu den Brennpuncten gelangen, aber dann nachweisen, dass digselben
auch in dem allgemeinen Sinne Brennpuncte sind, Welchen Plucker dlesen
Puncten treffend gegeben hat.

In einem Systeme von Curven, we]che emander uberall rechtwmkllg
schneiden, diirfen zwei unendllch nahe Curven durchaus nicht reale Durch-
schmttspuncte haben: denn wiren dergluchen vorhanden so wiirden in ihnen
die sich schneldenden unendlich nahen Curven nicht emen rechlen; ,s'o'l;dern
einen verschwindend kleinen Winkel bilden. Das System darf darum keme
reale Grenzcurve haben. Sucht man nun die Grenzcurve unseres S)fstems, $0
erhilt man durch Elimination des a aus den beiden Gleichungen

a?+2z —22=0 und a—42z2=0,
folgende Gleichung der Grenzcurve:
22+ 2z = 0%,
welche wirklich, weil wir dem dritten Gliede unserer allgemeinen Gleichung
die Form eines negativen Quadrats gaben, wenn z und z, nicht etwa einen
gemeinschaftlichen Factor haben, eine reale Linie nicht giebt. Die imagini-
ren Aeste derselben aber haben reale Durchschnittspuncte, welche durch die
beiden Gleichungen
z=0 und 2z, =0

bestimmt werden und welche eben die fiir alle Curven des Systems constanten
Brennpuncte sind, um welche es sich handelt. Um nun nachzuweisen, dass
dieselben auch nach der Definition von Plicker Brennpuncte sind, betrachte

ich zwei Curven des Systems, nimlich

*) Es ist kaum nbthig, zu erinnern, dass hier z und z, nicht die beschrinkte, durch die Glei-
chungen (5.) und (6.) angegebene Bedeutung haben, sondern dass es irgend Functionen von = und y sind,
welche der Gleichung (3) geniigen.

o*



12 2. Kummer, Curven, welche einander rechtwinklig durchschneiden.

‘ 0’420z —2]=0 und B+ 28z —z2}=0.
Dle respectiven Differentialquotienten fiir dieselben sind

dy ' pe—pmo g Ay phepm
dz T T qe—q1% un de = ﬂ—qlz,_

‘Fur dle)emgen ‘Puncte nun, in welchen diese beiden Curven sich schneiden, es
lge‘schehe real oder imaginair, ist das Product dieser Differentialquotienten gleich
— 1: nimmt man also B unendlich wenig verschieden von o an, so werden die
.beiden-Differentialquotienten einander gleich, also das Product derselben zu
einem Quadrate, und man erhilt

(Z—:)z=—l wd == -1,

de = 7

fir alle Puncte, in welchen zwei unendlich nahe Curven eines Systems sich
schneiden, mithin auch fiir alle Puncte der Grenzcurve. Legt man nun Tangen-
ten an die Grenzcurve, in den durch die Glelchungen z=0 und z; = 0 be-
stimmten Puncten, so sind dieselben zugleich Tangenten gewisser Curven des
Systems: die von ihnen mit der Abscissenaxe gebildeten VVinkel haben die tri-
gonometrischen Tangenten ==}/ —1; sie sind also Brennpuncte fir diese be-
stimmten Curven des Systems, und da dieses Resultat von a ganz unabhin-
gig ist, so sind es gemeinsame Brennpuncte fiir alle Curven des Systems.

‘Breslau im September 1847.




