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Untersﬁchungen iiber die analytischen Facultiten.

(Von dem Herrn Prof. Oeitinger zu Freyburg i, Br.)
(Fortsetzung von No. 1., 7., 11. und 17. Band XXXIIL)

VL.
§. 33.

Dle Facultiten lassen sich auch noch mit Vortheil zum Ausdruck be-
stimmter Integrale benutzen. Um dies zu zeigen, wollen wir von den Facul-
titen direct ausgehen, obgleich dies gerade, nicht ndthig ist.  Es ldsst sich
nimlich unmittelbar von den wunbestimmten Integralen zu den bestimmten
ibergehen. Auch .in diesem Falle werden die Facultiten ihre Brauchbarkeit
bewihren,  wie sich im Folgenden zeigen wird, und wie es auch bekannt ist.
Nach dem Vorgange von Euler hat man bei hierher gehirigen Entwicklungen
Zuflucht zu den unendlichen Factorenfolgen genommen; dies ist nach den
bisher hier angestellten Untersuchungen nicht néthig. Da namlich gezeigt wurde,
dass die Facultiten mit gebrochenen Exponenten sich als unendliche Factoren-
folgen, und umgekehrt, darstellen lassen, so ist der Uebergang tiberfliissig, und
sogar ein Umweg; denn es lassen sich sehr kurz alle Sitze von bestimmten In-
tegralen, welche bisher auf die eben bemerkte Art gewonnen wurden, nicht
nur viel einfacher auf dem hier angedeuteten directen Vege ableiten, sondern
auch auf allgemeinere Formen und Gesetze zuriickfiihren. Schon Kramp hat
dies angedeutet, aber nicht nachgewiesen. Legendre wiirde gewiss in seinen
Untersuchungen tber die Euler'schen Integrale auf Einfacheres gekommen sein,
wenn er die Facultiten einer besondern Vor- -Untersuchung unterworfen, und
nicht, wie er hiufig that, die bestimmten Integrale benutzt hitte, um Eigen-
schaften der Facultiten daraus abzuleiten. Vielleicht war die von ihm ge-
wihlte, weniger geeignete Bezeichnung der Facultiten mit ein Hinderniss, dass
es nicht geschahe. Aus diesem Grunde scheint auch der Tadel, den Binet in
seiner Abhandlung iiber die Eulerschen Integrale (Journ. d. I'éc. polyt. T. XVI,
pg 227.) gegen Kramp ausspricht, nicht gerecht. Die Facultiten sind bei
diesen Integralen nicht bloss Mittel zum Zweck, sondern in der That die trans-
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cendenten Grossen selbst, auf welche die Integrale fiihren. Sie haben also hier
einen doppelten Dienst zu leisten, und zwar in formeller und in materieller
Hinsicht: in formeller, indem sie dazu dienen, die Integrale von einer Form
anf cine andere zu;ibertragen, oder die Beziehyingen - worip: sig; gu- einander
stehen, anzudeuten: in materieller, indem sie dienen, den VWerth der Integrale
selbst darzustellen. WWir wenden uns nun zur Sache.
Soll das Integral
S (1l —a)" dx

dargestellt werden, so ist, wenn man das Binomium (1 —a%)" entwickelt:
S (A —2) ox = f(a?" — naPH 4= (n),a™? — (n), P! 4 ,..) B,
Wird nun, nach der Integration, x =1 gesetzt, so ergiebt sich

1. /:,lac"“’(l—oc’)"ax=—;'-—1%q+(n)2'z;1—2‘§— (n)3p—_l%—3—q+
Diese Gleichung fillt genau mit der (21. §. 32.) zusammen, wenn dort b=p,
g = d gesetzt wird. Demnach ist

S 2 Sl (l—xt) e =

Dieses Integral lisst sich auf verschiedene Formen bringen und man
erhalt

qﬂI‘I qn.ln[l
pr+lle ’ﬁ-’&'ﬂ?'

l"'l _ 1"[1 _ ITP —1j1 . 1"11

3. Sl (1 —x?)ox = p =— S :
Q(*")"“" P(*q' + 1) g. 1+

1"|‘ o 1gh
p.l—'+nll p(n+l)%ll.
Auf gleiche Weise findet sich
4. ./0 (1l —x)"dx = ——-—l—nu.__.' IZ‘J' | l_qll
’ P(—+1)"“ p 15t n pasly Sl

Stellt man die Gleichung, aus welcher _/}, P11 —ax!)"dx abgele:ltet
wurde, wieder her, multiplicirt mit x? und integrirt wiederholt zwischen den
Grenzen 0 und 1, so ergiebt sich

1 : 1 1
/{, xqaxfxp—x(l-—xq)nax = pz‘l — (")'M(p+q)"“l -+ (n).,m
— (n)s (p +3q)th + ...

und hleraue wenn man in (24. §.32) r=2, g=4d, b =p setut:

, nll
5. ‘a:"3x x”" 1 oc" "’c)"x—-q—,l—
e g

]
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Es lisst sich ‘auch folgender Ausdruck aufstellen:
2n|1
6. f‘w"ﬁxflx” 1(1—-:1:") 836—%;,‘;5]—7',
wenn man erwigt, dass die VWiederherstellung der urspriinglichen Reihe, aus
welcher /! «?™'(1 — x?)"9x entsprang, der zweiten Integration vorhergehen

muss. Auf gleiche Weise erh%ilt man, unter der angegebenen Bedingung:

n 3n|l
Sotot °c)1:/"9c‘1 A [yt P! ( 1—a)dx = p,.+3;q

Fahrt man auf diese Welse iort und wlederholt dle Integrahon rma] nachdem

s

bei jeder spitern Integration die Relhen, aus welchen die vorhergehenden be-
stimmten Integrale entstanden, Wlederhergestellt ‘wurden, so- findet sich nach

(24. §. 32.) folgende Glelchung )
7. So'x?dx i xtdx [l x?Bx . /I, xqaxf‘x?%)x/;, aP (1 —a?)"dx = il
r r-1 r-2

prie -

Hier wurde das VViederholen der Integration durch Zahlen, welche den
Integralzeichen untergeschrieben sind, angedeutet. Man kann die Wiederho-
lung des Integrirens auch ‘dadurch andeuten, dass man das Zeichen nur ein-
mal schreibt, und oben rechts die Zahl anschreibt. Dieses giebt mit Hiilfe
von (25. §.32.):

1‘-‘!’”_ ~Htyr+n—ilt . il

LR 08 [ P (1— o) O = =
.8 /v @tz fy (1 — )"0z 'qu}—1|117p+n+»—1!1 pyit
: q-

15--m ‘ l%]l

- qur-l!l(r_}_n)z—ll - qr—llr~—lll.p(r+n)%‘l
Man sieht leicht, dass die Gleichung (3.) ein besonderer Fall von (8.)
ist, und hat zu dem Ende r =1 zu setzen, oder nur eine Integration zu ma-
chen. Die Gleichung (7.) oder (8.) gilt noch, wenn — ¢ statt ¢ gesetzt wird.
Ein anderes wichtiges Integral findet sich auf folgende Art. Es ist
ml' 337 m«; 351
e¥=1—a1+73 " 123 V1234 12345+
Ferner ist

9. JSarle® pxr =

.‘L'P mp+q+ aP+29 | aP+3 + P+49
P p+q 12.429 123(p+39) " 1234(p+dp)
Nun ist, wenn in (30. § 33.) r=1 b=p, d= g gesetzt wird:

rh :
l"l x?P P+ ar+l xP+3q

T = ; - P+q + 1.2(p+29) - 1.2.3(p+3¢) +o

10.
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unter der Voraussetzung, dass o = @ ist. Nimmt' man nun das Integral (9.)
zwischen den Grenzen.0 und ®, so erhilt man

"‘ otk

11.  farle dx = —';’—
Fben so ist ' -

12, fJarles "3y = R

Ausser diesen beiden Arten von bestimmten Ihtegralen lassen sich auch
noch andere auf Facultiten bringen. Behandelt man z. B. das Integral
' | S (lg ar) 8:,&7
nach der allgememen Peductionsformel
S X2y = X [ Zdx —f(aXfZi’)x)
und mmmt das Integral zwischen den Grenzen 0 und 1, so findet sich

it
13.  Silam'(ga)” 8.17 = (— 1)" m"**

Auf glelche Wexse erhalt man
ln\l ..
fiai(goyes = S
§. 34

Dig Gleichungen im' vorigen Paragraph lassen eine Menge Anwendun-
gen zu. Sle smd schon. von Euler (lntegral Rechnung lter und 4ter Thell)
von Legendre (Exerc. d. calc mtegr T. L und IL), von Plana (s. d. Journ.
17ter Bd.), von Binet (Jourd & T'écol. polyt. T XVL: sur les intégrales définies
Euleriennes) u. A. behandelt worden. Eine wiederholte, Untersuchung kinnte
daher uberﬂu551g schemen wenn mch? wie schon bemerkt wurde, die wei-
ter oben gewonnenen Entw:cklunoen Mitiel abgaben die” bekannten Hesultate
auf eine einfachere und’ zweclmasmgere Welse, und’ uberhaupt a]lgememer
durch (wie ich’ glaube) neué Sitie af)?u]eltbn Dle folgenden Untersuchungen
haben daher det Ziweck,” die ‘dwel ‘eben Berihrteh” Atifgaben 'z’ Tosén.  Wir
beginnen mit. dem etsten Theile ‘der Aufgabe, §chhéssen zur Erleichtezung der
Uebersicht unseré l‘fntersuchung an die Vori 'Euler im Sten und 9ten Gap. des,
ersten Theils, der Integral- Rechnung behande]ten Gegenslande an, and: behal-
ten seige A\nordnung zyr, épf{mdqu dqr Sitze \l_)}q‘ YV!F gehen :hiebeéi, von:
der vierten Form der m (3 § 33) angesabeneq Gdelchupg

HEN J?,[ Yl
L ety .,.1 A
x X A S N R
T o | A L T£—+nll—- R
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aus. Wird hierin n=—1, p=l, C/—2 gesetzt, so ist nach (25. u. 26. §. 13.):

‘ — 141 n__
A V(-x’) .1

Wird in (1.) ¢ =2, n=—1}, p=2n+1 und dann p = 2n gesetzt, so
erhalt man
Logrye  1n Rl -l QL a2 1,357, (20=1)
3. /f. VA=2®) ~ @ug-D. 1 = 7 o2 ="24.68.2n

12190 1MLIAL w12 9 4.6...(20—2)
o VA=) = opanil = 1 = 1.35..@2n—1)°
Setzt man in (4.) n+1 statt » und verbindet (3. und 4.) mit einander, so wird
1 g2 Qg 3 g2+ Jp p
5. f Va=a® J, V=% = 2@t D)’

Diese Gleichungen sind in (§. 330—332.) von Eulers Integralrechnung
entwickelt. No. 2. wurde als bekannt vorausgesetzt und (3. und 4.) wurden
aus der Analogic geschlossen.

4.

Der Satz lisst sich leicht verallgemeinern. Aus (1.) erhilt man nim-

lich firg=2s, n=—3, p=p+1lud p=p+s+1:
/1 2" dz fl -’Dp""az‘ 151 1-zll 154 1-41
—z%) — e 1) °

Nun 1st

PR (2R 2s

123 =12z prerl’
Wird dieser Werth substituirt so ergiebt sich

¥ dz 1 P+ 7T

V(l—-"’”) 0 VA=2%) ~ 2s(p+1)’
Hierin unter]iegt weder p noch s 1rgend einer Beschrinkung. Setzt man in
(1) p + n statt p, so wird
pon
l—ll lnll

i 1 pp—1 —_— T
7. Siar N (w—ax™)er = ETI

(p+n). 1
'Wird hierin n = — 3, y =1 gesetzt, so ergiebt sich
ar=10g _ 1711741 3r-125
/ Vie—3®) = (p=H1r-1Il T (2p—1)2¢-22°
Fir p = p + 1 entsteht hieraus
tardr 17 135..Qp-1)
8. f V= = 227" 24 6' 2p
Dieses Integral wurde von Euler (§. 335. u. ff.) in der speciellen Form

(8.) entwickelt. Die Gleichung (7.) ist ein viel allgemeineres Integral, weil
Crelle’s Journal f. d. M. Bd. XXXV. Heft 1. 3
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B

darin p, g und n keiner Beschrinkung unterliegen. Die Gleichung lisst sich

auch noch allgemeiner stellen, wenn in (1.) p + rn statt p gesetzt wird.
Man erhilt

p4rn

l ll n|1
9. J;)l ar1 ( P — w”*’)" dr = — P

(p+rm) 1=
Wird in (1.) '% statt n eingefiihrt, so erhilt man

10.  flar'(1— .cv"’)m A = -————
p.lq
Wird hierin p 4 ¢ statt p gesetzt, so ergiebt sich

1 juptg—1 Yo l%“"‘l:_;ll
Joxt 1—a)m dx =

+111

(4917 "7

N m
Pon

Nun ist 174" =17 ]1(q+p) und 17w+ =17 +ml1(l+§ + 7—:—) Durch

Einfilhrung dieser Werthe in die vorstehende Gleichung und mit Riicksicht
auf (10.) ergiebt sich

L flarm =) oo = moio far! (1— a0

Fir n=—m =+ k und ¢ = m folgt hieraus

1 grtm=13p P 1 P19z
12. f S 5_7_7‘: j —_—F
[ (l—x )m 0 (l—d«‘”‘)_m-

m—Fk
Fir g =m und — —— = n wird aus (1.):
e I L rﬁ
13 ' - Tk —
o (=™ m p,l m
Setzt man hierin p + hm statt p, so findet sich
1 gpthm-1Q, l%"'h“.l' ":,‘:5[1

m—k T k *
(—amym  (pahm)lm *o H0

£
L) lm,l(P-z-m)""" und 1——+«-1+1.u _ l—— o, (P'*'/f)"'”’
m

Nun ist Im= = . Durch Ein-

fiihrung dieser Werthe in die vorstechende Gleichung ergiebt sich hieraus, mit
Riicksicht auf (13.):
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14 jil zrttm=19dx  p(p4m) (p+2m)....(p+(h—L)m) 1 P19z
. ek k) o —1m) mk
J O (A=z)m (P+k) (p+k+m) .. (p+-k(4-(h—D)m) | | (l—am)y 7
T

— (pk)yim l’i# -11

Aus (1.) ergiebt sich ferner fir n = — % und p + k statt p:

PR e

15.

noT Pl "
O A—em)ym  (p+k) 1wt
Ferner ist, wenn hierin p < hm statt p gesetzt wird:

k k
T T T = = e
Jo (l=zmym (p+k+hm)f—n+"" (p+-k+hm). (p4m) 1 :T“

Hieraus ergiebt sich nach (16.):

oPHithm=13 (p+Fk)rm /’1 oPth-1
kT = hm
A=z (p+m) ™ .

16.

(Amamyn
Aus der Verbindung von (16.) mit (14.) folgt

1 xp-l-/zm—l 31; 1 $P+k+/2'll—l 8$ P 1 gr—1 8.,1’. 1 $p+k—l 8:”
17. / ———'_’i-‘_"f 53 =p+hmf m-—k/ Z -
0 (l_—a;m) m 0 (l—x'")m 0 (l—zc"')—m— 0 (l—a)m)—n:
Die Gleichungen (11.,13., 14. und 17.) hat Euler (S. 341 —348.) ent-

wickelt. Es sind dies die Integrale, welche er im Sten Capitel der Integral-
Rechnung Iter Theil untersuchte; mit Ausnahme der zwei:

| ¢ 2™ 19z
Sla(—ay-ior ud [T

welche hier, spiter in Verbindung mit andern, abgeleitet werden sollen.

§. 35

Im 9ten Capitel bringt Euler Integrale von bestimmter Form auf un-
endliche Factorenfolgen, und benutzt dieselben, um weitere, fiir die Integrale
geltende Beziehungen daraus abzuleiten. Diese Beziehungen lassen sich durch
die in (§. 12. und 13.) aufgestellten Sitze leicht ableiten, da dort der Zusam-
menhang zwischen unendlichen Factorenfolgen und Facultiten mit gebrochenen
Exponenten nachgewiesen ist.

Werden die Facultiten 131 und 1-! pach (20. und 18. §. 13.) ent-
wickelt, so geht der Ausdruck (2. §. 34.) in folgenden iiber:

1 1 3z _2.2.4.4.6.6.8.8....
: /9 V(-2 — 1.3.35.5.7.7.9...."

3*
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Diese Gleichung giebt Euler (§. 356.). Nach (13. §. 34.) ist
k—m l’—ll 11,‘7—].'1
2. ./;lxp_l(l—xm)Ti’)x = -
p. l———lll
Werden die Facultiten mit gebrochenen Exponenten nach (14. und I8. §. 13.)
entwickelt, so erhilt man
k—m ‘.
. e _ m 2m (p+k) 3m ( p+k+4m)
3. ./‘0 T (l—a") ™ dx = p.k " (p4m)(k4m) * (p+2m) (k+2m) ”

Eben so ist
k= T el
4. _/Bl xl'—l(l__xm) m Qpr =— —
p. l—m——l(l
—_m  2m(r+-k) 3m (r+k-+m)

T rok " (r4+m) (k+m)  (r+2m) (k+2m) "
Hieraus ergiebt sich das Verhiltniss beider Integrale zu einander durch fol-
gende Gleichung:
5 Sl 1oy 7 o _ 7 150, 1';"‘
' S "‘l(l—m’")k:"a:v P 1—|l l_ -
_ 1 (p+k) (r+m) (p+k+m)  (r+2m) (p+k+2m)
C(r+k) * (pam) (r+h4m) © (pa2m) rk42m) T

Diese Glelchungen findet Euler (§.360 —364.). Es ist bekanntlich
Pl =2 l_ M Wird dieser Werth in 2) emgefuhrt so erhilt man

. . k—m 1;_1“ 1——1]!

— my - J— S

6. Sl '(l—a™)™ dx = an E o
m.Lm m

Vertauscht man in diesem Ausdruck die Buchstaben p und £, so erhilt man

l—k';-m IL -11

7. fla ' (l—am)n 0z =
Aus (6. und 7.) ist
8. ‘/;,lx”“l(l-:c"‘)k%ni’)x = /;lx’;“(l—xm)%"8w.
Setzt man in (1. §. 34.) n—;zﬂ& statt 7 und behandelt das Resultat auf die in
(6.) angegebene WVeise, so ergiebt sich

Etp

m. 1w -1[1

)4 n P n
n_ l 1 1 -1j1 l——l[l 1—_.“1
@ =1 — 7Y m 1 o
9. Srar'(l—a)= da = e

q l-—-l- —_lll )

Vertauscht man hier die Grossen _Zq_o_ und 7';-, so wird
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li’——lu 15 P

p
10 fla"'(l—a™)s or = e
m. lm + _—l l

Die Gleichungen (9. und 10.) fiihren zu folgender Formel:
11. q../:)l at 11— .'v‘/)% or = mfyle" ' (1— ‘/1;"')%‘ “or.

Diese Gleichungen hat Euler (§. 369 —374.) behandelt. Die folgenden
Paragraphen dicses Capitels sind der Untersuchung des Ausdrucks

17,7‘1“ l—‘”1 ( ) +k  m(p4h4m)  2m(p+Fk+2m)
Py, p.k " (prm) (k+m) * (p+2m) (h-+2m)
und den damlt zusammenhingenden Ableitungen gewidmet. Da die hierher
gehirigen Sitze schon in (§. 13. 43 u. ff.) betrachtet wurden, so verweisen
wir dorthin. Die dort gefundenen Sitze lassen sich auch auf Integrale iiber-
tragen und man erhilt

12, [l (1—am)n ™ 0l arh (l—x’") z

=/ U= 2y o (L — a2 o

=/t (11— .1;'")7:{ -1 o flart-1(1— xm)f; 1y,
Eben so ist
13. [l (Q—w )m Yor flart i (l—a™ys tox, [ xp+r/+r-1(1__xm)m o
= Sl (L= )y 0, Sl (1 — pm)—-lar Silagrrret (] — ),,,— or =
= [ (=Y fR e (L= )i O f ettt (L oy =

u. 8. w.

Aus den in diesem und dem vorhergehenden Paragraphen mitgetheil-
ten Entwicklungen diirfte sich der Beweis fiir die Einfachheit und Zweckmis-
sigkeit der hier aufgestellten Ableitungsart ergeben. Eben so diirften die Ent-
wicklungen dieses Paragraphs die Behauptung rechtfertigen, dass der Uebergang
zu unendlichen Factorenfolgen ein Umweg und also iiberfliissig ist, da alle
Sitze, welche durch die eben angedeutete Methode abgeleitet werden, viel ein-
facher durch ihre unmittelbare Beziehung, worin sie zu den Facultiten stehen,
erlangt werden; wie hier deutlich vorliegt.

5. 36.

Die in (§. 33.) gefundenen Integrale sollen nun noch niher betrachtet
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werden. Hebt man zuerst die Integrale (11. und 12.) hervor, und stellt sie
durch unendliche Factorenfolgen dar, so erhilt man folgende Formeln:

P
Ll 9.29.3¢.4¢.5....
1. ”‘,p—l '“"’8;1,‘:—-————:.__N +49.99.39.99 ... ,
Soae p P(p+9) (p+29) (p+39) ...
lélil q.29.39.49.5¢

2. Pt le ey = — = 1 ; .
S ¢ v P P2(—=p+9) (—p+29) (—p+39) ...

Hier soll hauptsichlich die Gleichung

P
15!

3. Sy ar e dr=

=

betrachtet werden. Ist ¢ =1, so ergiebt sich
b frarer = 1N =1.2.3.4 ... (p—1) = 1;—".

Diese Gleichung gilt auch, wenn p eine gebrochene Zahl ist. Fiir p=1 wird

aus (3.)
LR 29.3q.49.5
o gror s — 1P —  9:29.39.49.5¢....
5 Sy eTdw =111 = T g (2 (143g)

Setzt man & = az, so wird 8z = adz und man erhilt aus (3.)

15k

6. /; P le-(a2) g7 — par .

In dieser Gleichung kann auch z durch & vertreten werden. Man kann iibri-
gens auch e? auf der linken Seite ausstossen. Dann geht (6.) fir z = % in
15

- ® =119y, — ,‘
i. 2P le ¥ 9z =
‘/; paﬂe”q

iiber. Ist ¢ = 1, so wird aus (6.)

8. [, ez =

l.2.3....(p—[) _ 17-11
a’ - a’
Fiir p =1 wird
. ® 1
9. ST eda= o

Ist in (3.) p > ¢, also % ein unichter Bruch, so lisst sich das Integral
auf ein einfacheres bringen. Es sei fiir diesen Fall lq.i =m +—;£. Dann er-

ergiebt sich aus (3.)
175l 15l gy
mg+n — (mg4m).q"

Sy P e dy =

Nun ist aus (3.)
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1t

® 5 ki

So P! rT=

Wird dieser Werth in die vorstehende Gleichung auf der rechten Seite ein-
gefiihrt, so entsteht folgende Reductionsformel :

n™!
10, fTa" e 0y = ?,;'./Bw a e dy.

Diese Gleichung gilt unter der oben genannten Bedingung. Fiihrt man nun

den Werth p = mg + n ein, so ergiebt sich folgender Ausdruck:
@ modne 2 -1 »
1. e a0y __ n(nt+g) (ot q;m -(n+(m—1)q) oo g,
Ist p ein Vielfaches von ¢ oder p = myg, so wird aus 3.)
© o 1.2.3....(m~—1) 1mn
12. ‘/;que'”ﬁx:%—j,————:—m—q.
Das namliche Resultat wiirde man erhalten, wenn man in (14.) n = 0 setzte

und die néthigen Reductionen machte. Fiir n =1 wird aus (11.)

® 1mly
13. Jfo a™e™dx = —/:, e dz.
Wird p negaliv genommen, so entsteht aus (3 :
14 /‘2 e 0xr 1'5‘[1 ‘___ q.29.3q.49.5¢....
: o artt T 2 T pC=p+)(—p+29) (—p+39)...
Wird nun wie frisher p = mgq -+ n gesetzt, so erhilt man
e AN »
- @ e rord ) mp 1 ’Il
15. /0 g = — ,,u_m, = (=™

Hieraus ergiebt sich, weon (14.) benutzt wird:
© e-21Jr n q'" » -1 Jr
16. ‘/o g = (— 1) (n+q)’""'f gr
Ist » = 0 oder p ein Vielfaches von m, so wird in Rucksicht auf (15. §. 4.)
- 1w g-a? ]—mi1
17. /0 il = Zgpg = (—1)" lmu

Alle Integrale dieser Art sind unendlich gross. Das Gleiche gilt nicht
von Integralen von der Form

P
weodz 15" _ 15
8. f, wm ==
Vergleicht man (2. und 14.) mit einander, so erhilt man

® e-2'Jx o g~
-1 e- =~ — —
19. ‘/:) a’ e Jr = /; $p+1 - / o TFH!

Eben so ist aus (18. und 3.):
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@ p-a—9 @ p-2—19
0, fraente = — 7S = [T

$p+l P+l

Bisher wurde vorausgesetzt, dass l'v_l = lTll sel.  Dies rechtfertigt
sich einerseits aus den Elementen der Algebra, andererseits lisst es sich auch

auf folgende Art zeigen. Es ist aus (16. §. 13.)

1o = 9.29.39.4q....
(=p+9) (—p+29) (—p+39) (—p+49) ...

Wird die Facultit l—vl nach (14. §. 13.) dargestellt, so ist

(—9).2(—9).3(=9)-4(=9) ... —_ (—-1"¢.29.3¢9.4q....
(p—9) (p—29) (p—39) (p—4q) (—D*(=p+9) (—=p+29) (—p+3¢) (—p+49) ... |
Hiernach ist

150 =

21, 154 —1«,! =17
Ist g— ein ichter Bruch und - ¢ 24 —q——l also g—p=rund g—r=p,
so ist bekanntlich aus (§. 22.):

g
Nun i1st
2l
P ] -
f xP-le-wqax:-l—é—'-:?_[ q !
Ferner ist aus (2.) |
. 150
Sy e r o = -7,—

Diese beiden Gleichungen geben
22.  qf @ e =r v e 0w,

23.  qfy a" e dx = (g—p)f, e .
* Setzt man in (L.) mg + p statt p und dann — mp + r in (2.), unter

oder

der Bedingung, dass §—+ -3 = 1 ist, so erhilt man folgende zwei Ausdriicke:

r p
17+ 1l (pagyw - ph
@ mitp-1 ezt _— —_— . —_ £__ d
S et 0p = s = s e =197 i un

- -1 gz —_
/; mitr ‘”qax:-:——‘—'- = —

Aus diesen beiden Gleichungen ergiebt sich folgende:
24.  qfyx" e dx = (—mgr) 7 x T e 9,
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Die Gleichungen (22. und 23.) lassen:sich leicht aus dieser ableiten. Verbin-
det man (11.) mit (16.), so 'erhéilt'man;,, S s it
mydn—1. fu. 5. . . ?eaﬂaz
B[ et [ e (1) e [ a0 11
Spec:e]le Fille erueben sich aus den hier aufgestellten Resultaten leicht.
Ist z. B. ¢ =2, sowu‘daus(o) y Co

sl . - S BT O TR PRI RSP &
26.  f° e"‘“%x = 12!1 =1 Vqr i
\ - L4

Fir g =2, p=1. wird aus (14.) “
27. - [ e = —Vm,

i 2 .(;’ N !H; S
Fir ¢ = 2 ist aus (12., 13. und 16.) Sy ) e adaehnd
28. /7 a:z""" ey = 5(1 2:3.4.. "(nilﬂ-‘l), «
1~ 1.3.5...2m-1
29. S w”"'e““ax = 9 _/I,“’ ey = -—27,,:(.1—"12‘/

o o p=%% L AT R .T.’lnl - AT
B0 [y [ Ly
Aus (22. oder 23.) ist fiir q—6 un&p-_3,p==4 .
8L 6Ly e = 3, 0 e oo = V7r

' 6/)"2 e 0w = 2./y" we =" 681: = 1"%11 .,

u.'s.w. Aus (29 und 30.) erd » A ) ' o

Leh e ke ddoigie e b
n
32, fioxmeou, fo W,z —( 1) ~2(2m+n
Hieraus und aus (5. '§. 34.) erglebt sich folgende Beziehung:
_(—-1)'”‘./3 ac"" "'i%c‘y ﬂm-mazd bt

‘HP J) A)Hs§ s

! gmdz 1 gmt1 9
8. [ =/, o=

Setzt man —g— statt p in (4.)', so erhdlt man ey

_/}, ocq -t €e*dx =

by St D
Hleraus erglebt sxch mit Ruckswht auf (3 ), flo][gg)nde Rélatlon .
IR RNSFRRRES WARCY S IV i
o G—— ! ,(,Vﬁpﬁ 8'7"
34. ‘/; o on = q -0 "3';3‘ LA
9 T
erd in (4) 2 + 1 statt 14 gesetzt so erhilt man . o
NS e v e o l".()éw é RTERT v il
./:) OC‘I e ds u-l:ql vt ddarers oo Lanbind

Hieraus und aus (3.) ergwbt sich die Relau{m e _,_.\%

85 e = [ ]/ac? =9z,
Crelle’s Journal f, d. M. Bd. XXXV. Heft 1. 4
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RN SIS
Die im vorigen Paragraph auf'g'eétéllféri:Glei‘chun'gen sind noch weiterer
Anwendungen: fahig. Verbmdet ‘man, (L) mit (2.), so ergiebt sich

2 --—-|1
- ffﬁx!’*'l-e*ﬂ'r‘ad:‘f AP ey = AL Ay pl
Hieraus entsteht, mit Rucksmht auf (2] §. 26)
L e [ ar ety = — %
. pqsin!g-n' '

Wird in (1. §. 36.) p — g statt p gesetat,- so entsteht hieraus und aus (14.),
mit Riicksicht auf (20. §. 26.),
] e -T?

o g g-a? N , T
2- f 39"'1 xf mp_._l 3&&‘ —
e . , r(@-p) sin-£ q

Wird in (1 und 2. § 36) —p + g statt p gesetzt, so entsteht, in Riicksicht
auf (23§ 26);

® 3;‘73-.13 '7 @ ;z'le—w'
3. f xp+l ——‘?“7—'
N ‘ q(q—p)sin‘?n
Wird in (3. §.36) —p +'q statt p gesetzt und das Resultat mit (3.) ver-
bunden, so ergiebt sich, mit Riicksicht auf (23. §. 29.),

. @ 19 e~aR
4. /; xP-le-at ax—f T = ——.
g ” ‘ q’singn

Wird in (3. §. 36.) — p — ¢ statt p und pq statt p gesetat, so findet sich,
mit Riicksicht auf (22. §. 26.),

A

o g-x7 g
5. ‘/‘; a:P""I"'l Brc./; x”"’"" -’"’8::: = """‘_———?Z— '
: q(p+49) sin —g—-n
Wird in (3. §.36.) — P statt p ul;ld P+ g statt p gesetzt, so erhilt man,

mit Riicksicht auf (25 § 26)
® gt Jg: T
6. /‘; TPl ./o x”"”"l e *Jx = — 7
q sin -q— T

Wird in 3. §.36)) —p - q éiétf\ 12 geAsé?tvzt ‘und das Resuhat mit:(’3.)w ver-
bunden, so ergiebt sich, mit Riicksicht auf (26. §. 26.),

@ Cal O o,

A #??.ﬁ afle et dr =

4

p(p+q)sin -1}”
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Wird in (3. §. 36.) p + ¢ statt p, — q statt g, und dann p — g statt p ge-
setzt, so erhilt man, mit Riicksicht auf (27. §. 26.),

8. S attle= "‘c‘)x*/; ;;,’:ifll-e’*"ﬁw z‘ﬁp_'_q)@_p) L

So wurden hier aus den Gleichungen des vorigen Paragraphs und aus
den Gleichungen (20. bis 27. §. 26) acht Relationen ahgeleitet. Benutzt man
die Gleichungen (2, 3., 14. und 18. §. 36.), so lassen sich durch Einfiihrung
schicklicher 'Werthe fiir jede der genannten Formeln in (§.26.) drei Glei-
chungen aufstellen, "die, wegen der verschiedenen Entstehungsart, auf ver-
schiedene Formen fiihren, aber im Allgemeinen hiufig die nimlichen Resultate
geben werden; wie sich dies in (4. und 6.) zeigte. VVendet man diese Bemer-
kung auf (21. §. 26.) an, so erhilt man aus (3. und 14.,, 14. und 18. §. 36.)

folgende Relationen:

®» g-x? . 7T )
9. /{, ey / z,,_,_l%x — ,
pqsinﬁn
q
Lo ema? @ e-z7? /1
10. ﬂ ] x/; i 0x = 7
pqSll’l ?ﬂ

In (1., 9. und 10.) ist die Form verschieden, der Inhalt glelcb Man' kaun
endlich auch dadurch noch mehr Mannigfaltigkeit in diese Relationen brmgen
dass man bei den Ableltungen das nachstehende Integral benutzt:
151
tp

Eine etwas allgemeinere, hieher gehonge Re]atlon erglel)t sich aus
(25. §. 36.), nimlich:

=9z T

12. . J;a‘,g;;m.q-l-n—l e-ﬂ»‘? i")r/ wmq-l-n—l — (___ 1)m+l —*__‘—_—;"'0

. 1.
1L [ e on =~ = - fi7ar! eor.

Eine Reihe solcher Relationen lassen sich aus 3er‘ Gleichung (4. §. 36.)
und aus den Gleichungen (20. bis 27. §. 26.) finden. Sie sollen hier bloss zu-
sammengestellt werden, da ihre Ableitung nach der eben aug\egebenen Methode
keine weitere Schwierigkeit hat. Es sind folgende:

260 ? e~ ® g= . N
e et sa

o o 0 !]q/a:” sin £
‘ q

4*
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S ik Y4 °~~e='»’8:t: Cpmo
: f:]fx" e"”ﬁacf =

qu-Qn
A . Co
= a8 '0 ' z .
N ]/mP SO ? sinln
SRS TRNC TV IR TS RRPION

Lo ‘ m' ‘wa ;
R 16- a f = e = /:’ Vm.” "m&B —-p(qqﬂ F;) {0

o : 0 Va: sm n L
STE TR PRI I TN N LI A SR AP - oL q ot
T R O A de<¢8af o .
Lo T . . U
RS LY A S xva e-wax ——”ﬂ "
CreoTine inoea 19, me» Dol 7. :sin =7z
Y H

SR S e e d)

b A8 j"f x/; ac]/m" -max-—”(f’ﬂ) i
. ¢ sm—’in

e b D bt T g

ao-a:f)
9. [T ‘”/;,W em = —

wVa: ' sinL
S e ?
" peeTdx polot.erdr q =
00 ) e Ty T
xVaf sm;n
\;,.'

Auf ganz glemhe Welse erhalt man  aus (§ 36. und §. 27.) folgende Re-
latloneq

R ¥ 2 SR

g e o g-sMBy R
2. f "’”—?-_1“3"”_[@ T — ,
'/0 o oz (@*—4p® cos % 7

® g-rMJp __ m
('3;2P+'l+1 -

. . 22. ‘/:)"’ ¥l p-a™ g, A
TR L B O AR : S LY

29(4+4-2p) cos -g— 7 ’

T

23. [ aMle™Mdg fT A e e My = . ,
WL, - ' 29(2p+9) cos—fll R

= IR B
B ‘24" . e atPe-rMdx /-w x9e-2Mdzx . .
Lo e ﬁ , a}qépl e 0 TR == : g P y ;
T N TR o 29‘(2]"—9)(;0??”
A 'gl'gii X":w " m;m,o-wziaj: 7T

Ol;ap-l-q—l ot}
!/‘o 839 ‘,’v ',w2p+!» : 4!‘ pl L
- o '4¢%cos S

q

q
® }/aP e-xdx - ,§'e-38w A 2
26- -/0‘ V"c = -/(; :.I - %= p s
: iz VatVa cos—g—n
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e~z dx q+‘2p 7

27, S Var. Vxe’“‘%)a"f .

2% cos L
q
® Vxl’g-a: azr Vm e-zdx q-—?p 7

28. ’

: ./o Ve Jo pr .2 GOS§n
T Vxe-ﬂ’a.t B —-4})’ 1 .
P —x8 veeror _g¢=p _ 7T _
St ] .

U.S. W.. Auch auf Tangenten lassen sxch dlese Beznehungen ausdehnen Sie
werden danu etwas zusammengesetzter. .

Legendre hat das Integral /" 2P ‘”“’Sx welches in, dlesem und dem
vorhergehenden Paragraphen betrachtet wurde, nicht behande]t, sondern nur
bemerat (Exerc. d. c. calc.'intégr. -T. L. pg. 300. und 301.), dass man dasselbe
aur Facultiten .(fonctions I') zuriickfiihren kinne. Er bringt es auf die von
ihm genannten Euler'schen Integrale zweiter Art und stellt es in der speciellen
Form fy"¢*'dx (5. §. 36.) dar, indem er behauptet, dass es durchaus nichts
an seiner Allgemeinheit*v'erliére;-Wenn es unter dieser spéci‘ellen Form betrach-
tet wird.: Es lisst sich nun leicht das Integral /;"a?~'e-=*8x auf die Form

/. e-="dx bringen, wenn man —Zq)— statt ¢ in (5. §. 36.) setzt. Hiedurch und
aus (3. §. 36.) erhalt man fo]gende Reductlonsformel

f x”“ P = —./; e“”’ 3.7:— — lq‘l
Eine zweite Reductionsformel erglebt sxch unmxttelbar aus (30 §. 36.), namlich:

B e mon = 1 Jareeda:
wie denn auch ‘

A K
32. S e®r? dx = fTe=)xFOx
ist. Nun hat Legendre weiter folgende Reductionsformel angegeben :
L
33, frarlesdx —/ e,
Sie ist unrichtig, wie sich selbst aus der von. 1hm angegebenen Reductionsme-

thode zeigén lisst., Setzt man nimlich -?; sgatt g, z=uoF in f; xP "8,

. : ~l— o l -l-._] p—-‘-l o =1_.'-];- L hE
so ist x = z7, ‘812‘:,;‘.2.? 0z, X' =12z r, x¥ = z7 und man erhilt
<o (s S i N B [ B R . . .

- I P A
L3 ST e o = o [ e O
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Diese Gleichung stimmt mit (30.), aber nicht mit der von Legendre gegebenen
(33.) iiberein. Was Legendre behauptet, dass allgemein

J;m e Jx = -;—-T(%)

sei, ist insofern richtig, als die vorstehende Gleichung in dieser Form allge-
meine Giiltigkeit hat, unrichtig aber insofern, als hiedurch und durch seine
Reductionsformel das hier in Frage stehende allgemeine Integral nicht repri-
sentirt wird. Dass das fragliche Integral auf Facultiten zuriickgebracht werden
kann, hat keinen Zweifel: dass es aber auch besondere Eigenthiimlichkeiten
darbietet, die Beachtung verdienen, diirfte sich aus den Mittheilungen dieses
und des vorhergehenden Paragraps ergeben.

Da Legendre eine Facultit, deren Exponent ein ichter positiver Bruch
ist, direct nicht bezeichnen kann, so muss er es indirect thun, und sie umfor-
men. Dies geschieht anch in dem vor]iegenden Fa]le Die Umformung ist

Lh _ -L—l+lll 1 ——-m

1l =17 - r(—)
Das fragliche Integral kann daher nicht mehr in der urspriinglichen Gestalt
bleiben, sondern muss in eine andere umgeformt werden. Dies fiihrt zu fol-

gender, von Legendre weiter angegebenen Reductions-Formel, die sich aus

(14. §. 33.) leicht rechtfertigen ]'éést nimlich zu der Formel:
1_ 1 _1_
3. e"”'%:c-——ﬁ,lax(lg Ly ‘=—q 17 M= r( D= s
Einfacher hitte Legendre das Integra] auf folgende Wexse darstellen konnen :
® 1 1 ‘
36.  frew =T(1+) =17 I

Eine Reduction dieses Integrals auf ein Euler'sches von der zweiten Art, in der
urspriinglichen Form, ist

ﬁ, et = f! (]g )'1 dx = lqtl

Die Reduction des allgememen Integrals (1. §. 36.), im Sinne Legendres auf
ein Eulersches von der zwelten Art ist:

2

19

38 f x!'—le'z"ax:=—ﬁ, (lg-'-)‘l 8x=-—p—=: T(l-l-—)
Legendre giebt a. a. O. eine Notiz iiber die Geschichte des fraglxchen

lntegrals, indem er sagt: 1l n'est pas inutile pour Uhistoire de la science,

1.3 . .
~dobserver que I'intégrale f3x(lg— ) =7V que T'on trouve §. 28. du mémoire
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»d Euler, imprimé dans le  tom. XVI. de Novi Comm. Petrop., avait été donné
slong-temps auparavant par le méme auteur, dans le tom. V. des anciens mé-
»moires de Petersbourg, pg. 44. Clest donc a cette €poque que remonte la
»découverte de lintegrale f,”e-=®dx = 1}x, puisque la simple substitution

. . : A 1.,
»e~®® =z suffit pour ramener lintégrale /" e-=*dx & la forme ;/'9z(lg )4

Kramp hat (Anal. d. réfr. pg. 64.) die Gleichungen (3., 4.,12., 13.,19) und
specielle Fille von (28. bis 30. §. 36. und 11. dieses Paragraphs) gegeben.

5. 38.

Es lisst sich nun das Integral (3. §. 33.) einer niheren Betrachtung
unterwerfen und es lassen sich leicht allgemeinere Relationen fiir Integrale
dieser Art finden. Dabei ergeben s1ch vier Formen, die in folgendem Aus-

druck begriffen sind:

/ot ap¥—19x(1 — x")% -
Hier sind ¢ und r ganze Zahlen. Auch p und n kinnen negativ genommen
werden. Die besondern Fille werden sich leicht aus den allgemeinen Glei-

chungen ableiten lassen. Der Fall, wenn ¢ und r positiv sind, soll zuerst be-
trachtet werden. Man erhilt sofort aus (1. §. 30.)

1"!"[1 1—+r'l A

(p+tq)1't v
Trennt man die Facultiten, so ergiebt sich

Sl (l—a)m T og =

=1 (s yim (gip) . m 1':" 17l
TP (pmqragnyttem T2y

Es lisst sich in dlese Gleichung das Integral nach (3 § 33) emfuhren Dies

giebt folgende Reductionsformel:

LR xp’f'v-l(l—x")"?*’

(n+nt)"’"(p+q)'lfqr m
(pm+-gnt-gm)~tiiem p-mﬁ’

(L 2y, 1+q>m | |
= ’af"““(l —aﬂ)m dx.
R p+tqﬁ’
(1+?+m)'+m

2. el (l—atyw T 0 = 11— )7 0

AL

Wird hierin r = ¢ gesetzt, so crhilt man
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: PPl (] — oty o (REm)” (p.]_q)’l?q m‘ iy
= ("+m)""" (p+grrgm 1 V7l
T (pmtgnagmPim T paig T B nh

. n S . .y -
Werden hier -g und -7;; vertauscht, so ergiebt sich

orHm= my -+ P+ nem)mmtgt B
A frammei(]—gm)g + 8,13 = TnipmigmEi - n+tm.'~folx (l—z™) 78

n| P
_ (p+9Y(am)mmt.gt 1 gl
= gnapmegm) T apm Iy

Aus (3. und 4.) findet sich folgende bemerkenswerthe allgemeine. Beziehung:
b. @+mﬁﬂW%waWm=mwmﬁ"mﬂlwm“m
Setzt man ¢ =0, so ergiebt sich ferner _

6. pf‘x”“‘(l—x")m dx = nfy'x" (1 —:x;”‘)q dx.

...Die Gleichung (6.),. welche hier als ein specieller Fall einer allgemei-
nen. erschemt kanp .auch auf eine ganz einfache WWeise aus (3. §. 33.) abge-
leitet werden. Aus (3i und 4.) folgt ferner nachst(-hende Relation ¢

7. u+tm-/:) AN - xqj;+t 8x :/;l (1 - "') v o

p-Hg-/;’l nftm-l (1 ) AH%}.:L"’/:;‘ xp'-—l (1_ :Jf)',’)-"T 9.

Allgemeiner werden diese Relatlonen ‘Wenn man in. (2) 2 und — vertauscht
Dann ist aus (l und 2)

1.
RIS M

- o (P+q)”?(n+m)""*m g o _
8. /;,lgc”""’f’ l(l ) 5?3 (ﬂq-l-mp-}-mq)"‘l"lm‘l n+tm-/:’ l(l__x )q 3

a+”ﬂU+ By r$l

(l-b\" )’*’“ » "*"" 1“+"|l

AAAAAAA
{

Aus (1-‘"'*(’ 8) folgt'ntin ' \\ - \. e

pq 1, g\
> ) (gopY g ./:»"1?>~'*""" (=)= " o

n-+-tm
(p+q)’|‘l (”_l_m)tlm mr ¢ ,/r]

Aus (2. und 8.) folgt

x""""‘“‘ (I —x™)e '1
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2 (p+)™" (n4m)1™m" gt 2 2
10. 241 ; - f‘ wPHI (L —x?) ™ ™ 3 [ "1 (1 —x"): 3
n4-m)"'m (p4-q)17 g™ mt P o n,
= p+ptq DLE famtmt(L—ar)s ™ oz flar— (1—af)m o,

Setzt man — ¢ statt ¢ und — r statt 7 in (1. und 2.), so ergiebt sich in Riick-
sicht auf (§. 4.):

g LI (pm-4-guyHi-im n
11. ./;lxp tq l(l — xq)m dx = ﬂlzli’"}?’?_"q'm’ “. pftq./;lmp—l(l_xq)m ax
(p Y-

1 L,l' 1%|l

ECRGE

VWerden hierin % und 1_1; vertauscht, so findet sich

n—tm— m £ - (nq+pm)r+ll—qm x—
12 Sz (l—am)r T 3 = prl~mtl-—mmr T’ n—tm-/; l(l_xm)qax

( p)r_Hl—l 1 1“‘1 1—1'

NCRCREE

Aus (11. und 12.) ergeben sich folgende Relatlouen:

13. (p — tq) nf'l-m t-g q m‘fl‘xp-lq—l (l wq)—*-—r
= (n—tm).printim.me . gt [l ov-im-l (1 — 27) v~ B,

z ——r
14. (n—tm) pinf-mm" gt ‘/; 1 yp-tg-1 11— .’L'q) —

— p ' _ o L _. ) _n_
= G SR = Y b Sl (- a) o,

3z flam1(1—a™) v b

Fiir r = ¢ entsteht hieraus .
1. (p—tg) fiartl(l—at)n 02 = (n—tm)/‘ il (1 — amyi~ o,

16, T el (=0 flar (—am) s o

\

tq Lo a1 A—a™y7 ™ 8z f’ ap-] (1_.,;1)". o

Wird — r statt r gesetat, s0' ‘ergiebt sich. aus (1,2. und 8.)
Crelle’s Journal f. d. M. Bd. XXXV, Heft 1. ‘ 5
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TG et Ny b

i y4 (p+q)l 7m! _ n
STe T ol e o gy g Jo @7 (L a)m B
—_— ("‘l)""l m (p4-9)"7 L "
iy 1 T P'i"fQ\ I '!”(”"‘”)'7”7"',Q”ﬁ(pﬂé-l-qn.‘;.qm)f—rlqm./; q;P (l _xq) m A
\ P\ Y :
| o Cry) 1l gh
N 5"}"“1 o )ri*l(l*&_\d_ By L =],

18 "+'m-l(1 xm)ﬁ"'ax

n — ("+m)ﬂmqt 1 n«—l mn £
n+tm m" p’l"‘{(mp+mq+nq)—l+t]q \./'o (l I 9 8‘1
— =Dl L. ftmym -1
ntim mp (¢irjﬂ‘ﬂf(mp+q&+qm)'-'~m/3 A2 )r o

(e Ryt

. n [
BN -t N -»—ll" -—]l
- 0 \, e g ﬂ[ W e ) U. ! l l 1

Ay By, i r*"'

Aus (17. und 18)) fo]gt '

n""" N ~ K __,
19. p+tq) W‘/B .2*""" ‘(l——.z")
(etmy.prme iy m Eory
= g S =

7’ (\p"'q)t m’l 1 n;l-tm—l m 1 P—l " = .
20. Pt n'l—mq” /o2 (l——r )9 8@'/; 2P (1—a%)m da

f,,,Sm (”;f'_‘z;n“’ s ft”*"'“(l—ﬁ)—"i’ix a1 (1—a™) T ba

" Setzt man hicrin ¥=1, so ergeben sich keine so einfachen Relationen,
als dle]emgen, welche in (5. und 6., 15. und 16) erlangt wurden. Fir r =1
und ¢ = 0 ist aus (19) \ "

21.  gft w—x(l-.rv)%—na v =mfla n_l(lﬁ__x,,,).g._,%
erd — ¢ statt ¢ in (1, 2 und 8) geset7t s0 erhalt ‘man
22, fl P41 (l o z"’) 2

-;-‘, p - (mﬂ)rlmqr -~ Y
p—tq P"“lm’(pm-a-n‘HQm)"‘ ""‘ﬁ’ o l(l -—xq) " oz

<% ‘*‘{1* Bt y~«,’r3;1;’.-«,‘9» 15

1l “ e
P

{
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fl netine1 (1_ xm);;‘ "‘ﬂg
n (p+q)r;q m o o ; i
= notm " 0" g (ng+mp-+mg) ™ fia l(l_w )" da.
Aus (22. und 23.) ergiebt sich
(p—tq)p'—rm
(m+n)rlm

_ (n—tm).atmgt Py
T (p+hm ‘/;’l e a;) . o

) ___ -
e T et (1 — a0 f 2P (=2 T 0
P (m +,n)r|m .
p—tg = piim
Man ersieht leicht den Zusammenhang der hier aufgestellten allgemel-
nen Gleichungen. Jede von’ihnen dient, die iibrigen daraus abzuleiten. Die
Entwicklung jedes einzelnen Falles' hat jedoch ihre besondern Eigenthiimlich-
keit. Bringt man (2. und 17.) in Verbindung, so erhéilt man
26 (pm+-qn-+gm)~Hiom
0. (Mn)rlmqr
= nri-m (pm—+qn+ qm)t-wm r j' rrPW'l (1 - xq)
Aus (2. und 22.) entstebt ;

‘r\'\“ o

24. ./:,‘x”"""(l x")m 8x

25.

‘/; n—tm—1 (l — x"‘)- o fl oxP? (1 — oc”) m dx.

M P

LocP~t (1 — :n") m 8x

(p+tg) (pm-t-gn-gm)-tivn - I
— ((:+P)€wm? fo' 2 A — )= o

= (p—1q) . p'rm* (pmrq—qr)r-Ham s [l ap--1 (1 — 7).
Aus (17. und 22.) ergiebt sich C
28 (p+tg)nrt-m (mmm)’“'

27.

e Lt
S £l— mt r—tlgm
= (e 4,(,3",‘: MY o ppei(] ) B,

[

Aus (17. und 23.) erhilt man

r|-—-m —r+tigm n
99, 2*@)n ((ﬁ;?f;m, qrf ) ’*"’“(l a)m 0w

(ﬂ—tm)m'—m(Pm“"‘qn'l'qm)r_"qm ¢ fl n—t’m—l(l — x"‘)v +ry

3 . PR oo end
LIRS Uik

(p4q)1tm
u. s. w. Diese Gleichungen vereinfachen snch wenn 7 =¢ gesetzt wird. Aus
(29.) folgt in diesem Falle ‘ : e

30.  (p+1g) [Fartei(] — o)l = (n—tm) [ ™1 (l-—-.v'“) T gl
b #



36 3. Oecttinger, Untersuchungen iiber die amalytischen Facultdten.

Alle diese Gleichungen gelten noch immer, wenn p oder n negativ
gesetzt wird, So erhilt man aus (2.)

31. f 1 et 1 —x7) o

— (m=n)y\" (p+-)g m _ -2
(pm—gn4-qm)~+ie™  * pyiq Jo' = l(l;-:jx") mdx u.s W

Man sieht, welche Mannigfaltigkeit in der Anwendung die hier ent-
wickelten allgemeinen Gleichungen zulassen, und zu welchen bemerkenswerthen
Resu]taten sie fiilhren. Man kann auch die Grossen ¢# und r vertauschen.
Aus (2) erglebt sich in diesem Falle

(m~+-n)m( p-+9)19¢* . m"
(pm-4-qn-+gm)riem p+r

32. flartr(1 —:L"’)"TH Or = 7 Jo x"“(l-—x")m 3
‘ FONEI Y ‘n
BTN - P Biru prg” L+7','_-|n’
aslal 15
Hieraus und aus (8.) findet sich

33. (p+rq)ﬁ’lxl'+'q-1(l——x9)m 8_1; — (n""tm)fl-’”w""l(l-m"')—'"’aw,

34. 1 P4 (] — gym ™ O frat(l—a™)T o

n
n-+-tm
P
/") n-|-lm—1(1 __xm q ""jlxl’—' (1 _xv)m Ox.

p‘”‘?
Werden in (11.) 7 und ¢ vertauscht, so erhilt man

z_ (pm4-gn)tFri-gm n
35, flari(l—atm ~or = s S e (=) on

3 (%+ ’T':)ml-l 1 hadh
- (%)tl—l(g -1 " perg ’ l_,l;_,i_ %‘1 :

Hieraus und aus (12.) ergiebt sich

36. (p—rq)f‘x"‘"’“(l——x")m w ax = (n-—i'm)fl ""”""(l - "‘)T“ o,
37, ”_mf‘x”""“ 1 —-.70")7_"/l "1 (1 —-.r"‘) 7 Ox
—p—:ﬁlﬁ’ n—lm—l(l__xm)q —raw j‘lx? l(l_x.,)m oa.

Werden in (17.) ¢ und 'r vertauscht, so erhilt man
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38, flartrl(l—a)n 'Oz

S (p+9)17m” N »,
= ory " T (pmrquigmy i Jo # 7 (A — 2" Oz

Py n
1+ 1 trh

T &as 5+;)-,+,.1 P ek

Hieraus und aus (23.) folgt
39. (p+rg) /'xm—l(l_xv)l“‘ax— (n+tm) [l "-'m-l(l—xm)%*"ax,
40. A .701"""’“(1—:z"')—"'f Ox a1 (1 —x"‘) vy Ox

n—-tm
= L [l (L= am) T O flar = (1 —at)r Oz,
Werden in (22.) ¢ und r vertauscht, so erhilt man

41. ﬁ)l 2P (1— wq)% o

— P (m4-n)m gt n
p=rq " i Cpmy qugqmyim Jo & (1 — @)= ox

t n
(1"'55 ) 1 1;‘1 1%|1

£ rl-1 1 _2 -+ ﬁ t~r|1 * p_rq . l_p_ +—::‘—ll .
( q ) A+ q m) q
Hieraus und aus (18.) ergiebt sich

42. (P-—ﬂ])/l xl’—rlr-l (l —'a,“/)T':.- -+ Ox — (n+tm)/;lx"+”"‘l(1_xm _Z_s.,.ax,

P
3. - _ 1 gt (L — ) O [P (1 — ™y T O

p-rq /(”l n-l-hn—l(l xm)"q—‘ -r axfl xp—l (1 wq)m ax

Auch in diesen Formeln kénnen p und n negativ sein.
Die in diesem Paragraph entwickelten Gleichungen enthalten bemer-
kenswerthe Gesetze, und zeigen, dass diese Integrale eine besondere Art sym-

metrischer Functionen sind, in welchen die Grossen -, ¢ und -, 7 theils

einzeln, theils insgesammt, nach den angegebenen Relationen vertauscht wer-
den konnen,

§. 39.

Es lassen sich noch andere allgemeine und nicht minder bemerkenswer-
the Relationen fiir die bisher betrachteten Integrale finden. Aus (3. §. 33.) ist
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r
[

e

1 _n|1
1 1 1

1. jolx”“‘(l—x")"ax = —. .
P 17+n|l ‘

Wird in (1.) ng + g statt p und ‘fll — 1 statt n gesetzt, so erhilt man

. o oonpmr  Eoap at Lo
P 1 A . l A
e (l—ant ™ e = =l
(n—l—-l)q 1 Kl

r_ L . . . .
Nun ist 19 ' = % . Il. Wird dieser Werth in die ‘vorstehende Glei-

chung gesetzt, so ergiebt sich
2 framri(l—ant o= Lol

Aus (1. und 2.) ergiebt sich folgende Relation:
3. flamt(1—af)ow = [ate(1 _xq)%.—l o

Hier kann n eine ganze, gebrochene positive, oder gebrochene negative Zahl
sein. Ist n eine ganze negative Zahl, so wird der Werth des Integrals nach

(§. 4.) unendlich gross. ‘
Wird in (1.) p + nq statt p und — ‘qu slatt 7 gesetzt, so erhilt man
Ean o Eh
£ 1¢ 1 ¢
1 ,.ping-1 — . —1 -,
4. flx (1—=x% ¢ dx (ping) 17
Werden (1. und 4.) verbunden, so erhilt man die Gleichung
S T1R WK1
p+mg’  p

St (1 — 2ty 8 12 (1 — %) ¢ D =

Nun ist
11 -—lx

_/;Ix”"(l-—x‘?)' Tor="1121 7
Durch Einfihrung dleses Werths in obige Glelchung ergiebt sich folgende
sehr allgemeine Relation:

5 a1 —x7)dx [l artme? (l —x?)” 7 dx

p_l_mﬁ, &t (1—af)’ v oz,

In diesem Ausdruck kann n' jeden Werth haben, also eine . positive
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oder negative, ganze oder gebrochene Zahl sein. Setzt man hierin ferner

n
p + g statt p und — -+ r statt n, so erhilt man

LI ' i J P
6. ‘/;lxp-l-tq—l(l__xq)m-l-8xj:’1.mp+tq+m ql(l_xq) 7 Iax |

Ly -2
1 B 19",
= Sl () T = ‘
P+ +rg (p+1g) (p+1g+ = +19)

Aus (17. § 38.) ‘ergiebt sich fiir

thigen Reductionen gemacht werden:

n P C
=" und r =1t wenn die no-

- -£- P (p+ot _ A
7. f”vp+"l(l .Cb) pad m - p)uq./?“’ 1(1—.5&"") 7 Oy
= (—1) /it (1—a%)" Tow.
Demnach geht (6) in
S, fl xp-l-tq—](l — wq)m +r dx /1 P'H’l"\‘ +"l-1 (l xq)‘ % “dr

! S (1) T o
p+tq+:t—q+rq A

= (=1)

iiber. Das Doppel-Integral in (8.) kann auf folgende WWeise eine Abinderung

erleiden. Es ist
1, PHg-1 = r -1 L =
Sram (L =gt op = L 5w g3

P+l
o 1’. _7l_ | —-—n——l'
1 P -

p+tq+"-g+qr 1t

S .76"”'"""':7’i -t a— x")‘& or =

Die Verbmdung beider Gleichungen fiihrt zu folgender:
9, ./;1 ar1(1 fxq)'; 3x/;1xﬂ+t?+-ﬂ;+qr-—; (1—a9y '7%—'8.1'
TE R
(p+tq‘)(p+tqf+ %q+qr) (p+t) (p+t9+ ;n’f-q+qr)

nA-rm Al xn-]-?m—l ( l . xm)' % "".

Da nun aus (7.) die Gleichung
10, fammi(l—am) w0 = (1Y e (1—am) Fos
folgt, so erhilt man aus (9. und 10.) |
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} 2—' n——q 7] -.’_‘_.,-
1. fla?t (1—af)m ™ o fla™ a1 (1 — a9 7 " o

—1)" _n
= L @eprm) S (l—a) ™ da,

(p+1q) (p+tq+%q+qr)

Auf ganz gleiche Weise erhilt man die Gleichungen
12, ettt (L—a)nox £l () T b

Lam -E_ g
= v 17 = 1 SOt (1 —a) T ;)

(p+t9) (n-l-m-l-’;—l' +im) n+rm+pq£ +im

_ﬂ_ mn "—IP m-— -.p—_
13. /;lxp-l-tq—l(l_xq)m‘i"‘ax-/;l xﬂﬂl-r + 1 +1 l(l-—-oc"‘) 7 l3x
=D -z
= St (1—axf)” ¢ B,

(n+rm+]-;1‘+tm)

= r n4rm: mp - ..__'_‘__,.
14 Sl (A—x)m Y ox fla™ ™ M (1—amy ™ 7 o
= 1 B El Rt

(p+iq) (n+rm+7;—m+tm)

] (n+m) ‘/; 1 xn-l-mr—l ( 1— xm)“ 7",;' -r d x,

(p+ig) (n4-rm+ "qﬂo +im)

15. ./:)lxpvl-lq—l(l 90")m+'8:x;_/; nprmi T -l-tm—l(l x"');'%x

1)
— D (”‘l-m’:l) .A =1 (l_xm)-;n-ax.
(p+1g) (n+rm-+ ;IZ +tm)

In allen diesen Gleichungen kann auch — ¢ statt £, oder — r statt r
gesetzt werden. Dies bestitigt sich dadurch, dass man die nimlichen Resultate
findet, wenn die angegebenen Substitutionen in den nicht entwickelten Glei-
chungen und dann die néthigen Entwicklungen gemacht werden. Dies giebt
folgende Ausdriicke:

16 flx”""_l(l——x")’" +'8wj" prirt q"'""l(l x”)'%“%x

e |
P—iq+ m+rq

1
= — x”""(l x") q
p—tq+@+rq
m 0
-1)t1 o P
== Joa? (1 —a%) 7 da,



~
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17.  flarte'(l—af)= oz fila®t gt —rg—1 (1—a?) = o
n—rm 1,
= nq Slamm (L—a™) ™ dx
(p+19) (p+ig+ _ —qr
— 1) (n— =
— D (n Tﬂ;)q ‘/;lxn—](l_ ™) B,
(p+) (p+ig+ - —q7)

i ™0 _m— -2
18. ‘/:)lxp_‘t‘[—l(l—-xq)m +r8x‘/:)lxn+""+ P tm l(l_xm) q +t3.z‘

1 -E g
= —— S (1 —uat) v " 0x
n+rm+%——-tm
-1l -z
= U e (A=) Tor

n+rm-4- q—‘ —im

. RS Lo Y- LI
19.  flartel(1—af)n O "™ e T (1 —amy w  ox

— n—rm p— fol xn—rm—l( 1—2™ )- %+r dr
(p+t9) (n—rm+ 7 +tm)

— (=1y (n—rm) — .

= mp S (1—x™) ™ 3,

(p+tg) (n—rm+- ra +tm)

Setzt man in (1) p 4+ nk, so erhilt man
P+n]cll
ln[l
20. ﬁl .'tp—] (xk——x""'q)" 81,' = _————‘F—"‘k——-.
(pnk)1 ¢ T

C e . n
Wird in dieser Gleichung p = sm, g =m, n = und km statt k gesetzt,

so geht sie in folgende iber:

(k) — kil —ll
) 1 sm=1¢ km__ _ (k+1)m\ 7, —
2. S @ o = (sm—4nk) (m+(k+Dn)m * 1(k+1) 2h
L 17"':[1 n R
Da nun e =l —ax™)™ dx = [} 7 (& — @)= 8x ist, so er-
kl m

hilt man aus (21.) auch

(m4-nk)mnk 1 (km— a:("*‘”'") m 8:::
(sm4-nk) (m4(k+1 )n)‘l"‘/ z

Setzt man in (21. und 22.) — » statt n, so wird
Crelle’s Journal f. d, M. Bd. XXXV. Heft 1. 6

22. ‘/("l xsm—l (ka __w(k-l-l)m)_:;‘ 8.1' —_
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_mk _n|
1 sm—1 — (ke)m 1_';_ J— (m+”k)51'n 1 =1
23. ./; X (ka x ) 8-1' —_— (sm+nk)(m+(/€+l)n)q"‘ . 1—(k+1)'::7l1
_ (m—nk) ™ nk 1 Az
= — (m—nk) (m_(k+l)n)s]m 0 n *

2 (wkm__ka-l-m)Tr;

§. 40.

Aus den in den beiden vorigen Paragraphen gefundenen Gleichungen
lassen sich leicht noch viele andere ableiten. Setzt man £ =r, — n statt n,

;:-' statt —g—, so wird aus (2. §. 38)

1 ntm1 -2 ey (@) (mym)™ n
1. [) L (l—xm) m dxr — ¥, 121  miim

_ (=) @@= (B —rd),... (P mi—n®) m . . o
= m.2m . 3m....(2t—L)m . 2im wtm Jo & (A — ™) O,

Aus (11. §. 38.) wird
2. flamtmt(l—am) w " dx = .
Diese Gleichung gilt fir #=10. In diesem Falle ist nach (1. §. 39.)

ﬁl xn—l (l ____xm)"','n‘ 8.1'

. 2h - ah
3. flai(l—amy wow =t .

Aus (17. und 22. §. 38.) ist unter den n3mlichen Voraﬁssetzungen:
4 framtmt(L—am) W o = (— 1) e (1— 2y 7 O,
5. frar—mi(l—am) w H0r = (—1)f flamt (1—a™) = o,
Aus (4. und 5.) ergiebt sich folgende bemerkenswerthe Relation:
6. flamt™ ' (1—a™ o = A x"“"“l(l—x"‘)"%H@x.

Aus (4. und 5.) ist, wenn ¢ eine gerade oder eine ungerade Zahl bedeutet:

7. fatl(l—a™) " op = ﬁ,’x"‘l(l-—x’")_% ax,

8. flamuml(1l—amy Y 0p = [z (1—am) ™ O,

9. [lamt@um=l(] o gm)” ¥ gy = Jore (1 —a™)” - Az,
10, flam—Geim=t (] _gm) w*  gp = — f1gm1 (1 —gm) W O

Wird ¢ = 0 gesetzt, so entsteht aus (1. oder 2. und 17. §. 38)
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L PR
(n_,_m)rlm .qr 1™ ll. 19 Il

_ -l-{-r
1 S A=t 00 = oy nrgmy © — Z L2
. "

_ (n +m)'1”‘ qr
T (pmA-gn4-gm)riem

Siar=t (1=t o,

(pm_l_nq)r]—qm 1%{1' l%ll
gr nr|-»yn

3 LocP1(1— ?%"8 =
12, [l (1 —x?) x . 1%*_%'1
rl—gm n

— (—‘—'p”;;l.n??_)m - ./;1 x?! (l—x‘l)ﬁax.

Fir t = 0 und — n statt n entsteht aus (11. und 12.)

Ly -lll
_ LI (=n4m)"™.q" vl

13' ‘/'Olmp l(l_ml) m 81; ] (m_qn-'-qm)rlqm . 1%_11
P "

_ _(=n4myimg - -z
— (pm—qn4-qmye So @ A—al) = o,
" (pmngyt-m Vol
14. '/;lgcp—l (l-—-x’l)’ m Q= (—-l)r e . _’L.. —n
ple ™
- (pm—ngq)—m - -
=1 T So P (1 —x?) = dx,

n .
Aus (13. und 14.) entsteht, wenn - statt % gesetzt wird:

n— m - r _n_._m)r]m T m'l
15, Sl Qe = SR e (1= ey o

. (_n+m)"lm 1%11‘1- %ll
- wim n

’

16.  fila'(l—am) = "% = 0.

Diese Gleichung gilt, so lange r > 0 ist.
Wird r = 0 gesetzt, so entsteht aus (1. oder 2. und 11. §. 38.)

_ (p+m’

B z P - r
17.  florre (1 —of)m dx = Cpmtqnrqmy™ * piig [0 7 (1 —x)m 3

Lll —"—Il
(p+hm 1 Ll 1w
— (pmrgergm)™ prig (E oy 2

6*

43
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. t|—gm 1 n
18. Al aP-i-1 (1 __x‘1)m dr — QE_";_'}'!_%%‘__ _-_T(I_ /l:'l aP! (1 __a/.q)m A

_ (pmgn)—m 1 1 lll l%l’
B ST A i

Die Gleichungen (17. und 18.) gehen, wenn — n statt n gesetzt erd in fol-

gende tber:

_ -2 (p+917m’ -
19, [ =2y » 0 = G o - p+tq St (L — o) o

(p+9)17m? 1 17". l';J‘
— (pm—guiqm)" prig T 2 7|

-2 (pm—qm)#—em _
20. flartt(l—a?) W om = L p,ﬁqm, p_tq Sra? (1 —a?) = B

_ (pm—gmy'=m 1 17" 15k
prIm pig T 2

Aus (19. und 20.) erhilt man fir -;1 = 7:—:

n+tm— m "_"— (n+m)’|m
21.  flamtml(l—a™) ™ dw = Tl i

tm n n
L= @ L gk et
mim  p-tm

Soo (1 —a™) mdx

22, filammi(Ll—am) wow = 0,

Diese Gleichung gilt fir £ > 0. Setzt man p="0 und dann p =1, so er-
hilt man aus (17. und 19.)

n mim m.2m.3m....tm
-1 m —_— == .
23. '/;l xl'f (1 - xq) 8,’1} o= tq (n+m)’l’” tg(ﬂ-‘—m) (n+2m) .. (n-l-tm) ’

(g+1)m 15

14 (1 — 27)m 8 = : L
2. file"(1—2")ndz = (L+#q) (m+-gn4-mq)em ]%’"‘H‘

— (g+1)4m 1 =
T (14t9) (m4-gn4-mg)*em So' (1—a7)= Oz,
- miim m.2m.3m....tm
181 (1 — 29) 7 Dp — = et
25. fia ' (l—a b = tg(m—n)"™ " tg(—n+m) (—n+2m).... (—n+tm)’
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1 n
_» A+ m! 1l 1-3h
L0 (] — ™ =
26. S (A—@) ™0 = e g 1

(+g)"m! /1 dzx
0

A-tg) (m—guamg)t™ " So (2
Fir p =0 und p =1 wird aus (L. §. 38.)
¢ tg— N T (m4-n)1mm!im
27. ‘/;lqu(l—.@l)m+8x=tm,

n m r Z 1 -:l—ll
‘ L1 — A\ . (m+n)"l (1+q)‘|”.q .mt ]ml 179
2. Si'a (L —a)" 0% = (1 G g gmy i 1+ =

(g mt »
- (l+tq) (m+gn+Qm)f+l[l/m 0 (] -—-x/)m ax.

Wird in (17. §.38.) p =0 und p =1 gesetzt, so ergiebt sich

_n__r ml“m
29. fx"'(l—a)m 0 = g ™, (mgm) ™

mtlm
tq .n(m—n)"" (m—4-n)—"+1m’

=D

n 1 (47 m 1l

Lypti(1 — af)m " = . —

30. ./:) @X (1 X ) dx l+tq nrlmm (m+qn+qm)"+’.q' 1_,1,‘ + ',‘:'ll

— (A+g)tlm -
T 'l (e gn-gm)—Hiem gr So (I—af)m da.

Aus (27. bis 30.) wird, wenn man — n statt n setzt:
LI 1 (m__n)":mmtlm
([ o +
BL et (U —xt) ™ 0w = o S s

LI 1 (n—n)'m(l4+g)"g m!
1.6 — m + frmeed
32. _/(‘) x q(l xq> 8.’1? — 1 tq . (m_qn $ qm)r-l-tw"‘

. 1 mtim
B et A=) E 0 = (1) o e

2

m_“)i-rlm’
» 1 (+g)"rm’ 1,11k
Lt (leme ) 7 e = (—1) il
34. A x ‘1(1 T ) ox = ( l) l+tq nr;mgr(m_qn_l_qm)—r+l|ym . li _ _n_ll
q m

. 1 A+9)em? -
= (1) 1429 wim g (m—gni-qm)—tigm [o(l—a?) =8 u s w.

Geht man auf noch speciellere Fille iiber, so erhilt man aus (23,

24., 27. und 28.), wenn ¢ =2 und 72— =] gesetzt wird:

9t—1j2
35. fix*'0xY(1—%") = 3m
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3i—1p2
36- fl 2¢ 31} V(l —-3’}2) = 4”‘) . %W,
3ri2, t—1j2 r—112
gr+t2 T @2r41) 122
3riz 3t—1i2
38. /la¥ox(1—ao)M = g e § T

Aus (25., 26., 29. und 30.) ist fiir die nimlichen VVerthe:

37. Sla¥lox (1——-902)%“ —_

1gr-1pp 212 2.4.6..(20—2)
39. . iy = 1 = 1.35...2=D)’
40. 1 w’ll 8:” 3l-1]2

o Vi—a® = am 27
212

4. ST (1A= 2" 0x = (—1) ;5= 9 1712 3=z’
ge-1p2
42,  flo¥(d— 2)i Tdx = (—1)* = g2 T
Aus (31. und 32.) ergiebt sich fir ¢ =2 und E =1

112, 92¢-1i2
3. fr 1) 0w =

M [ o =

Diese Ableitungen lassen sich leicht weiter fortsetzen. Specielle Fille
von den in (35., 36., 37., 38.) gegebenen Formeln hat Euler (Integr.-Rechnung
dter Thl. §. 340. u. ff.) aufgestellt, ohne jedoch das Gesetz, welches diese
Fille zunichst umschliesst, anzugeben. Er hat eine zuriicklaufende Bildungs-
weise entwickelt.

Es sollen jetzt noch einige besondere Fille zusammengestellt werden,
aus welchen sich die Kiirze und Bequemlichkeit der gegebenen Ableitungsme-
thode verdeutlichen wird.

Aus (6. und 21. §. 38.) ist

45, pfrart(Ll—atym ox = nfiar(1—z") v O,
46.  gflar (1—at)w " or = mfl e (1—x) e B,
Fiir ¢ = m wird hieraus
47, fratt (L—atyw " 0m = flam™ (1 —a™)m o,
Fiir p = n wird aus (45.)
48.  fla'(1—at)mox = flam'(l— &™) 7 Ox,
Aus (30. §. 38.) erhdlt man fiir z=1:
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49. (P+Q)J'la,-r+q l(l —axf _"lax _/1 n—m—l(l — ) +18x.
Setzt man in dem Integral
L (1 — o 1l
S (=) o = P

. v £|1 Y4 L1} . .
die Facultit 1=" = 7~.1="", so ergiebt sich nach (§. 13., 43. und 46.)

n 1 175'1“ e
50. Sla'(l—a™)m low = —. (._._ ._) .5 W

m pin_
1= Ill

Die hier zusammengestellten Fille sind, wie man sieht, sehr speciell.

Die Gleichung (46.) ist von Euler (Integr.-Rechnung 1ter Thl. §. 369.) ange-

geben. Die Gleichungen (47. und 50.) hat auch Legendre (Exerc. de calc. in-

tégr. Tom. 1. Sect. II. Pg. 222, et 279.) behandelt; die Gleichung (50.) hat er

insbesondere mit vieler Mihe gefunden. Dabei ist diese Gleichung nur ein
besonderer Fall von (46.).

' (l-—a:'")?.':"' dzr

Ausser dem in (2.) angegebenen Integral fiihrt auch f v

° mn+fm+l
auf 0, wenn ¢ < 0 ist.
Aus (21. und 23. §. 39.) ergiebt sich fir &= 1:

(m—+n)im lTﬂEil . 177:?!1
+n) (m4-2n1™ * l%l‘

U ogm19e  (memyim TwLIRD
52. f » T (sm—n) (m—2n)m * '
0

H

5L e (@ — ™) O = [

(xm_w‘zm);; 1 —ll
Wird in (20. §. 39.) p = s9, k = 2¢, n = — } gesetzt, so erhilt man
1 57192 2112 _ 2.4.6...2(s—1)
.f V (a2i-x3) (s--—l)(_).l“’“2 T (s—1)¢.1.3.5...(2s—-3)

u.s. w. Specielle Fille ergeben sich hieraus leicht.

§. 41.

Das Integral /i'xP~'(1 —27)dx lisst sich wie folgt umformen und zu

weitern Anwendungen benutzen. Setzt man nimlich
1

. V(=21
so wird 1

27
-2 =1 %= e

xXr =
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Nun ist

2719z
q - 1 +l.
V(A—=z7) (4207
Werden die vorstehenden Ausdriicke in das Integral eingefiihrt, so erhilt
man, wenn man die Grenzen des umgeformten Integrals so bestimmt, dass da-
durch die nimlichen Resultate beibehalten werden:

1
1. Sl '(Q—a)dx = —f
0

dx =29

27(n+)-1 §o

v 2
(l+z7)"+ +H

oder

2. ST (l—at)or = j l %q(nw_’?_z"
o (4™ ¥
Da unter der angegebenen Bedingung in dem Ausdrucke rechts vom
Gleichheitszeichen @ statt z geschrieben werden kann, so lisst sich diese Glei-
chung auch so ausdriicken:
3. o (l—atyos = 0
(Lganyt g+
Die Umformung dieses Integrals kann nun auch nach folgender allge-
meineren Methode ausgefiihrt werden. Man setze

1
r = — i
o ist (& —k+1)y
o1 i—Fk - 1
1—a'= P | und a"'= =t
+ (—k41) 7
3 27-19z
X = —

@k 1)y
Werden diese Werthe eingefiibrt, so erhilt man
- s 1 (=1—k)" 219z
Srat (1l —a?)dw = — P Gai—dog 1) —
L @—k+1D) 7 &=k
Die Grenzen, zwischen welchen das Integral rechts genommen werden muss,

um dem urspriinglichen zu geniigen, sind @ und );z. Man erhilt daher

L q—1 n
4, flat (1 —af)y g = — Ky =k 0z
. 0 —_— P
-,/; =k 1)t g 1
oder, da rechts x statt z geschrieben werden kann,

® -1 AV
5. flaP'(l—atydr= [ , x?1 (27—k)" D )

BT @k )
'Wird hierin — k statt k& gesetzt, so ergiebt sich
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9=1 (xt4-k)"
6. ./4‘) p"(l-——x")"ax __f X ($+ )" dx
ITE (:c‘i+k+l)"+ 2

Die Gleichung (3.) ist ein besonderer Fall von (5.) oder (6.). Setzt
man nimlich in (5.) oder (6.) n =0, so ergiebt sich (3.). Geht man auf
den Werth des Integrals selbst zuriick, so ist aus (5. und 6.)

. f“’ o1 (kB f“’ ot (29 Ry D rll it
. 1 —_— 5

KT (=l 7Y KT (mq+k+1)"+-’,f-+l r’f"Il
Da k willkiirlich ist, so ergiebt sich fir £ =0 und £k =1:

* gn+9-1 Jz (2~ 1)"dzx
8. filarl(1—at)yow = . = i
'/:) ( ) 0 (1+$’])"+ P +1 ontril

— /"w 11 (w‘l+1)"f8:v l_ll l"Il

1 (orp Q)T H . 1~+nu

Es konnen auf diese Ausdriicke alle die Resultate angewendet werden, wel-
che im Vorhergehenden gefunden wurden; wobei denn die Entwicklungen
in unendliche Factorenfolgen nicht ausgeschlossen sind.

Wir wenden uns nun zur Ableitung weiterer Gleichungen und legen
hiebei folgenden Ausdruck aus (8.) zum Grunde:

’I
®  pmig-1Q ® (29—1)"9 S o
9. ./L‘x”“(l—x")"%:[ e pe@clile 11

0 (i) g P o PR p AT P
. .. n
Wird hierin ¢ =m, p=n und — o statt n gesetzt, so erhilt man
@ gm -1y e Az 1 -—ll
. [ = =kt
x(z'"—l)m n :

Diese Gleichung geht in Riicksicht auf (21. §. 26.) in

= gmn-1g © 9
11. A %Iw—;=£ d - = d

— .. n
z(@™—1)m msm; T

) n—m "
iiber. Setzt man in (9.) ¢ =m, —— statt n und — n statt p, so erhilt man

® Z"-1dr A (mm__l);’:i-law 1 T:—-l-lll 171"-_1“
"/o Lyam ——‘/1 T - —n+m
Nach (22. §. 26.) wird hieraus

g9z __ e (a:"‘--l)':T"l A 7T
o 14az™ _f =

12.

. n
msin —
m
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Aus (11. und 12.) findet sich

® g-n-13p o g"1d¢ T
13. T = o )
“/° 1+ '/; It msinﬁn
m
© B _ pe(@=Dn0s _  a
14. /1 —— = /: = .
z( ™= msm;’;n

Setzt man in (9.) ¢ =1, so erhilt man

ds _ pe(e=Drdc _ IPIWt p-1npsl
WA =/,

Aoy H — P = RS 12 S P

Wird hierin » — 1 statt n und p + 1 statt p gesetzt, so ergiebt sich

219z ® (2—1)"19z 1°11, 1m-1
. S, gaym =,

P P T

Wird in beide Formeln ;:* statt » und -—% statt p eingefiihrt, so ist in
Riicksicht auf (26. und 20. §. 26.)

n

17., l/:" cm Oz =\/;wa —_ T ,

142 z . n
+ Sin— 7@
m

18. A‘” o= 19z — /1“’ (e=1)= 19z __=

| T . n
+ sin—7m
m

Wird aber in (15. und 16.) — ;;? statt n und -;% statt p gesetzt, so er-

hilt man
19, f =% o
1 zm (142) 1 g(e=1)m sin—"-;n
® oz * d
20. — = / “"—n_ = — ___n;__ .
" om (L) ' e(@=w="" Sin;n’

Setzt man in (15.) n <+ 1 statt » und p — 1 statt p, so ist

* "M 3z ® (@=D"Hdz 111, 17HI

21. ([+¢)"+P‘l'1 1 gntetl _ (p—-D. 1pinil’

Wird hierin —fs statt n und ;} statt p eingefiihrt, so ergiebt sich, mit
Riicksicht auf (22, §. 26.):
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29, /; xm+8x_£°(ﬂw=_ p

4o e sin 2 n
m
Aus (17. bis 22.) ist

® w1 0s ® 3 ®(@e=Dm 0 ,° oz n
23. /o 142 8“":/0. n -'./: T /1 n7 o’
zm (14-z) z(z—=1)m sin i

Pamdr o Bz o adr o (a=Dwdw
VAR A i et M

-y e .

n on
z(@=1)m sin —

Man sieht, wie mannigfaltig die Ausdrucke smd welche auf diesem VWege
erlangt werden konnen.
Das Integral, aus welchem die eben gefundenen Gleichungen abgeleitet
wurden, nimlich
-P—Il 1
1951

10.1'1;_""'Il

soll nun auf die nimliche VWeise, wie so eben, behandelt werden. Es ergiebt

sich fiir -{;— =~ und — — statt n aus (25.), mit Riicksicht auf (21. §. 26.):

m

25. flat'(l—ax?)"dxr =

m 1“’l l":ﬁ[‘ 4
26. flz"'(1—2™) ™ ow = — =T
msin — 7
m
Wird in (25.) p=m —n und n — m statt n gesetzt, so erhilt man in
Riicksicht auf (22. §. 26.):
27. ﬁlxrl:-rz—l(l _wm)%—l dx =

T

msin ;’; T
Aus (26. und 27.) ist
28. fla"'(l—am) - ox = ;! 2™ 1 (1— x,,,)-”’-‘.——l O,

Wird g =1 gesetzt, so gebt die Gleichung (25.) in

) LD LU Talld L
29. jlxp—l(] —x)'dx = p PPl = o

iiber. Je nachdem nun p und n angenommen wird, entstehen aus (29.) fol-
gende Gleichungen:

7*
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1 n 1,0[1 l’l'l
30. [fla*(Q—ax)dr = rms
el ]n-11
3. fla? (1 —a) ! 8 = —pmr >

17—l n-1t
32. flat'(l-x)~'oxr= BT )

Nun konnen in den Gleichungen (29. bis 31.) die Werthe p und »

.. n n n n
behgblg angenommen werden. Seizt man o und — = statt p, — —- und o
statt n, so ergeben sich folgende Gleichungen, wenn man auf (20. bis 27.

§. 26.) Riicksicht nimmt:

33, f‘ a:%%xn 7 )
 2(Q—x)m in 2,
m

sin — 7
1 (l—a')% dx 7T
34. n L —— »
‘/" am ! sin —
L g
35. x ‘c’)ai — n.7T ’
(1—x)m msin — 7
36. /' (—-1)m =",
sin—rz
1 0
7. f G-Dis =
sin— 7
1 x:z_ax 7T
38. —_— = - .
[; (1—2)m ¥ sin;Z—n
Aus (33. bis 38.) ergiebt sich folgende Vergleichung:
1 z%&r
39. - ""f (__ )l—-l‘ n
.z'(l—x)m sin -7
.’L‘m 8:: T
40. = (-—-—1)"' == —,
'/: (1—z)m / sin ﬁ-n
1 1_ m :l 6) 7
. [ Dwde _ 4 amde __ a

n LT .on
zm M * (l—z)m T sin
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Diese Gleichungen lassen sich mit (23, 24., 26., 27. und 28.) vergleichen. Es
ergeben sich daraus weitere Relationen zwischen diesen Integralen.

Die Gleichung (32.) lisst sich fiir p 4+ n =0 nicht benutzen. Sie dient
jedoch, eine weitere Ableitung zu gewinnen. Setzt man nimlich in (15.) n—1,
so erhilt man

® =19 _ w(w_l)n—l‘ax _ 17-11 =112
L =/, = "

1+x)n+p - an+p 1ptn-111
Werden hier p und 7 vertauscht, so ergiebt sich

® 2P—13a ® (z—1)p-1 1r-tt -1
VA =/, 0

trors =/, —ame 9% = "o
Hieraus und aus (32.) ist
® " 10z 2P~ 10z (=D 10z __ p” (2—1)P10x
42. \/; (l+.r)"+F‘ / (l+x)"+P _‘A 2P _A P
‘ = fla" (1 — x)' da.

Setzt man n+4p=s, so ist p=1s—n und man erhilt aus dieser Glei-

chung
P2 10z pT a0z 0 (=112 o7 (2=1)"10x
8. ), G =), 0= =/ = ‘fl s

1111 s=n-1(1

=Al wn—] (1 — w)s-n-l 8x _.___-/“)l xs—n—l (1 __x)n-l 3x — _ml.__
Wird n und p gleichzeitig um r erhoht oder erniedrigt, so ist

" f an¥r-19, f apEr-19 4 fw (x—1)ntr-13y ®( x—-l)P*":l
(1+.’I})S+2r (l+x)s-l—2r =2 = L =S
A =+r-1 1 n=tr-1 Qpr = [l yntr-1 —+r-] lnir—lll . lpir-lll
= fo ab= (1 —a)rr-l8n = [l (=21 = 1s=2r1]1

Hier sind s und r unabhingig von einander und konnen zweckdienlich ange-
nommen werden. Allgemeiner noch ist folgender Ausdruck:

2Pt-13 ® (z=1)rtP-192
nt-g-1 — e
45.  fla (1 =2yt "‘f (g iF = R
_ _ -1 — ( z=—1)mte-19z
=o' & (1 — 2y ¥ 0 "fo gyt = [, ot
D L e
= TTetrren
Hier sind vier Grissen von einander unabhingig und kénnen willkiirlich an-
genommen werden, Dieser Ausdruck schliesst die von (29.) an entwickelten

Gleichungen als besondere Fille in sich.
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Die Gleichung (13.) hat Euler (§. 351.), die Gleichungen (26. und 27.)
in (§. 352. Integr-Rechnung Ater Thl.) entwickelt. Von den in (17. bis 24.)
gegebenen Gleichungen hat Legendre (Exerc. de calc. intégr. T. IL. Pg. 97. eic.)

den Fall
.z"':'Z 19z _ 7T
0 l-l-ul' - n !

sin — 7
m
und von den in (42. bis 44.) gegebenen den Fall
® 119, 1n-1L, 1510
J, Gy = 1w
entwickelt; letztere auf nicht sehr einfache VVeise. Er legt dieser Formel
einen hohen Grad von Allgemeinheit bei. Es lisst sich aber, wie sich hier
zeigt, eine viel allgemeinere Formel aufstellen.

(Die Fortsetzang folgt.)




