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4,

Sur la formule

. hn . BR , o B

(Par C. J, Malmstén, profess. des math, a Upsala.)

Il est connu, que Stirling, dans son ouvrage ,,Methodus Differentialis
swe Tractatus de summatione serierum” résolut, il y a plus d'un siécle, une
multitude de problémes trés importants pour la théorie des séries infinies en
général, et particuliérement pour les expressions de trés grands nombres, qui
se présentent si fréquemment dans le calcul des Probabilités, et dont il serait
presque impossible de trouver directement les valeurs numériques. Parmi
toutes ces formules il y en a une, qui a toujours attirée lattention particu-
licre des Geométres, et qui est specialement connue sous le nom de formule
de Stirling; savoir celle, qui sert 3 calculer par approximation le logarithme
du produit d'un grand nombre de facteurs croissants en progression arithmé-
tique. Cette série offre une singularité bien remarquable. Elle procéde selon
les puissances négatives d'un nombre suppos€ trés grand, et -étant décroissante
trés rapidement, elle finit nécessairement par devenir divergente, quelque
grand que soit le dit nombre.

Quant 4 la convergence ou la divergence des suites infinies, on sait,
que les Analystes d'autrefois y attachaient beaucoup moins d’importance que
ceux daujourdhui; ils se servaient méme trés souvent dans leurs calculs des
séries évidemment divergentes. Aujourdhui bien sen faut qu'on approuve
'usage de series non convergentes; au contraire on veut qu’elles soient com-
plétement bannies de I'analyse. Mais cette rigueur, juste et raisonnable en elle
méme, a €té mise & une bien dure épreuve par la série de Stirling. D'une
part divergente, comme elle lest, elle decait en effet éire rejetée: d'autre part,
parcequ’elle est presquindispensable, elle ne peut point I'étre. Cela ctant, a
moins de ne pas faire, forcé par la nécessité, une exception extraordinaire et non
légitime pour cette série, (ce que quelques uns on effectivement fait), il ne
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restoit d’autre moyen que d'essayer de la rendre finie, c'est & dire, de chercher
son terme complémentaire. On y a aussi réussi: nous rappelerons seulement
ce que Liouville et Cauchy ont fait i ce sujet.

La formule de Stirling n'est cependant qupn cas trés particulier d'une
formule que Maclaurin a proposée le premier, mais qui est ordinairement
attribuée 3 Euler et connue sous son nom, savoir la formule

B Bkt
1. h3u=fudx — 5 2 ‘u+ llgzu + 3 24 u' + etc.,

ou B,, B,, etc. désignent les nombres de Bernoulli et u’, u" etc. la premiére,
la seconde etc. dérivée de u. Les nombres B,, B,, etc. sont, comme on sait,
tels, que dés le quatriéme, ils vont toujours en croissant, et finissent par de-
venir infiniment grands. Ainsi la convergence de la série (1.) n'a pas géné-
ralement lieu; au contraire nous l'avons vu étre divergente dans le cas parti-
culier de la formule de Stirling.

Cela posé, la série (1.) présentant souvent la méme singularité que
celle de Stirling, savoir d’étre d'abord rapidement décroissante et de finir
par devenir divergente: les géométres ont regardé comme trés important la
légitimation générale de son emploi dans le calcul d’approximation En effet
ils ont taché de fixer les limites du reste de la série, quand on arréte le
calcul 3 un terme determiné, cest 3 dire de fixer les limites du terme com-
plémentaire. Le premier essai a cet égard, que nous avons eu l'occasion de
connaitre, est di & Erchinger, et se trouve exposé dabord par Ettingshau-
sen dans son écrit ,Forlesungen iiber die hihere Mathematik” Tom. 1. pag.
429. et puis par Eytelwein dans son livre ,,Grundlehren der héhern Analysis™
Tom. 2. §. 696. Mais son analyse n'est point satisfaisante, puisque I'équation
différentielle, & laide de laquelle il trouve la valeur du reste, n’a lieu que
dans le cas ou la série infinie, dou elle est dérivée, est convergente; ce qui
en effet na pas généralement lieu.

Un autre calcut trés ingenieux du terme complémentaire dans le dé-
véloppement de 23u entre des limites données, est dite 3 Poisson, qui l'a ex-
posé dans un excellent mémoire: Sur le Calcul numérique des Intégrales
définies. 11 est fondé sur l'expression connue

2 S =g [ f@dz+ = [T L8 cos (CED) 10y

(qui, comme on le sait, a lieu pour toutes les valeurs de @ comprises entre
les limites des intégrales) et donne pour résultat la formule suivante:
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h=e f(o) = fof (@) dz — Fh{f(D) — fO} + AR () — f/(O) — ...
ceve b (= 1)1 B | fOnD (o)) — FOnD(Q)] 4 R,

\

ou ‘
1 1
12y A4, =1+ 2-217,,+ -3—2,-" + 5 + etc
2
B, = 2(-1)"'.(2 ™ vse iz". Cos 5]/ (@) d.
En mettant ici  —a, a la place de « et puis f(«) 4 la place de f(x—a,),
on obtiendra facilement, si l'on fait ¢ 4 xy = x;,

hZ':o'f(x) =./:)lf(x) dx_‘%hgf(xl)'—f(xo)+l41 hztf'(xl) '—'f'('xo)} —_— e

3.
o (=1 ALB fOD () — fOD (wo)} + R,
ol ' o l
SV | 2
Bl =2 (= 1) ()" S5 [ST s« Cos Z2E=20)) gm (485,

Si Ton désigne par.0, la plus grande -valeur numérique de f*™ () entre
x = x, et x = x;, on -aura, abstraction faite du signe,

4. R, <h"A,0,(x;—x), i
et dans le cas ot f® (x) conserve le méme signe dans tous cette étendue,
5. R, <h"A,\f*(x) — O (),

donc pour ce cas o .7'

h=3 f(x) = [ f(x) de =3 h{f(x)— flo)} -+ A B2 f/(ry) = (o)} —....
6. e = (_ l)moz 1 hrm-2 { f(’Zm—.‘}) (x]) —_ f(2m~—3) (:ro);
A+ (=D 0. 24,07 fO0 ()},
o 0<o<l. | - | |

On doit aussi a lillustre auteur des »Fundamenta nova théoriae func-

tionum Elljpticarum” un excellent mémoire sur ce sujét, savoir: ,, De usu legi-
tzmo Jforthulae summatoriae Maclaurinianae (Journ. de M. Crelle T 12.
pag. 263) ou il démontre que si les deux expressions ’

M@ 2/ (a)

ne changent pas de slgne depuls z=0 ]usqua z—-h et si de plus elles sont
toutes les deux du méme signe on a’ oo o

Crelle's Journal f. d. M. Bd. XXXV, Hel‘t 1 8
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hZ a"ﬂ“”) / w'f (93) dx — g_ 3f (xl) _f (xo)i + z f I(xl) —f ’(%)3

m—l h2m

Dk 4 {f “a) —f ()} 4w 4 (—1)". ‘1.2, 2m_2;f(2 ey~ f2 o)}
+ (= 1™, 0. T O (@) — £ ()},
ot 0 <6 <1 Ce résultat de Mr. Jacobdi ne peut étre tiré de la déduction
de M. Poisson que dans le cas ou les dérivées
SO et o)

sont toutes les deux positives ou toutes les deux négatives, depuis & = x,
jusqu’d x = ,. Dans la déduction de Mr. Jacob: il suffit seulement, que les
expressions (7.) soient toutes les deux positives ou toutes les deux négatives
depuis z = 0 jusqu'd z = %; ce qui peut en effet avoir lieu, sans que la con-
dition de Mr. Poisson soit satisfaite,

Aprés celte exposition succincte des recherches antérieures sur ce sujet,
il nous sera permis de dire un mot sur le présent mémoire. Nous le diviserons
en trois paragraphes. Dans le premier nous nous occuperons de la recherche de
quelques relations entre les nombres Bernoulliens, dont nous aurons besoin dans
la suite: dans le second nous developpevons les théorémes et les formules géné-

rales, qui tétichent de plus prés ala formule remarquable, qui se trouve & la
téte de ce mémoire: enfin dans le troisiéme nous ferons quelques applications
importantes du dernier de ces théorémes.

Nous n’ignorons pas que la formule d’Euler est ordinairement présen-
tée sous la forme (l.); mais non-obstant nous en avons préféré pour notre
disquisition la’ forme

. B,W . . Bkt
0. hui=Au— AL+ T Au; — T4 A7 + ete

Au premier coup-d'oeil on trouvera cela peut-étre de trés peu dimpor-
tance; mais la forme n’est pas_tout  fait sans conséquences dans les applications,
En effet la formule (1.), étant prise dans sa plus grande généralité, on ne peut
parler d'un terme complémentaire, hSu étant absolument indéterminé. 1l faut
donc ou fixer le terme 2u, en le considérant comme une sommation entre des
limites certaines (ce qui est le cas ordinaire), ou il faut le prendre pour une
fonction déterminée de x, d’oti-l'on puisse ensuite déduire u et ses dérivées.
Mais le procédé ordinaire a souvent des inconvenients par rappert i la contmulte ;
ainsi p. ex. le dévéloppement de log I’ (x+]) quon trouve de cetle maniére,

-
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n'est rigoureusement demontré que pour les valeurs entires de x. Nous
avons donc préféré de considérer u comme une fonction déterminée de
x; et pour faire voir cela plus clairement, nous avons donné & la série,
dont il s’agit la forme (9.). -

Quant 3 la méthode d'opérer, nous prenons le méme point de départ
que M. Jacobi, savoir la formule connue

A? h—2
x+1.—u+hu,+12u+..+l u(’)+\/‘(’.). g:zl)d

mais le reste de notre déduction sera tout a falt différente de la sienne. En effet
la disquisition de cet illustre analyste fait fort bien connaitre que la fonction
que nous avons désigné par @(z) (voyez la formule (25.)), conserve toujours
le méme signe entre z=0 et z=~%; mais elle ne fait pas voir la proprieté la
plus remarquable de cette fonction, savoir: gu’elle a entre ces lLimites son seul
maximum ou minimum en z=73h, et qu'elle est parfaitement syméirique
de lun et de l'autre cOté de ce point. Cette propriété est un point essentiel
pour notre déduction: cest par elle que nous sommes parvenu a trouver les
limites du terme complémentaire pour le cas méme, qui a échappé aux re-
cherches de M. Jacob:, cest & dire pour le cas ou les expressions (7.) n’ont
pas le méme signe.

§ 1.

1) Si dans la formule connue
@© U e U 1
10. ‘/; el cdrv =g — 3 Cotang w,

on met & la place du membre 3 droite sa valeur
3 w'lm—l

1
11. f';—-—Cotangzw—B. 2+Bzcl 4+...-+Bmol 2m+etc,

(ot By, B,, .... B, etc. sont les nombres Bernoulliens), on aura, en posant

w == 0, aprés avoir differentié 2m—1 fois par rapport i cette variable:
. w‘zm—ldx Bn
12 .[o. ———617"'—1 =S5 I;;.
Or la formule (10.), mulliplie’e par Cos w, donne

13. 2 , e::;e‘;‘ Cos w.dx = p(w),
en supposant pour abreger

2Cosw
— — Cotang jw + Sin w;

¢ (w) = 2Cos w(— - $Cotang 3 w) =
c’est a dire, en vertu de (11.):
8
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: w® B, w®
4. o(w) = 1w+m(—;—-%) +7 5B—3)+ ...
w?m—l

— my m—1
12 @n 1)( + (=)™, -,—n—) -+ etc. ....

Différentions maintenant 2m—1 fois la formule (13.). Pour cela nous nous
servirons de la formule connue

U (pn
15. d__gej;ygﬁg J— i{ y(ntmy-1) (n +m ]/_1)!‘ ey(n-my-1) (n —_m V_])H;’

qui, toutes les réductions faites, donne pour w = 0:
16. demi(e’—eHCoswj _  qyms (ay/=1m—(l—ay =1y

dw?m—1 V~1
Donc on tire de (13.): : ,
® gay=DpmI—(A=ay/=1p"1  dz  _ m—l —y Bn
.17’ 2f V-1 ‘el m -+ (=™, et

parcequ ’en vertu de (14) on a
div - @) _ B,,.' 1y m—1
. dw?m—1 + ( ]‘) * ';;i‘"- :
En dévéloppant les puissances sous ]e signe f dans (17.), et designant par
(2m—1),, 2m—1),, etc. le premier, le troisiéme etc. coéfficient du binome
pour l'exposant 2m—1, nous aurons

4A e‘Zn(ia.:_l {(Qm_ l)lx - (2)7‘1 -_— 1)31)3 -+ ...
B,

+ (1) @me Dy g7 o (— D = T (1. 2

et deld, & laide de (12.), on tire la rélation suivante entre les nombres de
Bernoulli:
18. (2m_‘l)1 Bl (2m_'].)3 Bz 3(2m_1)5 Bs b
m—1

D@m= By =

m
2) Mettons dans (10. et 12) 2a¢ ala place de x, et dans (10.) 2w 3
la place de w, nous aurons
® pAm—ljy - Qwm—1Bm
19 0 61‘”—1 '__" . 2m t

ewz_e-wz 1 *
/; e dx = pres Cotano w.

La derniére formule, multiplide par Cos w, donne

(c‘“‘-e-‘"’) Cosw ‘ Cosw __l_
f 67'3‘—1 dx = Sm Wt — Sinw’ .
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d'oty, en posant w = 0, aprés avoir differentié 2m—1 fois par rapport & cette
variable, on obtiendra en vertu de (16.):
T Aaay=1r i (l—z)/—1)*"-1  dp
G Ny

V-1 Terz—1

_ dzzs" {Sin w + COS 2 51—:—}3%

= 1
Mais comme !

Si“"""‘g‘o;s@ 'L*'lwz 3‘1.’..1?4-'_5‘1.??6—”“‘«

v (=D (2m—l) . %.% + etc. et
KR =
on a B

dgs s w+ G0 =gl
e =—5- {2(2*1'—1)B, + (—1)"(2m—1)},

d'ou enfin on obtient e R
S A = @m—1) 4 (1 2D

En dévéloppant (1+x})—1)**" et (1—x)—1)*"" et fesant les inté-
grations & 'aide de (19.), on aura :

@n1) 2B, _ @n-1)2'B, @m—1)3n—322"~2 By

20. 2 4 s (1D 2m—2
BB _ 2 _ 9@m-1_1)B,
by DB 2l qye 22 DB

d'ou l'on tire facilement

1 (2m—1)12231 . (Qm—l)32‘.B, m (2m-l)g,,,_3 22’""2Bm 1
o — 1+ 1 +oer (D"

2.(2*»—1) B,
= 1)"'————( )

f ltipliant ch 11
et enhin, en multipiant chaque terme par T(2m) * 3am s
1 1 1 1 1 B‘l T - 1
2. {2 ToeeD P Y I2 ToEn2) I
B, 1 1 m___Bm-1 I 3
G e u v B Qub s v e B R L
P | B, -

=D 1 1 om
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§. 1I.

Les deux rélations entre les nombres de Bernoulli, dont nous aurons
besoin dans la suite, ayant €té trouvées dans (18. et 21.), nous passons main-
tenant & ce quil y a de plus essentiel dans ce mémoire. Soit u, une fonction
de x qui, avec ses 2m -+ 1 premieres dérivées, est continue depuis « jusqu'a
a 4 h. Faisons pour abréger

22.  hu, — Au, — Hih u, — HyR?*Au, — ....

— H, o PP AU — Hoypy R AU = F(a,h),
ol u'z, u'z, etc sont les dérivées successives de u,. En vertu d'un théoréme
connu nous aurons

¢ h? " R “ pm - & (h—-2) n
Au = b+ T pts + T3t + o+ Tant™ + [ T - 5,1;‘)dz,

»o f2m=1 V) C h—2)2m~
. “ “ (2m) 2m41)
Au, = hii +1gul e+ eandm+ 1 (2m-l) uz" dz,
" w h2m—2 (k___2)2m-
e - @m) 1 Gnd @m+1)
Aux e} hu, + coee 1.-..(27"'2) uxm + (2m 2) . x+z dz
A (h—2

Ces valeurs, substituées dans (22.), donnent
—2)2m ___9\2m—1 207 -3
23.  F(x h) = — [ ulr™ dz ZCh 2) H,h(h—2) H, 1 (h—2)*

1...2m—1 1...2m—2
H.,,,_ h¥m—1(h—2
4 Homma . ( )}
ou les coéfficients H,, H, .... H,,_; sont determinés par
1
t H, + 1.2~ 0,
Hl 1
H+ 13+ 133=0
H ., H 1
2. < H+y1a+123t1.2=0
H2m—3 Hzm-4 H, 1
Hpa+7Tz *1a3+ - +iony Tean=0
HZm—-Z Hlyn-—a H H 1
Hpn+ T3 * g3+ -+ 1@my Fisee) T 2a— "

2) Considérons en premier lieu le po]ynome entre les crochets dans
(23.) et posons
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(h=2)* _ H,h(h—2)* -1  H,h*(h—2)¥—2

2. 9t—2)= T 2z ¥ T.@nD 1....2m—2)
H‘ h& ( h_2)2m—4 _Hzm__‘Z h?.m-2 ( h_2)'l
1..@n-0 *.ooF 1z
_ H B (== | H B (h—g)*S Hom_1 =1 (h—3)
26.  Aph—2z)="G a3 (..2mb5) *+.F i ’

qui au lieu de (23.) donne cette expression plus abrégée:
27.  F(xh) = — [ Ul de[p(h—2) + ) (h—2)].

En dévéloppant @ (h—2z) =+ 1 (h—2z) selon les puissances de z, nous aurons
h—z) +p(h—2)

1 H H. H,, 3 Hyms Hzm—l ;
— 2m o 1 2
= k 31....2m *tiom i timat -t+izzt 1z +
hrm-1y 1 H 1 Hg H2m—3 H2m-2
T T.2n-l tiowa tiioms+-t+12 ¥ HM-&
Rm-29% 1 H H, Hgm_4 Hzm_a ;
T3 (1. 2m-‘2’+ me3 tignmat-+T13 t 1 +
A3 H, H, Hzm-s Hzm—4 i
T T.23|1. 2m—3 1. 2m—4+ 2m—5 Tt T g+ B
Bams (1 H.
—I. 2m-312.3+ gt 1 +H§
Rgm2 1 H,
T..2m2|i.2 + 1+ H’i
hz‘Zm-—l
- l....i.’m—---l-i1 + H‘!
z’lm
+ 1...2m’°
c’est 4 dire, en fesant attention aux expressions (24.):
gt H, hz2m=1 [, kra?m—2 Hyp_y h2m=2
gh—) + - =7 gt gmTit.m=2F -+ " 12
Hitgn=s | Hien?  HEgn Hz,,.-lw_-_lz
—Hoams3 1. 2mb Ti 2m T+ 1
ou enfin '

28, g(h—z)+P(h—z)= q)(Z.) — a(z).
En supposant ici z == 3h, on aura
GH = — GR)

donc
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S W 2 Fxtele.

P(h) =

ce qui ne peut avoir lieu pour toutes les valeurs entiéres de m, & moins que
les coéfficients des termes différents dans )(hA—z) [voy. la formule (26 )]

ne soient separement egaux a zéro, cest & dire que
28a. H,=H;,=H,=.... o = 0.
Nous aurons donc au lieu de (27. et 28.):

29, F(ah) =f'u3Pph—2)dz, et
30. o@(h—z)=gp(2).
3) Quant aux coéfficients H,, H,, H, etc., on obtient immédiatement
H, = — 3;

par conséquent, & Taide de (28a) la derniére des relations (24.) peut étre pré-
sentée la forme

H, H, Hom—y Hym—2 m—1
3l famatigmat--tiit Tz *i.om
d'ou, en multipliant par 2I"(2m) et supposant généralement
A,
32. Hz,. = (_ 1)r+l 1“"2,"

on obtiendra la formule
2m—1),4, — ; 2m—1); A, + ....
e (D L @me 1A, (1 2 @) A=
en vertu de laquelle (comparée a (18.) il faut étre nécessairement
A. = B,
et ensuite
33, H,=(—1)y" o
caee LT°
en désignant par B, le riéme nombre de Bernoulli.
4) Ayant trouvé les valeurs de tous les coéfficients H, il nous reste
- 3 donner une relation entre eux, dont nous aurons besoin tout a I'heure et
qui se trouvera facilement & l'aide de (30.). En effet cette formule donne im-
médiatement

33a.  Sfio(2)dz =2/ p(z)dz,

d’ol, en fesant les intégrations, on aura, aprés avoir divisé par A*™+:
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1 : Hy - H, o2
Zmri ¥ ign tranci+ -+ 123
—_— 1 1 Hl l Hg l ) ;HZM——Z,, l
ST F i 2m F P opl gt Fio 30 ®
et ensuite en vertu des rélations (24.), altention faite 3 (28a.):

1 1 H, 1 H, 1
I 2ngl 2 Vi op o {2yl e

34, =—H,,.

H 4 1 H: 2m—2 l

ti@nn Tt tiogm
5) Nous nous occuperont maintenant de quelques propnetes remar-

quables de la fonction’ ¢ (z), et nous demoulrerons en premier lieu:
Qu'elle ne change pas de signe entre z =0 et z=h, et quelle
est posz'tive dans celte étendue, si m est un nombre pair, et néga-
tive si m est un nombre zmpazr
Pour cela nous observerons, qu’ en vertu de la valeur de H =—1,
l'expression
z 4+ Hh :
est negative entre z=0 et z=73h. En multlphant par h“dh et mtegrant
entre h = h et h = ®, nous aurons
S+ Biho)ydh =T 4 BT
Cela étant negatif entre les mémes limites de z, 1l faut necessalrement que
I'expression :
2 + ﬂ_h ‘ 2
3 2
et par conséquent o
. R A
f’hz I%”)dz:—(l-;%:—i+’l[‘_—;z+ﬂ,hﬁ)_,
le soit aussi; d'oy, en multipliant par — z, nous aurons l'expression
. 2* H, hs? . 2 ’
3. a3ty tHM. )
qui est positice entre z =0 et z = 3h.  Multiplions (35.) par A*dh et in-
tégrons entre h = h et h = ®, nous aurons
Sh—s H h—s® h3g
1?2.3.5 + 331+ Has‘ :
Cela, et par cohs’équt:nt aussi S
o H,hzj -
l 2.3.5
doit étre positif entre z=0 et z = ih, et également encore
Crelle’s Journal f. d. M. Bd. XXXV. Heft 1. 9
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8 H ks H, k' gt . H ha® H,h 23 4
S Gasstiaat s Vo= — (5 + g+ 15 + HAY),
d’ots, en multipliant par — z, il suit que

b th H,1n*s?

doit étre négatif depuis z =0 jusqud z= 1h En multipliant cette ex-
pression par h~°dh et intégrant entre k= h et h = o, lintégrale, multipliée
par. k', donne
5 ? 4
57+ et 1335+ H‘; -
et cela doit étre negatif entre les mémes limites de z; ce qui aura lieu en-
core pour '

b 2B H, 2t H,h*2® Ihh‘z _
. Gitiaetiess )dz =
28 H, hz® Hyh% 2t H, Rt

— 6
| 7+ ioe+ 1.5 + 133 + HF.
et par conséquent, en multipliant par — z, I'expression

B’ HRs  HES
iti_et 1.5 T igs +Hhlz

doit étre positive entre z =0 et z = jh. Par cette formule et par un pro-
cédé tout analogue on trouvera aisément que

2° H h2® H R 2" H, h*2® Hh82® s
o+t st 1. 7"‘1 5'*'1 5 + iz

est négatif entre les mémes limites de z. Cela étant, pour faire voir ce qui
a lieu en général, il suffira de démontrer que, si I'expression

' =3 . H,y b Hi2m=s  H RAmT

.eny i e tienm T @n-n t

H, e k2m--Gz 3 .
. 1 62 3 -+ Hg,,,_4 h*mtz

37.

est toujours positive ou tou]ours ne’gatwe entre z =0 et z=1}h, celle

22'""1 . Hl hz2m-—2 H h‘lzzm—s EA h«t zzm—.s
8. iTam tiens tTI Zn=3 + i omst
 Hym—g P43

+ T rag s+ ek

sera toujours négative au toujours positive entre les mémes limites de z.
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En effét, multiplions (37.) par A™"dh, et intégrons entre h = Fh et
h = ®; il faut que lintégrale
22m—3 J—2m+1 H, gm—t  p—tm+2 Hom_%® k5  Hyn_gos b3

1..2m—3 "~ 2m—1 + 1L..2nd4 ' 2p2 *eeF+7903 5 -+ 9 -3

et par conséquent l’expression
22m—3 1 H, z2m—4 3 H, 228 X
. -+ =, — . + ...
1..2m—3 " 2m—1 " 1..9m—4 2m—2 " 1. .2m—5 2m—3
Hom_¢3z® h¥m—6 Hypy.s hm 4

et 19375 1 "3

soit positwe ou négative entre z =10 et z = }h. Multipliant la derniére ex-

pression par dz et intégrant entre z = z et z = }h, lintégrale
9am—3 H, hgm—3 H}3 4 [ hbgtm—6
T l..2n—1 " L.2m—2 " l..2m—-3 " 1_.2m—>5 + ...
H, _, Fm—ig2

veee 1.2“3_— +H2m_22

doit aussi étre toujours positive ou toujours négative entre les mémes limites
de z; d’olt, en multipliant par — z, il suit que 'expression (38.), qui n’est
autre chose que la dérivée 9’(z) de @(z), est toujours négative ou toujours
positive entre z =0 et z = }h.
Par ce qui précéde il est sir que
¢’(z), fonction enticre du (2m—1)iéme degré, est positif dans
l'étendue indiquée, si m est un nombre pair, et négatif si m est
un nombre impair.
De li il suit immédiatement que I'expression
o (2)dz = 9(a), -
qui ne change pas de signe entre z =10 et z = 3h, est positive

;o

dans cette étendue, si m est un nombre pair, et 'négative si m
est un nombre impair.
Cela étant, il suffira de se rappéler de la relation trouvée. ci-dessus:

39. 9G)=9(h—2),

pour avoir démontré ce dont il s'agissait, savoir que la fonction
9(z), qui ne change pas de signe entre 1=0 et z=4h, est po-
.sitive dans ceite étendue si m est un nombre pair, et négatice

si m est un nombre impair.
9*
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6) En différentiant (39.) par rapport de z, on aura
. 9'(z) =—¢'(h—2z),
ce qili exige ne’cess;iireme,nt que
¢’(z) soit zéro pour z=1h,
Donc la fonction ¢’(z) qui, en vertu de ce qui précéde, conserve toujours le
méme signe entre z=0 et z = $h, sévanouit pour z = }4; elle passe dans
ce point du positif au négatif (m étant impair), et conserve ensuite le
méme signe depuis z = 1A jusqua z =~h. 1l suit de 13 que la fonction pri-
mitive ¢ (z) va toujours en augmentant (si m est pair) depuis z = 0 jusqu'd
z=1}h, et décroit ol augmente aprés, continuellement jusqu'a z = h; cest
a dire que .
¢(z) a entre z=10 et z ‘=h un seul mazimum pour z=3h,
si m est pazr, et un seul minimum pour la méme caleur de z,
st m est zmpazr SR
7) Nous réprenons maintenant ]a formule (22.) qui peut étre présen-
tée sous la forme

10, b= Au, — Hhiu +’f‘2 R L Loy P

(=)™ By - w
LR Y + 1“"(21"’_2)—‘- . Aui2 2) + B,

‘A

ou

41. R =— [}k 9 (2)dz.

Or ¢(z) conserve le méme sxgne entre les limites de l'intégrale; donc on a
R=— u+ amD g ¢ (2)dz,

Cest a dire, en vertu de (33a. et 34.):

— IJ p2mil,,@mil __
R = H,, 87+ =

—1)m1, B, } bt
S g - U™
Donc :
- Théoréme 1. Soit u, une fonction quelconque de x qus,
ainsi que ses 2m-1 premiéres dérivées, est continue entre x et
-x+h: /a valeur de R (40.) sera
C " (=DmHB, i
: T 1.2m
‘multiplié par une vcaleur intermédiaire de la (2m -+ 1)me dérivée,
et on aura ‘

R__.



4, Mbulmstén, sur la formule hu‘.=Au,—~g Aul T—- n’’ -—-—- An‘ Hete. 69

\ B,
43. hl(,'—'-'Au- 2 Au, + 112 Auf + . (
(=)™ B B2 (=D B, h2m¥1 ugmy

\_ 7 mm (2m-2)
1...2m—2) Aus 1...2m @+ Oh

Ce théoréme est absolument général et suppose seulement la continuité de la
fonction u et celle des ses dérivées nommées.
8) En fesant dans (40.) @ = a; et ensuite x =, on aura par

soustraction: A
h?
44, Pty ) = Atley— Atiog— e 10tt's, At 0 (A~ At}
(—-l)”'B,,, 1 A2

Ton(2m=2) §A D — Aua’"‘”’} — S (2) dzg UG — u;”ﬁ*}’}-

De l3, puisque ¢(z) conserve le méme signe entre les limites de Iintégrale,
on obtient comme ci-dessus:

45. h(u's,—u's,)=0us,— Au%-——-gAuw, Au¢,;+ iAu” —Au’,, }—

(—11) g’;,,—l 1;’ )_"‘_2 @m4D) @m+1)

(=DHmH B, g
@m~-2) __ (2m-2) X M
{Aua:, Aua:o z z ua:, +0h u:z:o +Oh(?

1...2m

ol O est une quantité positive et < 1. Supposons ici
46, ulpits — Ulsts = I flw+2),
d'ou ‘
Au""l - Au"’o = :,l f (3?) dw’
et en général
r) (1) e r—]) 1) .
Au:Su u( ) ﬂ"” ("’o) :

nous aurons la formule

47. B35 f(@) de = /2 f@) do — B} flw)— ()} + 3 ) —f )}
(_1) By fom ~ _ — B,

ceee (2”‘:_2) if(zm 3)(3;) f(?m 3)( );_L( 3 1f‘(‘3m)(x+@h)’

qui nex1ge pas necessaxrement que x— xo soit un. mu]tlp]e exact de A.
“Dans le cas @y — Ty = nk, en desxgnant par M la plus grande va-

leur numérique de f &"," depuis x = T ]H§qua @ = x;, nous aurons, ab-

straction faite du signe,

: ';,},f:‘-

o Llilyy, -
et partant
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8. h32f@D=/0f@de—5 | f(w) —f(xol {f'cxo —fla@)| —
= e iﬂ @) — o) 2'”9 g (e—a) M.

Cette formule offre une autre expression des limites du reste que celle de
M. Poisson [Voyez la formule (4.)].

9) Nous supposerons maintenant dans (40.) que uf3™ ne change pas
de signe entre z =0 et z = h. Alors nous aurons

R =— @(O0h)Au>".
Comme ¢(z) conserve le méme signe depuis z =0 jusqu’d z=*h, de sorte

que sa plus grande valeur numérique est @(32), et sa moindre valeur zéro,
nous aurons

R=— 09(3h). Aul",

ot 0 < @< 1. Quant 3 ¢(}%), on en obtiendra facilement la valeur 3 I'aide
de (21. §. 1.), savoir la valeur
21 B, km

: 49. q)(‘zh) - ('— l)m m—1 * 1 2m
dou enfin oy B
50. R=(—1)y"*.0.5 . 1”‘2m Duftm
Nous aurons donc le théoréme suivant:

Théoréme I1. Soit u, une fonction quelcongue de x, con-
tinue, ainsi que ses 2m -+ 1 premiéres dérivées, depuis x jusqua
x+h; soit de plus la (2m +1)™e dérivée toujours du méme
signe entre ces limites: la valeur de R (40.) sera

2" _1 B, k™

R=(-1)"".0 *Qm1 ' 1..9m

L\u"‘"”
cest a dire nous aurons:

' C Bk B ht .
51. hu,a: = Aua: Au x -+ 112 Au z - 4Aule -+ .

(=D" B, k2 2 22"'-—1 B, k™ am),
X EA T @m-2) ° + (— 1™, @ 9m=T ‘Y, 2m "

Pareillement, en supposant dans (44.) que
2m41 2m+1
u:(z-l+z) - u§, +5)

conserve toujours le méme signe depuis z =0 jusqud z =5, on en tire fa-
cilement l'expression
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h  h? .
52. h(ulz —ula; )=Aum ’—Auw """{Au‘z —Au,a: + —ﬁ—'{Au —Auhw }—0-‘..
! ° 1 o 2 1 0 0
(=" B, A2 (2m~2)__ A (2m—2) i1 2’"_1 B,k am_ Ao
Ty =M 1.0,y ot - dur),
d’ou, en fesant
Warts — Wegs = 35 f(w+2),
on obtient :

53, AP f(a) = /7 f@de — 1 fia) —j<xo>}
+ B8 ) — S} — B ) — o)) +

(=1)" B, B2 - -
o ™9 () — S ()
2"_1 B,k
+(—1)m+l 0. 91 * 1. ngﬂzm_l)(x)_ﬂzm—l)(x )}‘

Cette formule suppose que = /(= +-2z) conserve son signe depuis
z2=0 jusqud z=~h. En la comparant avec la formule (6.), que donnent
les méthodes connues, on trouvera facilement:

1) Que notre formule a des limites plus reserrées pour son terme
complémentaire;;

2) Qulelle n'exige pas nécessairement que x;, — @, soit un multi-
ple exact de h. 1l faut seulement que dans ce cas le membre a droite de
(53.) ne donne quune valeur particuliére de A3, f(x); d'oti, pour en avoir
la valeur géuérale, il faut la compléter par

54. w(x) — w(a,),
w(x) étant une fonction périodique quelconque, telle que
‘ w(x+h) — w(x) =
La formule (6.), au contraire exige ne’cessairement que z, — &, soit un mul-
tiple exact de A.

3) La déduction de la formule (6.) suppose que f° @™ (x) conserve le
méme signe depuis & =, jusquUa @ = x,;: pour notre formule (53.) il
suffit que : s

55. =7 fO(x+z)

ne change pas de signe depuis z =0 jusqua z=~h. En effét, dans le cas
o a; — , est un multiple exact de &, il est évident que cela a toujours
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lieu, si f @™ (x) conserve le méme signe depuis x = x, jusqu'd « = a,; mais
il peut aussi avoir lieu sans cela.
~10. En a]outant a (51.) l'expression

B.R*™ m B htm m
0= (-1 qu — BB gy,

A
ARY

on aura
h 2
56. hu’m = Aua, -3 Au'z + Auy —
" n 2*"‘ 1 B,k
L+ (_ )»l-l .__ Au(z ) -+ ( 1) +l { 6. 2zm—1 — 1} "o Au(2m)

et pareillement on tirera de (53.):
57 hIZf(a) =/ f<w) do — 2§ flw) — flan)
T3 L7 — o} — P ) — ol +

(=D B, B*m _
+ { f(2m D (a,) — @D (xo)§

9 _1 B, im »
+ (=16 Sy — 15, - {0 (@) — £ (o)}
Cette formule fait voir, que si dans le calcul de
R
| hss @)
on sarréte a un certain terme du de’veloppement la valeur du reste sera
moindre que celle du dernier terme; ce qm est précisement la proposition

de M. Poisson.
11. En mettant dans (43.) m + 1 3 la place de m, et en comparant

le résultat avec (56.), on aura

By ™1 amay _ 2}
88. 1...2mn4+2)° Uztos = {O T 1} T 2m /;kum:p) dz.

parceque
Aul™ = fiuZ dz
Donc, si les dérivées
| 59. ufety et " B 7 vl
ne changent pas de signe depuis z=0 jusqua z=~% et qulelles ont toutes
les deux /e méme signe, il faut que

i |
60. 0. g1 — 1

soit négatif et ne surpasse pas numériquement 1. On pourra donc supposer:



3
4. Malmstén, sur la formule hu’x=Aux—2—Au’,+!il%A U —-—-—— Au' ete. 73

2" —1
9 . 52,7_—1- —_— l _ — @1
6, étant un nombre entre 0 et 1. Si au contraire les expressions (59.) ne
changent pas de signe depuis z = 0 jusqua z = h, et quelles ont des signes

contraires, il faut que (60.) soit une quantité positive, qui ne surpasse pas
2711

—5w=r—- Donc on pourra poser
227»__1 22m—-l l
0. 22m—1 —1= @2 22m—1 4

@, étant un nombre entre 0 et 1. Cela étant, il résulte de la formule
(56.) le théoréme suivant:
Théoréme III. Soit u,,, une fonction quelconque de x
qui, ainsi que ses 2m-+3 premicres dérivées, est continue depuis
z =0 jusqu’a z =h; supposons de plus que la (2m—+1)m ¢t la
(2m+3)me dérivée ne changent pas de signe entre ces hmites.
Cela posé, si les dérivées
ulntn et ulptd

ont des signes contraires, nous aurons

h B, R
61. hu'z = Aus — §Aul‘” + 11.2 Au's — ...
=B, B n 2:"'_1 B, kn
Tlgm AW D6 T - T g A

et si elles ont les mémes signes, nous aurvns

h h?
620 hulm = Auw — '—2<Aulw + ?1—2' Aullm T ees e
(_l)m B, k22 B h2m
L.@n-2 -0 2m AU
O, et O, étant des nombres entre 0 et 1.

Mettons dans (47.) m+1 a la place de m, comparons a (57.) le
résultat, rappélons nous que

T (@) = [ @) =S IS k),
et supposons le cas ou
63. = 0 (w+2) et S O (v +2)

ne changent pas de signe depuis z=0 jusqu'a z = h, ces eapressions (63.)
étant du méme signe, nous obtiendrons facilement les formules suivantes:
Crelle’s Journal f. d, M. Bd. XXXV. Heft 1. 10




74 4. Malmstén, sur la faMule hu',=Au,— Au,.;.l—il—h2 Aut — Au' «tete.

64. hIf(x) =/ fx)ds — 2 /) =/} + B o) — o)) = o

m—l h

A+ (D" yor e 12. (2,,;_2) {0 () — & (o0o)}

+ (— l)mﬂ. 11; h2m - { f(zm-l) (x,) — f(2m—1) (o)},

et si les expressions (63.) ont des signes contraires:

65. A3y f(x) =/ (x) dx— _;ig/(xl)__f(%);_,_%’ UG —f (o) — -

D g O ) = S

T L @) — o @),

-+ (— l)m-l-l 0 22”1-1 *
La formule (64.) est précisement ce]le qui a été proposée par M. Jacobi;
la derniére (je crois) ne peut étre trouvée par les méthodes usitées.

§. 1L
Nous ferons maintenant quelques applications du dernier des théo-
rémes proposes.
Premiére Application. Développement de Log I'(x).

En multipliant par dx la formule connue

d. Log T(x) e~
—./:) dZ( .l e_z>:

et en intégrant par rapport A, A partu' de « = 1, on obtiendra
1—e- @Dz

66. Log T(x) "l—__o:‘z‘—).
Supposons dans (62.) A =1, on aura
—(x—1
6. wo=f TE(@—1) = ) = Tog I'G),
d'ott
ue=/"dz '——'lg‘e_z)

et en général, r étant > 2:
ud = (—1r

Celte supposition satisfera évidemment les conditions du théoréme III

® gr—z e—xE

Nl dz.

A cause de
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Nio = [y torydy,

on aura pour le cas en question:
Aug = [ Log T'(x+y)dy
et en fesant z +y =y, + 1:
Auz = /i) Log T'(yr+Ddyy + /1= Log I'(y1+ 1) dy, — /i7" Log I'(y1+1)dy,
=/ Log I'(y,+1)dy, + /i [Log I'(y1+1) — Log I'(yy)]dy,
Cest a dire:
Auz = /3! Log I'(y1+1)dy, + /i® Log yidyy;

d’ott enfin, en vertu de la formule donnée par M. Raabe, savoir par la formule

So Log I'(y,+1)dy, = jLog 2x — 1,

on aura
Auz = jLog 2w + x Log x — =,
partant
i Au'z = Log x,
et en général, r étant > 1,
. o LD
Au = (—=1) . —(=—.

Pour ces valeurs de w'z, Auz, Au'z etc., le théoréme IIL donne

V3 1 B B, 1
Log T'(2) = }Log 2r+(@—Y) Log o—a+ L+ 3 — 4} o F o+ 25—
(—=1)"Bna 1 - B, O

+ (2m—3) (2m——§j ' grn—3 + (2m—1)2m * a2 1’

ou, en y ajoutant Log :
, B,1 B 1 B 1
68. LogI(x+1)=} Log2vr+(w+2)Logx x+io 7 343 56 F
(_l)mBm-l _l (_l)m-H m (0]
+ @n3) @n-2) " T3 T @m_1)2m ' #1°

6 étant un nombre entre 0 et 1. Cette formule a généralement lieu, quelle
que soit la valeur positive de @. Ce n'est pas ainsi pour les résultats, que.]es
méthodes ordinaires donnent pour le dévéloppement de Log I'(x+1). Leur
point de départ est ordinairement la formule

Log I'(x+1) = Log 1 + Log 2 +.... + Logx,
qui n'est rigoureusement le dévéloppement de Log I'(x + 1) que pour
des valeurs entiéres de x. Quant aux analyses, qui ne sont pas sujettes

& cette restriction (p. e. celle de M. Cauchy et celle de M. Liousille), elles
10%
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n'ont lieu que pour ce dévéloppement en particulier, et n'ont point de réla-
tion avec la formule sommatoire générale.
En posant, pour abréger:

B,°1 B 1 B 1
M@)=15-7 34 7 V56 5

(=1 B,y 1 . (~DsHB, 6
«F @n=3) (@n—=2) " ¥3 T 2m—1).2m ' 1V’
on tirera de (68.), pour une valeur quelconque de x > — 1, l'expression
I'(x+1) = VY (2nx).x=. e, eMa);
et elle donnera successivement les relations suivantes:
I'(x+1) > J(2rx).x*. e,

|_ba

(3
.

T(oc+l) < V(2nx).x®.e-®. €'

-

l—“ "
8l 8[m |

S

~

|-

a

.
)
w
=S
8
w

I'(x+1) > Y(2rx).x®.e®

&
-
N

|_w
.F’
[
w
| -

|
l
!

5]
N
w
S
8
w
3
o
(=]
8

I'(x+1) < Y(2rx).x®. e, el -2’
' etc.
Ces mémes relations ont été deja trouvées par M. Raabe pour des valeurs
entiéres quelconques de x. Ce Geométre finit son mémoire (Journ. de
M. Crelle tom. XXV. pag. 159.) par les mots: ,,Sans doute elles subsistent
»encore pour des valeurs fractionnaires et méme incommensurables; mais je
»0al pu réussir jusqu'a présent & démontrer cela rigoureusement.”
Deuxieme Application. Supposons dans (62.) h=1 et
. I'(ayx
69. u.=Log. gl"(b+x)(.1-"za1-m—b) s

ou a > b; nous aurons facilement, en vertu de (66.):
“ ® e~ e+
u, = ._./:) dz [——z—- -+ f.——e_z(e-az — e—bz —_ e—(a-b)z)]’

et généralement, si r > 2:

® or2 -2z
u(;) — (___1 )r A  p—— (e—bz 4 e-(a-b)s e"“)dz.
Cette expression satisfera évidemment les conditions du théoréme III., d'ot
Ion conclut quen sarrétant dans le dévéloppement de (69.) 4 un certain
terme, la valeur du reste ne sera pas moindre que celle du terme suivant. Ce
-dévéloppement s’obtiendra sans difficulté a 'aide de la formule (68.) et on
aura:
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I'(a42+1)
Log gl“(b+w+1).1"(a;+a:+l—b) = — ;Log 27 + (a+x+3)Log(a+x)

— (b+x+13) Lg(b+x) — (a+x—b+}) Lglea+x —b) —x
B, (1" Bpy (-1 0.8,
+ 1 37@ o F @y @7 @+ @nhan 7 @)

ou, pour abréger, on a posé:

_ 1 . 1 _ 1
7.(x) = (a+x)" O+  (a4x—=d)’
Supposons x = 0; en écrivant ¢, au lieu de ¢.(0) et fesons
B Bz (__l)m Bm—-l (_l)m‘ @Bﬂ;
NP=15-11—34%+ -+ @u3 @n=9) P2ns + @n=D)2m F2n-1>

nous aurons

I'(a+1)
Log tl”(b+l).1“(a—b+l—) = — ;Log 27 + (a+3)Log @ — (6+3) Log &

— (@a—b+3)Log(a—b) + N(g),

et partant

a2 oNM(g)
70. T(b+f;(.al—“'(_:lb+l) = V(2nb Zz—b)) eyt
Comme a et & sont des nombres entiers, cette formule donne la valeur du
coéfficient du (b4-1)me terme du dévéloppement de (m—+n)°.
Si ¢« =2r et 6 =r, on obtiendra la valeur du coéfficient du terme
moyen du développement de (m-+n)”. En désignant ce coéfficient par F,

on aura
2 ~P(r)
F= Viar) ¢ ’
21 5 1 2-1 B 1
Ph)="3""T2'7 & 34 5+
g B 1
et OO Zmm - GemnensD B
P | B [2)
— 1\ m
+ (V"™ 95 - @ply2m -
Désignons par 7' le plus grand terme du développement de

(m + n)y™™,

on sait que ce terme est le (m+41)me, cest & dire que

A T=Am™ .n™
Mais le coéfficient A4 s’obtiendra par (70.) en fesant a=rm +rn et b=rn,
donc, toutes les réductions faites, on aura:
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m4n
71. T = V(ém”“n) . 80(m+n)""'+"",
en posant, pour abréger:

_ B, B (=)™ By v 0.Bn
Q=129 — 33"t -+ G 3y @n—2) s+ (D™ o 50 fan-t

et généralement:

La formule (71.) donnera immédiatement

m-+n
(m+n)”"+’" V 2rmn, n)

ce qui est l'expression du rapport du plus grand terme 7' du dévéloppement
de (m—+n)"*" a (m+n)"*" Avec la méme facilité, comme nous avons

obtenu la formule (70.), ayant pris pour point de départ la formule

T'(o4x) . I'(a4x—D)
I'(c+=x). T (as+x—c)€ ’

‘-
u’, = Log
nous aurions aussi trouvé

I'(o+1). I'(a—b+1) _ b(a_b) bb (a—b)“—b Y
L(e+)). I'(a—c4+D) c(a-—c) “e(a—c)— ¢

en posant
_ B B, (-=1)"B,, D6, B,
N(p)=1ig2-Pr—35.4-Pr¥ -+ @u 3 @n-2Pwms + “@nl).2m Pty
et généralement 4
1 1 1 1

Pe =gk ¥ GE T T e
Si a, b, ¢ sont des nombres entiers, la formule (72.) donnera l'expression du
rapport entre le (c+1)me et le (64 1)me terme du dévéloppement de

m+n)°® savoir:
( )

V ba—b)y Bla—by=t wb
. . e (2]
c(a—c)/ * ¢ (a—c)*—" " m—? .

Les -expressions, que nous venons de trouver, sont dune grande im-
portance pour le calcul des probabilités, et ont été proposée par Laplace.
Mais cet illustre analyste n'a pas remarqué que les séries dont il s’agit, sont
divergentes, et que leur emploi n'est pas légitimé, & moins que les limites des
termes complementalres ne soient pas determinées. Clest ce qul peut tou-
jours étre effectué a l'aide de nos formules.
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Troistére Application. En posant suivant M. Legendre:
L28IO _ forde (G — o) = 2(a),
et fésant dans (62.) h =1 et
73. u,=2'(n+1—2x) — Z(n+2z) = —f l—e-‘ (e-(ntl-z)s — p-(nt2)3),
nous aurons généralement:
U = — / = e—(n-l-l-a:)z + (—1). e-(rt2)),

dou l'on voit que les conditions du théoréme III. sont satisfaites. De plus

la formule (73.) donne
. —2

Auy = f} w'atydy = Log :+m
et généralement

Aud) = (=1)'1r().5,,
en fesant, pour abréger:

74, b, — — 1

(@4n)y ~ (@—n)’

Par ces valeurs de u’z, Auz, Au'z, etc. et a l'aide de la formule connue
1
7. Z(1+a) = 5+ Z(a)

on tirera immédiatement de (62.):

Loy, By,

ni—z3

76. Z(n—a) — Z'(n+a) = Log ;i}: —
e B,
(_1) " 27)1—*-1262’"'2 -+ (_1)m+l 5 @ 62m'

b, ¢étant déterminé par (74.). La formule (76.) subsiste pour toutes les
valeurs posztlves ou négatives de x, numériquement inférieures i n.
Soit k& un nombre entier positif ou négatif, dont la valeur n'est pas
supérieure a n; x étant tel que
k>x>k—1,
on aura en vertu de (75.):
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u’ ete.

o—k-l 1
Z(n—x) = k i+ Z(k—a)
t—k-l 1 i=k-1 1

—— 4 Z/(1 — (k—2))

Z(n+x) = -
.=k itz i=(k-1) T+

l i=k-1 1 1=k-1 2
=+ ——=8 a4 Z(1—(k—a)),
x i=k 42 t—(k 1)1.
d'ol, en soustrayant:

Zu—e)= Zot-2) = Zk—2) = 2/0—Ch=e) = Ly

i=1 l '—$

En substituant cette valeur dans ( 76) et en se rappélant que A>ax>k—1,
et de plus que
Z'(k—x) — Z'(1 —(k—x)) = — w Cotang (k—x) * = w Cotang wx,
on aura
n—z 1 T i=n-l gy

77. w Cotang wx = Log i e v B S o=

B, B, (=1)"Bn, (=V)"B,
+?.62+74_54+.. .+ 2m—2 me—2+ 2m o@.&gm,
ot b, est donné par (74.). Cette formule a lieu pour toutes les valeurs
(positives ou négatives) non entiéres de a, et non pas supérieures & n. Dans
le cas ou
« est un nombre entier < n,

les deux membres de (77.) deviennent infinis; mais on démontrera facile-
ment, que si x converge vers un membre entier w, le rapport des deux
membres convergera vers 'unité. Donc, généralement la formule (77.) sub-
sistera pour toutes les valeurs positives et négatives de < n.

De cette formule générale, qui (je crois) n’'a pas été proposée jus-
qu'ici, on tirera, en fesant » = ®, la formule connue

1 i=® o
wCotangwx:——S ocd
T

=% —z?
Quatriéme Application. En fesant dans (62.) 2 =1 et

_ T(z—y). T I'(z—y).I'(a+y) e~ dz
we = Log(Tire £) / i—e—

(e¥* 4 e¥2 — 2)

(x> y) \
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les conditions du théoréme III. sont satisfaites. Il suit deld que si dans le
développement on sarréte & un certain terme, la valeur du reste sera inférieure
3 celle du terme suivant. Donc, en fesant * = un nombre entier 7, on t-

rera de (68.):

; Ln—y). L) g -
8. Log(“ (g ) =(r—HLog(l — ) — y Logn_—'_—"; + L,

en posant pour abréger:
_ B B, (=1)" By (=)™ B,
L=1sa—33 @t B 3y @m=2) B+ @1y, 2m O Gt

et généralement
1 1 2
(n+9)  (w—yy a7
La formule (78.) subsiste pour toutes les valeurs positives ou négatives de «,
inférieures & n. ‘

a, =

Soit & un nombre entier positif ou négatif, dont la valeur numérique
n'est pas supérieure 3 n, et soit ¥ tel que
k>y>k—1,
on aura en vertu d’une propriété connue de la fonction I:
i=n-1

Log I'(n—y) = Log IF(k—y) 43S Log(r—y),
i=1
Log r'(n—y) = Log I'(1 —(k—y)) + }Log 7’2

i=n-1 i=n-1

+ 1S Log(i+y)+1S Log(®—y??
i=k =1
et partant

i=n-1

+3S . Log (*—y?™
En substituant cette valeur dans (78.) et en se rappélant que
7
Irk—y) I'(A—(k—y)) = SnGi—pn’
on obtiendra

i=n-1

2
3 Log ST’(%:J)? = 2Log n — 3 Log y* — %iil Log (22— y»? ....

1 ¥ n—y
vves = (n—ﬁ') Log(l — ;5) —y Logm -+ L’
d’ou
Crelles Journal f. d. M. Bd. XXXV, Heft 1. 11
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. ' y? o3 e’ n—y\2Y
Sin’my = =*y*(1 f'yz)zf(l_ ) (1 — (n-—l)’) ' 1_3_/':‘)2”'1 . (77-:‘/ ’

R 2
et enfin "

. y? y? el n—y\v .
Sinmy =my@A=y) A= - A= i) - —yoi G/
R

formule qui a lieu pour toutes les valeurs positives ou négatives de y, in-
férieures a n.

De cette formule remarquable, qui (je crois) n'a pas été encore pro-
posé, on tirera immédiatement, en fesant n=op, la formule connue

: — 2 :2_2_ .’£ ¥
Sinmwy =my(1 —y) (1 — ) 11— 1 — 16
Upsala le 20 Avril 1846.




