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5. Arndt, Kegelschnitte durch vier bestimmte Puncte gehend. S3

5.

Bemerkungen zu einer gewi9sen Methode, die
Gleichung eines durch vier Puncte gehenden
Kegelschnitts auszudriicken.

(Von dem Herrn Dr. Arnd¢ in Stralsund.)

Sind ‘
1. y—azx—06=0, y—ajx—b6=0, y—a,2—b6=0, y—ax—b,=0
die Gleichungen der auf einander folgenden Seiten eines Vierecks, die sich
auch durchkreuzen konnen, so wird die Gleichung eines durch die vier Spitzen
desselben gelegten Kegelschnitts durch :

2. (y—ax—10b) (y—ax—b,) + My—ax—b) (y—a,a—b,) =0
ausgedriickt, wo A eine willkiirliche Constante ist. Diese Methode, die Glei-
chung eines um ein Viereck beschriebenen Kegelschnitts darzustellen, verein-
facht bekanntlich die Beweise einiger, auf andere Art nur umstindlicher zu
erlangender Theoreme iiber Linien zweiten Grades. Es ist jedoch nach mei-
ner Meinung die Moglichkeit jener Darstellung nicht vollstandig nachgewiesen.
Es pflegt wie folgt geschlossen zu werden (Vgl. Magnus Sammlung von Auf-
gaben aus der analyt. Geometrie. Thl. 1. S. 147—48. Berlin 1833.): ,Dass die
Gleichung (2.) eine Linie zweiten Grades ausdriickt, in welcher die vier Durch-
schnittspuncte der durch die Gleichung (1.) characterisirten Geraden sich be-
finden, erhellet leicht. Nimmt man nun in dem gegebenen Kegelschnitt noch
einen fiinften Punct an, so kann A so bestimmt werden, dass die Coordinaten
dieses Puncts der Gleichung (2.) geniigen, weil, wenn man jene in diese fiir
x und y setzt, die resultirende Gleichung in Bezichung auf A vom ersten
Grade ist und also fiir o einen reellen Werth giebt. Ist A bestimmt, so driickt
die Gleichung (2.) den gegebenen Kegelschnitt wirklich aus, indem durch fiinf
Puncte nur emne Linie zweilen Grades gelegt werden kann.”

Fiir die Ellipse und ungleichseitige Hyperbel, welche durch nicht we-
niger als fiinf Puncte bestimmt werden, gelten die Schliisse vollkommen: nicht
11+
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fir die Parabel und die gleichseitige Hyperbel, welche schon durch ezer, und
fiir die Kreislinie, welche schon durch dre; Puncte bestimmt wird.

Bezeichnet man die Gleichung (2.), in entwickelter Form, durch
Ay* +2Bxy + C2* + 2Dy + 2Ex + F=0, fiir welche dann

: ' A=1+\

RSO \—2B=a+ a, + Ma, + a,),

‘ C = aa, + \a, a,,
—2D=205+ by, + M6, + &),

2F = ab, + a,b + \(a, b, + a;b),

F = bby + \b, b,

ist, so muss fiir die Parabel B* — AC =0, fiir die gleichseitige Hyperbel
A —2B cos ¢ + C =0, und fiir den Kreis C = A und B = A cos g sein,
indem ¢ den Coordinatenwinkel bezeichnet.

Die Gleichung B, — AC = 0 wird nach (3.) in Beziehung auf A vom
zweiten Grade sein und kann unter Umstinden zwei imaginire VWurzeln ha-
ben. Dann ist nachzuweisen, dass dieser Fall nur eintritt, wenn durch die vier
Puncte iiberhaupt keine Parabel gelegt werden kann. Die Gleichung 4-2Bcosg
+ C=0 wird in Beziehung auf A zwar vom ersten Grade sein, allein es
konnte A unendlich werden. Soll endlich durch die vier Puncte ein Kreis ge-
hen, so muss A den beiden Gleichungen C=_4 und B=_cosg geniigen, und
man gelangt zu einer Relation zwischen den Gréssen a, a,, etc., b, b,, etc., von
welchen nachzuweisen ist, dass sie die Bedingungsgleichung fiir den Umstand
ausdriickt, dass die vier Puncte in einer Kreislinie liegen.

Bei der speciellen Erirterung dieser Umstinde wird sich zugleich die
Bestimmung der Lage der vier Puncte ergeben, damit ein bestimmter Kegel-
schnitt durch sie hindurchgehen kénne; so wie das merkwiirdige Resultat, dass
um ein Parallelogramm keine, um ein Trapez eine und um jedes andere
Viereck zwer Parabeln gelegt werden kénnen; worauf meines Wissens noch
nicht hingewiesen worden ist.

2‘

Zuvirderst ist die gegenseitige Lage der vier Puncte, wenn ein be-
stimmter Kegelschnitt durch sie hindurchgehen soll, festzustellen.

Man nehme zwei Gegenseiten des gegebenen Vierecks (zu welchen
auch die Diagonalen gehdren) als Coordinatenaxen an, und bezeichne die Ab-
scissen der in der Axe der x liegenden Puncte durch o, a,, die Ordinaten
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der in der Axe der y liegenden Puncte durch 8, B,. "Substituirt man diese
Coordinaten in die Gleichung Ay*+2Bxy+ C2*+2Dy+2Ex+ F=0, so
erhilt man folgende vier Gleichungen:
Co? 4+ 2Fa + F=0, Cai} +2Eo0,+ F=0,
AR +2D3 + F=0, A+ 2DB, + F =0,
aus welchen sich
y r P F(etey) F(S+5
4. C=_, A=,67ﬁ_’;’ E=— e, D=— __—gﬂﬂf)
ergiebt. Der Kiirze wegen wollen wir F =1 setzen.

a) Bilden nun die vier Puncte ein convexes Viereck (welches keinen
einspringenden WVinkel hat; jedes andere Viereck soll concas genannt wer-
den), so iiberzeugt man sich durch\ eine Figur leicht; dass aa, und 33, entge-
gengesetztelVorzeichen haben, das Prodict-oo; 33, also negativ ist. In diesem
Falle ist By — AC positiv fiir jedes beliebige B, und folglich kénnen um ein
convexes Viereck nur Hyperbeln, und zwar unendlich viele gelegt werden;
wegen der ginzlichen Unbestimmtheit von B. Eine dieser Hyperbeln wird

gleichseitig sein; namlich die, fir welche 4 —2Bcosgp+ C=0 oder
A+C

B = Zcos ist. Fir ¢ =90"ist A+ C=0, d. h. aa; + 33, =0. Findet
diese Relation nicht Statt, so ist die Hyperbel ungleichseitig: findet sie Statt,
so sind alle durch die vier Puncte gelegten Hyperbeln gleichseitig.

b) Bilden die vier Puncte ein concaves Viereck, so haben aa, und 36,
dasselbe Vorzeichen; das Product aa,(33, ist positiv und es kann B so be-
stimmt werden, dass B*— AC entweder < (), oder >0, oder =0 wird.

1) Ist fir B ein VWerth angenommen, fiir welchen B’ —AC<0 ist,
so wird die Curve eine Ellipse sein, wenn H*—GI>0 ist, wo G=B*—_AC,
H=BD—AE, I=D*—~AF(F=1). Man findet I stets positiv, namlich

I= (‘;;g‘ , also ist (weil G<0) GI<0, H*—GI>0, und um ein conca-
ves Viereck kinnen also unendlich viele Ellipsen gelegt werden.

2) Fir einen Werth von B, der B’>—_AC>0 macht, wird im Allge-
meinen H? — GI nicht verschwinden; so dass also um ein concaves Viereck
unendlich viele Hyperbeln gelegt werden kinnen.

3) Die Bedingungsgleichung fiir die Parabel B*— 4C =0 giebt zwei

reelle Werthe von B, nimlich B = =% V&—a%ﬂ—ﬂ,; jedoch entspricht nicht immer
jedem derselben eine Parabel, da H=BD — AE verschwinden kann. Man
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erb'ailt H= 2; A (“;'Zl = yf::g:&)‘ Ist die Figur ein Parallelogramm, so wird
(wenn man die Diagonalen zu Axen genommen hat) a+o,=0, S+ 5,=0 und
H =0 sein: folglich kann um ein Parallelogramm keine Parabel beschrieben
werden. Diesen Fall ausgenommen, kann H fiir das untere Vorzeichen nicht
verschwinden, indem, wenn zwei Gegenseiten, welche Seiten der Figur selbst
sind, zu Axen genommen werden, die Gréssen «,a, und 3,3, als positiv betrach-
tet werden diirfen. Endlich ist zu untersuchen, ob H fiir das obere Vorzei-

. chen verschwinden kinne. Die Bedingungsgleichung ist ao:':l = Vf::;{;lﬁl oder
(ete)’ _ (B+A) 1y Gleichung lisst sich auf die F
e T iese Gleichung lisst sich auf die Form (af — a,/3,)

X (afB, — a,8) = 0 bringen, also ist entweder af = o, 3,, oder af; = a,f.
Aber das erste findet nicht Statt, wenn die Coordinaten so unterschieden wer-
den, dass a,>a, 8>/ ist, und es bleibt nur af,=a, (3, oder a:a,=p:0;.
Diese Bedingung. entspricht dem Parallelirapez, und es hat sich also ergeben,

dass um ein Paralleltrapez nur eine Parabel (fir welche B nur den einen
1

‘Werth — Vm hat), um ein Viereck dagegen, in welchem keine zwei

Seiten parallel sind, stets zwes Parabeln beschrieben werden kinnen.

4) Fiir die gleichseitige Hyperbel muss A —2Bcosgp+C=0 (A+C=0
fiir ¢=90") sein. Ist ¢ nicht 90°, so kann man B so bestimmen, dass die
erste Gleichung Statt findet: ist dagegen @ =90°, so ist aa, + (3, =0; und
diese Relation kann nie Statt finden, weil aa, und 33, dasselbe Vorzeichen ha-
ben, so dass also um ein concaves Viereck, in welchem zwei Gegenseiten auf
einander senkrecht stehen, keine gleichseitige Hyperbel gelegt werden kaun.

5) Soll endlich eine Kreislinie durch die vier Puncte gehen, so muss

C=A und B=A cos ¢, d. h. aa;,=p0f,, und B= 0%; cos ¢ sein, und die
Gleichung der Curve ist

y* + 2zy cos ¢ + a* — (B+ )y — (a+a,)x + aa, = 0.
Sind # und » die Coordinaten des Mittelpuncts, so ist bekanntlich Awu 4 Bt
+0D=0und Bu+ Ct+ E=0, d. h.

w1 cos o = (B +5)
I+ ucos ¢ = j(a+a,).

Dies sind die Gleichungen derjenigen Geraden, welche auf den als Axen ange-
nommenen Gegenseiten in ihren Mittelpuncten senkrecht stehen, und der Durch-
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schnitt derselben giebt des Kreises Mittelpunct. Die Relation aa, = 88, (ein
bekannter Satz) ist die Gleichung fiir die Bedingung, dass die vier Puncte in
einer Kreislinie liegen; fiir das Parallelogramm kann sie nur dann erfillt wer-
den, wenn es rechtwinklig ist; wie leicht zu sehen.

3.

* Wir wenden uns nun zu der Bedeutung der Gleichung (2.). Aus
den Gleichungen (3.) erhilt man nach einer leichten Rechnung:
5. 4(B*—AC)=MN(a—a,)*+2M|[(a+a,) (arta;) —2aa,— 2a, a;] + (a—a,)?
=MN(a,—a;)*+2\[(a—a,) (a;—a;)—2(a—ay) (a2~a3)]+ (a—ay)’,
welche Gleichung die Form
5*. A(B'— AC) =gl 4 2hA 47 _
hat, indem g=(a,—a,)’, h=(a—a,) (al~a3)—2(a-—al) (a—a,), z—(a—--az)2

ist. Das Vorzeichen der Function g}.2+2hl+z=? [(ga+h) —(R*—gi)] ist

+, fiir jeden beliebigen VVerth von 2, wenn A*—gi/<0; und in diesem Falle
driickt die Gleichung (2.) unendlich viele Hyperbeln und niemals eine Ellipse
oder Parabel aus. Es findet sich

6. n—gi=47T, T=(a—a) (al—az)(a,—aa) (a;—0)
und T'<0), statt der Bedingung h*—gi<<(). Verschwinden kann 7" nicht, in-
dem keiner der vier Factoren Null werden kann; nimlich deshalb, weil je
zwei auf einander folgende Seiten des Vierecks verschiedene Richtungen haben.
Ist T<0, so verschwindet B*>— AC fiir zwei VVerthe von 2, niamlich fiir
2 (a—a,) (@:—85) — (a—0,) (3, —a5) -'-2VT

(a1—a,)?

und diese beiden VWerthe sind stets verschieden, weil 7" nicht verschwinden

7. A=

kann. Dies Resultat hat aber keine Beziehung auf den Fall @,—a;=0; denn
dann reducirt sich die Funetion g2*+2hA+7 auf 2h2+7 und man erhilt fiir
2 nur den einen Werth:

— (a—ay)® .
8. b= 4 (a—ay) (a;—a;) )

Wenn g nicht Null ist, wird die Function gi*+2hi+7 negativ fiir alle
stetig auf einander folgenden Werthe von 4, die zwischen den beiden Werthen
(7.) liegen, und positiv fiir die dbrigen. Ist g =0, so wird 2hi+7 positiv

fir 2 § — ﬂ, je nachdem & positiv odgr\negativ ist, und i'esp. negativ fiir

<__.ﬁ_,
L3 —a7
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In dem Falle 7’>0 driickt also die Gleichung (2.) unendlich viele El-
lipsen, Hyperbeln, oder zwei Parabeln aus (zum Theil auch eine), je nachdem
der Werth fiir 2 gewihlt ist,

4.
Lage der vcier Puncte, wie sie dem Vorzeichen von T entspricht.

Zunichst ldsst sich zeigen, dass das Vorzeichen der Grosse 7" von der
Lage des Coordinatensystems unabhiingig ist. Beziehen sich nimlich die Glei-
chungen (1.) auf ein System, dessen Coordinatenwinkel ¢ ist, und bezeichnet
man die Winkel, welche die Axen des neuen Systems mit der Axe der « bil-
den, durch ¢ und 7%, so ist bekanutlich
wlsm(tp—£)+y1sm(ep—n) x, sin€ 4y, siny
sing ’ Y= T sing
und die Gleichung der ersten Seite des Vierecks in Bezug auf das neue Sy-
stem, ist y; — aa; — b =0, indem
__ asin(gp—g) —sing
— siny—asin(g—n)"*
Ist ¥y — a,x; — by =0 die Gleichung der zweiten Seite des Vierecks, so ist
eben so

__ aysin (g—§) —sin§
1= sinn—a,sin(p—n)’

folglich

P(a—a,)
[siny— asin(p—n)] [siny—a, sin(p—n)]’
wo P =sin 7 sin(p-—§) — sin & sin{p—y).

a"“al

Aehnliche Ausdriicke erhilt man fiir a,— a,, a,—a;, 0,—a, und es ergiebt sich
(a_al) (a,—az) (“2"‘“3) (a;—a)
WQ% (a—a) (&, —a) (ar—ay) (a—a),

wo Q=siny—asin(p—7), Q=sinn—a,sin(p—n), Q,=sinn—a,sin(p—1),
Qs;=siny—a,sin (p—7) ist. Daraus folgt, dass die Grdosse 7" ibr Vorzeichen
bei der Verinderung des Coordina_tensystéms nicht indert.

1) Bilden nun die vier Puncte ein convexes Viereck, so muss 7" nega-
tiv sein. Da diese Behauptung nur fiir irgend ein Coordinatensystem nachzu-
weisen ist, so nehme man die ausserhalb des Vierecks liegende Diagonale zur
Axe der & an, und als den positiven Theil derselben den Giber den vierten Punct
hinaus verlingerten Theil der Diagonale. Bezeichnen dann wu, u,, us, ¢, die
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Winkel, welche die auf einander folgenden Seiten mit dem positiven Theile der
Axe der x bilden, so ist @ = tang u, @, = tang a4;, etc. und = _ "

Sin (p—pty ) SIN (t1—1t3) Sin (y=p6s) St (ot —pa) -
(cos oS ey COSp,COS pg)” - LY

(e—a) (a,—a,) (ea—a;) (a3—a) =

Es wird nun pu—u,<0, ty— 0, <0, gy —uy <0, piy3—u>0, folglich das
Product der Sinusse negativ, und also 7" ebenfalls negativ.

2) Liegen die vier Puncte in einem concaven Viereck, so muss 7" po-
sitiv sein. Denn nimmt man eine Diagonal zur Axe der x an, und ihren
positiven Theil eben wie in (1), so wird u—u, <0, g,— u; >0, u,— u; <0,
us—u>0, also 7> 0.

5.
Lehrsatz.

Jede Linte zweiten Grades, die um das Viereck beschrzeben wird,
dessen Seiten die Gleichungen (1.) ausdruc/ten, kann auf die Form (2.)
gebracht werden.

Bewers. : '

I. Die gegebene Curve. sei eine Ellipse. Da nach (§.2.) um ein
convexes Viereck keine Ellipse gelegt werden kann, so ist dasselbe concar, und
nach (§. 4.) ist T>0. Die Gleichung (2.) driickt daher, wenn man die unend-
lich vielen Werthe von A zwischen den oben niher bestimmten Grenzen nimmt,
unendlich viele Ellipsen aus, welche durch die vier Puncte gehen. - Unter die-
sen muss die gegebene Ellipse sich befinden; denn nimmt man einen fiinften
Punct der letztern an und bestimmt 4 so, dass die Coordinaten dieses Puncts
der Gleichung (2.) geniigen, so kann dieselbe keine Hyperbel oder Parabel aus-
driicken, weil sonst durch fiinf Puncte zwei Kegelschnitte verschiedener Art
méglich wiren. f Ao S

II.  Der Beweis fir dle funglewhsettzge Hyperbel ist dem vorigen ganz
dhnlich.

ML Parabel. a) Ist das Viereck ein Parallelogramm, also a — a,==0,
a,— a;=0, so verschwindet B,— AC fiir 23«—— 4(a—ay) (@5=a,) 2 =0,
folglich fiir A=0. Es ergiebt sich aber BD — AE=0 und die Gleichung
(2.) driickt keine Parabel aus. Nach (§. 2.) 1st mdessen um ein Parallelogramm
iberhaupt keine Parabel moghcb :

b) Ist das Viereck ein Trapez, oder a,—a,=0, und setzt man fur

A den Werth (8. § 3.), so stellt die Gleichung (2.). eine Parabel vor, und
Crelle's Journal f, d. M. Bd. XXXV. Heft 1. 12
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didse muss die gegebene: sein, wexl nach: (§ 2) um ein Trapez nur erne Parabel
beschrieben werden kaun. - o
( -~ ¢) Ist das Viereck, concar, und sind keine zwei Selten desselben pa-
ra]lel so dass >0, so gbben die beiden Werthe von 2 in (7. §.3.) zwei Pa-
rabeln, und eine derselben muss-mit der gegebenen. iibereinstimmen, weil um
das erwihnte Viereck nicht mehr als zwei Parabeln gelegt werden kinnen.
d) Ist das Viereck endlich convex, also T'< 0, so werden die Wer-
the von 4 in~(7.) imagimir; indessen ist nach (§. 2.) um ein solches Viereck
keine Parabel mdoglieh. Liegen also vier Puncte wirklich in einer Parabel, so
kann sie durch die Gleichung (2.) dargestellt werden.
IV. Gleichseitige Hyperbel. Die Bedingungsgleichung 4 — 2B cos ¢
+ C=0 wird erfiillt, wenn [14cos ¢(a,+ a;)+a,a;]% + 1 +cos p(a+a,)
" +aa,=0, oder wenn, unter der Voraussetzung, dass 1+ cosqp(a,+ a,)+a,a,

14-cosg(a+a,)+aay . S . ;
Tt cosg(fh -I-d:))'—l- 01:: ist. In diesem Fall driickt die

Gleichung (2.) eine gleichseitige Hyperbel aus, wenn fiir  der eben gegebene
‘Werth gesetzt wird, und dies musg die gegebene Curve sein, weil durch vier
Puncte (§. 2.) nur eine gleichseitige Hyperbel moglich ist. Ist aber
1+ cosgp(a,+ay) + aya;=0, und 1+ cos p(a+a,) +aa, vicht Null, so
wird 2 unendlich, und es stehen wegen der ersten Bedingung zwei Gegensei-
ten des Vierecks auf einander senkrecht, die beiden ande,l;n,-wegen\de/r zweiten
Bedingung, nicht. Ferner sieht :man leicht, dass dieser Fall eintritt,’ wenn in
(§ 2.) aoy 4+ B0, 20 ist; folglich ist dann keine gleichseitige Hyperbel mog-
hich.  Ist endlich l+-cos @(a+a;)+a,a,=0 und auch. 14cosg(a-+a,)
4aa,=0, so dass also je zwei Gegenseilen auf einander. senkrecht sind (was
nur bei dem convexen Viereck sein kann) und die Bedingung aa, 4 35,=0
(§. 2) erfillt wird, wie aus geometrischen Betrachtungen erhellt; so bleibt 4
unbestimmt, und alle Hyperbeln durch ‘die vier Pusidte ‘sindigleichseitig.

V. Die Kreishinte. Aus den Bedingungen C= A, B = A¢osgp
,folgt 14+ Ai=gsa,+ 2a,a;, 2cos p(142) =« {w+b,+l(a,+n3)} und

B = l—as, - a+a,+2c0sp
= l-;z,a, ‘_" - a.+a3+2c08q;

nicht verschwindet, 4 = —

] also dle Re]atlon T

SRR Yo, a+a,+2cosepw S
l—alaa a,-+a3 +290$ fp

, l + (a+a,)cosg +aa, . Y(ata)eosgraya,
. — “—.ul | — — e a\z 7 .
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Wird diese Bedingung- erfiillt, so bezeichnet die Gleichung (2.) eine Kraislinie,
und zwar die gegebene, weil nicht zwei oder mehrere Kreislinien durch vier
Puncte hindurchgehen kénnen. Findet die Bedingung nicht Statt,"so driickt
die Gleichung (2.) auch keme Kreislinie aus, und es ist nachzuweisen, dass
unter dieser Voraussetzung durch die vier Puncte uberhaupt keine Kreislinie
méglich ist. ‘ '
Die vorhergehende Bedmgungsglelchung, welche sich leicht auf die Form
9. (;;—a) (14aa) + (e—a) 1+a;a;)
+ cos p[(a+a,) (a,—a;) + (a—ay) (a,+a;)] =0
bringen lisst, gelte fiir irgend ein rechtwinkliges System; -es sei also
(a;—a)) A +aa)+(a—a;) (1 +a,a;) = 0, so muss sie auch fiir jedes andere
rechtwinklige System Statt finden. Die Coordinatenverwandlung giebt -
x=a,cos§—y, sing  y=a,sin &4y, cos§
wo @ den von der Axe der’ Zy und der Axe der a eingeschlossenen’ VWinkel

bezeichnet. Stellt man die Gleichung der ersten Seite des Vierecks fur das
neue System durch yl—-a a1=—b=0 dar, so ergiebt sich

_ acos&—sing
= asinf4cos§” . :
Setzt man nun p=asin §+ cos§, pl-—-alsm’c’+cos~’3 etc., so “erhilt man
@y—as - lml .
aQ— a; = m 1+aa1—pp

und a}mhche Ausdrucke ergeben sich fiir a—a, und l+aza3 Daraus folgt

(@y— aa)(l+aa1)+(a—a,) (14-a.a5) = 0.
PP1P2Ps

Dies gilt fiir jede Lage der Axe der y,, wenn nur die Axe der x, darauf

senkrecht steht. Verlegt man die Axe der a;, wihrend die Axe der y;, un-

geindert bleibt, so ist, nach einer leicht verstindlichen Bezeichnung,

(a;—a;) (L 4aa) + (a—a,) (1 +0a,0,) =

@, = &3 cos &, Yy = x5 sin § + y,
a’ =acos f —sin &
folglich
s = (a’,—a’y) (1+aa’y) + (o'—a’) (1+a%0a%) + 2cos @(aag—a ,a%)
= (a,—a,) cos £[1 =+ aa; cos & — (a4 4q,)sin & cos & + sin §7]
+ (a—a,) cos £[1 4 a,0; cos & — (@,=4a,) sin & cos & + sin &%)
=+ 2cos ¢ [(aa,— 4, a5) cos & + (8,4 a;—a—a,) sin & cos £].

Fir (a+a,) (a,—a;) + (a—a,) (a;+a;) kann man auch 2(aa;—a,a;)
12%



92 B. _Arndt, Kegelschnitte durch vier bestimmie Puncte gehend.

schreiben. Erwigt man, dass der neue Coordinatenwinkel ¢ = 90° — &, oder
& — 90° oder 540° — &, also cos g = sin § ist, so erhilt man
co:§ = (a,—a;) [1 + aa, cos & — (a=+4,) sin & cos § + sin §7]
-+ (a—ap) [1 + a,0; cos & — (a,-+a;) sin & cos & + sin §2_]
+ 2[(aa,—a,a;) sin § cos § + (a;+a;—a—a,) sin &
= (6—a;+a,—a;) cos & -+ [aa; (6,—0a5) + a;0,(a—ay)] cos &,

s
GosE = 8 — 81+ 0 — a3 + 66, (6, — ) + 6,0,(a—a))

= (ty~~0a;) (1+aa) + (a—a,) (1 +a,0) =0,
folglich s = 0. '

Demnach ist nur nachzuweisen, dass, weni die vier Puncte in einer
Kreislinie liegen, die Relation (9.) fiir irgend ein rechtwinkliges System Statt
finde. Zu dem Ende nehme man eine Diagonale des Vierecks zur Axe der x
an, so ist, wenn u, u, etc. die Winkel bezeichnen, welche die Seiten des
Vierecks mit der Axe der « einschliessen, und A4, B, C, D die Winkel der Figur

a—al
14-aa,

sind: p—p,=—B, ,uz-—,u;,——-D tang(pc —u) = = — tang B und

tang(ﬂn—.us) l.;z:‘a = — tang D; femer B+ D=180°, tang B=—tang D,
a—a a,—0g

also Tras, =~ Tama’ oder (a,—a,) (l+aal) + (a—a,) 14a,a;,) = 0;
welches dle Relatlon (9.) fiir g =90 ist.
_ Stra]sund den 9 Jum 1846. \
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