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7.

Sur la Réflexion de la Lumiére, dans le cas des surfaces
du second degré, analogue a celle qui aux foyers
des sections coniques a donné le nom.

(Par Mr. Pliicker, prof. de math. a Puniversité de Bonn.)

1. On sait que, pour Dellipsoide et les deux hyperboloides, il existe
‘trois coniques: une ellipse, une hyperbole et une courbe imaginaire, situées
dans les trois plans principaux, qui, par rapport a ces surfaces, jouissent de
propriétés analogues a celles des deux systémes de foyers, réelles et imagi-
naires, d’'une courbe du méme degré. M. Chasles a donné le nom trés propre
de focales a ces courbes. Pour les deux paraboloides, ces trois courbes se
trouvent remplacées par deux paraboles, et enfin pour les cones et les cylindres,
par deux lignes droites.

Parmi les propriétés nouvelles de ces courbes remarquables, démontrées
par moi dans un ouvrage qui a paru dans les premiers jours d’Aodt dern.,
la suivante me parait plus particuliérement digne d’attention; savoir:

Tous les rayons qui, en partant de points de l'une des deux
focales réelles d'une surface quelconque du second degré, vont couper cetle
surface, sont réfléchis par elle de maniére quils se réunissent de nouveau
sur la méme focale, ou bien quils se propagent, comme émanés directe-
ment de cette courbe.

J'ai tiré ce théoréme, comme corollaire, du théoréme suivant, que j'ai
démontré analytiquement de la maniére la plus simple:

Les trois ares dun cone quelconque circonscrit a une surface du
second degré, coincident avec les trois axes de chacun des trois cones qui,
avec le cone circonscrit, ont un cenlre commun, et qui en oulre passent
par les trois focales. En construisant les trois surfaces confocales (Uel-
lipsotde, Uhyperboloide a une nappe et Uhyperboloide a deux nappes) qui
passent par le cenlre commun, les trois axes en question sont les normales
de ces trois surfaces confocales *).

*) Syslem der analytischen Geometrie des Raumes. p. 334.
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Dans le présent Mémoire, je vais donner des démonstrations nouvelles du
premier théoréme, démonstralions qui auront I'avantage d’en faciliter la discus-
sion et de le lier a d’autres théorémes connus.

2. Ménons par un point donné de la surface proposée du second degré
un plan normal quelconque. Un rayon lumineux, situé dans ce plan et ren-
contrant la surface dans le point donné, ne sortira pas du plan apres avoir
été réfléchi par la surface. Si donc ce rayon est parti d’ur point quelconque
d’une focale, il sera réfléchi, suivant notre théoréme, vers un autre point de
la méme courbe, en fesant des angles égaux avec la normale. Il suit de la
que les deux rayons, incident et réfléchi, constituent avec la normale et la
tangente de la surface comprise dans le méme plan, ce qu'on a nommé un
faisceau harmonique. Comme un tel faisceau, en rencontrant un plan quel-
conque, et en particulier le plan principal, contenant la focale, le coupe en quatre
points harmoniques, il suit que la tangente et la normale vont couper le plan
principal en question en deux points tels, que chacun d’eux soit situé sur la
polaire de I’autre. Réciproquement, si cette derniére rélation a lieu, ce qu’on
prquvera plus loin avec facilité, notre théoréme en découle immédiatement.

3. Pour fixer les idées, prenons un ellipsoide et son ellipse focale,
située dans le plan du plus grand et du moyen axe de la surface. Les rayons
émanés d’un point lumineux, placé dans un point quelconque de la focale, se
réunissent de nouveau, pour former, aprés une premiére réflexion, une ligne
lumineuse coincidante avec la focale. Chaque réflexion nouvelle ramenera ce
rayon de nouveau vers la méme focale. L’apparition sera (généralement par-
lant) la méme, mais plus intense si, au lieu d’un seul de ses points, la focale
enticre devient lumineuse. Il s’agit maintenant de savoir de quelle maniére la
lumiére se distribue sur la focale, et en particulier, quels sont les différents
points de la surface, qui renvoient la lumiére émanée d’un point donné de la
focale vers un aunire point donné de la méme courbe. La derniére question
revient, suivant notre théoréme, a mener par les deux points'dot’més que nous
désignerons par M et M', une ligne droite, et par cette ligne droite un plan,
qu'on fait tourner autour d’elle, et dé chercher tous les points de la surface,
ou les normales coincident avec le plan tournant, dans -I'une quelconque de
ses posilions. . Pour résoudre cette question nous THous sorvmom; desA *procédes
ordinaires de la géométrie” analytique. STt : ‘-

Crelle’s Journal f. d. M. Bd. XXXV. Heft 2, 44 i
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4. Soit
w2 y2 z2
1. ;T"}"'BT—‘I——F = 1.
I'équation de la surface; sa focale située dans le plan x, y sera réprésentée
par I’équation -

1 2
2. a2172+ﬂ,172 = 1.
Prenons pour équations de la normale dans un point quelconque (2, y', 2') de
la surface, les suivantes:
| 3. wa=katx, y=Iz}i,
en posant, pour abréger:

72 x' . y‘l y'
k= =Fm2

x=a'—kg = “2;72-.1-', A=y —l2 = ﬂz};"" -y
Les coordonnées du point, ou la normale (3.) rencontre le plan x, ) sont
r = x, Yy = 4;
donc nous obtenons pour sa polaire, prise par rapport i la focale, I'équation

rX Ay
az_.__’,z _l— ﬂz__yz = 1’

ou bien, en substituant, celle-ci:

Cela est évidemment 1'équation de la trace sur le plan &, y, du plan tan-
gent a la surface au point (/,y',2'). 1l suit dela d’abord le théoréme connu,
que, si par un point donné de la surface on méne le plan tangent et la nor-
male, qui coupent un plan principal quelconque dans une droite et un point (V),
ce point sera le péle de la droite, par rapport a la focale comprise dans le
méme plan. De la résulte que ce point NV est situé sur la polaire d’un point
quelconque de la droite en question, c'est-a-dire du point d’intersection d’une
tangente quelconque, passant par le point (2',y’,2'), avec le plan principal.
Cest ce qu'il fallait prouver pour compléter la démonstration du numéro (2.).

- 9. JYai donné le théoréme. que je viens de démontrer dans le numéro
précédent,. page 332 de mon, Systéme de géométrie analylique a trois dimen-
sions. ... En. paxcourant le.Journal de M. Liouville, je trouve qu’il appartient
3 M. Chasles qui I'a transcrit de son Apergu historique p. 384 et qui en a tiré
le théoréme suivant:
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»Si par les différents points d’une section plane quelconque d'une sur-
»face du second degré, on meéne les normales a la surface, leurs pieds sur
»chacun des plans principaux de la surface seront situés dans une section co-
phique. Le cone circonscrit a la surface, suivant la section plane, rencon-
ptrera le plan principal suivant une autre conique; et si I'on congoit la focale
»de la surface comprise dans ce plan, la prémiére conique, lieu des pieds des
. wnormales, sera la polaire de cette seconde conique par rapport a la focale.” *)

Le théoréme peut étre généralisé de deux maniéres. D’abord on voit
qu'une courbe quelconque tracée sur la surface, peut étre substituée a la
section plane. Puis, il est évident que les développements analytiques du nu-
méro précédent subsistent également si, au lieu de supposer le point (', y', 2')
sur la surface méme, on le prend, arbitrairement dans I'espace. C’est seule-
ment l'interpretation géométrique qui est changée, en se généralisant. Le plan
tangent est remplacé par le plan polaire du point donné, pris par rapport a la
surface, et la normale par la perpendiculaire, abaissée du méme point sur ce
plan polaire.

Si Uon circonscrit @ une surface du second degré un cone quel-
conque, le plan mené par la courbe de contact, et la perpendiculaire abais-
sée du centre du cone sur ce plan, vont rencontrer un plan principal
de la surface dans une ligne droite et un point; ce point sera le pile de la
ligne droite, par rapport & la focale située dans le méme plan principal.

On pourrait tirer de ce théoréme le théoréeme plus général du numéro (1.)
de maniére comme nous avons tiré de celui notre théoréme sur la réflexion.
Au méme théoréeme se joignent une foule de théorémes, soit nouveaux, soit
déja énoncés par d’autres ou par moi.

6. Révenons sur nos considérations analytiques, et soit, en désignant
par u un coéfficient constant quelconque,

4. wuzfAxz+By}C =0,
équation d'un plan, tournant autour d'une ligne fixe, située dans le plan z, y
et réprésentée par les équations
5. =0, Az+By-|C=0.
Soit cette iigne fixe celle, qui passe par les-deux points, pris arbitrairement
sur la focale, et désignés plus haut par M et M'. Pour la condition que la

#*) Théorémes sur les surfaces du second degré. Par M. Chasles. Liouville, Journ.
VIIL p. 215. S : : P St

14 *
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normale (3.) soit comprise toute entiére dans ce plan, nous obtenons les deux
équations ‘
Ak4+Bl4+u=0, Ax+Br{C=0.
La derniére de ces deux équations est indépendante de 1, et par conséquent
de la position particuliére du plan tournant. En y meltant pour 2 et 4 leurs
veleurs, nous aurons
—_— 2 __

6. AT 1.8 ﬂﬂV 5 L€ = 0.
Si donc on prend x' et y' pour variables, cette équation réprésentera un plan
perpendiculaire au plan principal et qui coupe la surface suivant une courbe,
qui est le lieu géométrique des points qui réflechissent les rayons lumineux,
émanés de l'un des deux points M et M', vers l'auire de ces points. Il
résulte sur le champ de ce que nous venons de prouver que suivant la courbe
d’intersection dans ce plan, la surface donnée est touchée par une surface de
revolution, ayant M et M' pour foyers.

Etant parti du premier théoréme du numéro (1.) nous sommes donc
parvenu au théoréme suivant:

Deux points, pris arbilrairement sur une focale d'une surfuce du
second degré, sont les deux foyers d'une surface de revolution, circon-
scrite a la surface proposée.

Réciproquement, pour parvenir & notre théoréme de réflexion focale,
il suffit de démontrer directement ce dernier théoréme. C’est ce que j’ai fait
de la maniére la plus simple *).

7. Pour construire I'équation (6.), nous observerons d’abord que les
coordonnées du péle de la ligne droite (5.) (qui passe par les deux points M
et M', situés sur la focale) sont par rapport a la focale (2.):

o=—G@—y) y=—FF—%

et de la on obtient l’equatlon (6.) a construire, pour le plan polaire du point
ainsi déterminé, pris par rapport a la surface proposée.

Supposons toujours que la surface soit un ellipsoide, dont ellipse extérieure
de la figure est une section principale et Lellipse intérieure Iellipse focale.
SurvAcette;derniére courbe nous prendrons arbitrairement deux points M et M’
(Tab. IIL. cah. 4. tome 34. fig. 8.): il sagit de déterminer les points de la surface,

'*) System der analytischen Geometrie des Raumes. p. 295.
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qui réfléchissent les rayons, émanés de M, vers M'. Pour cela construisons
par rapport a la focale le pole P de la ligne droite MM’', et ensuite, par rap-
port a la section principale, la polaire S'S’ du point P; enfin menons par SIS’
le plan perpendiculaire au plan principal. Tous les points de la courbe d’inter-
section de la surface et de ce plan réfléchiront les rayons lumineux, émanés
de M, vers M'.

Si le point M’ décrit la focale de maniére que MM’ tourne autour du
point M, le point P parcourra la tangente de la focale en M, et en méme
temps le plan coupant tournera autour d’une ligne droite fixe, perpendiculaire
au plan principal et coupant ce plan dans le point @, péle de la tangente en
M par rapport & la section principale. Pour qu'il y ait effectivement ré-
flexion il faut que le plan de la section perpendiculaire coupe la surface dans
une courbe réelle; il faut donc que le point P soit extérieur a la section
principale. Si le point P coincide successivement avec les deux points It et K,
ou la tangente en N coupe la surface principale, les courbes réfléchissantes
correspondantes se réduiront a ces points mémes renverront le rayon incidant
respectivement vers les deux points IV et R. Ces deux points s’obtiennent
facilement, parcequ’ils sont les points de contact sur les deux tangentes nou-
velles LN et KR quon peut mener a la focale par les deux poinis L et K.

Les points N et R sont les deux points limites de la partie éclairée
NM'R de la focale par les rayons émanés du point M.

8. Si au lieu de Pellipse focale on suppose I'hyperbole focale, per¢ant
l'ellipsoide dans ses ombilics, il faut distinguer les deux cas, ou les rayons
frappent, soit la parlie concave, soit la partie convexe de la surface. Ici se
présente comme cas particuliére celui ou les rayons émanent d’'un ombilic, et
celui ot les rayons incidents sont paralléles a une des deux asymptotes de la
focale, en formant un cylindre droit a base circulaire.

Je n’enterai pas dans ce détail et je ne discuterai pas non plus le cas des
autres surfaces du second degré; cetle discussion ne présente aucune difficulté.

Bonn, au mois de Mars 1847.



