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10. Eisenstein, zum Additionstheorem der ellipt. Funct. 137

10.
Beitrige zur Theorie der elliptischen Functionen.

(Von Herrn Dr. phil. G. Eisenstein, Privatdocent zu Berlin.)

IV. Uber einen allgemeinen Satz, welcher das Additionstheorem
fir elliptische Functionen als speciellen Fall enthalt.

Wemn Gaufs seinen schon gefundenen Beweisen des quadratischen Re-
ciprocititsgesetzes eine Reihe neuer hinzugefiigle, zum Theil um den Weg
zu der weit schwierigern Theorie der biquadrtischen Reste zu erleichtern, so
mochte es nach diesem Vorbilde nicht unpassend erscheinen, in dhnlicher Weise
den Fundamentaltheoremen iber elliptische Functionen immer neue Seiten ab-
zugewinnen, in der Hoffnung, es konnte die eine oder die andere Wendung
zur Aufklirung und leichtern Erforschung der Eigenschaften der Abelschen
Functionen eiwas beitragen. — So sahen wir, wie neulich Hermite, von den
trigonometrischen Reihen ausgehend, welche den Zihler und Nenner der ellip-
tischen Functionen constituiren, zu dem Abelschen Theorem fir diese Func-
lionen gelangte, indem er sich auf dasselbe Princip stitzte, auf welches
ich schon im 27ten Bande dieses Journals Seite 187 aufmerksam gemacht
habe, dafs namlich jede homogene Verbindung jener Reihen wieder eine
dhnliche Reihe hervorbringt. — Hierher gehort auch das elegante Verfahren,
durch welches Richelot die Lagrangesche Integrationsmethode auf die Abel-
schen Functionen ausgedehnt hat.

In Nr. II. dieser Beitrdge habe ich einen Beweis des Additionstheorems
gegeben, welcher hauptsichlich auf dem Umstande beruht, dafs die geraden
Differentialquotienten der elliptischen Functionen durch ganze rationale Ver-
bindungen dieser Functionen, die ungeraden Differentialquotienten derselben
durch Producte aus ganzen rationalen Verbindungen in die Wurzelgrofse aus- .
gedrickt werden. Der hier folgende Beweis, welcher auf demselben Principe
beruht, unterscheidet sich dennoch in wesenilichen Puncten von dem ersten
und lafst zugleich deutlich sehen, warum das Verfahren nicht gelingt, wenn
die Function unter der Quadratwurzel auf einen hoheren als den vierten Grad
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steigt, obwohl auch dann noch jene eben erwahnte Eigenschaft der Differen-
tialquotienten Statt findet.

Es sei & = ¢(¢) diejenige Function von ¢, fir welche

ox
f—— J m}
ist, indem der Kirze wegen 4 (&) die Quadratwurzel aus einer geraden gan-
zen Function 2nten Grades

" +bxr 4. ... e’ {1 = i(x)
bezeichnet, nimlich 4(x) =1v/(4(x)). Da zufolge der eben gemachten Annahme
2 2 1

%%:d(w), (%:) =ix), %;::%-%f—g-%=-;l'(x)::n:v""—‘—l—(n—l)b.z-2"’3+ etc.
ist, so erhilt man die beiden ersten Differentialquotienten jeder Function F'(z)
von x, nach ¢, wie folgt ausgedriickt:

oF o*F 1, 0?2 . 2
ol = F@d@), 52 =F@5E+ @G
= F'(x)(n2*™ '+ (n—1)ba™ | etc.)
+ F" (x) (@ ba** + ete.).
Hieraus sieht man sogleich, dafs, wenn F'(x) eine ganze Function von z ist,

———-—-a;i(x) ebenfalls eine ganze Function von « sein wird, deren Grad um 27 —2

¢

Einheiten (bei den elliptischen Functionen um 2 Einheiten, bei den Sinus um
O Einheiten) hoher ist, als der von F'(x); und zwar wird, wenn Ax* das

hochste Glied in F'(x) ist, das hochste Glied in 8281;’2(4:) R

pAzrtne -t u(uw—1) Azt 2" = p(u+n—1) Agr+-?
sein. Geht man demnach von z selbst als der einfachsten ganzen Function
aus und bildet successive dessen gerade Differentialquotienten nach ¢, so wer-
den dieselben simmtlich ganze Functionen von x sein, deren Grade fortwih-
rend um 22 —2 Einheiten steigen, und es werden die hochsten Glieder von
z, Oz & o, T Tesp. sein:
orry Bre ®C0 GEao
z, ne", n(Rn—1)Bn—2)z*3, etc.,
n(2n—1)3n—2).... (Ru—1)n—2u-|2) s+,
so dafs man schreiben kann:
Oux

(1) Sa=n@a—1)Bn—2)....(Ru—1)n—2u}2) s+ N,
wo die Arnzahl der numerischen Factoren, deren Product den Coéfficienten
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des hochsten Gliedes bildet, 2 —1 beirigt, und wo durch N der Complex
aller derjenigen Glieder ausgedriickt wird, welche niedrigere Potenzen von x
enthalten, als die 2un—2 - 1te. Ich werde némlich hier und im Folgenden,
wenn es mir bei einer ganzen Function lediglich auf die Betrachtung ihres
hochsten Gliedes ankommt, nur dieses schreiben und die Summe aller ibrigen
Glieder durch + N andeuten; in umgekehrter Weise werde ich, wenn es mir
bei einer nach steigenden Potenzen der Variabeln geordneten ganzen Function,
oder unendlichen Reihe, nur auf das niedrigste oder Anfangsglied ankommt,
diesem die Summe der hohern Glieder mit -+ H anfiigen. — Fiir elliptische
Functionen ist n =2 und die Formel (1.) wird fir diese
@) L — @l 4N,

Ubrigens ist leicht zu sehen, dafs die ganze Function zur Rechten in (1.)
oder (1'.) nur ungerade Potenzen von x enthilt.

Den allgemeinen Ausdruck fir die ungeraden Differentialquotienten von
x nach ¢ erhilt man, wenn man (1.) noch einmal nach ¢ differentiirt, nimlich:
) %;:ﬁ =Ad@){n(Rn—1)3rn—-2)....RQun—2u{1)z** | N},
d. h. gleich dem Producte aus 4(x) in eine gerade ganze Function von x,
wo aber das neue N um einen Grad niedriger ist, als das obige in (1.) und
eben deshalb wiederum jenes in (2.) dieselbe Rolle spielt, wie dieses in (1.).
Fir elliptische Functionen ist

@) ZoE — a@){@ut 1)l N),

Aufser diesen Entwicklungen der Differentialquotienten von & nach
fallenden Potenzen von x, bei welchen nur die héchsten Glieder berechnet,
die ﬁbrigen blofs angedeutet sind, bedirfen wir noch der Entwicklungen von

*und —— A ( y nach sleigenden Potenzen von &, oder vielmehr nur der nie-

drigsten, d. h. der Anfangsglieder dieser Entwicklungen. Da A(x), nach stei-
genden Potenzen von & geordnet, mit 1 anfangen soll, so fangen 4(x) und

h
i ( o) ebenfalls mit 1 an, und L @ )—t fangt mit , folglich #* mit «* und —— 7 ( @)

ebenfalls mit #* an. Nach oblger Ubereinkunft kann also geschueben werden:

(3) = :c"—l—H

ik
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Diese Reihen enthalten nur gerade, oder nur ungerade Potenzen von r, je
nachdem % gerade oder ungerade ist.

Nach dem T'aylorschen Satze konnen folgende vier Entwicklungen an-
genommen werden, in welchen ¢(u) =y gesetzt ist, so dafs y dieselbe Function
von %, welche & von ¢, und # dieselbe Function von y, welche ¢ von x ist:

2 2 =0

pU+w) = @+ 55 frtgmgr + e = 5 20

w , 0*x u? p== otx u#
pl—u) = 2—gr i tamar— oo = Z Diga
oy t
g+ =y+tz 7T
2 oty tH

. t | 9yt p=
gU—8 =y =g T e — o = = (—Di'gagr

oy 1* B=2 Quy AR
Ju? 21 + ?tc' :/,E(', out '71,—!’

Addirt man einerseits die zweite dieser vier Gleichungen zur ersten, subtra-
hirt andrerseits die vierte von der dritten, bemerkt, dafs ¢(u-}¢)= ¢ ({+} u)
und @(u—1t)= —q@(f—u) ist, und dividirt jedesmal durch 24(y), so erhilt
man das doppelte Resultat:

() gt fot—u) _ F=2gug g

2d(y) o 9% ARW!’
PUtwtpt—u) _ S Jutly  pph
(6.) 2A0) o A 0w @)

Da hier links in beiden Gleichungen Dasselbe steht, so kann man die beiden
Reihen zur Rechten in (5.) und (6.) einander gleich setzen. Diese Verglei-
chung liefert, wie wir sogleich sehen werden, fir n =2, d. h. fiir elliptische
Functionen, unmittelbar- das Additionstheorem, und fiir grofsere Werthe von n
erhilt man einen ziemlich merkwiirdigen und allgemeinen Satz, welcher zugleich
den Grund sehen lifst, weshalb in diesem Falle ein Additionstheorem in der-
selben Weise, wie fiir die elliptischen Functionen, nicht existirt. — In der That
zeigen wir, dafs sich die Reihen zur Rechten in (5.) und (6.) in aufsteigende

Doppelreihen nach Potenzen und Producten von x und y umformen lassen.
. . 2
Was zundchst. die Reihe in (5.) betrifft, so setze man statt ——
; (GN) ’ I nach

Anleitux_lg von (4.), die Entwicklung nach steigenden geraden Potenzen von y,

. 2 £s
welche mit (—2}%‘? anfingt, und nach (1.) setze man statt der Differential-

. *xr .. . . .
quotienten -7 die ihnen gleichen ganzen und ungeraden Funclionen von z,
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welche man sich hier nach steigenden Potenzen von 2, also in umgekehrter Art
wie in (1.), geordnet vorstellen mufs. Irgend eine bestimmte Potenz von y,
z. B. die 2kte, kommt nur in den ersten A1 ersten Gliedern von (5.), nim-
lich fir die Werthe w =0 bis ©=~/k vor, wihrend alle folgenden nur kdékere
Potenzen von y als die 2kte enthalten, nach (4.); von der andern Seite
enthilt keine der ungeraden ganzen Functionen, durch welche die Differential-
quotienten in diesen k-1 ersten Gliedern ausgedrickt werden, eine Potenz von z,
deren Exponent > als 2kn —2k+1 wire, nach (1.), und dieses Maximum
des Exponenten 2kn—2k--1 zeigt sich nur in dem einzigen k-1ten Gliede
der Reihe, und zwar erscheint die Potenz von x, welche diesem Exponenten
entspricht, mit dem Coéfficienten n(2n—1)(3n—2)....(Rk—1)n—2k12),
welchen ich, um ahzukiirzen, durch K bezeichne. Hieraus folgt: wenn man die
ganze Reihe (5.) nach steigenden Potenzen von y ordnet (so dafs die Coéffi-
cienten Reihen nach x sind), so enthdlt der Coéfficient von y** nur solche
Potenzen von x, deren Exponenten = 2kn—2k-1 sind, und zwar ist die
hochste, namlich die 2kn—2k- 1te Potenz von x in diesem Coéfficienten

von y*, mit =~ multiplicirt; mit andern Worten, bezeichnet man iberhaupt

K
@)
das allgemeine Glied der Producte von Potenzen von « und y in einer Dop-
pelreihe nach = und y, welche in Bezug auf x ungerade, in Bezug auf y
gerade ist, durch x**'y*%, so dafs im Allgemeinen % und % unabhingig von
einander alle ganzen Werthe von O bis oo erhalten konnen, so ist fir die
Reihe (5.)

Rh4+1 < 2kn—2k-F+1,
oder, was dasselbe besagt,
() & < (n—1)k,
d h. andere Glieder, andere Potenzproducte £*+'y** konnen nicht vorkommen,
als solche, die der Bedingung («.) geniigen; aufserdem ist fir &A= (n—1)k

der Coéfficient des Potenzproducts =-§%,~, was sich fir n =2 auf 1

reducirt.
Die Betrachtung der Reihe (6) erglebt ein dhnliches Resultat Hier

12pu+1
mufs man die Potenzen von ¢ in W nach (3.) in Reihen nach steigen-
2y+.l
Ruti) 2
2u+1y

den ungeraden Potenzen von & umsetzen, welche jedesmal mit

fangen; die durch #(y) dividirten ungeraden Differentialquotienten

Crelle’s Journal f. d. M. Bd. XXXYV. Heft 2. 19
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mufs man nach Anleitung von (2.) durch

n2n—1)3n—2).... Qun—2ut1)y* LN,
d. h. durch gerade ganze Functionen von y vom jedesmaligen Grade 2un—2u
ausdricken. Fafst man nun irgend eine bestimmte Potenz von z, z. B. die
2k 1te ins Auge, so wird man dieselbe nur in den ersten 41 Gliedern
der Reihe (6.), welche © = 0,1,2, bis % entsprechen, finden, denn in

den folgenden Gliedern fingt a:z—r;T schon gleich mit hoheren Potenzen von

x an. Die Potenzen von y, mit welchen diese bestimmte Potenz von & multi-
plicirt ist, iibersteigen in jenen 21 ersten Gliedern nirgends die (22n — 24A)te,
und diese letztere selbst kommt nur in dem einzigen %--1ten Gliede, und zwar
mit n(2n—1)(3n—2)....(2hn—244 1) multiplicirt vor, so dafs das Potenz-
product y**»=?» g*+! den Quolienten aus der eben geschriebenen Zahl durch
(2%--1)! zum Coéfficienten hat. In der nach @ und y geordneten Reihe (6.)
kommt folglich jede Potenz &**' von & nur mit solchen Potenzen von y mul-
tiplicirt vor, deren Exponemten = 2(n—1)A sind; d. h. das allgemeine Po-
tenzproduct a**+'y** der entwickelten Reihe (6.) geniigt der Bedingung
(ﬂ) k g (n—'l)h)

und wenn A=(n—1)A, so lifst sich der Coéfficient des Potenzproductes a
priori bestimmen; far elliptische Functionen wird er —1.

Da die beiden Doppelreihen (5.) und (6.) fir jeden Werth von =
und y ibereinstimmen missen und nur verschiedene Anordnungen einer und
derselben Doppelreihe nach steigenden Potenzen und Potenzproducien von z
und y bilden, so konnen auch Glieder, welche der erstern fehlen, in der
zweiten nicht vorkommen, und umgekehrt. Die einzige Doppelreihe, in welche
die beiden, aus Entwicklung von (5.) und (6.) hervorgehenden, verschmelzen,
vereinigt demnach die beiden Bedingungen («.) und (3.) in sich, und man
hat folgendes Theorem, bei welchem noch zu bemerken, dafs man aus der

‘P(t+“)2';;f’(t-“) sofort die von (P(t+';);($)(t—“) erhalt,

wenn man ¢ mit # und & mit y vertauscht, und dafs man aus diesen beiden
Entwicklungen ¢(¢#- %) und ¢(f—u) selbst erhélt, wenn man die erste mit
4(y), die zweite mit 4(x) multiplicirt und addirt, resp. subtrahirt.

Entwicklung von

» - Theorem.
Es sei x = ¢(t) diejenige Function von i, welche mit t zugleich

verschwindet und der Differentialgleichung g”;-md(w) gendigt, oder, was
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dusselbe ist, far welche
e

J A(x)’
wo d(x) die Quadratwurzel aus einer ganzen und geraden FHunction
_n'" Grades von x bezeichnel, in welcher wir den ersten und letzten
Coéfficienten =1 annehmen. Wenn man ¢(u) =y setzl und folgende
Entwicklungen fur ¢ (¢ u) und ¢({—u) annimmt:

(p(t—[—u)'_‘ EC;, 2h+1 2kd(y‘)—-|—20 y2h+1 2".4(.’1,‘),

¢ (t—u) = ZCua™ 1y 4 (y) — ZC,,y" o™ 4(2),
so kommen in den Reihen, welche sick auf die ganzen positiven und
Nullwerthe von h und k bezichen, nur diejenigen Werthe von h und k
vor, welche gleichzeitiy den beiden Bedingungen

h<m—1k, k< @n—1)k
genigen; fur alle andern Werthe von h und k wird C,;=0. Aufser-
dem nimmt der Coéfficient Cy, fur h— (n—1)k den Werth

nRn—1)Bn—2)....(Rk—1)n—2k+2)
1.2.-3.... 26k,

und fur k=(n—1)h den Werth .

n(2n—1)3n—2)....RQhkn—2h41)

1.2-3....@hF0)

{ =

an.
Fir den speciellen Fall der elliptischen Functionen, in welchem n =2
ist, werden die Bedingungen des Theorems
h <k ud k = k;
sie reduciren sich also auf % — 4 und der Coéfficient C;5, wird =13 die Reihen
verwandeln sich daher in diesem Fall in einfache geometrlsche Belhen, welche
sxch summiren lassen und dann das Addmonstheorem geben, nemlich:

p(t+u) = o %4-(}')'[‘2)'%““’%4(.@) \ xéi(f’-)j{yd(x),

(t-—- ) _— 2x2h+1 27;4(‘7.) Ey.2h+1 zkd(z,) .z‘dy yAx.

xﬂyl

Um den Beweis unseres Theorems in ein noch helleres Licht zu setzen,
will ich durch besondere Buchstaben die Entwicklungs -Coéfficienten der Diffe-
rentialquotienten und der Potenzen der Integrale £ und u bezeichnen. Es sei

19 *
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o*Mx . X
o = oot o2 a2+ ele.,
6'2[4-{—1
Toyovar = B 4Py APy e,
___—i2/‘+1 (u) (u) 3 (U) 5
a1 = Tt et ete,
ut

e = 0¥ 4+ 0y 4 Iyt | ete.;
dann verschwinden, worin der Nerv des Beweises besteht, (> und B%, so-
bald 6 > (n—1)u wird, d. h., wenn (n—1)u <o ist; und y%¥, 0¥ ver-
schwinden, wenn o< ist, d. h. sobald #>> o wird. Die Selten rechts
von (5.) und (6.) werden nun durch Substitution dieser Reihen:
e(t+0)+pt—n)
- ) 24(7)
'S {[o¢0z+ o 2+ ete.] [0 4 040 y* 00 y* + ele.]},

u=0
P(ttu)to(t—u)
(6. -24(y)

— ET{[ﬁﬁ”’+ﬁﬁ”’r2+ﬂ§”’y“+ ete.] [y 2+ yi &+ 7 a° + ete.] }.
p=l
Der Coéfficient von &*+'y** in (5.) wird folglich
Fg a%‘)'}y‘) = Ch,k:

u=0
und der Coéfficient desselben Potenzproductes in (6.) wird

'S By = Gy,
u=4

Da nun fiir alle Werthe von u, welche k& ubertreffen, 0%, und fiir alle Werthe
von w, welche % ibersteigen, 7% verschwindet, so braucht.man die beiden
Summen fiir C“ statt von u==0 bis p=co, nur von w=20 bis p=~F% fir
die erste, und nur von ,u—O bis u=nh fur die zwelte auszudehnen.  Also

C, — Zas,")d‘(f‘) — 2/3{/4) (0,

Da nun andrerseits o fir alle Werthe von ,u , welche (n—1)u <h machen,
und (3¢ fiir alle Werthe von u, die (8 —1)u <<k machen, verschwindet,
so verschwindet die ganze erste Summe, wenn (n—1)k </ ist, und die
ganze zweite Summe, wenn (n— 1)Ic<k wenn (n —1)/:.._11 ist, so redu-
cirt sich dle erste Summe auf . das emznge Glled

2-—13 —2). 2/»—-1 _2,




10. Eisenstein, zum Additionstheoreme der ellipt, Funct. 145

welches © =4k entspricht; und wenn (n—1)2==FK ist, so reducirt sich die
zweite Summe auf ihr letztes Glied
[J’g’:)—-l)h;’#) — 1&(21&——-1)1(3‘7;—.2:; ........((22/@/’7;-—;)2]&4-1).
Im Allgemeinen wird man in der ersten Summe fir C;,; alle diejenigen Anfangs-
werthe von u vernachlassigen, welche (n —1)u <% machen, und die Summe,
statt mit ©w =0, erst mit demjenigen kleinsten Werthe von u anfangen lassen,
welcher zuerst (n—1)u — /% macht. Liegt dieses Minimum von u schon idber &
hinaus, so hat die Summe natiirlich gar keine Glieder, und verschwindet: liegt
dasselbe aber zwischen O und %, oder fallt mit & zusammen, so enthalt die Summe
wirklich so viele Glieder, als es ganze Zahlen von diesem Minimum an incl. bis
zu k incl. giebt; namlich fiir « sind alle ganzen Werthe zu seizen, welche
A Sw=k

n—I1

machen, deren Anzahl ibrigens 1—|—E(/c-—Tﬁ—T> betragt; was fir elliptische

Functionen in 1 dbergeht. In derselben Weise kann man die zweite Summe,
statt von g =0, erst von demjenigen kleinsten Werthe von u anfangen lassen,
welcher zum ersten Male (n—1)u =% macht, und die Summe hat gar keine
Glieder, wenn dieses Minimum von x schon iber 4 hinausliegt, da die Summe
sich nur bis A erstreckt; liegt dagegen dieses Minimum unter 4 oder fallt mit
k zusammen, welches geschieht, wenn (n —1)A =Fk ist, so sind fir u alle
diejenigen Werthe zu nehmen, welche

=u=h

n—i
machen, deren Anzahl 1—{—E(Ic—”—_—i-) betriagt; fir elliptische Functionen 1.

Nur bei einigen Folgerungen, die man -aus diesen Beirachiungen ziehen
kann, verweile ich einen Augenblick, die ibrigen dem Leser iiberlassend. Ich
multiplicire die - Gleichung

Chi = z agﬂ),}y«) — 2 ﬂi’"yﬁ."’
mit ¥+, summu‘e nach Ic von /c——O bls h__oo und erhalte

FopSir = E (A = 5 Gy,

‘ u=0 atzf‘ ) ;.,,3( )

was sich fﬂr elhpusche Functlonen auf «*+! reducirt. - Ich multiplicire dieselbe
Gleichung mit y**, summire nach & von k=0 bis k==oo0 und erhalte
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k=(n—1)k ’ , u=h oru+l 7 .
= Cuyt = fu 7o 'm%‘;—” folglich auch
lc..E("_1 “ . .
k=(n—1)k o2u+1
d(x) = Cﬁ R = Z i at2u+f s

()

was sich fir elliptische Funtionen links auf z** reducirt. Man vergleiche auch
Jacobi ,Fundamenta nova theoriae functionum ellipticarum™ Seite 126.
Ich nehme noch folgende Entwicklungen an, um sie in die Formel des
Theorems zn substituiren :
Tt = gt C | 0 ete.,
4 (@) = I+ 9P+ 9P+ ete.;
und die ahnlichen zwischen y und %. Setzt man diese Reihen, in welchen
7% und ¢ gleich Null sind, sobald u > o ist, in die Formel
p(+u) = ZC,,ay* 4(y)+ ZC, Y ak d(z),
so erhalt man
¢ (t+u) = ZCy 2 (9P + IPw - ete.) f = O,y 4(@) 1 ut 7P v+ ete.),
@ (t+u) =ZCyxy* A(y) P45 ete.) + = Crp y (9P - P 2+ ete.);
ordnet man hier die erste Reihe nach Potenzen von u, die zweite nach Po-
von ¢ und vergleicht mit den Entwicklungen von (p(f—}- 'u), welche der Taylor-
sche Satz darbietet, so folgt :

_____.1 _____62&".1‘ — " 2h-+1 1. iy " | "
@l at’r—zgf‘ Crpz™™, @D G = 2’7”0 T4 (x),
1 ety

1 o2
G s = =L Oy 40y g g = TP Cray .

In diesen Reihen verschwinden 7% und 9P, sobald 4> u resp. k> w ist,
und da C;; verschwindet, sobald &= (n—1)A und sobald Iz>(n 1k ist,
so erhalt man auf diese Weise wiederum rﬁckwﬁrts dxe Entw:cklung des
2uten Dlﬂ'erentlalquotlenten von z nach ¢ oder von y' nach w dirch eine ganze
Function vom Grade Ru(n—1)+41, und die des‘?,u—}—iten Differential-
quotienten durch das Product einer ganzen Function vom Grade 2u(n—1) in
_d(x). Es lafst sich hieraus mit Lelchtngkelt bewelsen, dafs die Eigenschaft,
welche das obige allgemeine Theorem ausspricht, eine aussclnlae/slzclw Eigen-
schaft der Abelschen Integrale bildet, so dafs jede Functlon, welche -dem Theo-
rem Geniige leistet, nothwendig die Umkehrung eines Abelschen Integrals ist.
Berlm, im Februar 1847.




