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V. Uber die Differentialgleichungen, welchen der Zihler und der
Nenner bei den elliptischen Transformationsformeln geniigen.

Die Differentialgleichungen zweiter Ordnung, welche Jacobi zur Be-
stimmung des Zahlers und Nenners der Transformationsformeln fir die ellip-
tischen Functionen aufgestellt hat, haben mich von jeher mit dem grofsten
Interesse erfillt. Schon in einer frihern Arbeit versuchte ich zu denselben
auf einem Wege zu gelangen, welcher von demjenigen verschieden ist, wel-
chen Jacobi eingeschlagen hat *). Wenn ich nun wiederum auf denselben
Gegenstand zurickkomme, so geschieht dies, weil ich jetzt die einfachsten und
wahren Principien fiir die Ableitung jener Differentialgleichungen gefunden zu
haben glaube: Principien, welche auch bei andern Untersuchungen von Nutzen
sein konnen, und die ich deshalb hier mittheilen will.

Wenn irgend einer Differentialgleichung zwischen zwei Variabeln «
und y ein algebraisches Integral geniigt, so kann man dasselbe immer auf die
Form U=0 bringen, wo U eine ganze Funclion von = und y ist. Es
wird angenommen, die Differentialgleichung sei selbst algebraisch, d. h. die Coéf-
ficienten der Differentiale oder der Differentialquotienten seien algebraische Ver-
bindungen aus = und y; man wird ibrigens die Differentialgleichung immer
auf eine solche Form bringen kdnnen, in welcher die Differentiale oder Diffe~
rentialquotienten nur rational vorkommen und die Coéfficienten in Bezug auf
den einen Variabeln, z. B. x, rational sind. Eliminirt man mit Hilfe der aus
U — 0 abgeleiteten Gleichungen 0U =0, §*U==0 u. s. w. aus der vorge-
legten Differentialgleichung alle Differentiale von « und y, so wird man zu
einem Resultate der Elimination R =0 gelangen, in welchem R eine ganze
Function von  ist, deren Coéfficienten von y abhingen. Da nun die Glei-
chung R =0 jedesmal erfiillt ist, sobald man in R statt = eine Wurzel der
Gleichung U = 0 setzt, so hat die R=0 alle Wurzeln der Gleichung U =0;
diese Wurzeln sind sammtlich Functionen von y allein, und da die Gleichung
U=0, in Bezug auf = aufgeloset, keine gleichen Wurzeln haben kann, so
lange y allgemein bleibt, so mufs R durch U algebraisch theilbar sein;

*) Jacob’’s Beweis stiitzt sich auf die Theorie der Transformation der elliptischen
Integrale zweiter Gattung.
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setzt man also den Quotienten der Division =— R,, so hat man das Resultat
R = UR,,
wo R, eine neue ganze Function von & ist, deren Grad um den Grad von
U niedriger ist, als der von R; ibrigens ist R, auch in Bezug auf y ganz,
sobald R diese Eigenschaft besitzt und die hochste Potenz von « in U den Coéf-
ficienten 1 hat. Da man aus der vorgelegten Differentialgleichung durch wie-
derholte Differentiationen neue bilden kann, denen ebenfalls das algebraische
Integral U= 0 geniigt, so wird man unendlich viele solche Resultate der
Elimination B = O erhalten konnen, denen jedesmal geniigt wird, sobald U =0
ist, und man wird unter ihnen dasjenige heraussuchen, oder durch Combina-
tion mehrerer ein solches Resultat R =0 zu erhalten suchen, in welchem der
Grad von R und demmach auch der von R, moglichst niedrig ist. Um nun
R, zu finden, differentiire man die Gleichung BR= UR,, in welcher « und y
als unabhiingige Variabeln angesehen werden konnen, nach & allein; dies giebt
R — UR|+ U'R,,

und fir alle Werthe von «, welche U = 0 machen, hat man also R'= U'R,
und R, =-gT' Gelingt es nun mit Hilfe der vorgelegten Differentialgleichung

diesen speciellen Werth von R,, welcher in Form eines Quotienten erscheint,
unter der Vorausseizung U = 0 durch eine ganze Function von z aus-
zudricken, welche ich mit S, bezeichnen will, so sind die beiden ganzen
Functionen R, und S, einander gleich fir alle Werthe von &, die U=0
machen, und es ist, fur dieselben Werthe von z, R, — §;=0, und demnach
ist R,— S, fir alle Werthe von x algebraisch durch U theilbar; man hat
daher eine Gleichung von der Form
B, = UR,+8,,

wo R, wiederum ganz in Bezug auf = und von niederem Grade als R,
ist. Fahrt man auf diese Weise fort die Bestimmung von R, auf die einer
Function von niederem Grade, u. s. w., zuriickzufohren, so gelangt man zu-
letzt entweder auf eine Constante in Bezug auf z, oder auf eine Function,
welche sich durch andere Methoden bestimmen lifst. Wenn das Verfahren
gelingt, so sieht man leicht, dafs man zu einem Ausdrucke fir R gefahrt wird,
welcher gewissermafsen nach Potenzen von U geordnet ist, und da R nur
aus den partiellen Differentialquotienten von U nach  und y zusammengesetzt
ist, so erhdlt man eine partielle Differentia]gleichung zur Bestimmung von U.
Fihrt man in dieser partiellen Differentialgleichung die Differentiationen nach y
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wirklich aus, so erhilt man eine totale Differentialgleichung in Bezug auf x,
welche, da sie ganz unabhingig von dem Werthe von y gilt, in Bezug auf
y gehorig zerfilll werden kann und dann eine Reihe von totalen Differential-
gleichungen liefert, welche zur Bestimmung der Coéfficienten in U, als reiner
Functionen von z dienen. ’

Um von diesen allgemeinen Betrachtungen, welche sich auch auf mehr
als zwei Variabeln ausdehnen lassen, zu unserem Gegenstande zuriickzukommen,
sei, wenn es moglich ist, U =0 ein algebraisches Integral einer Differential-
gleichung von der Form

or Oy
Ve@) — Yy’
wo ¢ (&) eine ganze Function von x vom Grade w und y(y) eine beliebige
Function von y sein mag. Der Grad von U, in Bezug auf x, welchen ich
nach Abel's Vorgange durch JU bezeichnen will, sei =#n. Um die Rechnung

= 0of

abzukiirzen, sei stait  eine neue Variable £ durch die Relation

ox
) . o Ve (x)
eingefiihrt, so dafs unsere Differentialgleichung

a) = Yy(y), Oy = y(yor
wird. Die Diﬁ'erentiatlon der Gleichung U= 0 giebt

)t (G)F =0

und wenn man die in Tj-t-> enthaltene -irrationale Function y/¢(x) eliminirt,

G —vn(&) =o.

Der Ausdruck auf der linken Seite dleser Gleichung ist wirklich eine ganze

2 2
Function von @ vom Grade 2n--u—2, denn es ist (%5“] = _QE) 3—‘:')2

U\? U
-——-—(p(.’l,‘)(g;) , wo @(x) vom Grade u, (g;) vom Grade n—1, (%—g )

so erhélt man

LA i
vom Grade 2n—2, also (?t—> vom Grade 2n-}u —2, wahrend (%g) von

demselben Grade wie U, also (-g—;l)z vom Grade 2n ist; sobald demnach

w=2 ist, so ist der ganze obige Ausdruck vom Grade 2n4u—2. Da

nun jene ganze Function
(&) —vo (5D

Crelle’s Journal f. d. M. Bd. XXXV. Heft 2. 20
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fir jeden der Gleichung U =0 geniigenden Werth von x verschwindet, so
ist sie durch U algebraisch theilbar. Es sei

( ) w()(

dann ist ¥ vom Grade n - u —2, nimlich ()‘V-.__ 2n-{- u—2—0U=n+u—2.
Um V zu finden, oder wenigstens den speciellen Werth, den ¥ annimmt,
wenn fir  eine Wurzel der Gleichung U =0 gesetzi wird, differentiire man
nach ¢ allein, indem man y als constant ansieht und setze nachher U =0;

man erhalt
G~ (G G = V(&7

Um den Ausdruck zur Linken durch (~—> dividiren zu konnen, mufs man

far (T) seinen Werth aus der Gleichung ( )+ (aU I _ oder

(g:])—]—( )th(y\ setzen; man erhalt so, wenn man sogleich mit (%

dividirt:
oxU

at">-+ ’3‘/1/’( )(dtd )’—_

" Dieser Ausdruck fir den speciellen Werth von V, obgleich sehr einfach,
kann doch nicht zum weitern Fortschritt und zur Auffindung des allgemeinen
Werthes von V' benutzt werden, denn er ist keine ganze Function von x™);

zwar ist ( atﬂ) eine solche, aber nicht ( ) was noch die Irrationalitit

0t 0y
Yo (x) enthilt; man mufs also ( Gtay ) durch einen andern Ausdruck ersetzen.

BU) oy

Differentiirt man nun die Gleichung ( )+ =— () noch einmal nach

allem ¢, so erhéilt man
G267+ G+ G = o
dies von dem Ausdrucke fir V,

V = 2(%;’)—% 2(3“?)8}' subtrahirt, giebt

V= G -GHG -5

*) Allgemein ist hier ein Werth, wenn in ihm die Variabeln & und y ginzlich von
einander unabhiingig angenommen werden konnen; speciell, wenn er nur in sofern giiltig
ist, als die Yariabeln & und y mit einander durch die Gleichung U = 0 verkniipft werden.
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Dieser Ausdruck fir V ist sicher eine ganze Function von z, denn
orU dox P AN S 0:U oUu
) = GRE) (@ e = GRe@+i(E)e@
ist ganz und vom Grade n-u—2; (dU) und ( > sind, ebenso wie U,

ganz und vom Grade n, weil die partlelle Dllferentlation nach y in dieser

Hinsicht gar nichts éndern kann; endlich ) = 1(y) und ET: 3¢ (y) ent-
halten z gar nicht; es ist also wirklich der zuletzt aufgestellte Ausdruck fiir
¥ ganz in x, und wir sehen, dafs er vom Grade m--u—2, also sein Grad
=0V ist. Die Differenz zwischen dem allgemeinen ¥ und jenem Ausdruck
ist folglich, nach den im Anfange auseinandergesetzten allgemeinen Principien,
durch U7 theilbar und man hat fir jeden Werth von = und y

2 2
= (G- GG -G+ ow,
wo W eine ganze Function von x ist. Der Grad von W ist leicht zu bestimmen,
demn es ist S(UW)=0V=n-+tu—2, dU=mn, folglich 0W = u—2;
der Grad von W ist also, was sehr wesentlich zu bemerken, ginzlich unab-

hingig von dem Grade von U und hiingt nur von dem der Function ¢(x) ab.
Setzt man nun den jetzt gefundenen allgemeinen Werth von V in die

Gleichung SUne A
(—a—,‘f) —vo)(5) = UV,

ersetzt (%:—' und dt* " durch ihre Werthe v (y) und 3v/'(y), und iberiragt

die Differentiationen nach ¢, wenn man will, auf solche nach x, so erhilt man
ein sehr allgemeines Theorem, nimlich eine partielle Differentialgleichung fir U,
welche man zerfillen kann, sobald die Zusammensetzung von U in Bezug
auf y festgesetzt wird. }
Es sei U von der Form P4 Qy, wo P und Q von y unabhingig
sind, 0P =n, /0 =n—1 und in P der Coéfficient des hochsten Gliedes =1
ist; dann ist also, wenn man U nach a2 ordnet, der Coéfficient des hochsten
Gliedes =1, und die ibrigen Coéfficienten sind von der Form a--by, wo «
und & constant sind. Ferner seien ¢(x) und yw(y) ganze Functionen vom
vierten Grade. Unter diesen Voraussetzungen, welche bei der Transforma-—

tion der elliptischen Integrale Statt finden, hat man (B_Q) 0, < =0,

=)+ @D, G =Dy, W= Nt
20 *
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setzung dieser Werthe geht die partielle Differentialgleichung in

@) (G)+E —vne=v{G)+GDy 10y »+ vw

iber. Man tiberzeugt sich leicht nach der fir U fesigesetzten Form, dafs V
sowohl als W auch in Bezug auf y ganz sein werden. Was die Grade dieser
ganzen Functionen in Bezug auf y betrifft, so wird der Grad des Ausdrucks

. 8[/) —wy )(

welcher = UV ist,- offenbar gleich dem vom v(y), also =4, mithin der
von V gleich 3; von demselben Grade 3 ist offenbar auch der fir V—UW
gewonnene Ausdruck

0rU )
(55 —1ev o
. . . ) g (02U
denn dessen Grad in Bezug auf y ist gleich dem von v/'(y), weil <W) nur

vom ersten, dagegen y'(y) vom dritten Grade ist; folglich ist auch UW vom
dritten (hochstens) und W also vom zweiten Grade in y. W ist also sowohl
in & als in y vom zweiten Grade, und man kann setzen:

W =ptgytry,
wo p, ¢, r vom zweilen Grade in & und von y unabhingig sind. Es bleibt
also nun weiter nichts zu thun, als diesen Werth von W in die Gleichung (1.)
zu setzen, Alles auf beiden Seiten nach Potenzen von y zu ordnen und
die Coéfficienten derselben Potenzen einander gleich zu seizen. Man erhalt
durch diese Zerfillung, da beide Seiten der Gleichung (1.) in Bezug auf y
vom fiinften Grade sind, sechs Gleichungen, von denen aber nur drei totale
Differentialgleichungen fir P und Q sind, wihrend die ibrigen drei zur Be-
-stimmung der drei Functionen von z, zweiten Grades, p, ¢ und r benutzt werden
konnen. Die weitere Ausfihrung dieses Gegenstandes, welche keine Schwie-
rigkeiten hat, tiberlasse ich dem Leser, da es mir nur darauf ankam, die Prin-
cipien und die Methode so klar als moglich auseinanderzusetzen. \




