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10. Eisenstein, genaue Untersuch. der elliptischen unendl. Doppelproducte. 153

1V. Genaue Untersuchung der unendlichen Doppelproducte,
aus welchen die elliptischen Functionen als Quotienten
zusammengesetzt sind.

1.

So wie bei den Kreisfunctionen unendliche Producte vorkommen, deren
Factoren dadurch definirt werden, dafs sie der Reihe nach fiir alle Werthe
der Variabeln verschwinden, welche Glieder einer nach beiden Seiten fortge-
setzten arithmetischen Folge sind, d. h. fir alle Werthe von der Form am-- 3,
wenn m alle ganzen (positiven, negativen und Null) Zahlen von — oo bis ~
und «, 3 Constanten vorstellen: so setzen sich die elliptischen Functionen aus
unendlichen Doppelproducten zusammen, bei welchen die Wurzelwerthe der
einzelnen Factoren durch die Glieder einer arithmetischen Reihe mit doppel-
tem Eingang bestimmt werden, d. h. durch die Glieder einer Doppelreihe,
deren allgemeines Glied die Form aem--3n-|y hat, wo m und n gleichzeitig
und unabhéngig von einander alle ganzen Werthe von — oo bis co durchlaufen.
Die bei den Kreisfunctionen vorkommenden unendlichen Producte sind also von
der Form ‘

x
” ﬁi‘—m'ﬁ} ’
und die bei den elliptischen Functionen vorkommenden unendlichen Doppel-
producte sind von der Form
r
T~ o)

Ehe ich zu der genauen Untersuchung dieser letztern unendlichen Dop-
pelproducte ibergehe, will ich zundchst einen Augenblick bei der Betrachtung
des Ausdruckes am-(3n-y selbst verweilen, in welchem die drei Constanten
a, 3, y im Allgemeinen irgend welche complexe Werthe haben konnen. Es sei

cm-+pAnty = u '
Diesen Ausdruck u kann man als eine Form ansehen, durch welche ge-
wisse Werthe dargestellt werden konnen. Die Natur des Ausdrucks hingt
in dieser Hinsicht offenbar hauptsichlich von dem Verhilinifs der beiden
Coéfficienten o und 3 ab, und y spielt nur eine Nebenrollee. Wenn a zu f3

in reellem und rationalem Verhalinifs steht, d. h., wenn der Quotient -g einer
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reellen und rationalen Zahl gleich ist, so stellt der Ausdruck u jeden Werth,
welchen er darstellt, unendlich oft dar, d. h. es giebt dann jedesmal unendlich
viele zusammengehorige Paare von ganzen Werthen m, n, fir welche # einen
und denselben Werth annimmt; denn es sei in der That, wenn dieser Fall

Statt findet, g in den kleinsten Zahlen rational ausgedrickt — —;—, wo & und »

ganze Zahlen ohne gemeinschafilichen Theiler sind, und man setze o= ud,
3==vd, so wird
= J(um-+tvn)+ty, |

und da hier der Ausdruck wwmm--»n jede ganze Zahl und jede unendlich oft
darstellt, so sind die Werthe des Ausdrucks % nichts anders, als die Werthe
von dm-y, wenn man jeden derselben unendlich oft geschrieben denkt; mit
andern Worten: u stellt nur die Glieder einer einfuchen arithmetischen Reihe
dar, aber jedes derselben unendlich oft; in diesem Falle wiirde also das un-
endliche Doppelproduct nichts anders sein, als ein unendliches einfaches Pro-
duct, in welchem man jeden Factor unendlich oft geschrieben hiitte, der Werth
des Products wire also stets unendlich grofs, und deshalb ist dieser Fall
unbedingt auszuschliefsen; aus denselben Griinden ist natiirlich der Fall aus-
zuschliefsen, wenn einer der beiden Coéfficienten «, 3 (oder gar beide) Null
wiren. Wenn zweitens o zu /3 in reellem, aber irrationalem Verhiltnisse steht,
so sei 3=we und w reell, aber irrational; der Ausdruck » wird dann zu

u = a(m-+|-nw)-y.
Hier kann, da w irrational ist, nach einem bekannten Satze, - nw jeder be-
liebigen reellen Grofse so nahe kommen, als man will, und zwar geschieht dies
fiir unendlich viele Paare m, n; es kann also auch # jedem Werthe von der
Form ak-|y, wo k& beliebig reell ist, fir unendlich viele ganze Werthe m, n
beliebig nahe riicken. Diese Folgerung ist aber in Bezug auf das unendliche
Doppelproduct ebenso wenig annehmbar, als die des ersten Falles, und des-
halb der zweite Fall gleich dem ersten zu verwerfen; man mifste denn fest-
setzen, dafs fir sn und n nicht alle ganzen Werthe genommen werden sollen,
sondern nur solche, welche noch einer gewissen Bedingung geniigen, etwa
der, dafs ein dem u ahnlicher Ausdruck o' ' m-13' oder vielmehr dessen
analytlscher Modul stets zwischen ganz bestimmten Grenzen eingeschlossen blei-
ben solle. Es bleibt noch der dritte Fall, wenn o zu 3 in imagindrem Ver-
haltnifs steht, wenn also der reelle Theil des Quotienten der beiden complexen
Zahlen & und 3 von ‘Null verschieden ist. Dieser Fall hat nicht die Schwie-
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rigkeiten der andern beiden Falle; denn wihrend dort die Anzahl der gan-
zen Werthe von = und n, fir welche der analytische Modul von u zwi-
schen bestimmten Grenzen liegt, stets unendlich grofs ist, sobald sie von O
verschieden ist, d. h. sobald nur iberhaupt irgend ein Werth des Moduls von
u zwischen jene Grenzen fillt: so ist hier dagegen diese Anzahl stets endlich
und begrenzt. Es moge der analytische Modul einer complexen Zahl durch
den Buchstaben M bezeichnet werden, so dafs M(p+¢i) = +y(p*+¢°,
wenn p und ¢ reell sind; es sei ferner e =a-d'i, f=0b+Vi, y=c- i
Setzt man am -4 bn--¢ = v, welches der reelle Theil von « ist, und
adm--bntc =, welches der Coéfficient von ¢ in u ist, so erhilt man
M(u) = y(©*-+v"?); soll nun M(u) zwischen gewissen Grenzen liegen, so
miissen um so mehr » und ¢, abgesehn vom Zeichen, zwischen denselben Grenzen
liegen, also liegen auch » — ¢ und v’ — ¢’ dann zwischen ganz bestimmten Gren-
zen, und da die Determinante ¢b’ — ba’ des linearen Systems von Gleichungen

am—+ bn = v —ec,

admtbn = v —¢, ‘
durch welches man = und # in ¥ — ¢ und v' — ¢’ ausdriicken kann, in unse-
rem Falle von O verschieden ist, so sind auch m und n zwischen bestimmte
Grenzen eingeschlossen, und da zwischen diesen nur eine endliche Anzahl von
ganzen Werthen liegen, so existit um so mehr nur eine endliche Anzahl
von ganzen Werthenpaaren m, n, fir welche M(u) zwischen den gegebenen
Grenzen liegt. Namentlich giebt es also nur eine endliche Anzahl von Com-
binationen m, n, welche den analytischen Modul von u kleiner machen, als
irgend ein gegebner positiver Werth. Wir setzen demnach hier stets das Ver-
haltnifs der beiden Coéfficienten o und 3 als imaginir voraus. Diese Betrach-
tungen sind nicht neu, aber es schien mir nicht unpassend, sie hier hesonders
hervorzuheben.

Die Eigenschaften eines Products lassen sich am besten untersuchen,
wenn man die Logarithmen der einzelnen Factoren betrachtet. Die Variable .r

in unserem Producte I7 (1 - f—) wird als beliebig complex vorausgesetzt.

Der Logarithmus von 1———5— lafst sich in eine convergente Reihe nach Poten-

zen von = entwickeln, sobald M(u)>> M (x) ist; es ist daher zweckmifsig,
von dem Producte vor der Hand diejenigen Factoren auszuschliefsen, in wel-
chen M(u) = M(x) ist; die Anzahl dieser auszuschliefsenden Factoren ist nach
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dem Vorhergehenden endlich, und es werde das Product der ibrigen durch

m(1-=)

bezeichnet, in welchen also m und n nur diejenigen ganzen Werthe durch-
laufen, welche der Bedingung M(u) > M(x) geniigen. Unter dieser Vor-
aussetzung ist

xr\ xr xr? x3 xt
log(1— ) = — & — 5oa — 503 — 7a3 — €l

folglich der Logarithmus des ganzen Productes

x? xr3 ., 1 £ 1
T T w T T el

die Summen mit accentuirtem Zeichen =' erstrecken sich ebenfalls nur iber
diejenigen ganzen Werthe von m und n, welche der Bedingung M (u) > M(x)
geniigen, und die Anordnung der Werthe von # in diesen Doppelsummen,
d. h. die Reihenfolge, in welcher die Glieder addirt werden, ist dieselbe, als
diejenige, in welcher die Factoren des Products multiplicirt werden sollen.
Diese Umformung des Logarithmen des Productes ist statthaft, sobald man
zeigen kann, dafs die Summen, welche die Coéfficienten der Reihe (1.) bilden,
convergent sind, und dafs die Reihe (1.) selbst convergirt, unabhingig von
der Reihenfolge ihrer Glieder; also auch dann noch, wenn man statt aller
Glieder ibre analytischen Moduln setzt. Was nun zunéchst die Coéfficienten
der Reihe betrifft, so werde ich beweisen, dafs sie vom dritten ab inclusive,
also die Coéfficienten von «°, x*, 2% in inf. nicht blofs convergiren, son-
dern sogar génzlich unabhéngig von der Anordnung der’ Werthe % sind und
stets ganz bestimmte und immer dieselben Werthe annehmen, in welcher
Reihenfolge man auch die Glieder der Summen beim Addiren auf einander
folgen lafst; die Coéfficienten von x und z* dagegen, nimlich die Summen

_ 1 r 1
1) =-z= " z—f-t—';_

1 1 .. . . . .
2’7 und ' — konnen zwar convergent sein, wenn man ihre Glieder in

passender Reihenfolge addirt, aber sie sind weder stets convergent, bei jeder
Reihenfolge, noch behalten sie immer denselben Werth, wenn man von einer
Anordnung der Glieder, bei welcher sie convergiren, zu einer andern iiber-
geht. Es convergiren nimlich die Summen
4
. um
unabhingig von der Anordnung der Glieder, und auch dann noch, wenn man
statt aller Glieder ihre analylischen Moduln setzt, so oft der Exponent u >2
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ist. Ersetzt man in der That alle Glieder in dieser Reihe durch ihre analyti-

schen Moduln, indem man ¢, (3, y in ihre complexen Werthe a =a--d's,

B=04-¥%, y=c4-c'i aufloset und demnach = am -bn-c-L-i(a'm-+b'n-c),
M(u) = ((am+bn+-cf 4 (a'm+-¥nd-c))

setzt, so erhilt man

1

{(am+bnte) - (@mpbntey®

es ist also blofs zu beweisen, dafs

2!

1
=
{(am+bn+e)* 4 (@m+ U n+ )2}
convergirt, wenn u >>1 ist. Dieser Satz ist nur ein specieller Fall eines
viel allgemeineren, welchen ich, da er auch bei andern Untersuchungen von

Nutzen sein kann, hier in Folgendem auseinandersetzen will.
Die zfache Reihe

1
= )
i f i F it me
in welcher alle Indices m,, m,, m;, .... m, alle ganzen Werthe von — oo
bis o~ durchlaufen mit Ausschlufs der einen Combination

m=0, m,=0, .... m=0,
convergirt, wenn u > 17 ist.

Man beweiset zunichst, dafs die Reihe convergirt, wenn die Indices
blofs alle positiven ganzen Werthe durchlaufen. Man theile die ganze Reihe
unter dieser letztern Voraussetzung in Partialreihen, auf die Art, dafs in der-
jenigen von iiiesen Partialreihen, welche ich durch (%, k., .... &,) bezeichne,
die Indices den folgenden Beschrinkungen unterworfen sind:

M =T m, < M,
< my, < kAt

2’&, é'mt < 2k,+1’ . |
wo k,, k», .... k, combinando nach und nach jede der Zahlen 0,1, 2, 3, 4, in inf.
vorstellen konnen. Die Anzahl der diesen Beschrinkungen geniigenden Werthe
betrigt fir jeden einzelnen Index k1 9k — (2—1) 2% = 2*, aldo betrdgt die
Anzahl der Combinationen der Indices : _ A

My, Wy My, oooo Myy 0
Crelle’s Journal f. d. M. Bd. XXXV. Heft 2. 21
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welche jenen Bedingungen geniigen offenbar 2% .2% o 2= 93k =27 wenn

durch »= k, +k? '};""‘H" das arithmetiséhe Miitel aller & bezeichnet wird;

dies ist die Anzahl der Glieder der Partialreihe. Was die Glieder selbst betrifft,
so zieht man aus den obigen Ungleichungen die folgende:
S < mitmitmi+ ... fml << IR,
folglich um so mehr 2 = =m’, da x nicht grofser als wenigstens eine der
Zahlen k., k., .... k., also 2*<T =2 ist; und hieraus wiederum
T, ; =
(mim 4 mi w2y T 2

folglich sind sammtliche einzelne Glieder der Partialreihe nicht grofser als 521,_—”,

und da ihre Anzahl, wie schon bemerkt, 2 betrdgt, so ist die Summe aller
Glieder der Partialreihe nicht grofser als

R S 1 1
-2—_"“- = @a=n) oannd ?_lf:_fkl . %’il_—_-l e g&—-_‘f ;
2 2 o ok L
die Summe aller Partialreihen, fir welche %,, %,, .... Ak, sdmmtlich nicht
grofser als die bestimmte Zahl & sind, ist mithin nicht grofser als
k=k ky=k ko =k
1 2 T 1 1 i
ki', l{j.. E’ I e
1 =0 Ky = 27 ! 927 2t 7
1 1 1 1 T
‘=t =t =t =y
27 2R 7 2 ¢ 2

Diese geometrische Reihe convergirt fir &£ ==oo, sobald 2u — positiv, also
w>>}v ist, und hat dann zur Summe

2u—~1
1t 2w
=
i 2u—1 2 T ——1

Es ist also die Summe aller dieser Partialsummen, d. h. die Summe aller Glieder
der vorgelegten Reihe, fir welche die Indices den Bedingungen geniigen,

0<<m, << 2", 0<m,<<2" O0<<m,<<2M, .... 0<m, << 2!
o -\ 22#: = ¥ Q=T .
kleiner als’ T oy )T, s0 grofs auch & genommen wird, wenn
T — 7T 1

nur der Exponent 2 grofser als die halbe Ordnung der Reihe 4 ist. Da man
nun, wenn die Summationen in der vorgelegten Reihe sich von m, =1 bis
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my=M,, my=1 bis my,=M,, .... m,=1 bis m,=—M, ersirecken, immer &
so grofs annehmen kann, dafs 2+' grofser als die grofste der Zahlen M,
M,, .... M, wird, so ist hiermit die Convergenz der Reihe erwiesen und
2u—1
zugleich, dafs ihre Summe = 2'“_: ) ist. Fir negative Werthe der In-
T —1
dices erhilt die Reihe denselben Werth, als fir positive, da in ihr nur die
Quadrate: der Indices vorkommen. Es bleibt noch der Fall, wenn einer oder
einige der Indices, z. B. o derselben, wo 0 <To <C 7 ist, den Werth Null haben,
d. h. es bleiben noch diejenigen Glieder der urspriinglich vorgelegten Reihe
zu betrachten, in welchen o Indices den Werth Null erhalten. Dieser Theil
der Reihe kann als eine (v — o)fache Summe von derselben Form als die vor-
gelegte und mit den 7—o nicht verschwindenden iibrigen Indices angesehen
werden, welche nach dem vorhergehenden sicher convergirt, da ja um so mehr
w > }(r—o) ist, wenn schon x> 47 war. Da also auf diese Weise die
urspriingliche Reihe aus einer endlichen Anzahl von convergirenden Reihen zu-
sammengesetzt wird, so convergirt sie ebenfalls. Man konnte tbrigens ebenso
leicht zeigen, dafs sie nothwendig divergirt, sobald x ="}z ist. Auf dieselbe Weise

konnte man auch den noch allgemeineren Satz nachweisen, dafs die zfache Reihe
1

s
Ty tmy .. my)
ist; nur mufs man bemerken, dafs die Summe nur positive Werthe der Indices
umfassen darf, wenn » ungerade ist.

Der eben bewiesene Satz iiber die Convergenz einer Gattung von rein
numerischen Reihen dient nur als Hilfssatz, um die. Convergenz einer allge-
meineren Gattung darzuthun, welche eine grofse Anzahl von constanten Coéf—
ficienten in sich schliefst.

Denn man nehme irgend ein System von z* reellen Constanten @ an, wie:
1 2 3
a®, a?, «, .... a,

1
a®, a®, a®, .... af,

convergirt oder divergirt, je nachdem y>7r oder = %

1 2
4) a®, af, a(” ce.. af,
1 2 3
a®, a®, a®, .... a,

welche der einzigen Bedingung unterworfen sind, dafs die aus dem System
gebildete Determinante von Null verschieden sein soll, und formire mit Hiilfe
dieser Constanten als Coéfficienten 7 lineare und homogene Verbmdungen w
der = Indices m;, m,, .... m,, namlich :
21 %
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1 2
w, = aP’m, +aPm,+.... +aPm,,
w, = a"m,+|+ aPm,+ ....+ afm,,
1 2
w, = aPm,+aPm, | ....+aPwm,;
man nehme ferner noch = andere reelle Constanten ¢,, ¢,, .... ¢, an und

bilde die Verbindung
(w2 + (ot ) oo (w0, F 6, = § (w, o) = £,

welche als eine Function der v Indices m,, m,, .... m, zu beirachten ist,
und insofern die allgemeinste positive Form zweiten Grades mit = Variabeln
vorstellt; dann behaupte ich, dafs die zfache Reihe
1
= R
in welcher alle Indices 2n unabhingig von einander alle ganzen Werthe von
— oo bis oo durchlaufen *), ebenfalls convergirt, sobald der Exponent ¢ > 17 ist.
Man wihle irgend ein System von = nicht negativen ganzen Zahlen
ki, k,, .... k., und betrachte alle ganzen Werthe der Indices m,, m,, .... m,,
welche den folgenden v Bedingungen Geniige leisten:
k =< M(w,-}-¢,) << k1,
(K) ‘I& < M(w,+¢,) < k,+1,
lk‘r = M(w7+cr) < k.41,
deren allgemeine Form & = M(w-} ¢) <k-1 ist. Die Anzahl dieser Werthe
ist stets endlich und lafst sich in ganz bestimmte Grenzen einschliefsen, welche
von den ganzen Zahlen &,, %,, .... k, unabhdngig sind. Wenn man nim-
lich die linearen Gleichungen, welche die w durch die m ausdriicken, algebraisch
nach den s aufloset, so erhalt man ein ganz bestimmtes System von 7° neuen
Coéfficienten:
bP, P, P, .... b,
o, bP, 8P, ... b,
(B) oM, P, 8P, ... b9,

b, BD, ¥, . ... b,

" #) Es kann hochstens eine einzige Combination der Indices geben, fir welche 2 = 0
ist, néimlich fir welche die simmilichen = Grofsen von der Form w-c¢ verschwinden ;
diese Combination ist, wenn sie existirt, in.der Reihe ‘auszuschliefsen.



10. Eisenstein, genaue Untersuch. der elliptischen unendl. Doppelproducte. 161

mit deren Hilfe die m durch die w linear ausgedriickt werden, wié folgt:
m, = bPw,+bPw, + 0P w; ...+ 6P w,,
m, = bPw, 40P w, 40P w;4-....+ 0w, ,

m, = 0P w, 6P w,+bPw, ... + 6P w,.
Dies erfordert aber wesentlich, dafs die Determinante des Systems (4.) und
somit auch die des Systems (B.) von Null verschieden sei, wie wir es vor~
ausgeseizt haben. Da nun in den Ungleichheiten (K.) die Moduln der Gréfsen
von der Form w--¢ vorkommen, so ist es passend, w--¢ durch M(w-}c¢)
auszudricken und w--¢ = ¢ M (w--¢) zu selzen, wo & sowohl = ;-1 als
= —1 sein kann, da w--¢ sowohl positiv als negativ genommen werden darf.
Man setze némlich
wit ¢ = eM(w,+¢), w4 = eMw,+4¢,), u s w,
wo jeder der Buchstaben ¢, ¢, u.s. w. jeden der beiden Werthe +1 haben
kann; die Anzahl dieser Zeichen—-Combinationen ist 2. Jede der Gleichungen
von der Form
m= 0w, +%w,4.... + 0w,
wo der untere Index von m und von & irgend einer aus der Reihe 1, 2, 3
bis = sein kann, lifst sich zunichst auf die Form
m="bO(w,}¢;) + 6P (w-t-6,)+ ... 4 b (w,+¢,) — (bVe, 0Pt ... 4-6P¢,),
und dann auf die Form
m = &b® M(w,}c)+&bOMw,-+e)+....+e,bOMw,+e¢,)
—(0We,+6Pe, ... FbP¢,)
= e, 0O M(w,+¢,) —ZbPe¢,
bringen, wo in den Summen o die Werthe 1,2, 3, .... = (%) erhilt. Nun
liefert jede Ungleichheit von der Form
E <= M(w+c¢) < k41,
in welcher der untere Index von %, w, und ¢ irgend eine Zahl ¢ aus der
Reihe (¢) sein kann, wenn man sie mit ¢4 multiplicirt, wo der untere Index
von ¢ und der obere von & ebenfalls o ist, eine andere, eniweder von der Form
ebl < bM(w-c) << ebk-+¢b,
oder von der Form. .
ebk+4eb << ebM(w+c) = &bk,
" je nachdem &b positiv oder negaliv ist; addirt man alle diese Ungleichheiten,
welche den verschiedenen Werthen von ¢ entsprechen und beriicksichtigt hier—



162 10. Eisenstein, genaue Untersuch. der elliptischen unendl. Doppelproducte.

bei die eben erwihnte Verschiedenartigkeit der Form, so erhilt man
S, bk, p = Ze b0 M(w,H-¢,) = T, 0k, 4-¢,

wo p die Summe aller negativen und ¢ die Summe aller positiven Glieder
der Reihe
alb(‘) 60D, &0, (... &b
bezeichnet. Subtrahlrt man in dieser letzteren Ungleichheit von allen Gliedern
die Grofse =b¢,, so wird das zwischen den Zeichen = stehende nach dem
Obigen der Werth von m, und man erhalt
Zb (g k,—e,)+p = m < Zb (g, k, —¢,)|¢.
Wenn eine ganze Ziahl mn, wie hier, zwischen zwei reelle Grenzen einge-
schlossen ist, oder mit diesen zusammenfillt, so kann die Anzahl ihrer Werthe
nie grofser sein als die um eine Einheit vermehrte Differenz der Grenzen;
hier ist die Differenz der Grenzen offenbar = ¢ —p, d.h. gleich der Summe
der absoluten Werthe der Grofsen & 8™, &b6®, &b®, ..., & 8™, folglich
=M (b), und die Zahl der Werthe von m, welche zwischen diesen Gren-
zen eingeschlossen sind, oder mit ihnen zusammenfallen, ist daher hdchstens
=14+=M(b). Die Ungleichung, durch welche m zwischen beslimmtie Gren-
zen eingeschlossen wird, steht fir ¢ Ungleichheiten, welche aus ihr hervor-
gehen, wenn man s und die & nach und nach mit jeder der Zahlen aus der
Reihe (%) als unterem Index versieht; es ist folglich die Anzahl der Werthe
von m,, von m,, von ms, u. s. w., welche diesen Bedingungen der Reihe nach
geniigen, hochstens und respective
=1+=ZMO®), =14+ZMP7), =1+4+=ZM7), u. s w.f;
die Anzahl der Combinationen von ganzen Werthen m,, m,, m;, .... m,,
welche allen diesen = Bedingungen zugleich geniigen, ist demnach hochstens
gleich dem Producte

[+ =MEONA 4 =M@+ ZMGO)] ... [+ =M G,
und da diese Schlisse fir jede. der 2° Zeichen-Combinationen gelten, durch
welche die Werthe von ¢,, &, .... ¢ bestimmt werden, und deren jeder ein
solches System von Ungleichheiten fir m,, m,, .... m, entspricht, so ist im
Ganzen die Anzahl aller Combinationen von ganzen Werthen m,, m,, m;,
welche den Bedingungen (K.) geniigen, gewifs nie grofser als

9 IT {1+ = M(b2)}.
o'/=1 o=l

-----
7

Wird dieses letatere Product durch C bezeichnet, so kann also jene Anzahl
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nie grofser sein, als die Constante C, welche, wie es behauptet wurde, ginz—
lich unabhéngig von den ganzen Zahlen k,, k., k&, .... ist und stets dieselbe
bleibt, welche Werthe man auch .den letzteren beilegt. Im Allgemeinen: wenn
kyy kyy ... k5 04y 0y ... J, irgend welche 27 positive Werthe haben,
so ist die Anzahl der Combinalionen ganzer m, welche den Bedingungen

k, § M(w1+01) << kx‘l“yn

ky = M(w,+c¢,) << k.4 03,

k., = M(w,+c,) << k.47,
geniigen, stets = 2° (14 =0, M (6{”)) (14 =0, M) . ... (14 =d, M (b)),
und wenn ki, k,, .... irgend welche reelle, d,, d,, .... aber irgend welche

positive Werthe haben, so ist die Anzahl der Combinationen ganzex m, welche
den Bedingungen

k< wite, < k-9,
k, -\_:_ w2+62 < kz“{‘(y'u

k, < w e, << kA0,

geniigen, stets = (14+=20, M)+, M) .... 1+ =Z0,Mb7));
die obere Grenze fir diese Anzahlen ist also stets unabhiingig von den Zah-
len k,, k,, .... und hangt nur von den Differenzen d,, d,, .... ab. Es ist
dies ein hochst wichliger und bei vielen Anwendungen, welche die Ver-
allgemeinerung specieller Sitze betreffen, unentbehrlicher Satz, dessen Beweis .
sich jedoch, so viel ich bemerkt habe, noch nirgends findet. Sollte er dessen-
ungeachtet schon irgendwo gegeben sein, so verzichte ich gern auf die Priori-
tat, auf welche ich auch in Bezug auf viele andere Dinge gern verzichten will,
diirfte ich nur dadurch des oft sehr listigen und Zeit raubenden Durchstoberns
aller moglichen Biicher iiberhoben sein, in welchen moglicherweise iber diesen
oder jenen Gegensiand schon etwas angedeutet sein konnie, um so mehr, da
meine Verhiltnisse mir nicht erlauben, stets eine reichhaltige Literatur bei der
Hand zu haben.

~Wenn man in der Reihe = 31’7 den Complex derjenigen Glieder -be-

trachtet, fir welche die Indices m,, m,, .... m, den Ungleichheiten (K.)
geniigen: wenn man diesen Complex, der als eine Partialreihe betrachtet wer-
den kalin, durch (%k,, k,, .... k,) bezeichnet, und nun in diesem . Ausdrucke
(Byy by oo k) die verschiedenen &, unabhéingig von einander, alle nicht ne-
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gaiiven ganzen Werthe durchlaufen lifst, so erschopft man offenbar durch die
Totalitat aller der unendlich vielen hieraus hervorgehenden Partialreihen alle

.Glieder der Reihe = L

u

, und es ist folglich

1
ZE‘- = Z(kyy boy.... k),
wenn in der zweiten Sumine kyy by, ... k, alle ganzen Werthe von O bis oo

durchlaufen. Von der andern Seite ergeben sich aus den Ungleichheiten (K.)
die folgenden:

B (e, te)<<(k-+1)7 K= (w+e)<(k+1)’, u s w., mithin

BB+ ... <o 4e)wte)+....4(w,+¢,)

< (b1 + (ko172 4. 4 (b 1)
und wenn nicht alle & der Null gleich sind, so folgt hieraus
1 - 1 1 - 1

(10, 4¢,)*+ (wyF¢,)* + ete. = kf—l—k%-l—....—l—ki > o = Kk .

Es sind folglich, mit Ausschlufs der Partialreihe (0, 0,.... 0), alle Glieder der
1

(BB B~
Anzahl der Glieder dieser Partialreihe nicht grofser ist, als die Constante C,

welche fiir alle Partialreihen dieselbe bleibt, so ist die Summe aller Glieder
C

ErRt.. Foe’

alle Partialreihen mit Ausschlufs der einzigen (0, 0, .... 0); zerlegt man daher

Partialreihe (&, k,, .... k,) nicht grofser als

, und da die

der Partialreihe nicht grofser als

dieses Resultat gilt fiir

die Reihe = # in die Partialreihe (0,0, .... 0) und in die Summe aller iibri-

=

gen Parlialreihen und wendet auf jede dieser iibrigen das eben gefundene Re-
sultat an, indem man besonders bemerkt, dafs C fiir alle Partialreihen denselben
Werth hat, so erhilt man

1 s .
I = ki ke k)= (0,0, 04 Z (ki iy o k) H(0,0,.... 0)
1
< (0,0,...0)+ C= ——
= 0.0, )+ ki .... B’
wo + ein Ausschliefsungszeichen ist; da nun die Reihe (0,0,....0) nur eine

endliche Anzahl, néimlich nicht mehr als C Glieder enthdlt und die Reihe
1

=
U N AL v
gativen ganzen Werthe mit Ausschlufs der einen Combination 0, 0, .... 0

» in welcher die Indices %, k., .... k&, alle nicht ne-
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durchlaufen, nach der weiter oben angestellien Untersuchung convergirt, wenn

= 3t ist, so ist hiermit auch die Convergenz der Reihe 2—1# fir den Fall

w = %7 nachgewiesen.

1 : .
—, welche sich von

{(@am+bn+te)2+(dm+bntc)?)
der andern, in welcher =’ vor demselben aligemeinen Gliede steht, nur durch
das Hinzuireten einer endlichen Anzahl von Anfangsgliedern unterscheidet, ist
offenbar unter den eben betrachieten Reihen enthalten, wenn man 7 =2 setzt
und die Bedingung hinzufiigt, dafs die Determinante «b'— ba' von O verschie-
den sein soll; diese letztere Bedingung ist aber erfiillt, sobald vorausgesetzt wird,
wie wir es schon aus anderen Grinden angenommen haben, dafs der Quotient
e ata'i _ (atdi)(b—bi) ab-l—a’b'__i. all—a'lb
B btvi RN =TT T U
keiner reellen Zahl gleich sein soll. Es convergirt mithin die Reihe

' 1 . 1
= {am+-bnte)? +(@m+bnte) = e M )2" ’ SObald p=>1 s,

und es convergirt folglich auch die urspringliche Reihe =1 a0 S0 wie die Reihe

Die Doppelreihe =

2;1;, in welcher m und n alle ganzen Werthe ohne Beschrinkung durchlaufen

konnen, unabhdngig von der Anordnung der Glieder, sobald u > 2; wenn
aber © = 2 ist, so convergiren diese letzteren beiden Reihen, selbst wenn
sie iberhaupt convergiren, doch sicher nie unabhingig von der Anordnung
der Glieder; denn es fallt nicht schwer, durch Hilfe der obigen Principien

auch die Divergenz der Reihen von der Form 23217 in allen den Fillen nach-

zuweisen, wenn u ==}z ist. Es bleibt indessen hier noch eine Liicke: es eni-
steht namlich die Frage, ob der umgekehrte Satz eines bekannten Satzes richtig
ist, ob némlich eine von der Anordnung der Glieder unabhingig convergirende
Reihe stets convergent bleibt, wenn man stait aller Glieder der Reihe deren
analytische Moduln nimmt, ob man daher daraus, dafs eine Reihe in eine diver-
gente ibergeht, wenn man statt der Glieder deren analytische Moduln schreibt,
nothwendig schliefsen darf, dafs die Reihe in ihrer urspriinglichen Form nicht
unabhingig von der Anordnung der Glieder convergiren konne. Wenn alle
Glieder der Reihe reell sind, so mufs fir sich allein die Summe aller positi-

ven, so wie die Summe aller negativen Glieder eine convergente Reihe bilden,
Crelle’s Journal f. d. M. Bd. XXXV. Heft 2 22
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und deshalb convergirt dann auch die Summe der absoluten Werthe aller Glie-
der; wenn aber die Glieder complex (imagindr) sind, so bringe man das
allgemeine Glied auf die Form r(cos¢4-ising), wo r der Modul des Glie-
des ist: dann miissen auch die beiden Reihen, deren allgemeine Glieder 7 cos¢
und rsing sind, unabhingig von der Anordnung der Glieder convergiren, und
da in ihnen die Glieder reell sind, so miissen sie diese Eigenschaft auch behalten,
wenn fir cos¢g und sin¢ stets nur der absolute Werth gesetzt wird; da nun
abgesehn vom Zeichen cos¢p << 1, singp << 1 und deshalb cos¢® < cos¢,
sin@*<sin¢ ist, so missen um so mehr die Reihen, deren allgemeine Glieder
rcos¢® und rsing® sind, in demselben Sinne convergiren, denn sie entstehen
durch Verkleinerung des numerischen Werthes afler Glieder aus den beiden
vorhergehenden. Jene Reihen, welche nun aus lauter positiven Gliedern 7 cos ¢,
rsing® zusammengesetzt sind, geben durch Addition eine ebenfalls conver-
gente Reihe, deren allgemeines Glied = 7 (cos¢®4-sing*) = r ist, namlich
gleich dem analytischen Modul des allgemeinen Gliedes der urspriinglichen Reihe,
und somit ist also der angezogene Satz aufser Zweifel gestellt. Die strenge
Sonderung der Reihen, welche ihre Convergenz einer besondern Anordnung
verdanken und welche bei einer Anderung dieser Anordnung theils divergent
werden, theils ihre Summe &ndern konnen, von denen, welche ganz unab-
hingig von der Anordnung der Glieder convergiren und stets dieselbe Summe
behalten, in welcher Reihenfolge man auch die Glieder aufeinander folgen lasse,
ist wohl hauptsichlich Dirichlet zu verdanken, welcher in seiner vortrefflichen
Abhandlung iber die Arithmetische Progression in sehr interessante Details
iiber diesen Gegenstand eingeht.
2.
Nachdem das eine der drei Probleme, auf welche die Reihe (1.) fiihrt,

absolvirt ist, namlich der Nachweis, dafs die Reihen von der Form 2’,—:}7 und

z’_}i , wenn der Exponent p > 2 ist, unabhingig von der Reihenfolge

ihrer Glieder convergiren, gehe ich zu dem Beweise der Convergenz der
Reihe (1.) selbst iiber, welche auch dann noch Statt findet, wenn man statt
aller Glieder ihre analytischen Moduln setzt. Zunéchst kann man beliebig viele
Anfangsglieder der Reihe weglassen, da diese zur Convergenz oder Divergenz
nichts beitragen konnen; es ist fir die folgenden Schlisse nur nothig, die
beiden ersten Glieder wegzulassen. Ferner kann man die numerischen Multi-
plicutoreli %y 4, }, .... der einzelnen Glieder ebenfalls weglassen, da diese
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Multiplicatoren die Convergenz, wenn sie Stait findet, nicht vermindern. Es
handelt sich also darum, die Convergenz der folgenden Reihe nachzuweisen:

My M(=' )+ (May M(=' )+ Mz M(=' 1)+ inint.,
deren allgemeines Glied
My M(=' 1)

ist, und wo u alle ganzen posiliven Werthe von 3 bis co durchliuft. Nach einem

bekannten Satze, welcher bei der geometrischen Reprisentation der complexen

Zahlen (imaginéren Grofsen) nichts anderes besagt, als dafs eine Seite eines

Polygons kleiner ist, als die Summe aller iibrigen, oder dafs die gerade Linie

der kiirzeste Weg zwischen zwei Puncten ist, weifs man, dafs der analytische

Modul einer Summe kleiner ist (oder wenigstens nicht grofser) als die Summe

der analytischen Moduln aller einzelnen Summanden; man hat folglich
M(z'%) < Z'M(;u)l;’

und wenn daher die Reihe convergirt, deren allgemeines Glied

1

M (u)#

ist, so wird die vorgelegte Reihe @ fortior: convergiren, denn da man alle

Glieder der vorgelegten Reihe verkleinert, sobald man =' ———— M( o statt M (E' -—-)

substituirt, so wird die vorgelegte Reihe gewifs convergiren, sobald die neue
Reihe diese Eigenschaft besitzt. Die Convergenz dieser letztern Reibhe kann man
nach den bekannten Methoden auf zwei Arten beweisen, indem man entweder
zeigt, dafs der Quotient aus dem p- iten Gliede durch das ute Glied mit
wachsendem w gegen eine Grenze convergirt, die unter der Einheit liegt, oder
indem man zeigt, dafs die ute Wurzel aus dem uten Gliede fir wachsende
u ebenfalls gegen eine Grenze <1 convergirt. Nach der oben festgesetzten

Bedeutung des Zeichens =' erhalten in der Summe =’ M(iu),‘ die Indices m

und n nur solche Werthe, welche M(u) > M(x) machen; es sei M, der

kleinste der Werthe, welche unter dieser Beschrinkung der stets positive Aus-

druck M(u) fiir alle ganzen Werthe der Indices annehmen kann und C sei

die Anzahl der Combinationen m, n, fir welche M(u) =M, wird; diese

Anzahl ist nach dem Obigen endlich; ferner sei M, der der Gréfse nach auf

diesen M, folgende Werth von M(u), d. h. es sei M, der kleinsie Werth,
22 *

Mz =’




168 10. Eisenstein, genaue Unlersuch. der elliptischen uncndl. Doppelproducte.

welchen M(u) fir alle ganzen Werthe der Indices unter der Beschrankung
M(u) > M, annimmt; die drei Grofsen M(x), M, und M, geniigen dann
der Ungleichheit

M(SL') < MJ < Mn

und der Reihe ='—— e ( T kann man, wenn man die C Anfangsglieder, fir
welche M (u)= M, ist, herauszieht, die Form
] 1 _____Q_ " 1

M M My
geben, wo die zweile Summe sich iber alle diejenigen ganzen Werthe von m
und n erstreckt, fir welche M(u) = M, wird, fir welche also auch
1 1
M = M,
ist. 'Wahlt man eine bestimmte Zahl », welche =2 ist, z. B. »=23, erhebt
die eben geschriebene Ungleichheit, welche sich auf alle Glieder der Reihe ="
bezieht, auf beiden Seiten zur Potenz u—», welches fiir ein hinlénglich gro-
fses u (z. B. u =>3) stets positiv ist, und multiplicirt dann beide Seiten mit
-M;—:W, so leitet man aus jener Ungleichheit die folgende ab:
1 < 1 ) 1 ;
M@y = My~ M(u)”
und diese liefert, wenn man iber alle der Bedingung geniigenden Combina-
tionen der Indices summirt:
n 1 1 n 1
= M () < Mi‘-'z M(u)".

1 . . .
Letztere Summe =" My ist eine ganz bestimmte Constante, welche von u

nicht abhéngt; man hat demnach folgende obere Grenze fiir =i )u gefun-
den, ndmlich, wenn man die Constante -

M; 2"—1‘—1—:—1‘)—7, fir welche man z. B.

;="

wahlen kann, durch & bezeichnet, so ist

[ N
M (w)* my ' My
Als untere Grenze fir dieselbe Summe bietet sich unmittelbar der Ausdruck

]—‘IC_" dar, }lnd ‘man hat demnach:

0

M(w)
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1
< T mr <
wenn man hier «--1 statt w setzt, so ergiebt sich
C - = 1

TR Tl T

Fiir den Quotienten der in diesen beiden Ungleichheiten zwxschen den Zeichen <

stehenden Summen

.
S
M (w)s+1

1
. S -
M (1)~
erhalt man demnach eine untere Grenze, wenn man die untere Grenze in der
zweiten Ungleichheit durch die obere Grenze in der ersten dividirt, und man
erhalt fir denselben Quotienten eine obere Grenze, wenn man die obere in der
zweiten durch die untere in der ersten dividirt; nach einer einfachen Reduction

werden diese beiden Grenzen des Quotienten der beiden Summen resp.

M
c S

- umd ——
CMO-{—&MO(g" “ CM,

da nun wegen M, << M, die Potenz

vergiren beide Grenzen fir u=—oc gegen dleselbe Grofse ?-,1—(‘;’— = Mi—-, und
: : 74%0 ° \

folglich convergirt auch der obige Quotient gegen dieselbe Grenze _ML Bei
]

der Reihe, deren Convergenz wir untersuchen und deren allgemeines Glied

M=
(@) H"’( o
ist, wird nun der Quotient aus dem w4 1ten durch das ute Glied gleich dem

eben betrachteten Quotienten multiplicirt mit M(x), also wird die Grenze

jenes Quotienten fir u= oo,
_ M)
also offenbar << 1, weil M, M(z) war, folglich u. s. w. Man konnte auf

dieselbe Art nachweisen, dafs die ute Wurzel aus = ——— 1 stets zwischen
’ M ()

zwei Grenzen hegt, welche beide fir u==o0c gegen JTT convergiren, und es
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wiirde daraus ebenfalls die Convergenz der in Rede stehenden Reihe hervor-
gehen; ich will mich aber hierbei nicht aufhalten, sondern gehe zur Losung

des dritten Problems, nimlich zur Betrachtung der Summen =’ —:; und 2’%

iiber, indem ich untersuche, bei welcher Reihenfolge der Glieder sie conver-
giren und welche Modificationen sie erleiden, wenn man von einer Anordnung
zu einer andern ibergeht.

3.
Aus dem Vorhergehenden ist klar, dafs das unendliche Product 77’ (1— i—)

convergiren und sein Logarithmus durch die Reihe (1.) ausgedriickt sein wird,
sobald man bei der successiven Heranziehung der Factoren zur Bildung des
Products unter den Werthen von u dieselbe Reihenfolge beobachtet, welche

. . 1 1 . . .
sie bei den beiden Summen 2'1—; und Z'u—_; einnehmen miissen, damit letz—

tere beiden convergiren. Da ferner die Coéfficienten von 2°, &% u.s. w. in
der Reihe des Logarithmen von der Anordnung der Glieder unabhingige
Summen sind, so kann jede Modification, welche durch ein verindertes Arran-
gement der Factoren des Products eintreten sollte, nur die beiden ersten
Glieder der Entwicklung des Logarithmen, namlich die Coéfficienten von x

und & treffen; bezeichnet man demnach die Zuwachse, welche 2’-,1; und =’ uil

erlangen konnen, wenn man von einem Arrangement der Glieder zu einem
andern tibergeht, resp. durch. p und ¢, so erlangt der Logarithmus des Pro-
ducts bei dieser Veréinderung einen Zuwachs von der Form —pr—Lqa?
wo p und ¢ von x unabhingig sind und nur von e, 3, y abhangen; das
Product selbst erlangt also einen-Factor von der Form

@ Px—igx?

Man kann die Form von p und ¢ &ls Functionen von y a priori angeben. Dureh
das Zeichen V sei die Modification angegeben oder der Zuwachs, welchen
eine Reihe bei der Verinderung der Anordnung ihrer Glieder erleidet, wenn
die Convergenz dieser Reihe wesentlich von der Reihenfolge der Glieder ab-
hangt; ist die Reihe unabhéingig von der Anordnung der Glieder, so ist V
stets = 0. Was die einfachsten Operationen mit dem Zeichen V betriffi, so
kann man zundchst offenbar bei einer Summe, vor welcher es steht, eine be-
liehige endliche Anzahl von Anfangsgliedern hinzufigen oder fortlassen; denn
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die Summe dieser endlichen Anzahl von Gliedern kann durch Permutation der
Glieder keine Modification erleiden; aus demselben Grunde kann man ferner
auch eine Gruppe von unendlich vielen Gliedern fortlassen oder hinzufiigen,
wenn diese Gruppe eine Reihe constituirt, welche unabhanglg von der Anord-

nung der Glieder convergirt. Bei der Berechnung von VZ'-— und VZ'

kann man folglich die, eine Anzahl Anfangsglieder ausschhefsende Bedmgung
M(u) > M(x) fortlassen, und statt ihrer die andere M (am-}-3n) > M(y)
festsetzen, wodurch man zuerst eine gewisse Anzahl von Anfangsgliedern hin-
zufiigt und dann wiederum eine andere ebenfalls endliche Anzahl von Anfangs-
gliedern ausschliefst. Unter der Bedingung M(am- Sn) > M(y) lassen sich
die allgemeinen Glieder der beiden Reihen, deren beide Modificationen man
sucht, in convergente Reihen nach Potenzen von y entwickeln; man erhalt

1 - 1 7 r: .
am+pgnt+y = aem+Bn _(am-l-ﬁn)’—"(am-l—ﬁn)’

— ininf.,

1 . 1 + 3y2
@mIBnTE — (@mf A (am+ﬂn)° (@m+Bn)*

— ininf.

Mit Hiilfe dieser Umformungen lassen sich obige Reihen, deren allgemeine Glieder
hier entwickelt sind, selbst in Reihen nach Potenzen von y entwickeln; die Con-
vergenz dieser letztern Reihen folgt unmittelbar aus denselben Principien, durch
welche ich oben in §. 2. die Convergenz der Reihe (1.) bewies; in der That
sind sie in dieser Beziehung genau von derselben Form, wie die Reihe (1.) und
gehen aus derselben hervor, wenn man dort =0 setzt und die numerischen
Multiplicatoren §, %, }, etc., welche auf die Convergenz keinen Einflufs iben,
durch andere Multiplicatoren erseizt, welche eben so wenig die Convergenz
weder vermehren noch vermindern. Die Coéfﬁcienten in diesen Reihen nach

Potenzen von y werden Reihen von der Form &——— nik welche unabhingig

(am+ﬂr
von der Anordnung der Glieder convergiren, sobald w2 wird, wié in §. 1.
bewiesen worden ist; man kann daher bei der Bestimmung von V in den
Reihen nach Potenzen von y diejenigen Potenzen von y weglassen, welche
Coéfficienten von Jener Form haben, in denen w2 ist; dies gestatiet also

bei der Reihe fir =’} - die Fortlassung aller Glieder bis auf die beiden ersten,

und bei der fir =’ “i, die Fortlassung aller Glieder bis auf das einzige erste.
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Man erhilt demnach

A S Y 1

VZ € vzam—{-ﬂn ) 7vz(am+ﬂn}” und
A 1

vE w vz'(ozm-{—p’n)2

Obgleich die Indices in denjenigen Summen, vor welchen hier zur Rechten das
Zeichen V steht, noch der Beschrankung M (c:m--B3n) > M(y) unterworfen
sind, so kann man doch diese Beschrinkung wiederum fortlassen und braucht
nur die einzige Combination m =0, n# =0 auszuschliefsen. Thut man dies

und. setzt der Kiirze wegen fir der Augenblick die sowohl von & als von y
unabhéngigen Constanten

1 1
VETaTEe ZamtaE = b
so wird p=a—by, ¢ =20, und der ganze Zuwachs des Logarithmen

von H(i — f) wird von der Form — (¢—by)x — 4bx* = — ax — {ba* -+ byx;

I

a und

der Factor, welcher zu dem Producte selbst hinzutreten kann, wenn man von
einem convergenten Arrangement der Factoren zu einem anderen ebenfalls
convergenten ibergeht, ist folglich stets von der Form

. e (a—by)x~ ﬁbx”
wo die beiden Constanten a, b einzig von « und /3 abhangen.

Es wird der Gegenstand des folgenden Paragraphen sein, nachzuweisen.

dafs die Reihen E(um-:— ﬂ—"-)?, in welchen 9 =1 oder =2 sein kann, con-

vergiren, sobald man die Glieder iri’ der Reihenfolge so auf einander folgen lafst,
dafs man erst nach dem einen Index m summirt, indem man je zwei entge-
gengesetzte Werthe +m zusammenfal‘st, und dann das Resultat der Summation
nach m wiederum nach dem andern Index # summirt, indem man ebenfalls je
zwei entgegengeselzie Werthe desselben +n unmittelbar nach einander nimmt.
Hier dagegen will ich fiir einige der einfachsten und wichtigsten Anderungen

dieses Arrangements der Glieder die Werthe der Modificationen V= L
(em—+Bn)*

zu bestimmen suchen.

#) Es ist hier sehr unwesentlich, zu bemerken, dafs & - bei einem gewissen
n '

Arrangement der Glieder den Werth IVull hat; man mufs aber deshalb nicht glauben,
dafs diese. Reihe stets den Werth Null hatte.



10. Eisenstein, genaue Untersuch. der elliptischen unendl. Doppelproducte. 173

Wenn man in irgend einer Doppelsumme oder einemn unendlichen Dop-
pelproducte eine durchgreifende Vertauschung der Glieder  anbringen. will,
d. h. eine solche, welche sich nicht blofs auf einen endlichen Theil der Summe
oder des Products bezieht: so kann man dies am einfachsten dadurch erreichen,
dafs man statt der Indices m und » neue Indices m' und ' einfithrt, welche
mit den ersteren durch Relationen von solcher Form verknipft sind, dafs jeder
Combination von ganzen m, n eine und nur eine Combinalion von ganzen
', n' und umgekehrt entspricht; d. h. man wird zwei solche Gleichungen zwi-
schen m, n und m', n' annehmen, dafs die Werthe von m' und #’, welche
sich aus diesen Gleichungen in m und = ausgedrickt finden, stels eindeutig
und ganz sind, wenn fir m und n ganze Zahlen angenommen werden; und
dafs ebenso, wenn man umgekehrt vermittels derselben Glelchungen oder durch
deren Auflﬁsung m und n in m' und ' ausdrickt, sich zu ganzen Werthen
von ' und n' ebenfalls vollkommen bestimmte und ganze Werthe von m und n
ergeben. Die Werthe der neuen Indices koumen sodann im Allgemeinen
bei der Addition oder Multnphcahon in derselben Folge herangezogen werden,
welche zuvor fir die friheren Indices festgesetzt oder willkirlich angenommen
worden war.

Es giebt zwei Arien solcher Transformationen der Indices, welche eine
besondere Beachtung verdienen. Die erste Art besteht darin, dafs man irgend
zwei constante ganze Zahlen % und » wahlt und die Gleichungen

' ' m'42, n=n-ly
setzt, aus welchen
s ) o m = m—2a, n—=—n—vy
folgt. Wenn hier ,m und » alle ganzen Werthe von — oo bis oo durchlaufen,
so durchlaufen ' und n' dieselben Werthe; jeder Combination m, n entspricht
eine und nur eine Combination ', n', und umgekehrt; nur dafs der jedesmalige
Werth von m' hinter dem von m um i Einheiten und der von #' hinter dem
von-n um v Einhéiten zurickbleibt. Bei der zweiten Art von Transformationen
der Indices nimmt man zwischen den alten und den neuen Indices ein System
von linearen und homogenen Gleichungen ,

A R m = im' | uw, - C

cTer ol b o =vm'+ton' . S SRR
an, wo dxe Coéfhcnenten Au,v,0 ganze Zahlen sind nnd ein Transformahonssystem

T . ) v .
T P = O U RN . o

{ t N cot R S . H

PR RN DV R T AN

Crelle’s Journal f. d. M. Bd. XXXY. Heft2 4 23
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bilden, dessen Determinante Ap— puw==ec==+1 ist. Diese Gleichungen ge-
niigen offenbar den:- obigen Bedingungen; denm zunichst sind m und n wirk-
lich in ', n' ganzzohlig ausgedrickt, und da die. Determinante des Systems
der pesitiven oder negativen Einheit gleich 1st, so erhilt man durch Auflosung

der obigen : Glelchnngen . L
S = B em—euen,
n' == :znl—-—li‘%—'i m—-—sv-m—[-sl-n:'

ein System, durch welches wiederum 22’ und n’' ganzzahhg in = und n aus-
gedriickt sind.  Als ein specneller Fall dieser zweiten Art von Transformation
ist Dasjenige anzusehen, was man gewohnlich die Vertauschung der beiden
Indices in einem Progressixs von zwei Dimensionen zu nennen pflegt; denn
dlese Vertauschung kommt darauf hinaus, m=—=n' und n=—m' zu setzen, d. h. in
oblgem Systeme A=0, w; __1 v==1, =0 zu nehmen; was eine unei-
gentliche Transformation glebt wenn man die Transformationen dieser Art in
eigentliche und uneigentliche eintheilen will, je nachdem 19 —uv =-1 oder
Lo —uy = —1 ist. ‘

Die Summen, auf welche die Entwicklung des Logarithmen des in dieser
Abhandlung betrachteten Products fihrt, sind sammtlich von der Form

Zf(em+-pnty) = Zf@),
walnend das Product selbst von der Form IIf(am--pn-}y)==IIf(u) ist.
Durch Einfiihrung der ersten Art von Transformation geht em-|-fSn-|y in
am' +-f3n'+y+4Ada4-v3 iber, welcher Ausdruck in Bezug auf die neuen
Indices genau dieselbe Form hat, wie der. vorhergehende, wenn man nur
¥ = yihetvf .
an; dm Stelle von y gesetzt awh varstellt In dem Falle also, we Oblge Summen
unabhingig von der Anordmung dér Glieder convergirem, (was. wirklich far
alle nach dem zweiten . folgenden Coéfﬂmenten der Rexhe (1 ) Statt ﬁndet), hat
man stejs- die Gleichung. v T
Sf(am fnty) = Ffaw +An4r) |

Diese beiden Summen repriseniizen eine und dieselbe Funchon, dle eine von 7,
die andere von y'; es hat also.diese. Function die Eigenschaft, ungeindert
zu bleiben. wenn : man o' .andie: Stelle -von y seizt, d. h. wénn man » um
o3, namlich um ein beliehiges/(positives oder negatives) Vielfache von e
und um ein beliebiges Vielfache von 3 vﬁrmehrt, alle Reihen also., von der

u;
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obigen Form, welche unabhingig von der Anordnung der Glieder ‘convergi-
ren, sind, als Functionen von y betrachtet, doppelt periodische Functionen,
welche die beiden Moduln der Periodicitit ¢ und 3 haben; ich nenne nam-
lich einen Modul der Periodicitit jede Grofse, wie hier « und 3, um welche
das Argument einer Funclion geindert werden kann, ohne dafs die’ Function
sich dndert; Dasselbe, ‘was Jacobi den Index der Periodicitit nennt; das
Wort Modul, welches schon eine ganz ahnliche Bedeutung in der Arithmetik
bei der Theorie der Congruenzen gewonnen hat, scheint mir diesen Be-
griff weit besser auszudriicken, als das Wort Index, welches den Summa-
tionsbuchstaben oder den Stellenzeiger einer Reihe bezeichnet: in der That,
eine Congruenz bleibt ungedndert, wenn man die Variabeln oder unbestimmten
Zahlen um Vielfache des Moduls andert; Dasselbe geschieht bei einer perio-
dischen Function; die Einfiihrung des Wortes Modul in dem eben angegebenen
Sinne ist Gaufs zuzuschreiben, der es, wenn auch nicht ausdriicklich in seinen
gedruckten Werken, so doch in einem an mich gerichieten Briefe tber die
lemniscatischen Functionen in dieser Bedeutung gebraucht.
Auf die beiden Reihen ‘
1 : 1
Em und ’ZW"

deren Summe von der Anordnung der Glieder abhangt, kann man die obigen,
aus der Transformation der Indices hervorgehenden Schlisse nicht amwenden;
man kann dagegen die Modificationen oder den Zuwachs erforschen, welchen
diese Reihen durch die Transformation der Indices erleiden, und wenn dieser
Zuwachs V eine einfache Form annimmt, wie es sich in der That zeigen
wird, so hat man Functionen von ¥, welche bei der Vermehrung des Argu—
menis um Ae-}v/3 zwar nicht ungedndert bleiben, jedoch uur eime leichte
und a priori angebbare Modification erleiden; man kann solche Functionen
uneigentlich - pesiodische nennen.  Bei jeder Transformation der Indices ist,
wie wir weiter oben gesehen haben, der Zuwachs der ersien jemer beiden
Reihen von deér Form a—by, wo a4 und & von y unabhingig sind, und
der Zuwachs der zweiten Reihe ist dann =— &; man braucht deshalb nur den
Zuwachs der ersten szu suchen, weil det: der zweiten unmiittelbar ‘daraus her-
vorgeht, wenn man in jeénem Zuwachse den Coéfficienten von y mit enigegen-

gesetztem Zeichen nimmt Die Summe der Reihe EW-—, deren all-

gememes Glied” m der Kirze wegen durch ¢(m,21;) Bezgacﬁnet sm
. ‘
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mag, wird als die Grenze der endlichen Doppelreihe -
. m=k n=l
' X X @(m,n)

. | mzmek nasm—l

hetrachtet wenn man zuerst & und dann ! in mﬁmtum wachsen lifst, und
stellt .insofern eine ganz bestimmte Function von y dar. Damit nun die aus
der Transformation der Indices hervorgehende neue -Reihe dieselbe Function
von ¥’ gebe, mufs dieselbe als die Grenze der fo]genden angesehen werden:

lza‘in'nzlgp(m +2, n'—{—y) —-mzk 2 cp(m-}—l ntv),
wélche,.augh so geschrieben werden kann:
C m=k+2 n=l+»
: m—-§+l nzz—;+y(p (m’ n),
und in welcher ebenfalls erst. &, dann / gegen die Grenze oo converglren mufs
Dge Differenz zw;schen d;eser Summe und der vorhergehenden ist = V; diese
Differenz vereinfacht sich dadurch bedeutend, dafs beide Summen einen grofsen
Theil von Gliedern gemeinschaftlich haben, namlich alle die, fiir welche gleichzeitig
—kt+i = m < k, —ltr=n=1

ist, wenn z. B. 2 und » beide positiv sind, und éhnliche Systeme von gleicher
Anzahl der Glieder, wenn 2 und » irgend eine der .vier Zeichencombinationen
darbieten; man darf demnach nur die Differenz derjenigen Theile bilden,
welche resp. bei der ersten und zweiten Summe nach Ausschliefsung des ge-
meinschaftlichen Theils. verbleiben. Bei der geometrischen Darstellung der
zusaiimengehdrigen. Werthe -der beiden Indices durch die Durchschaittspuncte
zweier auf'einander senkrechten Systeme von Parallelen, welche in gleichen,
als-Finhelt geltenden Entfernungen von einander abstehen, mit- Annahme von
zweien dieser. Parallélen als auf einander senkrechten Null = Axen, :wird der
Ubergang von der eimen Summe zur andern, welcher bei der bier angewandtén
Transformation der Indices Statt findet, durch die Verschiebung eines Rechtetks
ausgedriokt; von welchen zwei gegeniiberstehende Ecken den beiden Com-
binationen resp.’ (— &, ~—{) und (k, !) entsprechen, und welches nach der
Axe der ¢n.um i und nach.der Axe der = hingleichzeilig um » Rinheiten
fortriiekt.: 'Diese beiden Lagen ABCD und A'B'C’D’ des Rechtecks *) habien
den Thail EBED’t-(Fig-“ﬂ) gemeinschaftlich; ‘man hat also von det Stme

R ‘Flg 1., wo AD. der ‘Axe der’ m, "AB derjeénigen der s parallel Yauft und dié
Puncte A4, B, C‘D resp. den Combinationen (—k, —1), (—k, b, k71, *&,—1), die
Pancte A’, B,°€7, D! dén Combinatiorien (—R-H -—H-v), 424, 04Y), (X f-}-v),
(k42, —l-[-v) entsprechen
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der den Theilen A'B!GE und BGCF entsprechenden Reihen die Summe der
den Theilen HFCD und AED'H enisprechenden Reihen zu subirahiren, um V
zu finden. Wenn man also durch die Flachenrdume zuglelch die Rexhen aus-
drickt, deren Indices die in diesén Flachenrdtutien enthaltenen Combinationen
durchlaufen, so kann man . sehr bequem schreiben:..
=A'B'GE{ BGC'F— HFCD — ALD'H.

Wenn nun % in mﬁmwm wichst, so dehnen swh die beiden Rechiecke nach
beiden Seiten immer mehr in die Breite AD, A'D’ aus, wihrend ibre Hohe
AB, A'B' dieselbe bleibt; die durch die Sticke A'B'GE uwnd HFCD zur
Linken und zur Rechten dargestellten Theile von V nihern sich dabei iiber
alle Grenzen der Null, wegen der Convergenz der vorgelegten Reihe nach m; die
durch die Sticke BGC'F und AED'H oben und unten reprasentirten Theile
verwandeln sich dagegen, indem sich die Stiicke immer mehr nach rechts
und links ausziehen, in unendliche Reihen, welche sich auf den Index m von

m = — oo bis = oo beziehen*); der erste Theil geht namlich offenbar in die
Summe von » Reihen (» ist in der Figur positiv). iber, deren jede die Form

=3 T»+"ﬂt+‘§

hat, wo § eine Anzahl » constanter, um ,dge Differenz {5’ unterschiedener Werthe
bekommt; der zweite Theil verwandelt sich in » hnliche Reihen von der Form

m=2 1
Um die Grenzen dieser Reihen fur l—oo zu ﬁnden, kann man dieselben
durch Exponentlalfunctlonen fiir ein endhclies 1 summlren und dann in diesen
Functionen == 0o 'setzen;’ man “kanti “‘atiel’ diese ‘Grenzen unmittelbar’ durch
bestimmte Integrale ausdricken, deren Werth sich leicht finden lafst. Es ist
nach einer bekannien Formel, wélehe ubrigens im folgenden Paragraphen ab-
geleitet wird:

R Y.L I 2pLE
m=» 1 T +B8l+E. i e © -!-8 @
e e 3:.__.. =
m_Z'_w amTPITE COta“g = T = g TEARE gl+£
- * T e e Mg

Nun convergirt eine Exponentmlfunctlon, wie e“+"‘, entweder gegen 0 oder
gegen oo, je nachdem u gegen — oo odér''gegen 2o convergirt, wahrend v
gar keinen Einflufs darauf hat. Von den vier Exponentialfunctionen

-ﬂ;lj-—s «TtE —ﬂ'+$. ni —ﬂ:—’é. i ﬁl:.‘.s, i
ea s, € ° 5, " 5, e*

it

#) §S. die Bemerkung am Schlusse dieser Abhandlung.
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in- welchen das Zeichen des .reellen Theils des Exponenten far wachsende ¢
offenbar durch das Zex&hen des Coéfﬂclenten voh ¢ in dem Quotienten ﬁ be-

stimmt w1rd, converglren dempach ent.weder die erste und vierte, oder die

zweite und dritte gegen Null, je nachdem der Coéfficient von i in: -g— positiv

oder negativ ist. Da sich hiernach die beiden Exponentialfanctionen, deren Summe
im Zihler und deren Differenz im Nenner des obigen Ausdrucks fiir die Co-
tangente steht, bald auf die erste, bald auf die zweite von beiden allein redu-
cii-en, indem die andere fir l = oo verschwindet, so erhélt man als Grenze

bald 2, bald --’Eai, und zwar
: _ - _ni
E,:::Eam_*_ﬂl_}_g = —— oder = — und
. 1 __ mwi _ —t
lim= —piFe— = oer =—
je nachdem der Coéfficient von i in —f;i posiliv oder negativ ist; selzt man je
nach diesen beiden Fallen 0 = —1 oder =-}1, so hat man in allen Fillen
oni
L““Z“‘“TE'FE 3
und dann ist =41 oder _———1, je nachdem der Coéfficient von i in -g—
positiv oder negativ ist, denn der Coéfficient von i in —;;— hat stets das ent-
-8

gegengesetzte Zelchen von dem in e ’Durch heshmmte Integrale erhilt man

dasselbe Resultat, wenn1 man das angememe Glied der Rejhen unter der Form

schreibt; man sieht dann leicht, dafs die Reihe
s _:___,.___‘_

ﬂ+f(.

mit wachsenden l gegen das. bestlmmte Integral

Ylag s [ D s 4/‘:‘ aﬂ' '
_ . extf

_’m
‘l

m =

convergirt, welches, durch die bekanntenMethoden behandelt, den Werth + ";i, oder

[ AR NN
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i-’g—' liefert, je nachdem der Coéfficient von i in -g— positiv oder negativ ist.

Da nun alle die » Reihen, welche addirt werden sollten, dieselbe Grenze ﬁ?

haben, und da auch die andern » Refhen, welche subtrahirt werden sollten,
ebenfalls alle dieselbe und der vorigen entgegengesetzte Grofse -——3{;1 zur
Grenze haben, so wird die Summe der vRéfheh'Weniger der Summe der v an-

Qv
Y7!  Dies 1st also der Werth von V, namlich

dern Reihen, fir I=o0c, =
1 o Rvmi 2vm
amffnty = J e — &
und obwohl dieses Resultat nur fir ein positives » bewiesen zu sein scheint,
so iiberzeugt man sich doch leicht, dafs jede Lage der beiden Rechtecke ABCD
und A'B'C'D' zu einander zn demselben Resultate fihren mufs und dafs obige
Gleichung fir jeden ganzen Werth von », so wie auch fir jeden ganzen
L &)

V= = a—by,

von y unabhingig ist.

Werth von 4 gilt. Da der gefundene Ausdruck + 2

so folgt daraus a = + 2:"" und =0, und aus b =0 folgt
1
Vit =
Letztere Reihe, als Function von ¢ betrachtet, ist daher ebenfalls eine doppell
periodische Function, ebenso wie diejenigen oben betrachteten Reihen, welche
von der Anordnung der Glieder unabhéngig waren. Dieses Resultat lehrt aber
nur, dafs diese specielle Art von Transformation, welche dem Ubergange von
v zu 7' =y-+Ae+tv{ entspricht, die Summe der Reihe nicht modifieirt, wah-
rend immer noch eine andere Art von Transformation die Summe nichts desto

weniger dndern kann und dndern mufs. -Die Function EW andert

sich nicht, wenn y blofs um Ao wiichst, also » = 0 ist; sie ist daher immer
noch einfach periodisch und hat den Modul ¢; diese Function wichst dagegen

um d‘-z—%ﬁ, wenn y um ¥ 3 wichst; man kann daher /3, und allgemein Ac-v 3,

wenn » von Null verschieden ist, fir diese Function als Modul einer unei-
gentlichen Periodicitdt ansehen, oder kirzer als uneigentlichen Modul der
Periadicitdt. Da endlich die ganze B,quhe (1,) in §. L be1 dlesgr Transfor—
mahon den: Zuwachs ,

 —bpa—bat = wrxz"“‘ -
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erlangt, - so triit zu dem Producte: 77 (1—‘-—-‘5), wenn es als Grenze des fol-
genden

n=1 m=k

: nglmg—k 1 *"“”+ﬁ”+1‘> koo, l=oco.
o 52.””
betrachtet wird, die Exponentialgrofse ¢ ~ *  bei der Transformatlon als Factor

hinzu*), und wenn man das unendliche Doppelproduct als Function ¥(y) von y
hetrachtet, 50 1st |

’ . 5’.!1/711 . L
w(7+w+7ﬂ)-—e ) = e ),

wo im Exponenten das obere oder untere Zeichen gilt, je nachdem der Coéf-
ficient von 2 in (resp 75,—) pbsihv (negatlv) oder negativ (positiv) ist.

Das unendliche Doppelproduct, in obigem Sinne verstanden, ist demnach in
Bezug auf den Modul « eine eigentlich periodische, in Bezug auf den Modul 3
eine uneigentlich periodische Function von .

Ich gehe jetzt zu der Anwendung der zweiten der beiden oben her-
vorgehobenen Transformationsarten der Indices iiber.

Auch bei dieser zweiten Art von Transformation, bei welcher vier
ganze Zahlen 4, u, v, ¢ der Bedmgung lp uy=e¢== +1 geniigend ange-
nommen und _

m==hwm' {un'y  n=ym'|on
geselzt werden, verwandelt sich w== a1n+ An-y in einen analogen Ausdruck
in Bezug auf die neuen Indices; nitr bleibt y unverﬁndert wogegen an die
Stelle von ¢ und 3 andere Werthe tretén, wahrend bei der vorhergehenden
Art von Transformation umgekehrt o« und 3 ungeandert bheben und y in 7
iibergmg Man erhalt

am+finty = a(lvn'+ﬂn)+/3<vm’+on)+y
= (hatvB)m' +(uat @ﬁ)“"l’?’ o

o ——M+Vﬁ’, | /’3~w+eﬂ
am-}-[z’n—}—y in . am’+ﬂ' '+7 uber

*) Die in § 1. durch dle Bedmgung '1‘31 (u) >M(.z‘) abgetrenmen FacLoren haben
natarlich” auf die durch Transformation’der Mdices” entstehende Modification keinen ' Kin-
flufs; und da sie ohnedies bei beiden Arrangements dieselben sind, so kénhen sie nachher
bei belden wiederum willkérlich hinzugefiigt werden; es erleiden daher die in §. 1. durch
IT und durch IT' bezeichneten tmendlichen Prbducte. beide genau dieselbe Modification.

Wenn man daher

selzt, so geht
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Man schliefst hieraus zunéchst, dafs diejenigen Summen von der Form

Zf(em+pBn+ty),
welche von der Anordnung der Glieder unabhingig sind, unverindert bleiben,
wenn man o' und ', welche durch obige Formeln gegeben sind, an die Stelle
von « resp. (3 setzt: eine sehr wichtige und interessante Eigenschaft, welche
diese Functionen mit der schon erwiesenen der doppelten Periodicitit in Be-
zug auf y verbinden. Um die Modificationen zu finden, welche die beiden
von der Anordnung der Glieder abhingigen Summen bei dieser Transformation
erleiden, konnte man ein demjenigen bei der ersten Art von Transformation
analoges Verfahren anwenden; aber man wiirde zu sehr mihsamen und compli-
cirten Betrachtungen gefihrt werden; es lassen sich auf kirzerem Wege diese
Modificationen aus den schon gefundenen Resultaten wie folgt ableiten. Man seize

1 1 ,
Z ety — ¢ wd X = ¢ (),

wo in den Summen erst 2n und dann n die Werthe 0, +1, +2,.... durch-
laufi. Nach dem oben Gefundenen geniigt die Function ¢(y) der Relation
2hmi

p(rtgathp) = o(y)+d—

wenn g und 4 irgend zwei ganze Zahlen sind; es mufs daher auch ¢'(y)
der analogen Relation

¢ (g +h8) = ¢ ()40 2hm

geniigen, wo J' durch das Zeichen des Coéfficienten von ¢ in —; bestimmt wird ;

denn die beiden Functionen ¢'(y) und ¢ (%) haben dieselbe Art und unterschei-
den sich nur durch die Werthe ihrer Moduln der Periodicitit. Aus den Gleichun-
gen o =iotvf, f'=pa4¢f3, welche, wegen A9 —uv=+1, durch Auf-
losung zu den folgenden fir den Rickweg von o', 3’ zu e, §3 fihren, sind:
o=ctpce —evf}, = —epnad L eify', ersieht man, dafs jeder Ausdruck von
der Form go'-+Af3', wo g und A ganze Zahlen sind, zugleich von der Form
go--hp ist, und umgekehrt; man zieht in der That aus jenen Gleichungen:

go'+hp = (hgtnhet@gtoh)p,
gathp = (cog—cuh)o H(—evgteih)p.
Mit Halfe dieser Uberiragung lafst sich irgend eine der beiden obigen Rela-
tionen fir die Functionen ¢ und ¢' so umformen, dafs der Zuwachs von y
auf der linken Seite in ihr derselbe wird, wie der Zuwachs von ¥ in der an-
Crelle’s Journal f. d. M. Bd. XXXV. Heft 2, 24
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dern Relation. Man erreicht diesen Zweck, indem man entweder in der ersten
Relation (fir ¢) die neuen ganzen Zahlen iAg--uk, und vg-}oh an die
Stelle von g resp. % schreibt, oder, indem man in der zweiten (fir ¢') die
neuen ganzen Zahlen epg — euk und. —evg-|cih statt g und 4 nimmt. Im
ersten Falle erhalt man die beiden Relationen

o(y+gd+hap") = q;(,,)_l_,)\?!’_’ﬁ-()ﬁ)m

) 2h
¢y hgd LB = ¢ (7)+0 20,
im zweiten Falle die beiden folgenden:

p(rtgethp) = ¢4

2hnt

2 AR)mi

¢ (y+gathp) = ¢/ (7)+0" e gtelhimi,
Bemerkt man nun, dafs die Differenz ¢’(y)— ¢(y), welche der Werth von
vzm ist, nach dem frither Bewiesenen von der Form «—by sein

mufs, so erhilt man durch Subtraction der beiden Relationen in jedem der eben
geschriebenen beiden Systeme:

a—b(y+ge +hp) = a—by+ 02 g2CITeNN g

. v 2(—evgtedb)mi Rhni
a—b(y+go+hp) = a—by+J o —d

a 2

folglich zwei Gleichungen zur Bestimmung von &, namlich:

b(yal__l_hﬂr) — ()\2(1’9+Q’¢)ﬂi_()\,2hﬂi

o

b(ga+hp) = d‘2h“' 6-12(—6’Vy+£1.10)9u

o!

b

welche wegen der Unbestimmtheit der ganzen Zahlen g und %, deren jede
man der Null gleich setzen kann, in die vier folgenden zerfallen:

a

V 2vai 2nz ' 22.m
bo = 50\'77 b =4 —&d’

9

Diese vier Gleichung\en‘gebenldie Constante b in vier verschledenen Formen
ausgedrickt, welche sich ibrigens leicht auf einander reduciren lassen. Die
erste und Vlerte Gleichung lehren noch, dafs immer

¢ = &d
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ist, d. h., dafs der Coéfficient von ¢ in — dasselbe, oder das entgegengesetzte

ﬂ'
Zeichen mit dem Coéfficienten von ¢ in —B- hat, je nachdem & = 11, oder
¢==—11ist; und in der That, wenn man die den complexen Werthen «, 3, &', /3'

conjugirten complexen Werthe durch e, 3,, o;, 3{ bezeichnet, so hat der
Coéfficient von i in =, némlich —L(—a——-ﬁ), dasselbe Zeichen mit der Deter-
2i\g B,

8
’
af, —ba, ‘3 L und der in %:, namlich %(%:——-%), hat dasselbe Zeichen

of, — B
22
schen den conjugirten Werthen dieselben Gleichungen Statt, wie zwischen o', 3’

! !
o |
' P ) aus den beiden folgenden zusam-

“;, /31’

(“'7 [3’) — (“’ ﬁ)(la 1“)
v LAY @y i) \¥s 0/’
und deshalb findet zwischen den Determinanten dieser Systeme die Relation
o Bi— 3 ey = (efp, —fBe,) (A¢ —pv) Stait; folglich u. s. w. Der einfachste

Ausdruck fir b ist offenbar der aus der ersten der vier Gleichungen her-
vorgehende '

minante -

mit der Determinante . Nun finden, da 2, u, v, ¢ reell sind, zwi-

und e, 3: mithin ist das System_(

mengesetzt:

vnai
b= 3227,
an

.Die Constante @ entschlipft den obigen Rechnungen, aber man iiberzeugt sich
leicht, dafs sie den Werth Null hat; denn es ist

1 1 1
amJGn za'm-}-ﬂ'ro —zam-}-ﬂn’

und diese Summen, deren Differenz den Werth von @ giebt, verschwinden
offenbar beide bei der Reihenfolge, in welcher wir in ihnen die Glieder ge-
ordnet annehmen. Wir finden hiernach

1 2vni 1 2vmi ?
VETmtr — %% ViGmimtry o222,

Der Zuwachs der Reihe (1.) ist

2vnc

—(a—by)z—tbz’ = K L (yz—4a),



184 10. Eisenstein, genave Untersuch. der elliptischen unendl. Doppelproducte.

und das unendliche Doppelproduct erlangt den Exponentialfactor

3 2yn;'z
aa

(yx—1x ?)

Bei der blofsen Vertauschung der Indices, fur welche 2 =9 = (), u=v=1
ist, wird dieser hinzutretende Exponenhalfactor

e (rx—ix?)

Hiernach kann man das Verhﬁltmfs angeben, in welchem die einfachen un-
endlichen Producte stehen, welche in der Notiz S. 285 des 27. Bandes dieses
Journals aus dem unendlichen Doppelproduct dadurch abgeleitet sind, dafs
man abwechselnd die Multiplication zuerst nach dem einen und dann nach
dem andern Index ausgefiihrt hat. In jener Notiz vom Februar 1844, welche
nur als eine flichtige Andeutung zu betrachten ist *), habe ich nur die spe-
ciellen Fille des unendlichen Doppelproducts

T
s 11— i)
betrachiet, welche den Werthen y =0, 7——_——‘;—, —2‘3— und “gﬁ entsprechen

(mit Ubertragung der dort angenommenen Buchstaben auf die hier gewdihlten);
auch habe ich dort auf die Modificationen keine Riicksicht genommen, welche
durch die Vertauschung der Multiplicationen entstehen, und welche Modificationen
hier ausfithrlich und von einem viel allgemeineren Gesichtspuncte aus eror-
tert worden sind; die gegenwirlige Abhandlung kann daher zum Theil als
eine Ergéinzung und weitere Ausfiihrung der friihern, eben erwihnten ange-
sehen werden; und in der That sollen im folgenden Paragraphen allgemein
die Relationen zwischen einfachen unendlichen Producten betrachtet werden,
welche sich aus dem unendlichen Doppelproduct ergeben: nicht allein dadurch,
dafs man _die Ordnung der beiden Multiplicationen vertauscht, sondern iiberhaupt
dadurch, dafs man auf die Indices irgend eine Transformation von der Form

- ’ / ‘

| ’,’: — i"::'i'::” 19"—/"” = +1

anwendet, wovon die Umkehrung der Ordnung der Multiplicalionen, wie schon
bemerkt, nur ein specieller Fall ist. ‘

(Die Fortsetzung folgt im nichsten Heft.)

#) In der That wurde jene Noliz wihrend des Drucks anderer Abhandlungen zum
Manuscripte hinzugefiigt. :
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