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11.
Beitrage zur Theorie der elliptischen Functionen.

(Von Herrn Dr. phil. G. Eisenstein, Privatdocent zu Berlin,)

VI. Genaue Untersuchung der unendlichen Doppelproducte, aus
welchen die elliptischen Functionen als Quotienten zusammenge-
setzt sind, und der mit ihnen zusammenhangenden Doppelreihen.

(Fortsetzung der letzten Abhandlung im vorigen Heft.)

Es bietet sich bei Gelegenheit dieser Art von Transformationen der Indices
ein Fall dar, welcher ein ganz besonderes Interesse fiir sich in Anspruch
nimmt; es ist derjenige, wenn die urspriinglichen Moduln der Periodicitit «
und 3 mit den transformirten ¢’ und 3’ in der Proportion
a:f = do:p

stehen, in welchem Falle man sagen kann, dafs der Quotient der beiden Mo—
duln —-, welcher bei den hier vorkommenden Functionen eine Hauptrolle spielt,
durch die Transformation ungeéndert bleibt. In diesem Falle wird

o'm' B — %(am’_l_EaTan') = %(am’-{-[)’n'),
o fnty = E(am +pn'+ %r)a

1 —
z(aymf_}_lgrnl_l,;,)g _ ( > ((am'-[—ﬂn'-{- a'y)g’

die transformirten Summen gehen also wieder in die urspriinglichen iber, nur
tritt -g,-;/ an die Stelle von . Wenn man daher fir den Augenblick

1
Zamtaniy 0
schreibt, so findet entweder geradezu die Gleichung
o =G e(57),  9(Fr) = 0!
Statt, wenn der Exponent g§2 ist, oder diese Gleichung wird richtig, wenn
man auf der einen Seite eine gewisse ganze Funclion ersten Grades von y
hmzufﬂgt Es lafst sich also tp( y) stets auf sehr einfache Weise in ¢(y)
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ausdricken; dies heifst aber in der Sprache dieser Theorie: ,Die hier vor-
skommenden Functionen von y besilzen ein Multiplicationstheorem [fir
nden Multiplicator = oder lassen sich mit — . multipliciren.” Die Bedin-
gungen dieses Falles sind durch die Glelchungen
B = wa, B = wd,
¢ = @a, pf = ap
ausgesprochen. Fithrt man vermittels dieser Gleichungen die Buchslaben w und @,
welche die gleichen Verhalinisse der Moduln anzeigen, in die Formeln
o = Latvf3,
B = patof
ein, indem man die erste dieser Formeln durch «, die zweite durch 3 dividirt,
so erhdlt man die Gleichungen

|

@ A frvo,
1
[ +eo
zur Bestimmung von w und @; hieraus lafst sich @ unmittelbar eliminiren und man
erhilt A-fvw = % + o0, also die quadratische Gleichung

rw’4+ (A —o)o—pu =0
fir . Um w aus obigen Gleichungen zu eliminiren, schreibe man sie wie folgt:

@

I

B—A=ru, B—0 = % und multiplicire diese beiden mit einander; dies
giebt (@ —4)(@ — ¢) = uv, folglich fir @ die quadratische Gleichung:

@ —(hto)@atio—ur = 0;
die ursprunglichen Gleichungen fir w und @ haben iibrigens eine sehr dhn-

liche Form mit denen, welehe in der Theorie der Planetenstorungen vor-

kommen. Da nach den ersten Principien w——ﬁ— imaginar, d. h. wesentlich

nicht reell sein mufs, so kann die Determinante der quadratischen Glelchung far w,

namlich der Ausdruck
(}'—9)2—'-44“” = 4
nur negativ sein. Diesem Ausdrucke gebe man die Form

4 = (At —4rp{-duy = (A1) —4e;
man sieht dann sogleich, dafs derselbe glelchzemg die Determinate der andern

quadratlschen Gleichung
& — (4 g)wte = 0

ist; @ und @ enthalten daher eine und dieselbe Irrationalitat {4 und man hat

_ 0—itvd __ etitvd
=Ty =T
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wo die Zeichen + wegen der Gleichung @ = A4-»w correspondiren. Da
nun 4 negativ sein mufs, so bleibt zunachst der Fall ¢ = —1 ausgeschlos-
sen, fir welchen sich 4 als Summe von zwei Quadraten (A4-¢)’4 darstellt,

und fir ¢ =41 mufs

(Atef < 4
sein, daher kann nur A4 9 =0 oder = +1 sein, und dann ist 4= —14
oder = —3; es konnen also einzig und allein nur folgende drei Combina-
tionen den Bedingungen dieses Falles Geniige leisten:
+v—4 .
i4o=0, 4 =—1, (75::—‘2 = +1,
1+vy-3
l+—9:1, 42—3, aj:_:'__z___..,
. . —1+y-—-3
the——1, 4——3, a—=iEY,

also @ kann nur sechs Werthe haben, welche zugleich siammtlich Wurzeln der
Einheit sind; némlich wenn r eine imaginire dritte Wurzel der Einheit be-
zeichnet, so sind die sechs Werthe von @:
+i, +r und +r%

d. h. alle #magindiren vierten und sechsten Wurzeln der Hinkeit, d.h. alle
imaginiren nten Wurzeln der Einheit, wenn n eine ganze Zahl ist, fir welche
die Anzahl der Zahlen, welche kleiner als 7 und zu n relative Primzahlen
sind, zwei betriagt. Ferner ist w in @ in allen Fallen durch die Gleichung

. = —itw
v

bestimmt, wo fir 4 und » irgend zwei ganze Zahlen ohne gemeinschafilichen
Theiler genommen werden konnen, zu welchen sich zwei andere ganze Zahlen
w und ¢ den Bedingungen i¢p—uv =1 und A4+¢ = 0, +1 gemifs auf-

stellen lassen. Fir @ = +i ist ¢ == —4, also —&'—pur =1, —"’:—“M;H ’
folglich A>= —1 (mod.»); es mufs also —1 zu » quadratischer Rest sein,

folglich darf » oder 4v nur Primfactoren von der Form 4n-|-1 enthalten,
aber » darf weder durch 4, noch durch Primzahlen der Form 4n-}3 theilbar
sein. Um alle Werthe von 4, u, ¥, ¢ zu erhalten, verfahrt man am besten,
wenn man A ganz beliebig annimmt, die Form 4*-}-1 auf irgend eine Art in das
Product zweier ganzen reellen Zahlen zerlegt, deren eine man — p, die andere

» nennt, und dann ¢ = — 1 setzt; es giebt also jedesmal unendlich viele ver-
schiedene Werthe von w von der Form '—ii‘ , welche den beiden Werthen

25 *
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@ =+, wo die Zeichen einander entsprechen, zugehoren. Wenn tbrigens
iti  —AFi

—_v v

vor; denn wenn das System 4, u, v, ¢ den Bedingungen A*41 = —uv,
4+ o¢=0 geniigt, so geniigt auch das System —A4, —u, —», —¢ offenbar
denselben Bedingungen: es stimmen daher die beiden Reihen von Werthen
von w, deren eine @ = -7, die andere @ =— — ¢ entspricht, vollkommen mit
einander iiberein; nur gehoren die in beiden Reihen iibereinstinmenden Werthe
von w zu verchiedenen und zwar zu entgegengesetzten Systemen der vier
ganzen Zahlen 1, u, », 0. Eine bemerkenswerthe Eigenschaft der den beiden
Werthen @ — +¢ gemeinschaftlichen Reihe von Werthen von w besteht darin,
dafs immer je zwei Glieder der Reihe gefunden werden konnen, deren Pro-

in der Reihe der Werthe von w vorkommt, so kommt auch

—A—i

duct = -1 ist; wenn namlich —:"—H vorkommt, so kommt auch vor,

deren Product =}'__%'—;=1 ist; denn die obigen Bedingungen bleiben er-

fillt, wenn man — u an die Stelle von » und zugleich —» an die Stelle von w«
setzt. Die einfachsten Werthe von w sind ibrigens w = +3.
Fir @ =+r, +»* wird man durch die Gleichung 20 —uv =1 stets
zu der Auflosung einer Gleichung von der Form
C4t+1 = uo

in ganzen Zahlen gefihrt, d. h. zu der Zerfillung eines quadratischen Ausdrucks
mit der Determinante — 3 oder eines Products zweier conjugirten ganzen
complexen Zahlen aus dritten Wurzeln der Einheit, wie ({—7)({—7?), in
das Product zweier reellen ganzen Factoren; denn fir @ =~ und @ =1»*
wird p=—1—1, also A(—A—1)—ur=1=—2—24—uvr, d. h.

lz—l—l—l—i = —uv,
und fir #= —r und @ = —r* wird p=—4-+}1, also A(—2a+}+1)—ur
=1=—4+4+i—ur, d h

MP—id1 = —ur.
Beriicksichtigt man die Gleichung 1-}7-}-#* =0, so sieht man, dafs fiir diese
vier Fille die Werthe von w immer auf die Form

0= 127
uw

gebracht werden konnen; denn fir @ = r hat man w = -1+r = l:,,r, far

—_—A—r
9

, fir = —7r wird o=

@ = wird wm”lj”z' ‘""‘;‘*"
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—A—r? A—1—r
_ v T —
man auf irgend eine Art die ganzen Zahlen £ und u der Gleichung #*--¢-+1=uv

endlich fir @ = —#* hat man w = Umgekehrt, wenn

geniigend bestimmt und den Ausdruck w =—t77-—r an die Spitze stellt, so kann

man, wihrend dieser Werth von w unverandert bleibt, zu jedem der vier
Werthe von @ ein zugehoriges System 4, u, », ¢ in ¢, u und v bestimmen;
in der That braucht man fir die vier Werthe von @ nur folgende Tafel auf-
zustellen:

= r, t— &, U——v, v— u, 9=———l—1,
o= r (=—i—1, u= v, v=—p, o¢=—1ri—1,
O=—r, (=—4, U= v, ov=—u, o=—Art+1,
D=—r) (= i—1, wu=—v, v= u, o¢=—2i41,
aus welcher sich das Folgende ergiebt:
= r, A=, = v, vr=-—u, p=—1t—1,
= r, Ii=—t—1, wu=-—v, vr= u, o= I{,
=1, A= —1¢, p=—v, v=—= u, = t+1,
=—r, i= 41, p= v, rv=—u, o=-—I,
und zu bemerken, dafs fir alle vier Systeme Ao —uy = —#(}+1)}uv=1

wird, um einzusehen, dafs durch diese vier Systeme, welche den vier verschie-
denen Werthen von @, aber einem und demselben Werthe von w entsprechen,
allen Bedingungen geniigt ist. Es folgt hieraus, dafs den vier Werthen @ — +r,
+7?* eine gemeinschaftliche Reihe von Werthen von w entspricht, und dafs
man diese gemeinschaftliche Reihe erhilt, wenn man alle Combinationen von
ganzen Zahlen ¢, u, welche der Gleichung #4-¢-- 1 = uv geniigen, in
t—r
u
setzt. In dieser Reihe kommen ebenfalls immer zwei zusammengehorige Glie-

der vor, deren Product = -1 ist, namlich

t-;‘-r und t—vr' — —t:i—-r;
ibrigens sind # und v als Theiler der Form #*-¢-|- 1 stets ungerade und nur
durch 3 oder durch Primzahlen 3n41 theilbar. Die einfachsten Werthe von
w sind w=+7» und w=+7". Die Funclionen, deren Argumente mit &
(welches hier stets eine vierte oder sechste Wurzel der Einheit ist) multiplicirt
werden konnen und welche zu der eben angestellten Untersuchung die Ver-

anlassung gegeben haben, spielen eine wichtige Rolle in der Zahlentheori'e.

W =
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Es wird in der That einen Theil dieser Arbeit ausmachen, unmiitelbar auf die
Eigenschaften der diesem Falle entsprechenden unendlichen Doppelproducte ohne
Hilfe jeder andern Theorie die Fundamentaltheoreme fir die Reste der vierten
und sechsten Potenzen zu begrinden. Es konnte daher die vorhergehende
Auseinandersetzung, welche vielleicht zu lange bei der Behandlung eines spe-
ciellen Falles zu verweilen schien, nicht unterlassen werden. Ubrigens sind
die dem Falle @ = + ¢ entsprechenden Functionen unter dem Namen der lemnis-
catischen Functionen, namentlich von A4bel, behandelt worden, nachdem schon
Gaufs in den ,Disquisiliones Arithmeticae” im Vorbeigehen auf sie aufmerksam
gemacht hatte; dagegen scheinen die andern hier vorkommenden Functionen,
fir welche @ eine sechste Wurzel der Einheit ist, und auf welche ich schon
in frihern Abhandlungen wiederholt aufmerksam gemacht habe, bisher auf-
fallend vernachlissigt worden zu sein, und ist dies um so weniger zu recht-
fertigen, als diese Functionen in der Theorie der aus drilten Wurzeln der
Einheit zusammengesetzten complexen ganzen Zahlen in der That durchgéingig
die Rolle der lemniscatischen Functionen iibernehmen und in der That von den
bisher bekannten die einzigen Functionen sind, die in jenen seltenen und frucht-
baren Eigenschaften den lemniscatischen an die Seite gestellt werden konnen,

welche die letztern an die Spitze aller anderen elliptischen Functionen zu er-
heben scheinen.

Bei Gelegenheit der hier untersuchten Transformationen der Indices
bietet sich die Frage nach denjenigen Transformationen dar, fir welche auch
m = im'|un', n = vm'-|fon
gesetzt wird, wihrend aber nicht wie bisher 19 —u» = +1, sondern irgend
einer anderen positiven oder negaliven ganzen Zahl ¢ gleich ist. Diese Trans~
formationen, bei welchen nicht durch ein einziges, sondern erst durch mehrere
Systeme von Substitutionen alle Werthe der Indices erschopft werden, gehoren
in eine andere Categorie, indem sie vier neue Indices statt der beiden ur-
spriinglichen einfihren, und sollen daher in einem spateren Paragraphen be-
sonders betrachtet werden. Es wird sich dann zeigen, dafs Alles, was man
bisher mit dem Namen Transformation der elliptischen Functionen bezeichnet
hat, unter dieser allgemeineren Gattung von Transformationen der Indices be-

griffen ist. ' :
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4.

Die Convergenz des unendlichen Doppelproducts, welches den Gegen-
stand dieser Abhandlung ausmacht, so wie die Convergenz der mit ihm zu-
sammenhéngenden Doppelsummen, wenn man im Producte die Multiplication, in
den Summen die Addition zuerst nach dem einen Index (m) und dann nach dem
andern Index (7) verrichtet sich vorstellt, wird dadurch nachgewiesen, dafs man
die eine Multiplication oder Addition (nach m) mit Halfe der Kreis- und Expo-
nentialfunctionen wirklich ausfiahrt und die Convergenz der durch dieses Ver-
fahren erhaltenen einfachen Produéte oder einfachen Summen mit dem einen
Index n der Untersuchung unterwirft. Man bediene sich zu dem Ende des
folgenden Systems von Formeln, welche sich auf Kreis- und Exponential-
functionen beziehen.

Man betrachte zunichst die folgenden einfachen Reihen:

m=® : 1 m=® m=wm
me— e @ tm’  nllo@tm)?? LI tm)
welche ich der Ordnung nach durch
L), (), B2, 4, us w

bezeichnen will, indem ich sie als Funclionen von = einfihre. Aus den
Principien des ersten Paragraphen geht fir diese Reihen hervor, dafs (2, ),
(3, ) in infinit. von der Anordnung der Glieder unabhingig convergirende
Summen bilden und deshalb vollkommen bestimmte Functionen von z darstellen,
welche in der That als Totalititen aller unendlich vielen, sie zusammensetzenden
Glieder anzusehen sind. Dagegen (1,x) wird erst dann zu einer bestimmten
Function von &, wenn man sich uber die Reihenfolge der Glieder in der
Summe entscheidet. Man nimmt an, (1,x) werde als Grenze der Summe

m=k i

ma—k £ m
fir k= oo betrachtet, d. h. man setzt

(1’w)=—+x+i+x——1+x+2+ 2—]—1n1nf

= +x’——i+$’—-4 9-1—m inf.

gleich einer Reihe, deren genugsam bekannte Omwergenz aug den Principien in
§.1. folgt. Die hier vorkommenden Functionen sind simmtlich einfach periodisch
und ihr Modul der Periodicitat ist = 1; denn transformirt man in den Sum-
men den Index m, indem man m--1 stalt m setzt, so geht = in -1 dber,

w s. w. f,
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wihrend die von der Anordnung der Glieder unabhiingigen Reihen (2, z),
@3, a:) u. s. w. ganzlich unverﬁndert bleiben und (1, ) den Zuwachs

e R L 'S vgk 1 m=k+1 1 m=k 1
2 +m = uim zm=—l£ +m+ 1 m——kx+ } le m—i+l‘r+m ~m£—kx+m}

: 1
=le{x+k+1 Ti—k

erhalt, also ebenfalls unverindert bleibt.

}=o0

. Die Fundamental-Eigenschaften dieser einfach-periodischen Functionen
ergeben sich aus der Betrachtung einer einzigen identischen Gleichung, ném-

lich der folgenden:
1

1 1,1 2 1,1
@) o= (p+q)’<—"hq_’>+(7—ﬁ)_’(?+7>’
in welcher p und ¢ irgend welche Grofsen sein konnen, die von Null verschie-
den sind, und deren Summe ebenfalls von Null verschieden ist. Man setze
p=atm, ¢=—x—n, piq=m—n,
und nehme an, dafs m und n irgend zwei verschiedene reelle ganze Zahlen
seien und dafs = keine ganze Zahl, ibrigens beliebig complex sei. Man erhalt
1 1 1 2 1 1
6. @Fm)® @fn)? =(m—")’(($+m)‘+($+")’>+(m—")"‘<x+m a‘-l-")'
Setzt man hier fir m und n, unabhingig von einander, alle ganzen Werthe
von — oo bis co, mit Ausnahme derer, welche m —mn machen, und summirt
iiber diese Werthe nach m und n als Indices, so erhélt man links eine Dop-
pelsumme, welche von der Anordnung der Glieder unabhingig ist, und welche
sich durch die obigen Functionen in der Form
| 2, ) — 4, x)
darstellen lafst; denn nimmt man bei der Summation alle Combinationen m, n,
ohne diejenigen, fir welche m=—=mn ist, auszuschliefsen, so steht links das
Product aus den beiden einfachen Summen

1
2’(———————x+m), und 2( +n),,

deren jede = (2, x) ist, wihrend diejenigen Glieder der Doppelsumme, fiir
welche m = n ist, und welche ausgeschlossen, deren Summe also von (2, x)?
subtrahirt werden mufs, fiar- sich dle einfache Reihe

| =

bﬂden. Auf der rephten Seite kann map, da die. Doppelsumme von der An-
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ordnung der Glieder unabhingig ist, m — n als neuen Index m' einfiihren,
indem man n beibehilt und m'-}-n an die Stelle von m setzt; denn m—n
durchlduft fir jeden stehenden Werth von » alle ganzen Werthe von — oo
bis oo, mit Ausschlufs der Null; nach der Transformation der Indices durch-
lauft also n alle Werthe von — oo bis oo ohne Ausnahme und m' alle diese
Werthe mit Ausschlufs von m' =—0. Man erhilt hiernach rechts

1 1
{m”((x+m'+1o)‘ + (.z’—l—n)’)-* w3 \xfm' Fn .z:-}—n)i’
Das allgemeine Glied dieser Doppelsummen ist ein viergliedriger ‘Ausdruck,
und wenn man zuerst die Summation nach = ausfiihrt, so kann man diese
vier Glieder trennen und jedes derselben fiir sich als allgemeines Glied einer
Summe nach n gelten lassen; denn diese vier Summen convergiren, jede fir
sich, wenn man nur, was wenigstens fir die dritte und vierte nothwendig ist,
die Summation nach n so ansieht, dafs erst von — /% bis & summirt und dann
k = oo gesetzt wird. Nach vollzogener Summation in Bezug auf n erhalt man

n(2 w+m')"| m<2 )+ ,3(1 .’L'—l—m)— 13(1 x),

welches sich wegen der Periodicitit der Functionen auf
1 2 2 2
2, 2)+-5 @, @)+ =1, w)—w(ia x) = ;,.7(27 x)

reducirt. Hier ist nun nach ' zu summiren

vorkommt, so hat man ‘bei dieser Summatlon 2(2 x) als gememschafthchen
Factor aller Glieder herauszusetzen und man erhﬁlt

2(2%,0)(2, x), Co
als Resultat der doppelien Sumination, ‘wenn man ‘durch (2%,0) .die Summe

2——— bezeichnet, welche sich auf alle ganzen Werthe von ' mit Ausschlufs

von m' =0 erstreckt. Vergleicht ‘man ' dieses Resultat mit demJenigen, wel-
ches die doppelte Summation auf der linken Seite der Gleichung (5.) gegeben
hat, so findet man die Formel

1)  4,2) = (2,27 —2(2*% 0)(2, z).
Geht man wiederum auf die identische Gleichung (a.) zurﬁck und setzt diesmal
p___a:—[-m, g=mn, ,;_}.q_a;—} m-+n, m—}-n—_—m m——m-—n, $0 er-
halt man o A

1 A 1 ! 9 S P SR | 4
(@) Gpap = ke T w) T e G )
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als allgemeines Glied einer Doppelsumme nach s und n, in welcher der Werth
n=0, also die Combinationen in==m' auszuschliefsen sind. Links erhélt man,
indem man nach = und n summirt, das Product der beiden einfachen Summen
(2, x) und (2*,0). Da diese letztern beiden Summen, also auch ihr Product,
als Doppelsumme betrachtel, unabhiingig von der Anordnung der Glieder con-
vergiren, so ist es erlaubt, rechts nach s’ und m statt nach = und » zu sum-
miren; ferner ist es erlaubt, wenn man erst nach n summirt, die vier Terme
des allgemeinen Gliedes rechts in (¢.) zu trennen, und dann kann man im
ersten und dritten wiederum m =—m'—n an die Stelle von n als Index ein-
fihren, so dafs im zweiten und vierten Term m' und n, im ersten und dritten
Term ' und s die Indices sind; fir jene ist beim Summiren der Werth n =0,
fir diese die Combination ' = s auszuschliefsen; die Summen nach n, welche
aus dem zweiten und vierten Term enispringen, sind

2*‘1——-(2*0) und é”—0'
n* ? 7w TV

~die Summen nach m, welche aus dem ersten und dritten Term entspringen, sind
! 1 1
et = GOy w2 am= oy
~
Wenn man diese Werthe einsetzt und dann nach @' summirt, so erhilt man
endlich rechts:

f{w+m’)=(<2 2~ Gy + @ °)>+ («r+m’)3((1 «) = )
= (2,x)(2, @) —(4, -1?)'{—(23@")(2‘;‘ 0)st2(3, #) (1, 2)—23(4, @),

und da wir schon auf der linken Seite (2*;0) (2, ) gefunden hatten, so ge-
langt man nach einer leichien Reduetion::zn: der-zweiten. Formel:

- o @) 3y x) = RyEr2(Lw)(3%).

i .Diege beiden Formeln (1.) und (2.) sind nichis anders, als Differential-
gleichungen . fir dle Fxmchon (1,2); denn. aus dqx Definition der Functionen
A, x), (2, ), (3, x) elc. selbst geht unmittelbar - hervor, dafs dieselben durch

fortgesetztes Differentiiren nach = der Reihe nach jede folgende aus der vor-
hergehenden abgelextet werden konneu, mdem ,

I =—2,2), d2a)=—203,2), 3(3 T)=—3(4 ), u.s. w.
ist, wenn man durch § die Differentation nach & bezeichnet. Da man nun
zwei Differentialgleichungen, upd zwar awei von einander unabhingige Diffe-
rentialgleichupgen, welche beildufig von der dritten Ordnung sind, zur Be-

Al
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stimmung einer und derselben Function (1,z) hat, so kann man durch fortge~
setztes Differentiiren und durch Elimination moglichst viele hohere Differential-
- quotienten der Function wegschaffen und zu einer Differentialgleichung von mog-
lichst niedriger Ordnung gelangen, ohne dafs man hierbei irgend eine Integration
auszufiihren und irgend eine neue (willkirliche) Constante einzufithren brauchte;
nur mufs man diese Elimination nicht zu weit fortsetzen, weil man sonst zu iden-
tischen Gleichungen gefihrt wird; denn hierdurch hilft sich die Analysis, wenn
man die Function zwingen will, einer einfacheren Relation Geniige zu leisten,
als sie ihrer Natur nach fahig ist. Wollte man Zz. B aus (1.) und (2.) die
helbehalten, so mifste man jedenfalls auf eine identische Glelchung korﬁiﬁen,
weil (1, z) als transcendente Function einer rein algebraischen Gleichung, als
einer Differentialgleichung gewissermafsen von der Oten 'Orilnung, nicht geniigen
kann; dagegen kann man wohl aus ti.) und (2.) die nach dem ersten folgen-
den hoheren Differentialquotienten von (1, #) wegschaffen und eine Differen—
tialgleichung erster Ordnung fir (1, x) aufstellen; andrerseits kann man auch
z.B. (2, z) und (3, ) beibehalten, und alle ibrigen (1, x), (4,) u.s. w. eli-
miniren; dann hat man eine Differentialgleichung erster Ordnung fir (2, ); und
so 'in dhnlicher Weise auf unendlich viele Arten.. Diese Eliminétion'kann wohl
am einfachsten auf folgende Weise ausgefiihrt werden. . Setzt man (1, ) =1y,
so wird —(; &) =y 23, x)=y", —6 (4, x)=1y", und setzt man noch
der ‘Kiirze wegen (2%,0)==c, sp geben (1.) und (2.)
() ';-rgx”’ = 6y”+12¢y, -
B) =y =2y"+2yy"

Ehmmlrt man hleraus y”' 4o etgieht s1ch -

- () yy' = 2y"+60y; ! -
wird dies dliferenturl; und fiir y” sein Werth aus (e.) gesetzt, so erhélt man
Yy +yy" = 4y'y"{8ey" = y'y"—byy*—12¢cyy’
oder 3y'y"+6¢y"=—6yy”—12¢cyy', oder, wenn man mit dem gemein,
schaftlichen Factor 3y’ +-6¢, welcher nicht verschwinden kann, auf .beiden

Seiten dividirt: R
@) ¥y'==2y. R
Eliminirt man nun noch y" aus (y.), und (J.), so erhdlt man, wenn man den
Werth y"== — 2yy' atis (4.) in (79 ‘ginsetzt: —2y%y '=2y" 1 6¢cy’, oder,
wenn man durch 2y’ dmdlrt ] . v
B O M b e -1
26 *
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d.h. (1, x) geniigt der Diﬂ'ereﬁzialgleicbung erster Ordnung

3) a(;:rx) = —(1,:1:).2—3(:, oder

3) Ry@) = (1, w)2+ 3(2%,0),

wo die Constante

3(2%,0) =8¢ =6(1+4+4+rst..) =7
ist. Wenn man endlich aus (y.) und (J.) statt y” vielmehr y eliminirt, so
erhilt man fir y' die Differenzialgleichung erster Ordnung:
) ¥ =2'yY(—y' —3e).
Ferner lafst sich noch (J.) so schreiben:
@) G = 1,7)Q,)

Ubrigens sieht man aus diesen Formeln, dafs sich simmtliche Reihen in die
erste (1,x) rational und ganz ausdriicken lassen, d.h. (2,z), (3,) etc. in. inf.
sind rationalen ganzen Functionen von (1, ) gleich. Setzt man in der Dif-
ferentialgleichung erster Ordnung fir y:

d y . 1,
‘é'._z’y‘ == ____y.Q_ﬂ2; y- — 7[77 und X = —;§,
so giebt sie g—g= — ({1 +7). y verschwindet fir £ = }, denn wegen seiner

Eigenschaft als ungerader Function von z genﬁgt‘(l , &) der Gleichung (1, — )
=—(1, x), also ist (1, —})==—(1, }), und wegen der Periodicitat ist (1, —})
=1,—441)=(1,4), also (1,}) = —(1, }) = 0; folglich verschwindet 7
fir §= f— . Diejenige Function 7 von &, welche der obigen Differentialgleichung

gg— -—(1 -+ %) geniigt und fir §= verschwmdet, nennt man eben die Co-

tangente von &, also hat man y=nn=ncotang§=_7 nmcolangn, d. h.
1) = =—— _:_ = mcolangnz = y- -

Integrirt man nach emém bekannten Verfahren die. Reihe —-_—iF—”;z y nach x,
so ergiebt sich |

Z[rir Elog(a:—|—m) ———/_:faa: —-/;;85
‘, . : i’_ll_a:, %log(l-]—rf)-[—Const ‘

= log W + Cﬁnat; = logsin nw'—]— Const.;
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und wenn man in der Summe das Glied ausléfst, dessen Index O ist,
E‘log(x—{—m) = 10g-‘ﬁ—"gﬁu—f—‘ Const.

Hier kann man die Integration mit Null anfangen lassen und erhilt, da

sintaxr sintx

=g fir £ = 0, also log = logn ist,

{log(w—|—m)—-logm} = Elog(i ——) = log

folglich, wenn man von den Logamthmen‘zu den Grofsen selbst iibergeht:
N x x AV T2 YO S
z(dta)1—2)(1+5) (1= 5)(1+5)(1— 5)ininf. = Zsinza.

Das unendliche Product, dessen Werth =-i—sin7w ist, kann man sehr bequem

x
wenn man sich nur vornimmt, statt des sinnlosen Faclors 1—% den andern

x zu setzen. In dem Schulprogramme des Friedrich- Wilhelms- Gymnasii vom
29. Sept. 1845 hat mein verehrter Lehrer Herr Prof. Schellbach iber diese
Producte eine Abhandlung publicirt, welche, da sie die Ableitung der Funda-
mental - Eigenschaften der trigonometrischen Functionen, . ausgehend von den
unendlichen Producten, zum Gegenstande hat, hier ganz passend erwahnt wird.
In jener Abhandlung wird die Ausschliefsung eines Werthes des Index durch
das Zeichen ! angedeuiet, also z. B. m!0. bedeutet die Ausschliefsung des Wer-
thes O fir m, und das obige: Product, bei welchem:der Facior 1—% auszu-
schliefsen und dafir der andere .z zu setzen ist, . -wird".ddroch

. .z'H(l 10) = 1sm7m'

bezeichnet. — Nachdem dieses speclelle unendhuhe ‘Product bestlmmt ist, kann

sinax

—logn,

so schreiben:

man leicht den Werth' des allgemeineren Products n (1 — mT .5) ﬁnden, wel-
ches stets als die Grenze des folg’enden LR e :
m=k . v
betrachtet wird. Das allgemeine Ghed dieses Productes lafst swh so schreiben:
am-{—ﬂ—x
am+ 8

Hier darf man Zﬁbler und Nenner nicht von einander trennen und jeden fiir
sich als allgemeines Glied ‘eines Products hinstellen, weil diese letzteren bei-
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den Producte gegen keine endliche Grenze convergiren wirden; wohl aber
kann man diese Trennung vornehmen, wenn man zuvor Zihler und Nenner
durch ¢sn dividirt und das allgemeine Glied des Products in der Form

f—ux
. 1+ am
B
o
schreibt; was geschehen kann, so oft m von Null verschieden ist; fiir 22 =0
mufs man aber die urspriingliche Form des allgemeinen Gliedes

f—x __ f—z B
8 a «
beibehalten. Man erhalt auf diese Weise -
g—
H(1 . xr ) o ( +am!0
m.+ﬂ
_ “ | 11( 42 0)
und da nach der obigen Formel der Zahler den Werth - smﬂ(‘g . der

Nenner den Werth ——sm ﬂ hat, so erhilt man, wenn der Kirze wegen

g.-—_:w, -E—:::::.§ gesetzt wird, die Formel
‘ s T sin 7 (w — eMo—9i__ g=nla—=f)i’
(1) H(j—"am-[-ﬁ) = sh:nw = el ’-—-Z::wi ’
welche als Fundamentalformmel bei der Ausfihrung der einén Mulhplmatmn
nach m in deni unendlichen Doppelproducte benutzt wird. .
Um die Funddmentalformeln fir die Ausfihrung der einen Summation
in den Doppelreihen aufzustellen, welche aus der Entwicklung des Logarithmen
des Doppelproducts entsprlngen, geht man von der gefundenen Summe

. (1 x) 2—_:_—m — ncotangna; — 7 :;’::: ' !“:"
aus, und dnfferentnrt dieselbe fortgesetzt nach . D),es glebt .
(0 = iy = T 1 peseng'n) =
05 = 3 5 (k) w e SR
R ( 3;?.333 —\(smzier?Sﬁs‘Z’.f

,,,,,
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und so weiter fort. Im Allgemeinen mufs man die Reihen mit geraden Expo-
nenten von denen mit ungeraden Exponenten unterscheiden; fir die ersteren
erhilt man eine Formel von folgender Gestalt:’

_ ____L__ — 8 a L (I’ i a" .
arn - Qg x)’*z(x-l—m)"’g == Qin’nx I Sin“nx_[ sin® g & + etc.),

eine Reihe, die mit dem Gliede sinzt‘:nx abbricht, Fir uﬁgerade Exponenten

erhalt man
(L) 2g-H,z)== 1 __n,g’_,_l{bcosnx Vecosmar b"cosn.r+etc }
' ITHE= (x4mys+t™ " sin3 x.r T sin® za T sin” g RN
diese Reihe bricht mit dem Gliede —vve— ab. Die Coéfficienten a, o', 4", elc.
sin’s+tlax

und b, &', 0", etc. hangen auf einfache Art mit den Bernoullischen Zahlen
zusammen, und das recurrente Gesetz, nach welchem ihre successive Bildung
geschieht, ist leicht aus den forigesetzten Differentiationen zu erkennen. Man
kann den Ausdriicken zur Rechten in (II.) und (IIL.) noch mannigfache andere
Formen geben; z. B. die schon weiter oben angedeutete, nach ganzen Poten-
zen von cotangzzz; und zwar enthalten die Entwicklungen nur gerade, oder nur
ungerade Potenzen von cotangnz, je nachdem der Exponent der Reihen, deren
Ausdruck gegeben wird, gerade oder ungerade ist; der Grad dieser ganzen
Functionen von cotangnx ist gleich dem Exponenten der Reihen (2g, 2) resp.
Rg+1, ). | -

Das hier abgeleitete System von Formeln findet sich wohl zuerst unter
einem gemeinschafilichen Gesichtspuncte vereinigt in Euler's ,Introductio in
Analysin Infinitorum”: in diesem berdhmten Werke, welches die in Folge der
Erfindung der Differential- und Integralrechnung auftretenden  vereinzelt ste-
henden Resultate in ihrer Gesammtheit auffafste und zu einer wissenschaftlichen
Theorie erhob. Indem ich auf diese lingst bekannten, ‘jetzt ganz elemen-
taren Formeln mit Ausfihrlichkeit zurtickgegangen bin, siatt dieselben blofs
historisch anzufithren, geschah es weniger, um den Kreisfunctionen selbst eine
neue Seite abzugewinnen, als vielmehr in der Absicht, Principien aufzustellen
und in einem einfachen Falle klar zu machen, welche nicht allein mit gleicher
Leichtigkeit die Fundamental - Eigenschaften der Kreisfunctionen und die der
elliptischen Functionen ergeben, sondern welche auch Schritt um Schritt die
Analogie verfolgen lassen, welche diese beiden Arten ven Functionen sowohl
unter einander als auch mit den algebraischen Functionen verbindet. Die iden-
tische Gleichung (@.), welche die Grundlage der ganzen Untersuchung bildet,
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drickt :selbst eine sehr einfache Relation zwischen algebraischen Functionen
aus; ihr entspréchend ‘findet sich eine Fundamentalformel fiir die Kreisfunctionen.
Die Gleichung (a.) war hinreichend zur Aufstellung aller hier nothigen For-
meln; diese Gleichung ist aber selbst nur ein specieller Fall einer allgemei-
nern, welche aus der Theorie der Zerfillung in Partialbriche gezogen ist,
namlich der folgenden identischen Gleichung:

1 1 =y (v4o—1) 1 1
) =2 120 T pe
’E‘ly(y-f-i)....(u—{—t——i). 1 i
, =0 1.2...7 (Ptgets g
Man setze in derselben p—=ax|m, g=—x—n, so dals pf-g=m—n
wird, und summire dann iber alle Werthe von m und # von m = — oo bis
m= oo und von n=— oo bis n==oo, mit Ausschlufs der Combinationen m=mn.

Auf der linken Seite der Formel erhilt man dann

(=1 {(n, ) (v, ) — (v, @)}
Auf der rechten Seite werden ebenfalls die vorkommenden unendlichen Sum-
men durch die hier betrachteten reciproken Reihen ausgedriickt werden konnen,
wenn man m—n als neuen Index einfihrt. Die Berechtigung zu der Ein-
fihrung dieses neuen Index beruht wesentlich auf der Annshme, dafs w und
v > 1 sein sollen, welche man machen mufs, damit die Totalsummen, deren
-allgemeine Glieder die linke und die rechte Seite der Formel (d.) sind, un-
abhangig von der Anordung der Glieder convergiren. Man konnte zwar auch
andere Fille betrachten, welclie dieser Beschrankung u 1, » =1 nicht unter-
liegen, aber man mifste dann dem Verfahren eine. genaue Untersuchung der
Modificationen veranschicken, welche die vorkommenden Reihen durch Einfih-
rung neuer Indices erleiden konnen. Nach Einfihrung des neuen Index m —n
kann man die u-» Terme des allgemeinen Gliedes ‘auf der rechten Seite trennen
und jeden Term ¢inzeln: summivren. Die Berechtigung zu dieser Trennung be-
ruht darauf, dafs die einzelnén Doppelsummen, welche zu allgemeinen Gliedern
diese einzelnen Terme haben, jede fir sich convergiren; denn diese Doppel-
summen losen sich in Producte. von convergenten einfachen Summen . auf. - In
der That: fir diejenigen Reihen, in welchen die Exponenten die Einheit @ber-
treffen, folgt diese Zerfillung aus der Unabhéngigkeit dieser Reihen von der
Anordnung ibrer Glieder, wihrend-sie fiir diejenigen Reihen, deren Exponent
==1 ist, ans ibrer Periodicitat hervorgeht, Man findet: anf .djese Weise, rechts
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‘é“‘ v(v4-1).. (v-{-o' —1)

o=y 1.2....0

T =v—1 1 —1 3
43 et ...‘i‘*’ A —1y=r(ut *, 0)(r —1, 2),

7 =0

(v4*0, 0)(p—0, T)

wo der Stern * stets das Ausfallen des Werthes Null fir den Index bedeutet.
Dieser Ausdruck vereinfacht sich bedeutend, wenn man bedenkt dafs (g%, 0)
stets = 0, wenn ¢ ungerade ist, und wenn man jedesmal in den beiden Sum-
men zwei entsprechende Glieder, welche durch die Relation y —o—=v—=
zusammenhangen, zusammenzieht, indem man die constanten Coéfficienten in
beiden addirt. Diese Vereinfachung, welche die Anzahl der Glieder fast auf
den vierten Theil reducirt, lifst sich jedoch im Allgemeinen durch Buchstaben
nur sehr complicirt wiedergeben, da sie sowohl davon abhangt, ob u und »
gerade oder ungerade sind, als auch von dem gegenseitigen Verhiltnifs der
Grofse der beiden Zahlen ¢ und ». Wenn man nun den in Rede stehenden
Ausdruck, nachdem man ihn moglichst vereinfacht hat,
= (=17 ((w, 2) (¥, ) — (u+7, =)

setzt, so hat man ein sehr allgemeines Resultat fiir Kreisfunctionen, welches
der Formel (d.) fir algebraische Functionen entspricht. Wollte man in der
gefundenen Formel, welche nur unter der Bedingung ©«>>1, v =1 bewiesen
ist, ,u__z/—_ 1 setzen, so erhielte man das offenbar falsche Resultat

(,z)—R,x) = 03
verfahrt man aber mit der oben gedachten Vorsicht, welche dieser Fall er-
fordert, so erhalt man ,

P —RR,z) = ¢,
wo ¢ eine von Null verschiedene Constante ist; denn aus der Doppelsumme

m="u n=w i 1

=z X

m=— ..—-..ao-l‘.——-l-ﬂ; .z‘-}-u
welche = (1, ) ist, lafst sich freilich zunachst derjenige Theil herausziehen,
welcher die Combinationen .sn = n enthdlt und welcher die von der Anord-
nung der Glieder unabhiingige einfache Summe

nie @ty — 3%
bildet; allein der Rest der Doppelsumme, welcher sich mit Hilfe der identischen
Gleichung (d.) fir den Fall y, =y= 1 d. h. mit Hilfe der identischen Gleichung

p+v (_ —)

Crelle’s Journal f. d. M. Bd. XKXV Heft 3. 27
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auf die Form

bringen lafst, wo die Combinationen m = n auszuschliefsen, hai keinesweges
den Werth Null, obgleich man Null erhalten wiirde, wenn man die beiden
Terme des allgemeinen Gliedes trennte und m —n ohne Weiteres als neuen
Index einfahrte; was jedoch ohne alle Berechtigung geschehen wiirde. Be-
trachtet man dagegen, wie es erlaubt ist, den eben geschriebenen Ausdruck
als die Grenze des folgenden:
m=k =k 4 1 1
mf_k ,,i;‘m——n {_ .z'+m+ x-}—n} ?

fir &= oo, so lafst sich leicht zeigen, dafs derselbe fiir ein wachsendes & sich
einer von & unabhingigen Constante tber alle Grenzen nahert. Man fingt zu
dem Ende zunéichst damit an, jedesmal der Summe derjenigen Glieder, fir
welche m — n einen bestimmten Werth zwischen — 2% und 2% hat, eine ein-
fachere Form zu geben. Aber die weitere Ausfihrung und das néhere Detail
wiirde mich hier zu weit entfernen. Inzwischen sieht man aus diesem Bei-
spiel, dafs bei der Zusammenstellung der algebraischen Formeln mit den trans-
cendenten, in den letzteren gewissermafsen Liicken entstehen; d. h. es giebt
eine Anzahl algebraischer Formeln, welchen keine der strengen Analogie sich
anschliefsenden transcendenten Formeln entsprechen; diese Licken werden erst
durch modificirte Formeln gewissermafsen ausgefiillt, welche sich mehr oder
weniger von der Analogie entfernen. Das Vorhandensein und die besondere
Natur dieser Liicken, welche aus der Abhingigkeit einiger der vorkommenden
Reihen von der Anordnung ihrer Glieder entspringen, begriindet einen der
characteristischen Unterschiede der transcendenten Functionen, sowohl unter sich,
als auch von den algebraischen Functionen.

Eine von der vorigen verschiedene transcendente Formel, welche ebenfalls
der algebraischen Formel (d.) entspricht, erhdlt man, wenn man p =z -m,
g =n, also p4¢=ax+m+n seizt, nach » und n, mit Ausschlufs des
Werthes n =0, summirt und rechts mu-}-n als neuen Index einfahrt. Aber
weit schérfer springt die Analogie der Formeln in die Augen, wenn man in
(d.) p-+m an die Stelle von p; ¢-+n an die Stelle von ¢, also p-g--m--n
an die Stelle von p--¢ schreibt und nach s und # von — oo bis oo ohne Aus-
schliefsung irgend eines Werthes oder irgend einer Combination summirt, indem
man rechts 222 als neuen Index einfithrt. Man erhalt dann eine, ein ganzes
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Gebiet von speciellen Formeln umfassende, allgemeine Formel, welcher ge-
radezu und ohne alle Veranderung sowohl algebraische, als Kreisfunctionen
geniigen, d. h. welche gilt, man moge die darin vorkommenden Functionen in
der einen oder in der andern dieser beiden Bedeutungen nehmen.

In der That erhilt man aus der algebraischen Formel (d.) auf die an-
gegebene Weise und indem man das allgemeine Glied rechts in seine einzelnen
Terme zerlegt und die Doppelsummen in Producte von einfachen Summen auf-
loset, die folgende transcendente Formel:

(@) (wpog = = W) Crele 4o ptg)w—s,p)

T=r-1 1).... -1
+,§) P(f.%_z)....(::h )(PJrT:P—l-ll)(V—r,q)-

(—=F ¥,
1.2.3....(9y—1) Oxs—t °
o—1 1
I o )i _a° (}‘)
7 T1.2.3..(9—1) oas—t
diesen Formeln erst g =« und = =p, damn g=v» und = =g, ferner

g=vto, c=ptq; g=p—0, x=p; g=up-+tv, x=p-+g¢, endlich
g=v—t, &=y, so erhellet, dafs die algebraische Gleichung (d.) und die
transcendente (e.) sich beide in die folgende vereinigen lassen:

() r“>pre"a
o ([,(.—-6)([4—6""1)---'(!"—1)f(v+0—l)(P+q)f(/‘—""1)(p)

Beriicksichtigt man nun, dafs allgemein (g,x) =

und dafs ebenfalls algemein ist, und setzt in

2, 1. 2
r._r——l — — 1 —1 1 Vo
_U (v t)i(‘l’ : T; ) .. )f(y+1—)(p+q)f( (g),

welche gilt, man mag f(w)—:_%, oder f(x)==(1,x) = ncotangnax setzen.
Aus der Formel (e.), welche von der grofsten Fruchtharkeit ist, fliefsen unter
andern mit leichter Mithe die Additionstheoreme fir alle Arten von Kreis-
functionen. Ich verweile jedoch nicht bei diesen Anwendungen, so wie auch
nicht bei denjenigen transcendenten Gleichungen, welche den algebraischen
Formeln entsprechen, die sich auf die Zerfillung des allgemeineren Bruchs
I N T
beziehen; denn diese Untersuchungen sind nur als eine Vorbereitung zu den-

jenigen anzusehen, welche ich im folgenden Paragraphen in demselben Sinne
27 *



204 11. Eisenstein, genaue Untersuch. d. ell. unendl. Doppelprod. u. Doppelreihen.

fir elliptische Functionen anstellen werde. Wenn man tibrigens das Additions-
theorem fiir die Cotangente mit leichter Mihe und ohne weitere Elimination
erhalten will, so kann man wie folgt verfahren. Obwohl die Summe =~——

+m

nicht unabhéngig von der Anordnung ihrer Glieder convergirt, so gilt dies
doch von der Summe

= — ) = L=y

Es lafst sich diese Eigenschaft schon daraus schliefsen, dafs die erstere Summe

1 . . . . .
= Tm bei allen ihren Modificationen doch nur einen constanien, von & un-

abhangigen Zuwachs *) erhalten kann; welcher sich also wieder aufheben mufs,
wenn man zwei dergleichen Reihen Glied um Glied von einander subtrahirt.
Man kann diese Eigenschaft auch aus der Form des allgemeinen Gliedes
1 1 y—ux
afm ytm — @tm)(ytm)
beweisen. Bildet man daher das Product

{ 1 _ 1 ; { i 1 2
r4+m y+4+mladn  y+n
und summirt nach m und n, so wird die hieraus hervorgehende Doppelsumme,
welche
= (1, &)—1,y)
ist, auch unabhiingig von der Anordnung der Glieder convergiren und man
wird statt m und n neue Indices einfihren dirfen. Entwickelt man jenes Product
und zerfallet es in Partialbriiche, so kommt, wenn s und n verschieden sind:
1 1 1 1 1 1
m—1—-n§—x—]—m+ .r+u_y—l-m+ y—[-n}'_{— .r—-y-]—rﬁ——n :x-}-m— y—:—ns
1 1 1

T y—x+m—n gy—{-‘m—— x+n}'
Wenn m=n ist, so bleiben die beiden letzten Theile dieser F ormel richtig ;
an die Stelle des ersten Theils tritt aber ..

1 : ii

, N L
aFmE T FmyE

*) Denn VZ—_:.— v —|i-m’ Wo &' nur diejenigen Werthe von m umfafst,

deren analytischen Modul >M(x) ist, und 2" -:-m Z';—xS’ —-|-x’2'—-etc »

i \
wahtend VZ" =0, V}."—-—z 0, u s w., folglich V.- _:_

——VX’——’\?E
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was eine einfache Summe nach sn hervorbringt. Fihrt man nunm—n als neuen
Index ein, summirt zuerst nach s, indem man n unier der Form m — (m —n)
schreibt, bericksichtigt die Periodicitit der Funclionen, vermoge welcher alle
vorkommenden Doppelsummen in Producle von einfachen Summen zerfallen,
und summirt schliefslich nach 7 —mn, als zweitem Index, so erhalt man
1, z—y) {1, 2)— L,y + Ly —2){(L y) — 1, ) 4+ R, )+ (2,y), d. h
(Ry)+ R, )42, z—y){1, ) — (1, ¥}
Setzt man noch —y an die Stelle von y, so hat man die Formel
(1, x4 ){(, o)+ (1Ly)} = L)+ Ly —R,2)— (2, 5)
Da nun oben (2, x) =(1,2)+312* 0)={1,z)+=° 2,y)=1,y)}+a’
gefunden wurde, so erhilt man endlich nach allen Reductionen:
. ia x)<19.1’)—3(2*9 0) (1"1')(1:.7)_“2
1 = —
( 7$+}) (1, o)+, ) 1, 2)+1,y) °

und, da (1, x)=mncolangna war,

cotang « cotang v —1
cotang u-} cotangv *

cotang (u-}-v) =

Aus dieser Additionsformel lassen sich leicht der Ausdruck der Reihe (1, x)
und sodann auch der Ausdruck der ubrigen Reihen (2, x), (3, ) u. s. w. durch
Exponentialgrofsen herleiten, so wie auch die Formeln

1 7 1 o utn
= Cotangu cotang(u—l—g) und s f(cotangg_—- colang — > ),

welche letztern bei dem hier genommenen Ausgangspuncte dadurch eine be-
sondere Wichtigkeit erhalten, dafs sie zunichst einen rationalen Ausdruck des
Sinus durch einfiérmige Functionen darstellen.

tang u

Ich kehre zu dem Haupigegenstande dieses Paragraphen’ zurﬁck der
Ausfihrung der Multiplication und der Semmation nach dem einen Index m in
den unendlichen Doppelproducten, resp. Doppelsummen, welche in dem Frihern
betrachtet WOrden sind. Ich begmne mit - den Doppelsummen von der Form.

= 1 < 1 ‘
myn (am+ﬂn+r)’g’ m»(am+ﬁn+r)”g+‘ SR
Schrelbt man in den Formeln ar)y. und (1L ) . ”+7 an die Ste]le von &

und mulhplwlrl; dre allgememen Glieder der Summe nach m auf der linken

Seite mi in (IIL.), so erhalt man, abgesehn von

zu+1

den conslanten Vlulhphcatoren, in welchen der Indéx s nicht vorkominf,
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m=x i
S ———————— durch ein Aggregat von Functionen
m=—z (am+Bn+7)¢ ggreg von der Form
! ! ! . Ss. w
sin?gn B +7 sin‘niﬁlﬁ’ sin“nﬁn_l_y’ S
« @
4"z L i |
und = @m L Bn T e wenn g >0 ist, durch ein Aggregat von Func-
tionen von der Form
COSﬂﬂ +7 COSﬂ’-ﬂ;'—:-;—i-—Z COSﬂ—ﬂ,—:—l-l
- * u. s. W
smsnﬂn_i—y sin‘n—é”—tz ’ sin’ngﬁi—Z ’
a [/
ausgedriickt, wihrend fir g =10
m=m 1 _ T V ﬂn+7
o am Aty T W NN

nf

ist. Setzt man, um abzukirzen —- =7 und %:_E, so zeigt sich, dafs alle

nach n auszufihrenden Summationen in solche zerfallen, welche sich auf all-
gemeine Glieder von den Formen
1 cos (nn-4§)
sin (nn+ &)’ oder sng'“(nni&)
beziehen. Ich werde nun allgemein beweisen, dafs jede Summe von der Form
E‘w f—?PZ,—(ﬂ-l'——g) oder 5 M'—tg—),
 nm—w sin¥(ny+4 &) n=—n 088 (nn+§)
wo ¢ und /4 nicht negative ganze Zahlen sind, stets unibhingig von der Anordnung
der Glieder convergirt, sobald nur ¢ >4 ist. Die Summe = cotang(n7-|-$),
und allgemein der Fall ¢ =— A, erfordert eine besondere Untersuchung. Wenn
auch die Doppelreihen unmittelbar nur auf solche einfache Reihen von der
obigen Form fiihren, in welchen der Sinus im Nenner steht und eniweder
h=—0 und g gerade, oder 2=—1 und g ungerade ist, so hangen doch mittel-
bar alle jene einfachen Reihen fir beliebige, nicht negative ganze Werthe von
g und &, welche der Bedingung g =% geniigen, mit Doppelreihen von der
hier betrachteten Form zusammen. 'Denn zuniichst gehen diejenigen einfachen
Reihen, welche den Sinus im Zihler und den Cosinus im Nenner haben, so-
gleich aus den andern, welche umgekehrt den Cosinus im Zahler und dpn

oder cotang (ny- &)

Sinus im Nenner haben, hervor, wenn manl'§_-[—g an die Stelle Yon § setzt;
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also, wenn man in den Doppelsummen 7—{—32-— an die Stelle von y setzt, weil

o . ; L .
7 =, also eine Vermehrung von § um & eine Vermehrung von y um

er_ <
w2 2
im Zihler des allgemeinen Gliedes der einfachen Summe, so kann man, wenn
k gerade ist, dieselbe in ein Aggregat von geraden Potenzen des Sinus, und
wenn & ungerade ist, in das Product von cos(n7--§) und einem solchen Aggre-
gale zerlegen. Dividirt man nun jedesmal Zibler und Nenner mit derjenigen
Potenz des Sinus, welche im Zihler steht, so zerfillt das allgemeine Glied in
eine Summe von Gliedern, welche entweder siémmtlich die Einheit, oder simmt—
lich die erste Potenz des Cosinus im Zahler und verschiedene Potenzen des
Sinus im Nenner haben. Diejenigen Glieder, welche die Einheit im Zihler
und eine gerade Potenz des Sinus im Nenner, oder den Cosinus im Zihler
und eine ungerade Potenz des Sinus im Nenner haben, geben, nach n summirt,
Reihen, welche, wie wir gesehen haben, unmittelbar aus den hier betrachteten
Doppelreihen vermoge der nach s ausgefihrien Summation entspringen. Es
bleiben noch diejenigen Reihen ibrig, deren allgemeine Glieder die Einheit im
Zihler und eine ungerade Potenz des Sinus im Nenner, oder den Cosinus im
Zahler und eine gerade Potenz des Sinus im Nenner enthalten. Die allgemeinen
Glieder von einer dieser letzteren beiden Formen werden nach der Formel

nach sich zieht. Steht nun die Ate Potenz des Cosinus von ny-} &

1
sinx

— 1 r_ din i
= 2(cotangz cotang 3 )

und denjenigen Formeln, welche aus dieser durch wiederholte Differentiationen

nnt &
2

oder cosl"’--—'—‘:z-g-—'LE und respective die Einheit im Zéhler und eine ungerade und
nn+& nn+&+n
2 2

nach x hervorgehen, in solche allgemeine Glieder zerlegt, welche cos

resp. eine gerade Potenz von sin oder sin im Nenner enthalten,

und die betreffenden einfachen Summen nach n gehen demnach aus solchen
Doppelsummen hervor, in welchen 2¢ an die Stelle von ¢ (oder, was dasselbe

besagt, % an die Stelle von [3) getreten ist, und welche ihr drittes Element

» theils unveréndert, theils -+« an dessen Stelle enthalten; wie man sogleich
ersieht, wenn man den Zusammenhang zwischen 7 und § einerseits und e, 3,
andrerseits beriicksichtigt und hiernach die Modificationen sucht, welche die
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letzteren erleiden, wenn 7 und & eniweder in -;1 resp. —g-,‘ oder in —g— resp.
g—t—’—t iibergehen.

Die Convergenz der Reihen nach n, in welchen ¢ A ist, wird da~
durch nachgewiesen, dafs man eine geometrische Reihe angiebt, deren soge-
nannter Exponent, d. h. der Quotient aus irgend einem Gliede in das vorher-
gehende, unter der Einheit liegt, und welche nicht stirker convergirt, als
die Summe der Moduln der Glieder der vorgelegten Reihe. Schreibt man
fir das allgemeine Glied seinen Ausdruck durch Exponentialfunctionen und
lifst hierbei die ganz unwesentliche Potenz von ¢ weg, so kommt

(et +iJ g— (m+Hiyk
(e("r}+i§)i_g—("n+£)i)g

Zundchst beachte man, dafs dieser Ausdruck in einen ganz ahnlichen iibergeht,
wenn man —n an die Stelle von » setzt; nur tritt dann — & an die Stelle
von &, wihrend die beiden Summanden im Zihler und der Minuendus und
Subtrahendus im Nenner ihre Rollen vertauschen. Man erleichtert daher die
Untersuchung, wenn man n nur positive Werthe durchlaufen lafst; nachher
hat man dann nur noch eine ganz ahnliche zweite Reihe zu betrachten, welche
sich von der ersten lediglich durch den Werth von § unterscheidel. Wenn n
positiv ist, so convergirt die Exponentialfunction

eI 4 o=t

fir n=—oc, entweder gegen e oder gegen +e *+9:L je nachdem der
reelle Theil von 74 positiv oder negativ ist; in beiden Fillen convergirt also
diese Exponentialfunction gegen

+ ei('"l+'§)i’
wenn man das doppelte Zeichen im Exponenten stets so beslimmt, dafs der
reelle Theil von +7i positiv, oder was dasselbe ist, der Coéfficient von 7 in

+7, welcher wegen 17—_:’—:‘—’ﬁr wesentlich von Null verschieden ist, negativ
wird. Das allgemeine Glied der vorgelegten Summe convergirt daher fir
n=oc gegen

eth(m+§i

< = + (h—g)(nn+3)i
— exs(np+i F e,

und der Modul des allgemeinen Gliedes convergirt gegen
M(ei (h=g)(nn+§) i) H

d: h.. der Quotient aus dem Modul des allgemeinen Gliedes und dem eben ge-
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schriebenen Ausdrucke kann der Einheit so nahe gebracht werden, als man
will, wenn man n hinlinglich grofs annimmt. Der Quotient aus den beiden
Werthen, welche der Modul des allgemeinen Gliedes der vorgelegten Reihe
annimmt, wenn man n--1 und n fir den Index setzt, convergirt daher gegen
den Quotienten der beiden Moduln

M(ei(h—g‘)[(n+l)rz+;‘]i) . ﬂl(ei(h-g)("lﬁ-’;')f')’

also gegen M(e* =27, und die Convergenz derjenigen Reihe, welche aus
der vorgelegten hervorgeht, wenn man statt aller Glieder ihre analytischen
Moduln setzt, wird mithin von einer gewissen Stelle ab mit der Convergenz
der geometrischen Reihe vergleichbar, in welcher der Quotient aus irgend einem
Gliede durch das vorhergehende um so wenig als man will iber M (et®-2)ut)
fallt. Der reelle Theil von +72¢ ist positiv, #— g ist nach der Vorausselzung
negaliv, also der reelle Theil des Exponenten +(%—g)7ni negativ, und da
allgemein M (e“t"") = M (e*) = e* <1, so oft u negaliv ist, so hat man
M (er=8)1y <1, und somit ist die Convergenz der vorgelegien Reihe und
zugleich ihre Unabhingigkeit von der Anordnung der Glieder aufser Zweifel
gestellt. Man sieht zugleich aus dieser Betrachlung, dafs die vorgelegte Reihe
wesentlich divergent sein miifste, wenn g < % ist; fir g — /% stinmt die Reihe
der Moduln in Bezug auf Convergenz zuletzt, d. h. im Unendlichen, mit einer
geometrischen Reihe mit dem Exponenten =1 iberein, und die Convergenz
der vorgelegten Reihe, wenn sie Statt findet, hangt von der Anordnung ihrer
Glieder ab.

Zerlegt man, wenn g=~=A ist, die Aite Polenz des Cosinus im Zahler
nach der oben vorgeschriebenen Regel entweder in Polenzen des Sinus oder
in das Product aus cos(nn4-§) und Potenzen des Sinus, je nachdem /% gerade
oder ungerade ist, und zerfillet das allgemeine Glied in seine einzelnen Termen,
indem man jeden Term des Zihlers einzeln durch den Nenner sin*(nn--§)
dividirt, so sieht man, dafs zu den Gliedern, deren Summation durch das Vor-
hergehende schon erledigt ist, nur noch, entsprechend den beiden eben unter-
schiedenen Fillen eines geraden oder eines ungeraden Werthes von 4, ent-

cos(nn+&)

sin(nn+§)

zutritt. Da nun eine Constante nicht als allgemeines Glied einer convergenten

(unendlichen) Summe auftreten kann, so mufs der Fall eines geraden Werthes

von &, welcher stets eine divergente Reihe involvirt, ausgeschlossen werden

und es bleibt nur noch die Betrachtung der einen Summe iibrig, deren allge-
Crelle’s Journal f. d. M. Bd. XXXYV. Heft 3. 28

weder eine Constante, oder ein Glied wie = cotang (ny4§) hin-
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meines Glied cotang (ny--§) ist. Die Reihe Zcotang(nn--§) gehort zu den-
jenigen convergenten Reihen, welche mit der grofsten Vorsicht behandelt wer-
den miissen; denn da ihre Glieder im Unendlichen nicht gegen Null, sondern
fir n = oo resp. #=-— o0 gegen zwei einander entgegengesetzte von Null
verschiedene Grenzen convergiren, so éndert die Reihe bei der geringsten Ver—
schiebung der Glieder ihren Werth. Die Convergenz dieser Reihe, wenn man
in ihr je zwei Glieder, welche entgegengesetzten Werthen von n entsprechen,
zusammenfafst, lifst sich indessen mit leichter Miihe darthun, indem sich bei
dieser Anordnung der Glieder die Reihe auf das Frithere zuriickfihren und
wiederum mit einer geometrischen vergleichen lifst. Man hat

- . in2§&
cotang (§ - nn) - cotang (§ —nn) = sin(§+njyl;lsir;(§—nn)’

also ist nur die Convergenz der folgenden Reihe zu untersuchen :

n=wx 1

T E =

Diese Reihe convergirt in der That unabhingig von der Anordnung der Glieder,
und auch dann noch, wenn man statt aller Glieder deren analytische Moduln
setzt; denn da schon durch das Frihere die Convergenz der beiden Reihen
n=wom 1 n=w 1
nfl Msin(&+nn) und ,,fl M sin(E—nn)
festgestellt ist, so ist die a fortiori Statt findende Convergenz der in Rede
stehenden Reihe

n=w 1

=1 MIsin (& ) M sin E—n)

einleuchtend; und zwar wird letztere mit einer geometrischen Reihe vergleich-
bar sein, deren Exponent gleich dem Producte der Exponenten derjenigen
geometrischen Reihen ist, mit welchen die beiden obigen Reihen im Unend-
lichen iibereinstimmen.

Um noch ein Wort iber diejenigen Werthe von § hinzuzufiigen, fiir
welche die Functionen, die durch die hier betrachteten Reihen dargestellt
sind, discontinuirlich werden: so kann man nicht eigentlich sagen, dafs die
Reihen fir solche Werthe divergent wiren, sondern es kommt nur ein ein-
ziges Glied in ihnen vor, welches unendlich wird und welches allein die Dis-
continuitdt der Function verursacht; nach dessen Wegnahme bildet der Rest
immer noch eine convergente Summe.
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Nach diesen Convergenzbetrachtungen gehe ich zu den Folgerungen
iiber, welche fir die durch Summation der Doppelreihen nach dem einen Index
gewonnenen einfachen Reihen hervorgehen, wenn man die Resultate dieses
Paragraphen mit den Untersuchungen des vorhergehenden in Verbindung setzt.
Da wir im vorhergehenden Paragraphen die Modificationen, welche ¢, 3, ¥ und
die Doppelsummen selbst, durch Transformation der Indices erleiden, ausfihrlich
auseinandergesetzt haben, und da die hier gefundenen einfachen Summen nur
von den beiden Elementen 7 und § abhingen, deren Verkniipfung mit o, 3, y
durch die sehr einfachen Relationen

) 7n="L=na0, =2
festgesetzt ist, so lassen sich die Theoreme, zu welchen die erwihnte Ver-
gleichung fiihrt, sehr leicht und unmittelbar aussprechen, sobald man nur die
den Modificationen von ¢, (3, 7 entsprechenden Verinderungen von z und §
aus den Relationen (7.) berechnet.

Um mich hierbei kiirzer fassen zu koénnen, will ich den Begriff der
Substitution durch ein besonderes Zeichen, z. B. durch das Zeichen o dar-
stellen, dessen Einfihrung bei vielen Untersuchungen dringend nothig ist,
sobald es sich um die Betrachtung der Werthe handelt, in welche Ausdriicke
iibergehen, wenn andere Ausdriicke, von welchen die ersteren Functionen sind,
ihre Form oder ihren Werth éndern. Dieses Zeichen o, welches eine Menge
von Worlen erspart, heifst im Vorsatze (Hypothesis): ,Wenn anstatt des zur
Linken des Zeichens stehenden der zur Rechten befindliche Ausdruck gesetat
wird,” und im Nachsatze, in der Folgerung (Thesis): ,So geht die linke Seite
in die rechte iiber.” Z. B. der Satz, wenn A »» B, so ist C »» D heifst: wenn
man B an die Stelle von A setzt, also, wenn man A4 in B ibergehen lafst,
so geht C in D iiber, oder so tritt I) an die Stelle von C. Des Gleichheils-
zeichens kann man sich zu diesem Zwecke nicht fiiglich bedienen, da das
Setzen zweier Ausdriicke statt einander in eine Formel, in der Absicht die Mo-
dification der Formel zu untersuchen, durchaus keine Gleichheit der fiir einander
gesetzten Grofsen bedingt, und da namentlich héufig Grofsen statt einander
gesetzt werden, welche ihrer Form nach nie einander gleich sein konnen; wie
es z B., wenn man m-|-1 an die Stelle von m zu setzen hitte, jedenfalls un-
passend wire, deshalb m = m -1 zu schreiben; wahrend die Formel m o m--1
diesen Begriff oder hier diese Forderung sehr gut ausdriickt. Ubrigens lassen
sich diese Substitutionsformeln, wie unmittelbar aus ihrer Bedeutung hervor-

28 *
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geht, ganz wie Gleichungen behandeln, indem man auf beiden Seilen des Zeichens
gleiche Operationen vornehmen, mehrere Formeln durch beliebige Operationen
verkniipfen darf, u. s. w.; nur darf man nie, was bei Gleichungen erlaubt ist,
die beiden Seiten einer Formel mit einander vertauschen, sondern man mufs
stels die linke und die rechte Seile genau von einander unterscheiden *).

Bei der im vorigen Paragraphen zuerst angewandten Transformation
der Indices mwm-|-4, nwn--v bliehen ¢ und 3 unverindert, wihrend
y o y-+ia+tvfp war, die Doppelsummen Dlieben selbst unverindert, bis auf
erhlt.

Qi

diejenige, deren Exponent =1, und welche den Zuwachs V =1¢ =

B8

Da « und /2 sich nicht &ndern, so bleiben auch o = _— und 1/:%@ unver-
y , Aytiatvh)
(24 o

andert, wihrend §= =§-}-iat vy Alle in diesem Pa-

ragraphen durch Summation gewonnenen Formeln lassen sich in die folgende

zusammenziehen:

avy == ! __(=1FTa 8 cotang(nn 9
. (@m+ An+y)F 1.2....(g—Nef g8
Man ecrhalt folglich, wenn g >1 ist,

< 8 cotang (ny &)

8%~ cotang (ny 4 £)

——
N oEE" - a&! ’
und fir g =1,
.. - 2vmi
E—Ecolang(nn 4-§") = %Ecotang(nn-f« §)-o 1‘1:”’
folglich
Zcotang(nn+4&') =  Zcotang(nn§)--2dvi,
wenn §'=¢§-Lin4-vy und d=—1 oder =--1, je nachdem der Coéflicient

von ¢ in w == posiliv oder negaliv ist. Diese Resullale konnen in folgen-—

dem Theorem vereinigt werden:

*) Man konnte dieses Verhallen gar nicht unpassend durch das Zeichen sclbst an-
schaulich machen, wenn man z. B. einen liegenden Pfeil wiihlte, der, je nachdem sich
seine Spitze nach der rechten oder nach der linken Seite wendet, anzeigte, ob die rechte
Seite fiir die linke oder die linke fiir die rechte substituirt werden soll; da jedoch der-
gleichen Charactere im Druck schwer darzustellen sind, wenn sie hiufig wiederkehren,
so mag es bei dem obigen Zeichen sein Bewenden haben, Ubrigens findet man selten
Gehor, wenn man die Wichtigkeit der Bezeichnung eines solchen Begriffs a priori de-

monstriren will und man mufs dem practischen Gebrauche den Nachweis der Nitzlichkeit
des Zeichens iiberlassen.
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&' cotang (nn +£)
o™
ylionen von & betrachtet, doppelt periodisch, wenn g =1 ist, und haben die
wbeiden Moduln der Periodicitit == und #%; d. h. sie bleiben ungeindert, wenn
»& um An vy wichst; fir g =1 sind sie noch einfach periodisch in Bezug
wauf den Modul 7, erhalten aber im Allgemeinen den Zuwachs 2 Jdvi=+2vi,

wwenn § um An-| vy wichst.”

A. ,Die Summen von der Form X sind, als Func-

Diese Eigenschaften liegen ziemlich an der Oberfliche; denn die Pe-
riodicitit nach 7 ergiebt sich unmittelbar daraus, dafs jedes Glied der Reihen
schon eine periodische Function mit dem Modul 7 ist, und die Periodicitat
nach 7 geht daraus hervor, dafs fir ¢ > 1 die Reihen von der Anordnung
der Glieder unabhingig sind, so dafs man nmwn--1 setzen kann, wodurch
§wé-+n wird; wegen des Zuwachses +2:¢ fir den Fall ¢ =1 verweise
ich auf die Bemerkung am Schlusse. Die Eigenschaften, zu welchen ich so-
gleich iibergehen werde, und welche der zweiten der beiden im vorigen Pa-
ragraphen angewandten Transformations—Arten der Indices entsprechen, sind
verborgener, und wenn man nicht den hier eingeschlagenen Weg verfol-
gen will, so erfordert ihre Ermittelung sehr tiefliegende Untersuchungen,
welche dennoch nicht die wahre Metaphysik derselben einsehen lassen. Man
bemerke iibrigens die bei dieser Gelegenheit hervortretende zweifache Dar-
stellungs - Art der doppelt periodischen Funclionen. Bei der ersten Darstellung,
durch die Doppelsummen, werden in einer algebraischen Function, welche nichts
von Periodicitdt besilzt, statt des Variabeln y alle doppelt unendlich vielen
Ausdricke von der Form ytmo-|-np gesetzt, und wenn die Doppelreihe,
welche alle hieraus hervorgehenden Werthe umfafst, unabhingig von der An-
ordnung der Glieder convergirt, oder wenigstens ihre Summe nicht éndert, wenn
man die beiden Indices um constante ganze Zahlen vermehrt, so geht die
Doppelsumme fiir jede Vermehrung von y um irgend ein Vielfaches von «
und irgend ein Vielfaches von 3 in sich selbst zuriick. Bei der zweiten Dar-
stellung - Art, durch einfache Reihen, ist die erzeugende Function, wie hier
die Cotangente, nebst ihrem Differentialquotienten, selbst schon eine einfach
periodische Function, und in dieser werden fiir den Variabeln alle Glieder
§-4-nn einer einfachen arithmetischen Reihe gesetzt; convergirt die hieraus
entspringende Summe unabhingig von der Anordnung der Glieder, oder &ndert
sie sich wenigstens nicht, wenn alle Glieder um eine Stelle foriricken, so
kommt die zweite Periode dadurch hinein, dafs dem Ubergange von m > m--1
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der von § w §-}-7 entspricht. Zu diesen beiden Darstellungs- Arten der dop-
pelt periodischen Functionen, welche characterisch sind, gesellt sich diejenige
ebenfalls characteristische, welche Jacobi besonders hervorgehoben hat; namlich
durch den Quotienten zweier Functionen, welche zugleich einen eigentlichen
und einen uneigentlichen Modul der Periodicitit haben: Zihler und Nenner
sind Reihen, deren allgemeines Glied einfach periodisch ist und bei welchen,
wenn man das Argument um einen zweiten Variabeln édndert, ein und derselbe
Factor im Zihler und Nenner heraustritt, welcher sich dann durch die Division
forthebt. Durch dieses Fortheben des im Zihler und Nenner gleichzeitig her-
austretenden Factors kommt die zweite Periode hinein, wihrend die erste
Periode schon durch die Periodicitit der allgemeinen Glieder der Reihen im
Zihler und Nenner bedingt ist. Es scheint schwer zu entscheiden, welcher
der erwihnten drei Darstellungs— Arlen der doppelten Periodicitat der Vorzug
zu geben sei; sie nehmen jede ein eigenthiimliches Interesse fiir sich in An-
spruch; jedenfalls scheint der ersten, durch die Doppelsummen, wegen ihres
symmelrischen Verhaltens in Bezug auf die beiden Perioden, welches man
bei den andern beiden vermifst, eine besondere Wichtigkeit zuzuschreiben.

Bei der zweiten Transformations- Art der Indices m «» Am 4 un,
noovmtoen wird e wiotrvf=cd, fwuatof=_/p"; y bleibt unverin-

2 w . 7T

l;\.aigg:[;isw:w, und & o E.a—}-;,vﬂ :l—fvw:g,’.
man erhalt daher aus (IV.)

dert: hieraus folgt w v

1 8%~ cotang(nnw’-{—&" 1 Bg—lcotang(nnw-|—2) —1)"’_11.2....(/——1

—_— —2 = - .
ar.ﬂz 8&' ! o og! + 2 v
wo V = —()‘ = 7, wenn g =1, V_d‘-———,—, wenn g=—2, und V =

wenn g =2 lst. Schreibt man demnach
<& cotang(nme L&) (_oﬁf)gz 0  cotang (nww -+ £

Y oE! —{ 4,
so wird
A = —§22rt ————221/,&‘5, wenn ¢ =1,
o
y __—-—_5.21/&'5 251/0

(AH-rw), wenn g =2,

T 14

und 4 =0, wenn g >2. Setzt man noch (;) == (A+47w)? in die Formel,

so kommen nirgends mehr o, 3, » vor, sondern nur noch w und &, und man
hat folgendes Theorem:
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0* tcotang(nm &)
o
,welchen w einen beliebigen, nicht reellen, & einen ganz beliebigen complexen
., Werth hat, 4ndern sich nicht wesentlich, wenn man irgend vier ganze, der Bedin-
utow
it rve

»an die Stelle von w und gleichzeitig &' ZT'I_‘%; an die Stelle von & setzt:

enthaltenen Reihen, in

B. ,Die in der Form =

pgung Ao —uv=+1 geniigende ganze Zahlen 4, u, v, ¢ wihlt und o' =

ysie erlangen dadurch nur den Factor (A-}-»w)? und den Zuwachs 4, welcher

Hletztere =_2:”§, ,_._261”(1—] vw), oder =0 ist, je nachdem g =1,

»g9 =2 oder g =2 ist, wihrend —J das Vorzeichen des Coéfficienten von
»? in w bedeutet.”

Um zu der Ausfihrung der Multiplication nach s» in den unendlichen
Doppelproducten iberzugehen, setze man in (I.) ¥ w Sn--y. Fiigt man zu den
bei den Summen eingefithrten Bezeichnungen

nf . Ty —
- = 7o wd §=2- h y =—= hinzu
K o S = noch y : ,
so kommt
7a {1 } _sin(uytE—y)  etmtENi_ etk
m=—x am-+pFnty) — sin(ant& T riprrea T
folglich
7 Tl D A U . (UL ]
n=m—n m=—mn am+pgnty ne—w SN+ E)
n=o o(np+E—y)i "‘('”]—'rf;'—y)i-
——_ Ne——wm e("’l+§)i__ —-(n)]-{-;':)i

Setzt man €' =p, ¢ =1,, ==, so wird das allgemeine Glied des ein-
fachen Products nach n:
77"§Z—l—p“"§—lz

pn C_p—ng—l 9
. 1_7) —2n 2 2
welchem man entweder die Form 2~ T, oder die Form
1_ 2n§2 -2
1_p2n§2

geben mufs, je nachdem der analytische Modul von p grofser oder kleiner als
Eins ist. M(p) = M(e") kann nie gleich Eins sein, weil 7 imagindr, also
der reelle Theil von 7¢ von Null verschieden ist; dbrigens ist M(p) > 1
oder M(p)<<1, je nachdem der reelle Theil von %i positiv oder negativ,
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also je nachdem der Coéfficient von ¢ in w negativ oder posiliv, und je nach-

dem 0 = -1 oder == —1 ist; es ist daher M(p)~? stets <<1, und seta
. . S Yl .
man pl=e=¢==e “, was mit der von Jacobi eingefiihrien Be-

zeichnung dbereinstimmt, so ist M(g) stets <Z 1, und man kann das allgemeine
Glied in den beiden Formen
_ 1__q+"n§+"5 5320
— T g+
schreiben, wo entweder alle oberen oder alle unteren Zeichen zugleich gel-
ten; man nimmt die oberen oder die unteren Zeichen, je nachdem der Index n
positiv oder negativ ist. Thut man Dies und nimmt dann jedesmal zwei Fac-
toren zusammen, deren Indices entgegengesetzte Werthe haben, so erhalt man
(1—gn g_wzzr?)(i — ¢ £20 52 29)
(1___ ,]2n z—za) (1__ ’/MC (Y)
= (1=¢"C27)1—¢"i72") : 1—¢" ) (1— ¢ T,

wo n nur positive Werthe erhilt; fir n =0 kommt
{a—t1—(-ts
£
Man sieht daher, dafs das Resultat der Multiplication nach 2n der Quotient zweier
einfachen Producte wird, deren jedes die Form

n=aw n=w=

(€—E I (A=) [T (1—g"L7)
— C—A—¢ (- a—¢o(1—%) ... = 2©

hat, und deren Convergenz fir jeden Werth von & leicht daraus folgt, dafs
M(q)<< 1 ist. Man erhilt nimlich, wenn man die Function x(C) einfihrl:

(1 S - Z(“z€'> 1(‘?‘) B x(%)

V) M= arm) = 7o = e
_ ey _ g(e= )
#em) 2(75™)

Die Entwicklung der einfachen Producte von der Form x () in Reihen,
welche sowohl nach positiven, als negativen Potenzen von  fortschreiten und
die von Jacob:i sogenannien O Functionen bilden, findet sich ausfiihrlich in
Jacobi’s ,Fundamenta nova ete.”, und ich kann mich hier wegen Mangel an
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Raum nicht bei derselben aufhalten, und beschrinke ich mich auf die Bemer-
kung, dafs man die im Folgenden fiir die Functionen x({) abgeleiteten Eigen-
schaften sogleich auf die © Functionen iibertragen kann, welche die Entwick-
lungen jener sind.

Bezeichnet man das unendliche Doppelproduct, als Function von & und y
betrachtet, durch f(z,y), so hat man, da aus mwm-tg, noontkh, wo g
und % irgend zwei ganze Zahlen sind, y w4yt go-4p3 folgt, nach den im

vorigen Paragraphen angestellien Untersuchungen die Fundamentalformel
' 2hmi

(VL) flaytgathp) = e o oy
g

Bei der betreffenden Substitution bleiben 7 = —- und yz%’r-, also auch ¢

und 2 -unverindert, wihrend

§=L ™ Lgn kB Lo (el — (— gL,

[27
also kommt durch Verbindung von (V.) und (VL.), wenn man noch 2w 0% setzt:
drmd) ()
= g ". ‘1 .
A (7
Setzt man demnach 2 w» {2 und
x(g"2) = C-27%y(2),
so hangt C nicht von 2 ab und kann aus einem speciellen Werthe von 2 be-
stimmt werden. Es sei zundchst 2#=1 und man setze = = ¢~%, so erhalt man
x2(¢) = Cqz(¢~*%. Nun ist allgemein x (') = — % (), weil alle Factoren
von (&) bis auf den ersten paarweise aus einander dadurch hervorgehen, dafs
man C' statt & schreibt, und nur der erste L—C~! durch diese Substitution
sein Zeichen wechselt; also erhdlt man Cq = y(¢}):y(¢"H) =—1, C=—¢7",
x(g%)==—¢'2~"x(2). Allgemein kann man, wenn % ungerade ist, C in der
Formel x(¢"2) = Cz~* () dadurch bestimmen, dafs man z=¢"¥ setat,
wodurch sich x(¢**) = C¢"*x(¢=*), C= —¢™* ergiebt. Dies Verfahren fihrt
aber nicht zum Ziele, wenn & gerade ist, weil dann y(g~*)=x(¢") =0 ist,
indem immer x(¢*)=0, wenn g eine ganze Zahl ist. Fiir einen ungeraden
Werth von /£ hat man also x(¢"2) = —¢ "2 *y(2), und setzt man hier
2] q%, SO kommt x(qh+1z)___ —q q-— 2h —th(qz)__q—h?—%-l g—2h—2 (z),
also allgemein fir jeden ganzen Werth von 4:
(VIL)  x(¢'2) = (—1)"¢'27"y(2),
Crelle’s Journal f. d. M. Bd. XXXV. Heft 3, 29
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eine Formel, welche auch, wie schon in ,Fundamenta nova etc.” geschehen ist,
unmittelbar aus der Definition des Products y(2) abgeleitet werden kann. Die
Constante €' kann man auch durch folgende Methode zu bestimmen suchen.
Man setze 2 ® ¢*z~' und multiplicire die hieraus hervorgehende Formel
22 = Cq¢™ 2y (¢~"2™) mit der urspringlichen, so ergiebt sich
2" )Y = Cqe¥r @) (g2 ™);

und erwigt man, dafs x(27!) = — x(2), (¢ ") = —x(¢"2) ist, so kommt
C¢"*=1, C=+q¢"; aber das Vorzeichen + bleibt bei dieser Methode
unbestimmt und daher ist die erste vorzuziehen.

Fir die Substitution m « Am-+|un, nw vm-|-on, war e o hat+vp=d,
Bope+of3=/" Bezeichnet man daher dasjenige unendliche Doppelproduct,
welches aus f(a, ) hervorgeht, wenn man ¢ v ¢, 8w 3 setat, durch f"(x,y),
so hat man nach §. 3. die zweite Fundamentalformel

, 32_7_%’1' x—3x?)
(VIL) f'(@y) =€ < " " fl@7)

Schreibt man den Exponenten der Exponentialfunction unter der Form

VR . . 0 »
— 0 T e — Py} = — Iy — 8 — 8 = — oy — & — &
und bemerkt, dafs hei dieser Substitution & cnny = ——§— 7.-*_—21,; = &',

Tcn____}-'_l_yyw::y’, y—&wy —§&, wm;-__’;:i_l_sz_w, dwned =

(A9 — pv)d=47J" wird, so erhélt man fir die Function x aus (VIIL), in Ver-
bindung mit (V.), die Formel

vi
2(er =891, gt) e T 0B g).
25 T R L T
) —edni Lt
wo g=etee, o =TI, wabrend (y'— &)= an, § = e

Setzt man y—§wy, wodurch y'—§®wy', und bedenki, dafs y und & und
ebenso y' und & ginzlich von einander unabhingig sind, so kann man der

obigen Formel die Form
dvi

(AX) x@"q) = C.e 71 y(e' q)
geben, wo die Constante C' von y ganz unabhéingig ist und also nur von w
abhangt. Dies ist die allgemeine Formel, auf welche ich schon im vorigen
Paragraphen hingewiesen habe und aus welcher diejenige, welche der blofsen
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Vertauschung der Indices in dem unendlichen Doppelproduct entspricht, als
ganz specieller Fall hervorgeht, wenn man A =9 =0, u=v=1, ¢=—1,
Oni

also ¢'=e", y'_—_—% setzt. Die Constante C kann aus einem speciellen
Werthe von y bestimmt werden; aber um die einfachste Darstellung ihres Wer-
thes zu haben, mufs man sich anderer Methoden bedienen, bei denen ich mich
hier nicht aufhalten kann, da ich durch den grofsen Umfang, welchen diese
Abhandlung schon erreicht hat, sehr zur Kirze gezwungen werde.

Die Function f(x, ), welche von zwei oder, wenn man o und /3 dazu
rechnet, von vier Elementen abhangt, kann sogleich auf eine solche zurick-
gefiihrt werden, welche ein Element weniger enthalt. Man hat

—7
[ — r __ emtfuty—a 1—_am+ﬂ;
amt Anty am fnty =y
. , am-+Bn
wenn nicht gleichzeitig m=— 0, n=0; und fir m =n=—0 wird das allge-
meine Glied 1— > — ‘_”___31 Setzt man daher allgemein

X
rcII(l — ——am_‘_———-ﬁ") = ¢ (),
wo in dem Producte die Combination m ==n —0 auszuschliefsen ist, so erhélt man

X)) flz,y) = pr—y) _ ply—x)

p(—7 ?(7)
Die Function ¢(x) ist der Werth von z — [(z, y) oder von —yf(x, y) fir
Ty

y=0, und man kann geradezu ¢(x)==f(x, 0) setzen, wenn man sich vor-
nimmt & statt des in f(x, 0) vorkommenden sinnlosen Factors 1———'—5— zu setzen.

Aus den Fundamental-Eigenschaften der Function ¢(x), welche jetzt ent-
wickelt werden sollen, gehen zugleich die Modificationen hervor, welche f(x, y)
erleidet, wenn z sich indert, wihrend durch die Formel (VL) die Modifica-
tionen von f(&, 7) bei einer Anderung von y gegeben sind. Setzt man in (VI.)
den Werth von f(a,y) aus (X.) und schreibt zugleich y —z w2, also
x»y—ax, so erhilt man

ptgathf) _ ITECng(n)

P(r+gathf) ¢’

29 *
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und folglich, da = und ¥ ganz von einander unabhingig sind,

2hni
g@tgathp) = C.e’ " " g(@);

wo C nicht von z, sondern nur von « und 3 abhangt. Um C zu bestimmen,

kann man, wenn g und % nicht gleichzeilig beide gerade sind, = ——ﬂ;—h—é
setzen, wodurch x4 ga-}AfB = —a. Bericksichtigt man hierbei, dafs allge-
mein @(—x)= —¢(x) ist *), so erhilt man
ohni i . Bri

C— — e * (ga+hp) — __ g¢hni, eah ﬁa— — (__1>gh—l~l em' T«
Z.B. fir g=1, h=0 ist ¢(x-}a) = — ¢(x), und hiernach, wenn g un-
gerade ist, . ‘

g She B g2 iy
p@+(g+Dethp) = (—De” e = T g(ata)

3o hrei
Jh-zgll Jd 2
— ( 1)71+g+le « g @

g (@),
weil g=1, gh=~rh (mod.2); also hat man in allen Fallen
hipt2hx

d—t———ni
X1  g(@tgatap) = (—1)+e =« g,
indem (—1)8"*'= (—1)**¢, wenn g ungerade ist.

Es sei ¢(x) w ¢' (), wemn aw o', 3w 3’; da nun

(P("v):{—‘?’f(w) ;’)}y:t) und (P,(m): {—”7f'($:7)}y.—_m
so erhilt man unmittelbar aus (VIIL.), wenn man y =20 setzt, nachdem man
beide Seiten der Formel mit —y multiplicirt hat,

vl

KL ¢'(@) = = ga).

Betrachtet man den Quotienten q’—i;’f}-/—f—-):——f(.z', y) als Function von 7,

so kann man nach denjenigen speciellen Werthen von x fragen, fir welche
jener Quotient eine doppelt periodische Function wird. Es geniigt zu dem Ende,
a so zu bestimmen, dafs der Exponentialfactor auf der rechten Seite von (VL)

J— . 13
= -+1 wird; setzt man z. B. £ = }e, so ist ?1%(—59—) eine doppelt perio-

dische Function von y mit den beiden Moduln ¢ und 2 /3, und allgemein ist

#) Dies zeigt sich sogleich, wenn man in dem unendlichen Doppelproduct m &> —m,
n o —n setzt, und bedenkt, dafs fiir diese Transformation der Indices »=0 ist,.alsu in
der Formel (VIIL) der hinzutretende Exponentialfactor sich auf die Einheit reducirt.
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o(r—7)
P(7)
und %43; nur darf man nicht #=1 annehmen, weil die Function sich dann auf
eine Constante reducirt. Durch Transformation von e, 3 in ¢’ resp. 3’ und
Anwendung der Formel (XIL) kann man eine Reihe von unendlich vielen
doppelt periodischen Quotienten finden; doch ist die Ausfihrung dieses Ge-
genstandes nach den hier angewandten Principien zu leicht, als dafs es nothig

wire, mich linger bei demselben aufzuhalten.

eine doppelt periodische Function von y mit den beiden Moduln «

5.

. . . . 1
Die Kreisfunctionen entstehen aus Functionen von der Form — als er-

‘zve
zeugenden Functionen, indem man slait & alle Werthe von der Form z-l-m
setzt, in welchen m alle ganzen Zahlén von — oo bis oo durchléufi, und alle
daraus hervorgehenden Werthe der erzeugenden Function addirt. Allgemeiner

entstehen die Kreisfunctionen durch einfache Summation, wenn man in der

erzeugenden Function ié-,, x x| am setzt; was ich die Entstehung durch
xr

einfache Erzeugung nach dem Modul o nennen will. Aus denselben erzeu-

genden Functionen ;15; enistehen die elliptischen Functionen durch doppelie Er-

zeugung nach den beiden Moduln o und $3, d. h. durch doppelte Summation von
— 00 bis oo nach den beiden Indices m und =, wenn man = v x4 am- fn
setzl. Aus jeder rationalen Function von x, in welcher der Grad des Zihlers
kleiner ist als der des Nenners, entstehen im Allgemeinen durch einfache Er-
zeugung Kreisfunctionen, durch doppelte Erzeugung elliptische Functionen; denn

jede solche rationale Function lafst sich in Partialbriiche von der Form 7
(x—c)°

zerlegen, wo € und ¢ von « unabhingig sind und g positive ganze Werthe
hat, und die erzeugte Function zerfallt dadurch in ein Aggregat von Functionen,

haben. Bei

welche erzeugende Functionen von der einfachen Form ; -
r—o)p

der einfachen Erzeugung sind die Functionen stets einfach periodisch, und die
Summen sind unabhingig von der Anordnung der Glieder, wenn alle Werthe
von g, welche in den Partialbriichen erscheinen, =1 sind; letzteres geschieht,
wenn die erzeugende rationale Function der vollstindige Differentialquotient
einer andern rationalen Function ist; in jedem anderen Falle konnen jedoch, bei
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jeder Anderung des Arrangements der Glieder in den einfachen Summen, die
Functionen, welche durch diese Summen reprisentirt werden, nur einen con-
stanten von « unabhiingigen Zuwachs erhalten, und dieser Zuwachs riihrt einzig
und allein von denjenigen Termen der erzeugenden rationalen Function her,
in welchen g =1 ist. Die durch doppelte Erzeugung entstehenden Functionen
sind doppelt periodisch nach den beiden Moduln o und 3, wenn alle g >1.
unabhéingig von der Anordnung der Glieder in den Doppelsummen, wenn alle
9> 2 sind, in welchem Falle die erzeugende Function der zweite Differen-
tialquotient einer rationalen Function ist, und im Allgemeinen kann der Zu-
wachs, welcher bei verindertem Arrangement aus den g =1 und g =2 ent-
sprechenden Gliedern entspringt, nur eine ganze Function ersten Grades von x
sein, welche sich auf eine Constante reducirt, wenn alle ¢ =1 sind. Die
Richtigkeit dieser letztern Behauptungen ergiebt sich unmittelbar aus den im
Vorhergehenden auseinandergesetzten Principien.

Der Hauptgegenstand dieses Paragraphen besteht darin, nachzuweisen,
dafs die durch doppelte Erzeugung aus den rationalen Functionen entstehen-
den Functionen, welche gleichzeitig auch aus den Kreisfunctionen durch ein-
fache Erzeugung entstehen, wirklich elliptische Functionen sind, d. h. den Diffe-
rentialgleichungen geniigen, durch welche die elliptischen Functionen definirt
werden; und ferner zu zeigen, wie aus denselben Belrachtungen, welche zu
diesem Resultate fibren, zugleich die Fundamental-Eigenschaften der ellipti-
schen Functionen hervorgehen. Der Weg ist ganz derselbe, wie derjenige,
welchen ich im vorigen Paragraphen fir die Kreisfunctionen, als der durch
einfache Erzeugung aus den rationalen entstehenden Functionen eingeschlagen
habe; von den Eigenschaften der erzeugenden Functionen ausgehend, gelangt
man zu denjenigen der erzeugten Functionen. Es lag urspriinglich in dem
Plane dieser Arbeit, den betreffenden Gegenstand mit aller Ausfiihrlichkeit
zu behandeln, indessen werde ich durch Mangel an Raum gezwungen, mich
auf die Hauptpuncte und die allgemeinsten Principien zu beschranken. Ubri-
gens glaube ich, dafs es nicht leicht einen andern Gang in dieser Theorie
geben mochte, bei welchem mit derselben Klarheit und Anschaulichkeit die
Analogie der rationalen, Kreis- und elliptischen Functionen in die Augen fallt,
und bei welchem die Eigenschaften dieser drei Arten von Functionen gewisser-
mafsen aus derselben Quelle fliefsen und auf demselben Wege angetroffen werden.

Man setze der Kirze wegen am--3n =w, in welchem Ausdrucke m
und n unabhédngig von einander alle ganzen Werthe von — » bis oo durch-
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laufen; kommen mehrere Ausdricke von dieser Form vor, so werden sie
durch w,, w,, u. s. w. bezeichnet. Die Haupt-Eigenschaft dieser Ausdriicke,
welche sie mit den ganzen Zahlen theilen, und auf welcher alles Folgende
wesentlich beruht, besteht darin, dafs die Summe irgend zweier wieder einen
Ausdruck von derselben Form hervorbringt, und dafs, wenn w, alle seine
Werthe, w, dagegen einen stehenden Werth erhalt, die Summe o, w, wie-
der genau dieselben Werthe wie w, durchliuft; diejenige Eigenschaft der ganzen
Zahlen aber, vermoge welcher sie sich durch Multiplication reproduciren, besitzen
die Ausdriicke 20 nur fir specielle Werthe von o und 3, z. B., wenn =1,
[3 =1t ist, oder wenn ¢ =1, und /3 einer dritten Wurzel der Einheit gleich ist.
Um die Analogie mit den Kreisfunctionen auch durch die Bezeichnung
hervortreten zu lassen, setze man die Doppelsumme
= 1
@+ wf
Zunichst konnen die Functionen (1, &), (2, x), (3, ), etc. aus einander durch
Differentiation nach a abgeleitet werden, und zwar nach den Formeln

ol,z)=—(2,2), 0R,2)=—23,), .... 0(g,2)=—g(g9-1,2),
in welchen zur Erleichterung des Druckes die Nenner o weggelassen sind. —
Setzt man in der Formel

= (g, )

11 1 1 1 3 1 1 6 1 1

——— e LT _

P g (p+9q)° {p" ‘ q“}+ VEXIS {p“+q*$+ wtes | g’
p=x+tw, §g=—x—w, p-+q=w,—w,, und summirt iber alle Werthe

von w, und w,, mit Ausnahme der Combinationen w, = w,, so erhilt man links
eine von der Anordnung der Glieder unabhingige vierfache Summe, welche
= — {3, &) — (6, x)} ist;

rechts betrachte man w, —w, als einen Ausdruck, welcher fir jeden stehen-
den Werth von w, wiederum alle Werthe von w, mit Ausschlufs von w =20,
d. h. mit Ausschlufs der Combination m =—0, n =0 durchliuft. Setzt man
W, — Wy =w, w,=—w,--w und summirt zuerst iber alle Werthe von w,,
so ergiebt sich :

1 3 6 !
—s {8,z +w)—@3,2)} -+ = {Ryx+w)+(2,2)} — -5 {1, z4-w)—1,z)}.
Wegen der eigentlichen Periodicitit von (3,z) und (2, ) ist nun (3, x4 w)
=(3,x), (2,4 w)=(2,x) und wegen der uneigentlichen Periodicitit von

d,z) ist 1, z+w) = (1,.1-)—}—62';”5, wenn w=am- 3n gesetzt wird.
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Hierdurch reducirt sich.das so eben gefundene Resultat auf
6(2, x) _ 1207 n

P —y

w « w?e

Die Summation iiber die Werthe von w, welche noch auszufiihren ist, bezieht sich

nur auf die allgemeinen Glieder zi und u:—: Setzt man = = (4%, 0)

1
vt (em+4Bn)t
und (5‘

2m n . . .
=¢, wo der Stern iiber dem Summenzeichen die Aus-

Famt B
schliefsung der Combination s =— 0, n = 0 andeutet, so erhilt man schliefs-
lich rechts
6(4%,0)(2, )—6¢;

also hat man die Gleichung

(1) (6,2) = (3, 2464, 0)(2, @) — b¢
gefunden. Das Erscheinen der eigenthiimlichen Constante ¢ weiset auf diejeni-
gen Functionen hin, welche die Differentialquotienten von (g, x) nach 3 sind.
Setzt man p=w,, ¢ =a+}w,, p+¢=2a+}w,}w, und summirt iber w,
und e, indem man w, =— 0 ausschliefst, so kommt links (3%, 0)(3, x); rechis
setzt man w,}-w,=w, w,=—w —w, und erhalt durch Summation iiber w,,
wobei w, = w auszuschliefsen:

1 %
g = 3% =)+ B, — (x+w>3}4(x+w>‘z(2 —)+ @)~ el

+m{*— —w)+(1, x)— x_’_w}
Beriicksichtigt man hierbei die Periodicitit der Functionen, und dafs (3%, 0) =0,
(1*,0)=0 ist, so kommt
Gx) | 3(2*,0)-{-3(2,1')_'_1267:&’ ) + 61, ) 10 .
(r+w)s ! (x4 w)* o (x4w)> ' (r4+w)s  (rfw)°
summirt man nun nach w, bedenkt, dafs

04, x ow 1 n
(<9ﬂ) = g e — et

und vergleicht mit dem Resultate auf der linken Seite (3*%,0) (3, x), welches
sich auf O reducirt, so erhilt man die zweite Gleichung

3 35m 94, )

R) 10(6,x)+ ~oF
= (3, 2/’ +3(2%,0)(4, )+ 3(2, x)(4, )+ 6(1, 2)(9, x).
Eine ahnliche Behandlung der Formel .

1 1 1 1 1
o e = G R a0,
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in welcher »=p ¢ ist, liefert die beiden Gleichungen:

B) (t,z) = 3,2){4,x)+24%0)},

“4) 5(7,x) = 20,2){R,2)— (2% 0)} 433, )4, z);
auch geht (3.) aus (1.) durch Differentiation nach x hervor. Die Gleichun-
gen (1., 3. und 4.) kann man als totale Differentialgleichungen zur Bestim-
mung von (2, x) betrachten; (2.) dagegen ist eine parlielle Differential~
gleichung. Im Allgemeinen fiihren die identischen Gleichungen von der Form
der beiden hier benutzten stets zu totalen Differentialgleichungen, wenn in ihnen

. 1 1 . i .
die Terme — und — fehlen; kommen aber diese Terme vor, so konnen die

identischen Formeln zum Theil auf partielle Differenzialgleichungen fihren. Man
kann sich auf diese Weise bald so viele oder mehr Gleichungen verschaffen, als
unbekannte Functionen vorhanden sind; einige der Gleichungen gehen aus andern
durch Differentiiren hervor. Ubrigens gelten hier genau dieselben Bemerkungen,
welche iiber den analogen Gegenstand im vorigen Paragraphen gemacht worden sind.

Differentiirt man jede der beiden Gleichungen (3. und 4.) noch zwei-
mal nach @, so hat man, (1.) mitgerechnet, 7 Gleichungen, aus welchen man
die 6 Functionen (4, x) bis (9, ) eliminiren kann. Diese Elimination ist gar
nicht mithsam, wenn man sie geschickt anstelll. Man verschafft sich zunachst
aus (3.) und (4.) die Gleichung

(2, 2)— @, 0 — (4, 2)+5(4%0) ®),

und verbindet dann dieselbe mit (1.). Das Resultat der Elimination ist

() 3, x)z = {(27 z)— (2*9 O)}3 - 15(4*7 0) {(25 z) "‘(2*9 O)}

+10{c — (2%, 0)(4%, 0)}.

Man sieht also, dafs das Quadrat von (3, ) einer ganzen Function von (2, x)
dritten Grades gleich ist, deren hochsier Term den Coéfficienten 1 hat. Um
dieser Function dritten Grades eine elegantere Form zu geben, suche man ihre
Wurzelwerthe auf; zu dem Ende darf man nur drei von einander unabhingige

Werthe von x aufsuchen, welche (3, £)==0 machen; solche sind ==

2 K
w=§ und &= “'2!"8 , ‘wie man sogleich sieht, wenn man die Eigenschaft
der Periodicitat mit der Relation (3, — &)= — (3, =) verbindet. Diese Werthe

von & in (2, x) gesetat, geben die Wurzelwerthe der Function dritten Grades
von (2, ) und man erhélt folglich

©) o) = [Ro—( 2o - Pie o35

#) S. a. Schlufs. B
Crelle’s Journal f. d. M. Bd. XXXV. Heft 3. 30
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Setzt man daher (2,x)=v, (2, %):::a, (2, —g)z——a', (2, a2 ﬂ):a”, 0

wird (3, z)’ =1} g—; " und

0
L =2/(y—a)y—a)(y—a"),
oy
Qr —
» =/ V(=0 (—d)y—d))
Die Funclion (2, ) ist demnach in der That eine elliptische Function erster
Gattung von x, und da

— — — y9y
he) = —f@@ow = = [froe = — [yt Loy

so ist (1, x) eine elliptische Function zweiter Gattung. Durch nochmalige
Integration und den Ubergang von den Logarithmen zu den Zahlen, was man
die exponentielle Integration nennen kann, gelangt man einerseits zu den un-
endlichen Doppelproducten, andrerseits zu den von Jacobi statt der dritten
Gattung eingefihrten und von ihm durch £2 bezeichneten Funtionen. Der
Zusammenhang zwischen den doppelt periodischen Quotienten aus unendlichen
Doppelproducten und den hier betrachteten Doppelsummen ergiebt sich durch
Zerfillung jener Quotienten in Partialbriiche.

Man kann zu der Fundamentalgleichung (5.), welche den Zusammen-
hang unserer Doppelsummen mit den elliptischen Functionen nachweiset, auf
kirzerem Wege gelangen, wenn man mit der KElimination die Inlegration
der Differentialgleichungen verbindet; aber da die Bestimmung der willkir-
lichen Coustanten wegen der Discontinuitit der Functionen einige Schwierig-
keiten macht, so suche ich, so oft es angeht, jede Integration zu vermeiden.

Die Zusammenstellung von (5.) und (6.) fihrt zu Relationen zwischen
den Constanten, wie z. B.

atd+d" = 3% 0), us w;
man kann unendlich viele Relationen zwischen solchen Constanten finden, wenn
man sowohl in den bereits entwickelten Gleichungen, als auch in allen andern,
welche dieselbe Methode ergiebt, fir  specielle Werthe setat.

Die Gleichung (2.), und eine Reihe anderer von ahnlicher Art, dienen
gur Bestimmung der Ableitungen der elliptischen Functionen nach /3, und wenn
man o mit 3 vertauscht (§. 3.), auch derer nach a.

Unter der grofsen Masse von Formeln, welche aus algebraischen Re-
lationen durch den Procefs der doppelten Erzeugung fiir elliptische Functionen

+ Const.
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hervorgehen, kann ich hier nur einige von sehr allgemeiner Form herausheben
und mufs es einer spitern Gelegenheit iiberlassen, einige Ordnung in diese
Masse zu bringen; denn die Fruchtbarkeit dieses Gegenstandes ist so grofs, dafs
die eigentliche Schwierigkeit hier in einer zweckmifsigen Beschriankung besteht.

Da die aus % durch doppelte Erzeugung hervorgehende Doppelreihe

bei jeder Verinderung des Arrangements der Glieder nur um eine ganze Func-
tion ersten Grades von & wachsen kann, so wird die aus dem Aggregate

! "
LpEEt e
entspringende Doppelreihe *) ganzlich unabhingig von der Anordnung der Glie-
der sein, wenn man die Constanten und die Variabeln den Bedingungen

atad+ad'+.... =0 wmd extdz|ad'a"+.... =0
unterwirft #¥),  Multiplicirt man daher die beiden Ausdriicke
! " "
{5 + % + _:" } {— bn + }
und zerfillt jeden Term des Products nach der Formel
1
xy 57%7 2t )
so ist es erlaubt, auf die hieraus hervorgehende algebraische Relation das Princip
der doppelten Erzeugung anzuwenden, sobald aufser den obigen beiden Bedin-
gungen auch die beiden folgenden analogen
bbb ... =0, by4by +b'y'|.... =0
erfillt sind. Der Algorithmus, zu welchem dieses Princip fithrt, ist, wie ich

glaube, durch das Obige hinldnglich klar geworden, und ich brauche daher wohl
nur das Resultat hinzuschreiben; dasselbe ist

fa(l,z)+a,z")-+a" A, ")+ o, y)+ 0 A, )+ 8", y")+ ...}
= S{a®6 (1, 2® L y)[(1, @)1, y)]}

My v

+x 3{25“‘ a® .

n
x4y ) | am-]-p’ni ’

*) Wenn man némlich xw 24w, 2wa’+w, 2”0 a"4w, elc. setat und die
doppelte Summation iiber alle Werthe von w ausfihrt.

#*) Wie auch aus der Form des allgemeinen Gliedes nach den Principien von
§. 1. und §. 3. mit Strenge hervorgeht; denn entwickelt man das allgemeine Glied nach

fallenden Potenzen von w, so fehlen die Terme ;01- und _J}T'

30*
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wo das Summenzeichen S sich auf alle Combinationen von « und » bezieht.

Ubrigens lafst sich der zweite Theil rechts, wenn durch ¢ dieselbe Function

wie im vorhergehenden Paragraphen bezeichnet wird, auch wie folgt schreiben:
i ) 4y

My v i dﬂ

Ebenso kann man auch von Aggregaten von der Form

u"
-x'ﬁ —I- etc.

ausgehen, fiir welche die einzige Bedingung a-}-a' | a”4....= 0 erfillt sein
mufs, damit die aus ihnen entspringenden Doppelsummen von der Anordnung
der Glieder unabhingig seien, und man gelangt durch die identische Relation
1 1 1 1 2 1 1
o = T T e E )
und durch den Procefs der doppelten Erzeugung zu der neuen Formel:
S{a@80(Q2, &)@,y ) = S{a 02,24y, 29) 2,y
+28{a 43,20+ y)[(1, 29)+ (1, )}
20mi o iy 02, 2 4 y0))
— Sﬁa“’b( et }

Viel allgemeinere transcendente Formeln, und welche die eben abge-
leiteten als specielle Fille umfassen, erhilt man, wenn man von irgend einer
rationalen Function F'(w) von w ausgeht (welche aufser w beliebig viele andere
Grofsen enthalten kann), in der der Grad des Nenners den des Zihlers um
mindestens 3 Einheiten ibertrifft, und welche daher, nach fallenden Potenzen

. . 1
von w entwickelt, erst mit dem Term e anfingt. Unter der letzteren Vor-

!
AL LA
.’1.'2 .ZJ2 |

3
aussetzung wird 2 F'(w), welches sich iiber alle Werthe von w erstrecki, von
der Anordnung der Glieder unabhéngig sein, und diese Summe wird sich,
wenn man F'(w) in Partialbriche zerfallet, durch lauter Functionen von der
Form (g, ) ausdriicken lassen, in denen g sowohl als & verschiedene Werthe
erhalten. Sind nun F), und F, zwei solche rationale Functionen, welche der
eben festgestelllen Bedingung Geniige leisten, setzt man in der einen w w w,,
in der andern w w w, und bildet das Product F(w,)F,(w,), so ist die vier-
fache Summe X F\(w,)F,(w,), welche in das Product der beiden Doppel-
summen = Fi(w,) und X F,(w,) zerfillt und daher vollstindig durch elliptische
Functionen ausgedriickt werden kann, unabhingig von der Anordnung der
Glieder, und man darf daher in derselben neue Indices statt der urspriinglichen
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einfihren. Wenn man ¥, und F, in Partialbriiche zerfillet und die beiden
Zerfillungen in einander multiplicirt, so werden alle Terme des Products von

der Form
1 1

(®, +w|)g‘ (€, Fw, )
sein, und dieses letztere Product in Partialbriiche zerfillet, liefert wiederum
lauter Terme von den Formen
(@) 1 . 1 1 ) 1 )
(r 4w, +w,)* (z4w,)* (Fw, Fw,)t  (z—wy)k

Setzt man nun w,-+ w,=—w, indem man w, in der Form w — w, schreibt, so

oder (b))

giebt die Form (a.), nach , summirt, unmittelbar T}f—k_l—’_%, und die Form (4.)
nach w, summirt (—f}’%—‘%;%) Nun ist, wegen der Periodicitit (k, 2 — w) = (k,2),
wenn k1, und wenn k=1, so tritt das Glied ——r)‘z';ni—_:—— 26‘:’5 %%

hinzu; die noch auszufihrende Summation nach w giebt daher fir die Form (a.)
(k, 2)(k,y) und fir die Form (4.) eniweder (%, 2)(k,y) oder (k,=2)(h,y)
+ 20ni ] d(k—1,y)
h—1)e af
auch =1 ist, so erhdlt man als allgemeines Glied der fir die Form (4.) zu
20ni OJlog(y+w)
« og
Glieder dieser Form vereinigen, um eine convergente Reihe zu erhalten. Auf
diese Weise findet man also fiir dieselbe vierfache Summe von sehr allgemeiner
Form einen doppelten Ausdruck durch elliptische Functionen. Will man ubri-
gens die Differentialquotienten der elliptischen Functionen nach 3 vermeiden,
so mufs man von solchen algebraischen Relationen ausgehen, in welchen alle
k=1 sind. Noch allgemeinere Formeln erhilt man, wenn man mehr als zwei
rationale Functionen von der Form F, welche sich der Reihe nach und resp.
auf w,, w,, w;, u.s. w. beziehen, mit einander multiplicirt und auf &hnliche
Art, wie bei dem Producte zweier verfihrt. Es ist nicht schwer, nach Dem
was hier und schon im vorigen Paragraphen gesagt wurde, auch solche Formeln
aufzustellen, welche ihre Geltung behalten, man mag die darin vorkommenden
Functionen elliptische, Kreis- oder algebraische Functionen bedeuten lassen.
Man kann versichern, dafs durch Anwendung der hier auseinanderge-
setzten Principien und durch rein algebraische Verbindung der Formeln, so
wie durch Einsetzung specieller Werthe fiir die vorkommenden Grofsen, die

, je nachdem &1 oder k=1 ist; wenn aufser k=1

(k, 2)(k, y) noch hinzutretenden Reihe — und man mufs alle
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Additionstheoreme der drei Gattungen, so wie eine Menge der wichiigsien
Fundamentalgleichungen fiir elliptische Functionen abgeleitet werden konnen;
aber da ich zu andern Untersuchungen iibergehen mufs, so sehe ich mich
genothigt, die Ausfihrung dieses reichhaltigen Gegenstandes auf eine spitere
Gelegenheit zu verschieben. Ich bemerke nur noch, dafs ein wichtiges Hiilfs-
mittel zur Ableitung neuer Formeln aus den schon gefundenen darin besteht,
dafs man einen der vorkommenden Variabeln unendlich klein setzt und auf
beiden Seiten nach dessen steigenden Potenzen entwickelt, um die Coéfficien—
ten derselben Potenzen einander gleich zu setzen. Auch mache ich noch auf
den wichtigen Umstand aufmerksam, dafs die Reihe fiir (1,2) nur einen con-
stanten Zuwachs erhdlt und die fir (2, ) sich gar nicht éndert, wenn man
in w = am--[3n blofs die Werthe von m unter einander und blofs die Werthe
von n unter einander permutirt, ohne jedoch die Werthe von m mit denen
von n irgend wie zu verwechseln; hierdurch wird es moglich, bei den obigen
Betrachtungen auch solche rationale Functionen einzufiihren, bei welchen der
Grad des Nenners den des Zihlers nur um 2 Einheiten dbertrift.

6.

Es scheint hier der passende Ort zur Behandlung desjenigen Pro-
blems zu sein, welches am Schlusse von §. 3. in Anregung gebracht worden
ist. Wenn man auch nicht durch die beiden Formen Am'+un' und vm'4on'
alle Combinationen von zwei ganzen Zahlen s, n darstellen kann, sobald die
Determinante Ap —uv =—=¢ von +1 verschieden ist, so kann man dies doch
durch den Complex von & (+¢ je nachdem ¢ positiv oder negativ) Systemen
von der Form im'+un'-+o, vm'+on'-L v erreichen, welche sich unter ein-
ander durch verschiedene Combinationen o, = unterscheiden und in deren jedem
m' und n' alle ganzen Werthe von — oo bis oo durchlaufen. Fiir o miissen
nach und nach alle Glieder eines vollstindigen Restensystems mod. & gesetzt
werden, wenn ¢ der grofste positive gemeinschaftliche Theiler der beiden
ganzen Coéfficienten A und wx ist, und fir = alle Glieder eines vollstindigen

Restensystems mod.—%—e—_zﬁ', wo & so wie & positiv ist. In der That stellt

Am'un' ale ganzen Zahlen dar, welche durch & theilbar sind, aber nur
diese, und da jede ganze Zahl einem und nur einem Gliede eines vollstin-
digen Restensysiems mod..% congruent ist, so wird die Gesammtheit der Aus-
driicke Am'-- un'4-0, wenn ¢ nach und nach alle Glieder eines solchen Re-
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stensystems durchlauft, wirklich alle ganzen Zahlen ohne Ausnahme darstellen;
auch ist jede nur durch einen dieser 9 Ausdriicke darstellbar. Es sei m eine
gegebene Zahl und man setze m=21m'+ um'-}-o; es sei ferner m/ und n/, irgend
ein System von ganzen Werthen von m' und », welches dieser Gleichung
geniigt; dann sind alle derselben geniigenden Systeme durch die Formeln

A
m = m{,—k%, n = n+ky

gegeben, wo k alle ganzen Werthe haben kann. Der Ausdruck vm'-}-on'-+-t
wird durch Substitution dieser Werthe

20 —un
v o)+ k2B Lo — ol | om) kS La,

und es ist klar, dafs immer ein und nur ein Werth von = aus einem voll-
standigen Restensysteme mod.$' und dann immer ein und nur ein zugehoriger
ganzer Werth von & existirt, fir welchen dieser Ausdruck irgend einer gan-
zen Zahl n gleich wird, wihrend s unverandert bleibt. Zugleich sieht man,
dafs, um zu jedem m alle ganzen Werthe von n zu erschopfen, = wirklich

alle Glieder des vollstindigen Restensystems mod. 9':—%—6— durchlaufen mufs.

Es ist somit bewiesen, dafs die beiden Ausdriicke
m = Am't+un't+o und n = rm'fen' -t
wirklich alle Combinationen von zwei ganzen Zahlen m, n und jede Combi-
nation nur einmal darstellen, wenn man in ihnen ¢ und = unabhingig von ein-
ander, ersteres ein vollstindiges Restensystem mod.J, letzteres ein vollstindiges
Restensystem mod. &', und m' und n', ebenfalls unabhiingig von einander und
unabhingig von ¢ und 7, alle ganzen Werthe von — oo bis oo durchlaufen
lifst; und man kann diese Substitution fiir m und n als eine Eintheilung aller
Combinationen m, n in eine Anzahl 99'= + ¢ Partialgruppen betrachten, weleche
sich unter einander durch die Werthe von ¢ und 7 unterscheiden, in deren
jeder aber ¢ und 7 einen stehenden Werth haben, wihrend m' und ' alle
ganzen Werthe durchlaufen.
Fiihrt man wirklich die hiernach satthafie Transformation der Indices

m o im+tunto, novmfont
in die Reihen (g,7) und in das unendliche Doppelproduct f(z,y) ein, so
erhdlt man

am+pBnty w !'m{-B'nty, wo
o = datv@, B' = patef uwd y = ytoalf,
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und wefin man daher jedesmal alle Glieder, fir welche ¢ und = denselben
Werth behalten, zu einer Partialreihe oder einem Partialproducte zusammenfafst,
so erhilt man nach den Principien in §. 3. die folgenden Transformationsformeln:

4)  S(g,ytoetef) = ($7+V(9 1>

(B) Pf'(x,y+toatif) = eVON—WENF (g o),
wo die durch lateinische Lettern ausgedriickten Summen- und Productenzeichen
N und P eine endliche Summe, resp. ein endliches Product von ¢ *) Termen
bezeichnen, und sich iber alle ¢ Combinationen o, = erstrecken; durch (g, 7)
und /' wird ferner angezeigt, was aus (g, ) resp. f wird, wenn man « w ¢/,
3w ' setzt, und alles Ubrige ungeindert lafst. Ich werde sagen, dafs diese

Transformationsformeln dem linearen Systeme G/’ Z) und der Determinante &
]
zugordnet seien.

Da o irgend ein beliebiges Restensystem mod. &, und 7 irgend ein be—
liebiges Restensystem mod. & durchlaufen kann, so will ich, ehe ich zu der
Bestimmung von .V iibergehe, zuvor die Modificationen untersuchen, welche
die endliche Summe auf der linken Seite von (A.) erleidet, wenn man von
einem Restensysteme sowohl mod. 9 als mod. 9’ zu andern ibergeht. Wenn
g=1 ist, so erlangt jene Summe durch diesen Ubergang einen constanten,
von ¥ unabhéingigen Zuwachs und bleibt folglich fir grofsere Werthe von ¢
ungedndert. In der That seien o, und o, die allgemeinen Glieder zweier ver-
schiedenen Restensysteme (mod. 3) und 7,, 7, die allgemeinen Glieder zweier
verschiedenen Restensysteme (mod. 3'); es werden sich demnach die Zahlen
o, mit denen o, und die Zahlen 7, mit denen 7z, zu zweien zusammenstellen
lassen, deren Differenz durch J resp. 9 theilbar ist. Betrachtet man einer-
seits die Reihe der ¢ Grofsen o,c-7,/3, andrerseits die Reihe der & Grofsen
o,a}7,(3, so behaupte ich, dafs jedes Glied in der einen Reihe eines und
nur eines in der andern findet, welches sich von ihm um einen Ausdruck von
der Form ko' 73’ unterscheidet, wo % und ! ganze Zahlen sind; denn so-
bald wirklich

() metn,f—(0atv,8) = ke +I8 = (Ak+ul)o+(k+tol)p
werden soll, so hat man nur 0, — 0, = Ak} ul, v, —7,=vk4 ¢l zu setzen;
die Moglichkeit dieser beiden Gleichungen ist schon oben untersucht; es mufs

#) Es sei hier ein fiir allemal bemerkt, dafs, wenn der Kiirze wegen eine negative
Zahl als Anzahl eingefiihrt wird, stets ihr absoluter Werth zu verstehen ist.
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zunichst 0, = g, (mnod.J) sein, und unter den .unendlich vielen Paaren %, ¢,
welche unter dieser Voraussetzung der ersten Gleichung geniigen, findet sich
eins, welches auch die zweite erfillt, wenn man nur z, —, durch eine pas-
sende Congruenz mod. &' bestimmt. Nach §. 3. ist nun jedesmal, so oft die

Gleichung (c¢.) erfillt ist, auch

@)  (hytaetns)—d,ytoetnp)y = o220

d. h. diese Differenz wird gefunden, wenn man die Differenz zwischen g, 7,3
R
und 6,0} 7,3 auf die Form ko' bringt und ?—i;,n—‘ mit dem Coéfficienten

von 3 in jener Form mulliplicirt. Die Differenz zwischen den beiden Summen
() SU,y+oetnp)—SA,ytoetnp) =
wird folglich gefunden, wenn man von der Summe aller ¢ Ausdriicke von der

Form o,a- 7,3 die Summe aller ¢ Ausdricke von der Form o,e¢-} 7,3 ab-

zieht, die Differenz auf die Form K¢ -- Lj3' bringt, wo K die Summe aller

k und L die Summe aller { in (¢.) ist, und dann Dzd"zl;,ﬂi setzt. Nun

ist S'{(0,—0y) 0+ (1, —7,) 3} =9 =(6;, —0,)- ¢+ 93 =Z(1.—7,)- 3; denn wenn
man in einem Ausdrucke wie oca-t+13 jeden Werth von ¢ mit jedem Werthe
von 7 combinirt, so erhilt man zunichst fir jeden stehenden Werth von <,
durch Addition iber alle Werthe von o, deren Anzahl =& ist, Zo.-¢4 97./3
und hieraus, wiederum durch Addition iber alle =, deren Anzahl 9' ist,
¥ Zo-¢+93Z7-3. Da nun ferner s =o' — v, ¢ =—ud'4-i3" ist,
und der eben gefundene Ausdruck deshalb und wegen »99’ = +¢ auf die Form

tlgeat gt = 20 —u ) (v F 58]
gebracht werden kann, so erhalt man endlich
K — i( 92(621;—6,)_“2(1’:}’——7.))’
L — i(—-”z(%&_o')—f—l 2(1’,0—,-1,',)>;

wo * das Vorzeichen von ¢ ist; und da ¢’ =-J oder = — J, je nachdem
¢ positiv oder negativ ist, so ergiebt sich

(r) D= o(—vZ0z)yy

Hiernach ist die Bestinmung von V in (4.) sehr leicht, da man schon
weifs, dafs V (1, ) von der linearen Form @ — by ist und dafs dann V (2, ) =1b
Crelle’s Journal f. d. M. Bd. XXXV. Heft 3. 31
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und alle folgenden V (3, 7) u.s. w. =0 sind. Setzt man in (4.) g=1 und
iberall ¥ w» y -+, so bleibt links Alles ungeindert, weil o' eigentlicker Modul
der Periodicitat fir die Function (1,%) ist; rechts erhilt (1,7) den Zuwachs

2Vnt
J

, wie zu sehen, wenn man o' in der Form A¢-» (3 schreibt. Man

erhalt folglich durch Subtraction der urspriinglichen Formel von der neuen:

0 = 62 L ta— byt —la—by),

mithin
Qvmi
(9) b= 5
Setzt man ferner y »» —y in (4.) fir g=1, und addirt die hieraus ent-
stehende Formel zu (4.), indem man erwigt, dafs

d,—y+oetp) = —(1,y—oa—zf) und A,—y) = —1,)

ist, so erhilt man

S,y+oetp)—-S1,y—oe—1B) = a—bytatby = 2a.
Da nun —o eben so wohl ein vollstindiges Restensystem (mod.$) wie o, und
—7 eben so ein vollstandiges Restensystem (mod. ') wie = reprasentirt, so
ist die so eben hingeschriebene Differenz S'— .8 von der Form D), und man
erhilt folglich nach (f.)

) a=d(—v3i4a3t 0,) 2ni,

Wenn ¢ ungerade ist, kann man immer die o und die 7z auf unendlich viele
Arten so annehmen, dafs 20__0 St=0, also auch «==0 ist. Ubrigens

ist klar, dafs 2 21'9 und 2 * stets ganze Zahlen sein werden.

Ich kann nur noch in aller Kirze folgende Bemerkungen zu dieser
Theorie der Transformation hinzufigen. Der Zusammensetzung der linearen
Systeme entspricht die Zusammensetzung der Transformationen, welche ihnen
zugeordnet sind; alle zur Determinante ¢ gehorigen unendlich vielen linearen
Systeme lassen sich aus einer endlichen Anzahl reducirter Systeme von der Form

9, 0
§ 197

wo § jede ganze Zahl >0 und << &' sein kann, durch Zusammensetzung der
letztern mit Systemen, deren Determinante — 1 ist, ableilen; die Anzahl der
reducirten Systeme ist gleich der Factorensumme der Zahl ¢; eben so grofs
ist die Anzahl der wesentlich verschiedenen Transformationen fir die Deter-
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minante ¢, d.h. derjenigen, welche nicht aus einander durch Transformationen
abgeleitet werden konnen, welche zur Determinante 1 gehoren. Ist die De-
terminante ¢ ein Quadrat, so tritt das System

(5ye)
0, ye
als das einfachste vor den andern heraus und liefert die Multiplication. Kehrt

man irgend ein lineares System (:',’ ‘Z ) um, und multiplicirt alle Coéfficienten
2
des umgekehrten Systems mit ¢, so erhilt man ( :): _;:), und setzt man
- %

dieses und das urspriingliche zusammen, so erhilt man das System (5’ 2) Auf
9

diese Weise erklirt sich die Zusamensetzung der Multiplication aus zwei reci-
proken Transformationen, welche Jacobi besonders hervorgehoben hat. Man
kann solche Systeme, welche durch Zusammenseizung mit Systemen mit der
Determinante 1 (Einheiten unter den Systemen) aus einander hervorgehen,
aquivalente Systeme nennen. Setzt man dieselben Systeme in verschiedener
Ordnung zusammen und gestattet sich dabei, fir jedes System beliebig ein ihm
dquivalentes zu setzen, so entspringen Systeme, welche zwar verschieden sind,
aber stets einander dquivalent gemacht werden konnen; und die ihnen zuge-
ordneten Transformationen sind nicht wesentlich von einander verschieden.

Auch hier, bei der allgemeinen Transformation, ist der Fall von beson~
derem Interesse, welchen ich schon in §. 3. fir e = +1 betrachtet habe, wenn
namlich die Proportion o:3=—cq': 3" Statt findet. Dieser Fall liefert diejenigen
Transformationen, welche man die Scale der complexen Multiplicationen nen-
nen kann; man findet hier fir w und @ dieselben quadratischen Gleichungen,
wie in §. 3., nur kann hier @ desto mehr Werthe haben, je grofser & ist.
Da, wenn man die dortige Bezeichnung beibehilt,

4 = (A-+9)—4¢

negativ sein mufs, so mufs ¢ nothwendig positiv sein und A4-¢ kann dann
alle positiven und negativen Werthe erhalten, welche, abgesehen vom Zeichen,
< 2y¢ sind; zu jedem postiven Werthe von & gehoren also eine endliche
Anzahl von Werthen von 4 und eine endliche Anzahl zugehoriger Werthe von

_ Atoxv4a
W=

Transformationen nach den Werthen von 4 ordnen, und zu jedem 4 von

der Form 4n oder 4n-41 gehoren dann unendlich viele in der so eben hin-
31*

, wo tibrigens A4 ¢ = 4 (mod. 2) ist. Man kann aber auch die
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geschriebenen Form enthaltene Werthe von @ und unendlich viele Werthe von
Ado+vd ifo—v4
2 2
Als Beispiel, jedoch aus einem etwas andern Gesichtspuncle betrachtet, werde
ich die Werthe 4 = —3 und 4= —4 nehmen.
Wenn man o =1 und /3 einer imaginidren dritten oder vierten Wurzel
—A4y—3 __ —A+iv3

D) r=-—0y

durchlauft w — am-}-3n alle complexen ganzen Zahlen, welche aus dritten
und resp. vierten Wurzeln der Einheit zusammengesetzt sind, und man hat die-
jenigen Functionen, welche am Schlusse von §. 3. besonders hervorgehoben
wurden. Es bedeute in der That w die Totalitat aller ganzen complexen Zahlen
(aus dritten oder vierten Wurzeln der Einheit) und £ eine bestimmte ganze
complexe Zahl, ferner x ein vollstindiges complexes Restensystem (mod. &),
d. h. eine Reihe von N(k)= M (k)* ganzen complexen Zahlen, welche unter
einander incongruent sind und deren einer und nur einer jede complexe Zahl
(mod. &) congruent ist: dann reprasentirt der Ausdruck
kw--zx,

eben so wohl als w selbst, die Totalitit aller ganzen complexen Zahlen, und
man kann folglich in den Doppelsummen, so wie in dem unendlichen Doppel-
product, fir diesen Fall w o kw |- setzen; wodurch nach den verschiedenen
Werthen von #, die Summen in N (k) Partialsummen und das Product in N (k)
Partialproducte zerfallen. Durch die Substitution w » kw2 wird

wikyokwtkyte=kotytE), wtkprok(otrt ),
kx x )
- 1——— . folglich
k @ ) g
ik wtrto
(95 k)0 —55(g, 7+ %) ka, ky) o P, f (2, 7+
y’ ;/ kg’ .9’7 k/° f( Z, 7)(’) ,f( ,7—l—k .

Es sei hiernach

& — =

der Einheit gleich setzt, also 8 =1¢ oder = , SO

1 P

+5(Lr+5) = dknta—bky,
und man setze in dieser Gleichung y vy 1; die linke Seite bleibt hierbei
unverindert, die rechte erhilt, da d = —1 ist*), den Zuwachs —2Ani— bk,

*) 0 hat das entgegengesetzte Zeichen des Coéfficienten von i in g, und dieser

Coéfficient ist hier = 1, wenn es sich um die lemniscatischen, und = v3, wenn es sich
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wenn & der Coéfficient von 7 und resp. von » in & ist; man erhilt demnach
kb= —2hni. Setzt man ferner in der obigen Gleichung y v» —y, bedenkt

dafs allgemein (1, ——7—}——,’:—)1— —-—(1,7—- —77), 1, —ky)=—1,ky) ist und
dafs jede Zahl aus der Reihe —x eine und nur eine ihr congruente (mod. k)

in der Reihe x findet, so erhidlt man durch Addition der aus der Substitution
7 @ —y entspringenden zu der urspringlichen Gleichung: ka=—2Hn=i, wo H

der Coéfficient von ¢ und resp. = in %—‘ ist. 'Wenn £ nicht durch 1-}-¢ und resp.

durch 1— 7 oder 2 theilbar ist, so kann man das Restensystem so annehmen, dafs
immer gleichzeitig die vier Glieder +3, + ¢z, resp. die sechs Glieder +#, +7x,
+7?% vorkommen; dann ist nicht blofs H =0 und a =0, sondern man hat
auch diejenige Darstellung des Restensystems, welche in der Theorie der Reste
der vierten und sechsten Potenzen von besonderer Wichtigkeit ist. Wenn
k=1-]i resp. =1—r ist, so kann man das Restensystem durch die beiden
Werthe =0, 1 und resp. durch die drei Werthe » =0, +1 darstellen.

Nachdem auf diese Weise V fiir die hier angewandte Substitution be-
stimmt ist, erhill man nach den Principien von §. 3.:

1 P i .
€)  Akp) = 1S(Ly+ D+ 6(F) —2aiC k)7,
1 2qi
@ ky) = Z8(2 7+ 5)+ 226 *k),
1
(g, ky) = ES(g,y—l-—z—), wenn g > 2 ist,

D) logflkz, ky)
= Slogf(a, 7+ 1) — {2766 (55) —2ai € (W) k7| & — ni G k) k™

wo das Zeichen S sich auf alle Werthe von x, die ein vollstindiges Resten-
system mod. % erschopfen, erstreckt, und wo der Kirze wegen durch ¢ der
Coéfficient von ¢ und resp. von  in einer ganzen complexen Zahl aus vierten
und resp. aus dritten Wurzeln der Einheit angedeutet wird, so dafs z. B.

€(2+3i)=38, CU+5r=5, C@)=1, G(—i)=—1, C@r)=1,
C(r) = 6(—1—r) = —1 ist.

um die mit den dritten Wurzeln der Einheit zusammenhangenden Funclionen handelt, ist
also in beiden Fillen positiv; hatte man w = m—ni oder w = m—mnr, 1w =m-+tnr?
gesetzt, so wirde d = 41 sein.



238 11. Eisenstein, genaveUntersuch. d. ell. unendl. Doppelprod. u. Doppelreihen.

Noch will ich die Multiplicationsformeln, welche sich auf den complexen
Multiplicator % beziehen, fir die am Schlusse von §. 4. eingefiihrte Function
¢ (x) = {—yf(x,7)}y=, aufstellen. In dieser Function ist ebenfalls entwe-

der c =1, =14, oder ¢ =1, /3:1':—“2_“/3 zu setzen. Ich werde

diese Untersuchung mit einiger Ausfiihrlichkeit anstellen, da auf ihr die im

folgenden Paragraphen zu machenden arithmetischen Anwendungen beruhen.
Nach (D.) hat man

(@) [k, ky) = " Pf(z,y+5),
wo T — —2715{@(—SIT")—({(k).k;f}w——ni@(k)-kw”.

Giebt man in dieser Formel (¢.) x aufser seinen iibrigen N(k)—1 Werthen,
deren Inbegriff durch %' bezeichnet wird, auch den Werth Null, zieht aus dem
Producte rechts den Faclor f(x, y) heraus, multiplicirt die Formel auf beiden
Seiten mit — &y und setzt dann y =0 (wobei zu bemerken, dafs —kyf(kz, ky)
in g(kx) und —yf(x,y) in @(x) tbergeht), so erhilt man

(B glka) = e"ko@) Pf(z, L)
#(+—%)
# (%)
setzt, so ergiebt sich

) tka) = “-kPo(z+1): Py();
wo U= 272i6(5)z —niG(k)-ka? ist

Man nehme irgend eine reelle ganze Zahl 7, von der wir zundchst nur
voraussetzen, dafs sie nicht durch & oder vielmehr durch N(k) theilbar sein
soll; spater wird diese reelle ganze Zahl ¢ noch anderen Beschrinkungen unter-
worfen werden. Setzt man in (y.) :ccnta: und xwtx, #wts, so wird

Uwnt*U; denn da ¢ reell ist,

. # .
Nun ist f(:c, )= , und wenn man noch, was erlaubt ist, »' o — '

=1{¢ ————) und fihrt man die
neue Function F'(x) = ¢ (tx) ein, so wird ¢ (kz) v ¢(ktx) = F(kx),

(p(.’L‘ ———)m(p(tx-l,- ) F(m-{—k) (,o(x,)mt,o(t") F( ) folglich

erhilt man

(0) Fha) = k- PF(:L-—}— =) PF(% )
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Es wird sich bald der Nuizen der Einfihrung der beliebigen reellen ganzen
Zahl ¢ zeigen.

Es sei ! eine andere complexe ganze Zahl, welche zu % relative Prim-
zahl ist; es sei A das allgemeine Glied eines vollstandigen Restensystems (mod. (),
welches die Null enthalt, und A’ das allgemeine Glied eines reducirten Resten-
systems (mod. ), d.h. es reprisentire A’ diejenige Reihe von N({) —1 Zahlen,
welche verbleiben, wenn man von den N(/) Zahlen A die Null ausschliefst.

Setzt man in (y.) a:cn:v-{——;'- und multiplicirt ber die N(!) Werthe von 4,
so erhilt man |

Pzgo(k.z;—}-l‘l_}‘) — eSUIGN(’)szxw(w+-;i+_;‘c_);{p",(p %);N(l)’

wo SU=2ni(§(ST"')S(:L'—{-%)——ni@(k)-kS(:v-{-%)2 ist. Nun ist, wenn
man die Formel (y.) auf die complexe Zahl / anwendet, indem man zugleich
x @ kz setzt und das Restensystem (mod.!) durch ki reprisentirt:

p(ktz) = o 1Pigp(kat-3): Puo(Tp),

wo V'= 2?12'@(1‘—32 ke —ni@l)- 1K
folglich erhalt man durch Substitution

PPg(at5 42
I(P("')N(D Pl, (kl!)

Vertauscht man hier & und / mit einander, also auch » und i mit einander,
dividirt die hieraus hervorgehende Formel durch die urspriingliche und setzt
nach geschehener Division x, welches sodann nur noch in der Exponential-
grofse vorkommt, = 0, so erhilt man

() eSUo kN(I)—lPl' @ (), )N(k) x'(p (lx' — ]N(")-lp (p( N(I) l, (k).')

wo

p(kiz) = e +5U.[JNO)

ST, = 22i6(5%)s(3) —nicrs (%),
sV, = 27i6(3})s(%) —nic)is (%) ist.
Fir die Anwendungen, welche ich im Auge habe, reicht es hin, in der Theorie

der complexen Zahlen aus vierten Wurzeln der Einheit fir & eine nicht durch
1}, und in der Theorie der complexen Zahlen aus dritten Wurzeln der Ein-
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heit, fir & eine weder durch 1—#, noch durch 2 theilbare Zahl anzunehmen;
in diesem Falle kann man das Reslensystem ', wie schon bemerkt, so an-
nehmen, dafs es in vier, resp. sechs Theile zerfallt, welche aus einander durch
Multiplication mit complexen Einheiten entstehen, d.h. dafs die Reihen, deren
allgemeine Glieder +x, +ix, resp. +x, +rx, +r*x sind, mit der Reihe zu-
sammenfallen, deren allgemeines Glied x ist. Unter dieser Voraussetzung wird
Sz =0 und Sx*=0, und dadurch vereinfachen sich die Ausdricke SU, und

SV,, indem SU,= —~m'C§(k)kS(§) und SV,=0 wird. Setzt man jetzt,
um die Function F' in (&) einzufihren, x v fx, so wird (p(%l)anG‘—; ,
w(%)mﬁ'(%), also erhalt man

XN vay— e AU %A
leF "'k“> =1 ™ lP,,:F(';{) Pl’ (P(—1~>

N(k)

@)  eero-p,o(f)

!
Dem Producte PX,F<%—) mufs man eine einfachere Form geben. Es sei ¢

gerade. Diese Annahme hindert nicht, nach dem was wir iber die complexe
Zahl & festgesetzt haben, dafs £ zu Xk relative Primzahl sei. ' durchlauft
ebenso wie ' ein reducirtes Restensystem (mod. &) und jede Zahl in der Reihe,
deren allgemeines Glied 7»' ist, findet ihre congruente in der Reihe, deren
allgemeines Glied ' ist; jenes Product lifst sich daher sehr einfach auf das

Product P,,,F(—’;‘—f) zuriickfahren. Nach (XIL.) in §. 4. hat man allgemein

sz
petgathf) = (—1ptre =
Wenn daher ¢« =1, 3=1¢ oder —r und ¢ gerade ist, so hat man

U f1gtthB) = eGP (1)

©) Flatgthp) = & Fa).
wo w von t unabhdngig ist. Hiernach findet sich

P,,,F(l-;—g = e"'P,, F(i;é ;

also

wo ebenfalls v von ¢ unabhingig ist; was wir fir die folgenden Anwendun-
gen nur zu wissen brauchen. Der Werth selbst von w ist leicht anzugeben; zieht

man ndmlich von jedem Gliede der Reihe %’:—’ das ihm entsprechende der Reihe li'
It

ab, welches eine Differenz von der Form g4-4f3 giebt, wo g und 4 reelle
ganze Zahlen sind, und bezeichnet durch % das aligemeine Glied der Coéfficien-
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ten von 3 (==¢ resp. =) in diesen Differenzen, so hat man

w = —(SK.-f+2Sk-x)ni.
Durch v werde ich hier immer einen Ausdruck bezeichnen, um dessen Werth
wir uns nicht weiter bekimmern, als dafs wir uns iberzeugen, er sei von ¢
unabhéingig. Hiernach wird aus (€.):

N() N(I)—l
(") SRVt P, Q(%i ) — VO-1p ) P.o (’_‘ﬂ )
Endlich kann man diese Formel noch dadurch vereinfachen, dafs man P, ¢ “')

auf Pl,(p(%'-) zuriickfihrt. Man bezeichne das allgemeine Glied der Differenzen,

welche man erhilt, wenn man von jedem Gliede der Reihe k4’ das ihm con-
gruente aus der Reihe A’ abzieht, durch I(g+4%(3), so giebt (XL) §. 4.:

kA . —{sn2pros (B i ¥ a
Pl,(p<%—) = (__1).sg+8he {S +2 (1)} Pl,go(T) = G.Pl,¢(7)’
folglich
ll
(1) STtk PLg(T

)N(k)—l I\(l)-x

6. p, F(%)

Um hieraus den Werth des Products P"’F<W) zu finden, auf welchen Alles

ankommt, setze man stait ! die speciellen Werthe 14-¢, 1—7 und 2, letztere
Zahl 2 als complexe Primzahl aus dritten Wurzeln der Einheit betrachtet. Wenn
=11, so hat A nur den einen Werth ' =1, und da A=1 (mod. 1+43) ist,

S0 erhéilt man, wenn k= a-}bi gesetzt wird, g} hi— “‘t:‘:;—i’ y=a+g—-1,
h=" za -H» also (—1)**=(—1)’. Der Exponent der Exponentialgrofse in

G wird — {lf i+2 T_F;} nt = — {4 (1—i)h}ni; der imagindre Bestandtheil

dieses Exponenten ist —/A7¢, und wenn man seinen reellen Theil wegléfst, so
lafst man von G' einen reellen und positiven Factor weg, den ich mit p be-

zeichne. Man erhalt folglich
a4b—1

G — p(___i)g+he—hm'= p(__i)g-mh’______ p(—-i)__j—
Ferner ist
SU, = —niGk)k- 5 = —2-b(a+bi),

und der imaginidre Bestandtheil hiervon ist ——5‘-2{—’, also
b2ni
SV — pe T = p.(—i)".
Crelle’s Journal f. d. M. Bd. XXXV. Heft 3. 32
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Nimmt man b gerade an, so wird =0 (mod.4), *% =1y, und selzt man
noch ¢-+-b=1 (mod. 4), so dafs % primar ist, in dem Sinne von Gaufs, so

wird auch &=y, und nach (7.) hat man also fir einen primiren Werth
von k, da N(I)=2 ist:

&) P.F (“) =y ewle“P<1+z>N(k) B :(1 43O

Fir I=—=1—7r, N({)=23 hat ' die beiden Werthe +1. Man kann
immer annehmen, dafs k=41 (mod. 1—7); denn eine der beiden Zahlen
+% geniigt sicher dieser Bedingung; dann ist k2’ =21’ (mod.1—), namlich
+A=+1 (mod.1—7); g und % haben zwei einander entgegengesetzte Werthe,
so dafs Sy=0, ShA=0. Der Exponent der in & vorkommenden Expo-
nentialgréfse, welchen ich durch W bezeichnen will, ist

W— —aifsirtos(LE).

Setzt man k—1 = (1—r)(g+ A7), so durchlauft 2* in der Summe die beiden
Werthe 4%, %%, und 42’ die beiden Werthe %, %, weil 4’ =-}1, 44 und

4= —1, —h entspricht. Erlaubt man sich nun, im Exponenten beliebig alle
reellen Bestandtheile wegzulassen, so kommt W = — né{—k*-- 2k}, weil der
reelle Bestandtheil von 7, =— — 1}, 1Er, =1 ist und in der Parenthese

die imagindren Theile weggelassen werden konnen. Lifst man auch die ganzen
Vielfachen von 27i weg, so kommt W —A*ni=hmni, also G=yp(—1)";
und setzt man k = a--br, so ist g-+hr=3}(a—1+4+br)(1—r), also
39g=2Ra—b—2, 3h=a-}b—1 und 6= yp(—1)"+*". Dasselbe findet man,

wenn &k = —1 (mod.1—~r). Ferner ist SU = gg—ib(ar?—}— b), und der ima-
gindre Theil hiervon ist %ib(2b——a), folglich €3V =y (—1)**r+"; vereinigt

man ab mit a-+6—1 in G zu (a—1)(b—1), welches gerade ist, da nicht
a und b beide gerade sein sollen, so erhilt man

(32.) lel,;v(___) =y vt rb(a+b)k'z P}. (P(

Wenn endlich /=2 gesetzt wird und die ahnlichen Berechmmgen gemacht wer-
den, so erhilt man eine Formel zur Bestimmung der dritten Potenz des in (9,.)
zur Linken befindlichen Products, und wenn man diese durch (J..) dividirt, so
erhilt man die erste Potenz jenes Products fir den Fall der aus dritien Wur-~
zeln der Einheit zusammengesetzten complexen Zahlen.

Yy N(K)-1 (1 r)ZV(l()—-l
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Diese Untersuchungen gewinnen auf nachstehende Art eine noch gro-
fsere Ubersichtlichkeit, und man sieht zugleich, dafs zur vollstindigen Darstellung
der in den folgenden Paragraphen gegebenen Beweise der Reciprocititsgesetze
fir die Reste der vierten und sechsten Potenzen nur eine geringe Zahl von
Betrachtungen erforderlich ist.

Wemn ¢=1, f=4¢ oder =17, also d = —1, und w die Totalitit
aller complexen ganzen Zahlen von der Form m-|-n darstellt, und wenn fer-
ner k eine ganze complexe Zahl «4 b3, » ein vollstindiges, ' ein reducirtes
complexes Restensystem mod. & ist, so stellt kw s ebenfalls die Totalitat
aller complexen ganzen Zahlen dar und es kann statt w in das unendliche
Doppelproduct f(x,y) gesetzt werden, wodurch dasselbe in ein Product von

N(k) Doppelproducten f(%, Z—z—-f) zerfallt. Die Modification von logf(x,y)

ist =—V{1,ne—3VQR,ya*; V(2,y) ist gleich dem Coéfficienten von y
in V(1,y) mit entgegengesetztem Zeichen genommen, und V (1, %), dessen
lineare Form in Bezug auf ¥ man schon kennt, findet sich, wenn man in

. 1
die Formel iS(i,y"tx =, nN+VA,y) zuerst y wy+k, dann y o —y

setzt und die uneigentliche Periodicitit von (1, ) beriicksichtigt, nach welcher
d,y+g+hp)=1,y)—2hni ist. Man findet auf diese Weise

V) = 22 (es(D)—cwy), V@) = 226w,
Viogf(z,y) = (68 X —Gk-y)w+3Ck-a%),

2 L) = vtenf(@, ), Puf(my4 ) — et ks, ky).

Multiplicirt man letztere Gleichung auf beiden Seiten mit — ky, stellt die N(k)
Zahlen x aus der Null und den N(k)—1 Zahlen ' zusammen und setzt zuletzt y =0
und & o —z, indem man die aus der Definition der unendlichen Doppelproducte von

r(E—)
ECR

—kyf(kz, ky)=¢(kz), ¢(—x)= — ¢(x) beriicksichtigt, so ergiebt sich:
kPgo(x-I—- —”:—)
»
Py(%
wo Viegf(—kz,0) = 2715(——@8(%)1‘—]—1}@(1‘:)-191").
32*

selbst hervorgehenden Relationen — yf(z, y) = ¢ (=), f(w, ) =

(l.) ev log f(—kx,0) @ ( k :l‘) —_
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Es sei ! eine zweite complexe ganze Zahl, welche mit & keinen ge-
meinschaftlichen Theiler hat; 4 sei ein vollstindiges, A’ ein reducirtes Resten-
system (mod.l); ferner sei N(k)=p, N()= ¢, und man setze der Kiirze
wegen die Producte

P,,fq)(%) = y(k), Pw(%) = (),
Py(kat+ =4, Po(kstd)=B, PPy(c+i+d)=cC

Da die Vielfachen A2’, wenn man sie durch den mod.? dividirt, ihre
Reste, welche sammilich versthieden sind, in der Reihe i’ finden, so sei

ki = A (mod.l) wund ki = i+ (»-tFvp)L,
wo 4, unter den A' befindlich ist, und alle 4, mit allen ', wenn auch in an-
derer Ordnung, zusammenfallen. Auf dhnliche Weise sei, da die Vielfachen
l%' (mod. k) ibre Reste unter den »' haben, und diese Reste die sammtlichen
#' erschopfen,

I = » (mod. %) und U2 = 4 (u,4up)k;
wo alle %, mit allen », wenn auch in anderer Ordnung, zusammenfallen. Da
hiernach ’_”li'—:_ Z}—'—[—a«,—]—v[)’ ist, so folgt aus der uneigentlichen Periodicitat
der Function ¢:

kN I 271 iv?ﬂ+y—}1+vkx )'l
p(kat=r) = (—1y+e (et )(p(k.z'—{——l—).

Setzt man fir 4 alle seine ¢ Werthe und jedesmal die entsprechenden Werthe
von 4,, ¥, und », so kommt, da alle 2, mit allen A’ zusammenfallen:

A=¢"TB, wo V= }SntiSr—i8rp—S0h)_ s, ka,

Aus (1.) erhdlt man, wenn x cn.z-—{—-;l gesetzt und iber alle Werthe von A

multiplicirt wird:
k9

vy’
wo W= ——@S(%) TS(w-{—%)—f—%@(k)kS(x—{—%)g. Endlich erhalt man aus

(1.), wenn man k& w I, also auch x w4, »' v 4, und aufserdem x w kz setat:

wo Z=—G8(Dke 160y ik,

e, 4 —

i . — !
¢ th(klz') == WB’
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9
und aus der Verbindung dieser drei Formeln 4 — ™V B, &'V 4 — «p’(ck) -
2ni. Z — !
und e ¢(klm)_mB folgt
@ (klx) — 4 . K’ 21yi(—V — W ~Z)
c w(l) wk)? '

Die linke Seite dieser Gleichung bleibt unverindert, wenn man % mit ¢ ver-
tauscht; dasselbe mufs also auch rechts der Fall sein. Zunichst miissen daher
die Coéfficienten von = und «* in —V —W —Z bei der Vertauschung von
k mit I unveridndert bleiben, was sich auch leicht a posteriori verificiren lafst.
- Setzt man ferner das constante Glied in —V —W —Z, welches von rein
arithmetischer Form ist, = [{; k], namlich

;6] = 68(%)-5(3) —sew)hS(e)— 4Sv, — 1 Sv| 480244 S0
und in ahnlicher Weise
;1) = 68(7)-8(5)—460IS(f) — 48m,—48ut i swpt b2,

so erhdlt man durch Vertauschung von % mit /, aus obiger Gleichung:

S('ul)

l K7 27 [1; k] k i 27i. [k; 1] l
10 a,u(k)"e T w(k)'w(l)”‘g » 880
(2.) K — emilkil) g=2mill; K r

wk™ U

Aus dieser Gleichung lafst sich fir unendlich viele Werthe von ¢—1 die
—1-,-}%5- finden, wenn man ! specielle Werthe giebt;
aber da die Darstellung von

(9 —1)te Potenz von
@% durch Wurzelgrofsen und namentlich durch
solche, deren Wurzel-Exponenten durch 2 oder 3 theilbar sind, fir die nach-
folgende Anwendung ginzlich unbrauchbar ist, so mufs man einen Werth
von ! suchen, oder solche Werthe von ! combiniren, durch welche die

Darstellung von % in rationaler und unzweideutiger Form moglich wird.
Wenn 3==1¢ ist, so ist =1-¢ ein Werth, fiir welchen unmittelbar ¢ —1 =1

wird. Wenn 3 =1r ist, so hat man die beiden Werthe /—=1— 17 und /=2,
fir welche ¢ —1=2 resp. ¢ —1 =23 ist, und man erhalt die 2te und die 3te
Potenz des oft erwihnten Quotienten, und durch deren Combination (Division)
die erte Potenz jenes Quotienten.
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Die Ausdriicke [{; k] und [k; ] vereinfachen sich fir specielle Formen,
die sich den Restensystemen geben lassen. Wenn zunichst mit jedem x
auch sein entgegengesetzter Werth —x in dem Restensysteme (mod.%) vor-
kommt, so ist Sx=0, und da aus xw —zx; u,w —u,, wwv —up folgt, so
ist auch Suy=0, Su=0. Wenn ferner fir 8=—r immer gleichzeitig x,
rx, r*z vorkommen, so ist ebenfalls Sz =— 0 und auch Sx*==0; und da
unter dieser Voraussetzung immer drei Werthe von wu,+4ur, wie u,+ur,
— u (uy — w)r, (u— py) — w7, zusammengehoren, deren Summe verschwin-
det, so ist Suy=0, Su=—0. Wenn endlich fir #=—1¢ immer gleichzeitig die
vier Werthe +2, +é¢x von x vorkommen, so ist Sx =0, Sx*=0, Sy,=0,
Su=0. Nimmt man demnach an, das Restensystem mod. %k sei so construirt,
dafs fir 3=—1¢ immer gleichzeitig die vier associirten Reste +x, +¢x und
fir 3 =—r immer gleichzeitig die sechs associirten Reste +x, +7rx, +r’x
vorkommen, wenn x vorkommt, welche Constructionsweise sich beildufig die
Eintheilung des Restensystems in seine vier, resp. sechs associirten Theile
nennen léifst, so nehmen [/; k] und [k;!] folgende einfachere Form an:

(8] = —36WkS () —48v,— 1Sy 480254200,
Ths 1) = ySu g4 SE2).

Diese Annahme schliefst die Fille aus, wenn & durch 1-¢, fir S =1, und
wenn &k durch 1—7, oder durch 2, fir 2 =7, theilbar ist. Man bemerke
(was fir das Folgende von besonderer Wichtigkeit ist), dafs in dieser Form
[k; 1] @ *[k; 1], wenn x w» ¢x gesetzt wird, wo ¢ reell und ganz, und nicht
durch p theilbar ist: denn aus xw ¢x folgt x, w» ¢, und, da ¢ reell angenommen
wird, uw tw, B’ @ Cu?, wr,® & u,, also Su’ o *Sw® und S(ux)w 28 (uax,).

Ich komme zu der ibersichtlichen Darstelling der Berechnung von
(144; k], [1—r; k] und [2; k).

Erstens, fir =i, |=1+41i ist ' =1, m,—]—a/z._’ T also wenn

k= a-}bi gesetzt wird, v, = +b 1 v = _“_H ‘(Q(ls)kS(k

— $b(a+bi): —=i.(_b’+abi), _%S”O”"zs”z"’z > 18V B=b—at1).i,

S, —a41 . -
(vl ) 2(1‘?;) =10—a+t+1)—}(b—a-+1)i, mithin

[14i5 k] = — 30+ b+ a—1)+ 4i@ab+ (b— a1y — 2(b—a-1)).
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Nun ist (0—a+1—2(b—a+1)=(b—a)*—1, also der Coéfficient von
Yi, =2ab}{(b—af—1=a-+b0—1=p—1, folglich
A4k =—3@+b4fa—1)+ 3 (p—1)e

Zuweitens, fir 3=r, l=1—r ist 4’ = +1, also zunichst S»,= 0,

Sv=0, [1—r; ]——-—WS(k)kS( )—]~ S "’r—[—svl'. Nimmt man
k=1 (mod 1-——1') an und setzt
k——a-{—br, — ——g—{ hr =} a—14-br)1—r*)=31(Ra—b—2)+ }(a+b—1)r,

so sind ¥ = + lz die beiden Werthe von v, und 4,=2'= +1 die entsprechenden

Werthe von 4,. Hiernach ist SA*=2, Sv*=24#%, S(»i,) =24, —%S(};)
::-(1—:%—;=1};r ySrtr=ttr, 20 = 2 21— r%), also [1—r; k|
= Yo(atbor)rr+r+3h(l —r") = L0} 3h4-Wr L(ab—2h)r =

LBP—ab- AR (Kt 3h—tab)r = L (B —ab-4h) — L (W +3h—Ltab)
L 33— yab)y—3. Nunist A°4-3h=}{B3h++17—1}=}{(a}b)—1},
also ist der Coéfficient von y —3, {5{(a-0)’—3ab —1} =5 {@"—ab+-b'—1}

= ¢(p—1). Der reelle Theil wird
10 4ab)—L{(a4-b—17 —3ab} —ab-+th 4R,

weil (@4 b—1) =94 ist. Esist aber (a0 —17—3ab=p—2a—2b4-1
—=p—1—06~k, und &4 ab="b(a+b) = b@B~L-+}1), also wird der reelle
Theil = 36—} (p—1)+bh—2ab-t+4h-44k. Lifst man die ganze Zahl
bh—2ab-t4h+-4k* weg, so andert sich €™M nicht; man darf daher auch
blofs [1—r;k] =3b6—3(p—1)+5(p—1)y—3 selzen. Wenn Kk nicht
durch 2 theilbar ist, so ist auch das Glied — }(p —1) eine ganze Zahl und kann
ebenfalls weggelassen werden, so dafs blofs [1—7r; k] =10+ {5 (p —1)y—3
ist. Die vollstindigere Formel gilt aber auch fiir einen geraden Werth von £.

Wenn endlich drittens 3=r, =2 gesetzt wird und dem A' die drei
Werthe 1, 7, 7* gegeben werden, so erhilt man SA*=0, S»,=0, S¥==0; also

ist blofs [2; A]=—=1S»"- 7+ 4 S(v). Es sei k=1 (mod. 2) und *ZL — g L b,

a—1 » k=10, so erhilt man ferner 4, =4'=1,r,7* und, diesen Wer-

y:
then entsprechend, v ==%, g—h, —g, also 18V = g*—gh+ I, S(vi)=
ht+(g—h)yr—gr'=g+{ht(Rg—Hk)r, folglich

R; k] = $(g+4)+4Rg* —2ghRE 29 —h)r.
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Nun isty+h=“—%"—"1—,2y2+2y=2(y+%>2—% ' —4, —Rgh—h
= —QRg+1h=—%}ab, 2> =18, also
;4] = 42y @ —ab 0 —1)r — 32

Die drei eben gefundenen Werthe

[1dish] = —}@B+bta—1)13(p—1)i,

[1—r; k] = lb+T§(p—1)]/—3a
atb—
(2541 = 3 “E=L L1 (p—1)r, geben
WU = (bbte—1) g—in (P—l)’
rill=rikl b e—%n(p—-l))/:i’ ik (—1)ia+b=1) gnp—Dyri,

Setzt man wirklich nach und nach die drei so eben betrachteten Werthe von
in die Gleichung (2.), so erhilt man

: k = g0*+b+a—1 gin(p—1) 1+l P 2m [k; 141

) vy ! e {TIJU -H): 4 wenn =14, und
B4y gt gttt AV g

(4) (/t) (""1) e y P z(T:;)W_)_} { ;2] =[k; 1 ]}’

wenn 3=r. Wird dieser Werth von

k -
ol = ( ) in (1.) substituirt, und
setzt man, um die Formeln vereinigen zu konnen, ¢ = #*****~!, wenn =1,

a+b—1
k=a+biist, und p=(—1) * r=*, wenn B=r, k=a-br ist, und
schreibt endlich in (1.) fx statt  und ¢x statt »#, so erhilt man eine Formel
von folgender Gestalt:

(E-) I’v(kl') = ()(«'p—l e“‘“-Px FY(.’L‘—-I— %) = ()cp"l ethI.,V(.Z,)PZ’ F(-’L’—i—-%');

wo F'(x)= ¢(tx), ¢ eine rein numerische Constante, welche durch (3.) und
(4.) und w ein von ¢ unabhingiger Werth ist, der durch (3.), (4.) und (1.)
vollstandig bestimmt ist, wahrend die den beiden Werthen 3=¢ und 3 =7
entsprechenden Werthe der complexen Einheit ¢ so eben hingeschrieben wor-
den sind.

’

Die beiden nachstehenden Formeln, welche als specielle Fille in dem
Vorhergehenden enthalten sind, miissen noch, wegen ihrer besondern Wich-
tigkeit fir die Anwendung des folgenden Paragraphen, ausdriicklich hervor-
gehoben werden. Seizt man in die Formel (1.) fir % eine complexe Einheit,
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welche ich durch e bezeichne, so dafs e==+1, +4¢, wenn =i, e=+1, +r, + 7,
wenn $=r, so hat x nur den einen Werth Null, die ' sind gar nicht vor-
handen, und setzt man noch & w ¢{x, so erhilt man

(F.) M(ex) — e- " F(x),
wo ebenfalls v von ¢ unabhingig ist, nimlich w=— —niC(e).-ex?, welches
sich nach den verschiedenen Werthen von e entweder auf O oder auf + nz.ea?
reducirt. Die letzte Formel, welche wir aufzustellen haben, ist die oben be-
nutzte, welche mit der Formel (XL.) in §. 4. zusammenfallt und die uneigent-
liche Periodicitit der Function ¢ ausdriickt. Sie wird, wenn man ¢ gerade
annimmt, fir die Function F':

(6) Faqk) = &"F(o);
wo k irgend eine ganze complexe Zahl vorstellt; w hangt von « und von &
ab, aber nicht von /. Wenn also o und y irgend zwei Werthe sind, welche
sich um eine ganze complexe Zahl von einander unterscheiden, so ist

(G') F(x) = e F(y).
Die Formeln (G.) und (G') gelten aber nur in dieser Einfachheit, wenn #
eine gerade Zahl ist.

7

) .
Arithmetische Anwendungen.

Diese Anwendungen beruhen, aufser auf den Betrachtungen des vor-
hergehenden Paragraphen, auf dem folgenden sehr cinfachen Lemma.

sWenn eine Gleichung von der Form 4= Be", in welcher 4, B
wund w von ¢ unabhingig sind, fir alle gansen reellen Werthe von ¢ Stalt
Jfindet, welche durch eine gewisse Reihe von ganzen Zahlen theilbar und durch
yeine gewisse andere Reihe von Zahlen, die zu 2 und zu 3 relative Prim-
yzahlen sind, nicht theilbar sind, so ist nolhwendig 4 = B und w¢* =0 oder
,wenigstens ein Vielfaches von 27é; und wenn in der zweiten Reihe von
»Zahlen auch die 3 befindlich ist, so kann doch der Quotient von 4 durch B
Jnur eine dritte Wurzel der Einheit sein.”

Denn da, wegen e‘””:%‘: C, ¢ von ¢ unabhingig ist, und da die
Beschrinkungen, welchen die Werthe von ¢ unterworfen sind, nicht hindern,

t grofser als jede gegebene Grofse anzunehmen, so mufs zunéchst der reelle
Theil von w verschwinden, weil sonst " grofser oder kleiner als jede Grofse,

z. B. -;%, gemacht werden konnte. Die Bedingungen, welchen ¢ unterworfen

Crelle’s Journal f. d. M. Bd. XXXV. Heft 3. 33
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ist, reduciren sich darauf, dafs ¢ durch eine gegebene ganze Zahl ¢ theilbar
und durch eine Reihe von ungeraden Primzahlen p, p', .... nicht theilbar
sein soll; die erste Bedingung reducirt die vorgelegte Gleichung auf eine
andere von éhnlicher Form, in welcher w w g°w und ¢ alle ganzen Werthe
haben kann, die weder durch p noch durch p' etc. theilbar sind. Da diese
Primzahlen nach der Voraussetzung simmilich ungerade sind, so darf man
t=1 und {=2 setzen und erhilt ¢*=C, e =0C, also &€*"=1; folg-

c s 2umni . . .
lich ist w von der Form —5—> Wo n eine ganze Zahl ist. Wenn nun die 3

in der Reihe der Primzahlen p, p', .... vorkommt, so ist doch immer C einer

2nni 2n7ri

dritten Wurzel der Einheit gleich, nimlich C=¢” —e¢ ° , 4=¢*> B: kommt
die 3 in jener Reihe nickt vor, so kann man der ganzen Zahl ¢ einen durch
3 theilbaren Werth geben und erhdlt, wenn man z. B. {=23 setat, C=¢"
=" =1, folglich 4= B.

Um die Theorie der Reste der vierten und der sechsten Potenzen in
eine gemeinschaftliche Betrachtung zu vereinigen, sei =4 oder 4 =06, je

nachdem [3=1 oder [J’:r:f-iizt:—s ist; und nach diesen beiden Fillen

sei ¢ entweder eine vierte oder sechste Wurzel der Einheit, so dafs ¢ =1
ist; ferner sei { eine gerade ganze Zahl und

v n=x m=—a®w I.L‘ '
ﬁ<x) :n£m {mf—-m(i— m"l""ﬂ)"
tax
; 0
zu setzen ist. Ubrigens werden die in der letzten Hilfte des vorigen Paragra—

phen eingefiihrten Bezeichnungen beibehalten.

Es seien & und ! zwei verschiedene complexe Primzahlen, p und ¢
ihre Normen,  ein vollstindiges, »' ein reducirtes Restensystem (mod. k), 4 ein
vollstindiges, 4’ ein reducirtes Restensystem (mod.?); & und ! werden so an-
genommen, dafs p—1 und ¢ —1 durch 9 theilbar sind, d.h. fir g=1i wird
die complexe Primzahl 1-}¢ und fir 3 =r werden die beiden complexen
Primzahlen 1 —# und 2 ausgeschlossen; man selze p —1 =9p', ¢ —1 =94/
Die beiden reducirten Restensysteme »', A’ seien in ihre J associirten Theile
eingetheilt und es sei ' = eo, 4’ =ez, wo ¢ seine sechs Werthe durchlauft,
wihrend davon unabhingig o seine p’ und v seine ¢’ Werthe erhilt; o ist

wo in dem unendlichen Doppelproducte £z stalt des sinnlosen Factors 1—

daher das allgemeine Glied einer Reihe von p’=£~;—1 Zahlen, welche nicht
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blofs untereinander simmtlich incongruent sind mod. &, sondern welche auch
diese Eigenschaft der Incongruenz beibehalten, wenn man statt jeder irgend
eine ihrer associirten Zahlen setzt; dasselbe gilt von den ¢’ Zahlen = in Be-
zug auf mod. I. Die Vielfachen /o finden ihre Reste (mod. k) unter den x';
wenn diese Reste also auch nicht immer unter den ¢ vorkommen, so kommen
sie sicher stets in einer der & Reihen vor, deren Inbegriff durch eo bezeichnet
wird, und man kann daher immer
(1) lo = eo, (mod. k)

selzen, wo jedem ¢ ein ganz bestimmtes o, aus der Reihe ¢ und eine eben-
falls ganz beslimmte complexe Einheit e enispricht. Da vermége der Con-

gruenz (1.) die beiden Quotienten -lhé’ und e;:,

Zahl unterscheiden, so hat man nach (G'.) des vorigen Paragraphen F'(lo:k) *)

=¢€""F(eo,:k), und ferner nach () F(eo,:k)=r¢ee""F'(0,:k), folglich
R) F(o:k) = ¢ F(o,:k).

Bildet man alle p' Congruenzen von der Form (1.), indem man dem o alle

seine Werthe und o, und e jedesmal die zugehorigen Werthe giebt, und mul-

tiplicirt alle diese Congruenzen, indem man Acht hat, dafs alle o, mit allen o,

sich nur um eine complexe ganze

wenn auch in anderer Ordnung. zusammenfallen, so ergiebt sich:
U"P(0) = P(e)P(0) (mod. k),
und da P(o) nicht durch die Primzahl A& theilbar ist,
(3) " = P(e) (mod. k).

Ebenso erhdlt man durch Multiplication aller Gleichungen von der Form 2),
wobei ebenfalls zu bemerken, dafs alle o, mit allen ¢ zusammenfallen,

P,F(lo:k) = Pe)e" P, F(o:k), also

(4) P(e) = P, {___’;ﬁf;’:‘,’s‘)) .
In jeder dieser Gleichungen hat w einen andern, aber stets einen von ¢ un-
abhingigen Werth. Nach (£.), im vorigen Paragraphen, ist nun allgemein

F(lx 12 A i
F((.r)): o' citem pl,vF(x—} 7)’ wenn o' ebenso von / abhangt, wie dort ¢
von k. Hiernach erhalt man aus (4.), wenn man dem x nach und nach alle

Werthe von der Form % giebt:

2 Ip! ‘q! v
P(e) = e -()p cquPaPZ'F(%_{"T)-

*) Das Divisionszeichen : setze ich zuweilen statt des Bruchstriches, um den Druck
zu erleichtern.
33 *



252 11. Eisenstein, genaue Untersuch. d. ell. unendl. Doppelprod. w. Doppelreihen.

Das Doppelproduct zur Rechten zerfillt in das Product von 9 Partialproducten,
welche sich auf ¢ und 7 beziehen, wenn man die Werthe von i’ in die 4
associirten Gruppen zerfillet, deren allgemeine Glieder eniweder durch 7, i7,
—1, —i7, oder durch 7, —rz, r*tr, —1, r1v, —r’7, also durch er ausge-
driickt werden. Hiernach wird diejenige complexe Einheit, welcher die Po-
tenz I (mod. k) congruent ist, durch die Formel

) e e PP P F(L4 T

bestimmt, in welcher sich die eine Mulliplication auf alle o, die zweite auf
alle 7, und die dritte auf alle & Werthe der complexen Einheit e bezieht.
Man hat his jetzt keine besondere Benennung zur Bezeichnung derjenigen
complexen Einheit eingefiihrt, welcher die Potenz I”" (mod. &) congruent ist;
Gaufs nennt den Exponenten dieser Einheit den Character von I in Bezug
auf den Modul %4; ich will hier, der Kiirze wegen, jene Einheit selbst, welche
durch (5.) ausgedriickt ist, den Character von | zu k nennen.

Wendet man genau dieselben Betrachtungen auf den Modul ¢ an, so
erhdlt man den Character von & zu ! durch die analoge Formel

o ¢ P{P,P,F (5 + 1)}

ausgedriickt, welche aus (5.) hervorgeht, wenn man & mit /, also ¢' mit g,
p mit ¢, p' mit ¢, ¢ mit = vertauscht; die rein numerische Constante ¢ bleibt
natiirlich dieselbe. Man kann diesem Ausdrucke eine etwas verschiedene Form

geben, in welcher er besser mit (5.) vergleichbar wird. Da némlich % genau
dieselben Werthe wie e, nur in anderer Reihenfolge durchlinft, so kann
man auch

(6) e’ c""PP,P, F(?% —{——:—)

schreiben, als den Ausdruck des Characters von k& zu !. Es ist nun sehr
leicht, die beiden Ausdriicke (5.) und (6.) mit einander zu vergleichen. Zu-
néchst haben beide den Factor ¢’7'% gemeinschaftlich; ferner lassen sich die
allgemeinen Glieder der dreifachen Producte durch die Formel

F(k z = e“’”F—- 1)

welche eine neue Anwendung von (F') §. 6. ist, auf einander zuriickfihren;
fir jeden stehenden Werth von ¢ enthalten die dreifachen Producle p'¢' Fac-
toren, namlich eben so viele, als es Combinationen o, v giebt, und da das
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Product aller ¢ Werthe von e gleich — 1 ist, indem das Product der vier
Einheiten +1, +¢, so wie auch das Product der sechs Einheiten +1, +r,
+7* wirklich —1 betrigt, so stehen die beiden dreifachen Producte in (5.)
und in (6.) in dem Verhélinifs wie 1:(—1)PV¢™”", und die Ausdricke (3.)
und (6.) stehen selbst in dem Verhaltnifs

(5.):(6.) = "7 (—1)"9e"".

Diese Schliisse beruhen wesentlich auf der Voraussetzung, dafs ¢ zu p
und zu ¢ relative Primzahl sei, denn darauf beruht die Anwendbarkeit der
Formel (E.) §. 6., welche sowohl fir den Multiplicator ¢ als fir den Multi-
plicator & benutzt wurde; auch mufs, wie schon erinnert wurde, # gerade sein,
weil nur unter dieser Voraussetzung die Formel (&) giltig ist. Andere Be-
schriankungen finden aber nicht fir die ganze Zahl ¢ Statt. '

Wendet man daher das am Anfange dieses Paragraphen bewiesene

Lemma an, indem man den Character von ! zu &k (5.) durch (—%} und den

Character von & zu ! (6.) durch (:—C> bezeichnet, so erhilt man aus der eben

gefundenen Gleichung
l ’ ‘ ’ ‘g’ 2 I'n! I ’ gt l 2
(D):(7) = erser—tymer, oder ¢7(7) = (=1 (e
nach dem Lemma die folgende:

©) ¢ (%) = er(—ty (L),
wenn nur weder p noch ¢ durch 3 theilbar sind. Der Fall, wenn eine der
beiden Normen p, ¢ durch 3 theilbar ist, kann nur Statt finden, wenn es sich
um complexe Zahlen aus vierten Wurzeln der Einheit handelt; wenn némlich
eine der beiden Primzahlen & und / der 3 und also ihre Norm der 9 gleich ist;
dann brauchen nach dem Lemma nicht nothwendig die beiden Seiten von (©.)
in dem Verhaltnifs 1:1 zu stehen, jedoch miissen sie immer in dem Ver-
hiltnifs wie 1 zu einer dritten Wurzel der Einheit stehen. Da jedoch in die-
sem speciellem Falle rechts und links in (®.) nur vierte und keine dritten
Wurzeln der Einheit befindlich sind, weil & = 4 ist, und da eine vierte
Wurzel der Einheit nie einer dritten Wurzel der Einheit gleich sein kann,
aufser wenn beide =—1 sind, so gilt auch in diesem Falle die Gleichung (©.).
Diese Gleichung enthilt die Reciprocititsgesetze fir die Reste der vierten
und sechsten Potenzen. Durch die Einfihrung der unbestimmten ganzen Zahl #
war es moglich, diejenigen Functionen, welche eine eigentliche und eine
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uneigentliche Periode besitzen, bei dem Beweise ganz so zu benutzen, als
waren sie doppelt periodische Functionen; immer bildet jedoch die Grundlage
des Beweises die Eintheilung der Restensysteme in ihre associirten Theile,
welche wir Gaufs zu verdanken haben. — Es liefsen sich hier noch mehrere
Betrachtungen ankniipfen, namentlich uber das besondere Verhalten der Aus-
driicke w; auf welche ich vielleicht bei einer andern Gelegenheit zuriickkomme.

Der Werth von ¢, welcher allein von % abhangt, so wie der ent-
sprechende von ¢', welcher genau eben so von { abhangt, in der Formel des Re-
ciprocititsgesetzes, ist im vorigen Paragraphen fiir alle nicht durch 1 4-¢ theilbaren
k bestimmt worden, wenn es sich um complexe Zahlen aus 4ten Wurzeln der
Einheit handelt *); fir die aus dritten Wurzeln der Einheit zusammengesetzien
und weder durch 1—# noch durch 2 theilbaren & aber nur in dem Falle,
wenn k=1 (mod.2 —27) ist **). Da man jedoch fiir jedes & und jedes {,
welche zu 2 — 27 relative Primzahlen sind, immer complexe Einheilen e, ¢
finden kann, so dafs ek=1, ¢’/ =1 (mod. 2 —2r) ist, so gilt die Formel (0.)

zunéchst fm‘( und (z'/f , und da (%):(%)<%>:eq'(_?_), (E'/f) ( )(I,)

:c""(—,—;) ist, so erhilt man hieraus auch unmittelbar das Reciprocititsgeselz zwi-

schen (1;—> und (%), wo A und ! irgend zwei, weder durch 1— » noch durch 2

theilbare complexe Primzahlen aus dritten Wurzeln der Einheit sind. Fir die
aus vierten Wurzeln der Einheit zusammengesetzten Zahlen hat schon Gaufs
in seiner ,Theorie der biquadratischen Reste” unter je vier associirten Prim-
zahlen immer eine solche als primdre characterisirt, dafs zwischen primdren
Primzahlen das Reciprocititsgesetz in seiner einfachsten Gestalt

() = - 1r(7)

auftritt. Es mufs namlich dann ¢ =1, also §*4-a+-b—1=0 (mod. 4) sein;
und dies geschieht, wenn erstlich 4 gerade ist, wodurch 6*=0 (mod. 4) wird,
und wenn zweitens ¢-+b=1 (mod. 4) ist; eine andere Annahme ist nicht
moglich, da « und b weder beide gerade, noch beide ungerade sein diirfen.
Um denselben Zweck, nimlich die grofste Vereinfachung des Reciprocitits-
gesetzes in der so eben hingeschriebenen Form, auch fir die aus dritten Wur-
zeln der Einheit. zusammengesetzten Primzahlen und fir die sechsten Polenz-

#) Namlich ¢ = i®*+e+t=1 wenn k= a+bi ist.
##) Namlich o = (—1)ie+=Dp=b wenn k = a-br.
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reste zu erreichen, mufs man in jeder Gruppe von sechs associirten complexen
Primzahlen immer diejenige, stets existirende und nur einmal vorkommende,
als primdre bezeichnen, welche den folgenden Bedingungen geniigt: damit
a--br primdir sei, mufs erstlich 5=0 (mod. 3) sein und zweitens
entweder ¢--b6=1 (mod.4), wenn « ungerade, b gerade,

oder b=1 (mod. 4), wenn « gerade, b ungerade ist,

oder =3 (mod.4), wenn « und & beide ungerade sind.

Wenn %4 und { in diesem Sinne primire Primzahlen sind, so findet das Re-
ciprocitatsgesetz fir die sechsten Potenzreste zwischen (—,;—) und <—’l:) in der

That in der vorhin aufgestellten Einfachheit Statt. Ich verweile nicht bei dem
Raisonnement, welches zu diesem Resultate fihrt, da dasselbe nicht die min-
desten Schwierigkeiten hat, sobald man sich vermoge der weiter oben ge-
machten Bemerkung die verschiedenen Formen vor Augen stellt, welche das
Reciprocititsgesetz nach den verschiedenen Resten von & und / (mod. 2 —2r)
darbieten kann. Da nichts hindert, die so eben fiir primire Primzahlen auf-
gestellten Criterien auch fiir zusammengesetzte Zahlen gelten zu lassen, so
entsteht nur noch die Frage, ob das Product zweier primiren Zahlen wie-
derum eine primére Zahl hervorbringe; und diese Frage beantwortet sich be-
jahend, wenn man die kleine damit verbundene Rechnung ausfihrt und jeden
der neun Fille, welche das Product zweier priméren Zahlen darbieten kann,
einer besonderen Priifung unterwirft. Hiernach kann man sofort das Recipro-
cititsgesetz auf primdre zusammengesetzte Zahlen ausdehnen, wenn man unter

<—’:—) (wenn ¢ das Product der Primzahlen {,.(,.7... ist) das Product

AV AV ] k
OEE) =)
versteht, sei es, dafs es sich um die biquadratischen, sei es, dafs es sich um
die Reste der sechsten Potenzen handelt. Fir die ersteren miissen & und ! zu

144, fir die letzteren zu 2 — 27 relative Primzahlen sein; diese letatere Be-

dingung ist aber schon vorausgesetzt, wenn man A& und / primir annimmt.
N(lg—1+N(lg~i — N(l,g,)—i *) (mod. 9), also auch

(mod. 2) ist, so gilt die Formel
l e
(r = (.—1)7"-7 (T)’

*) Essei p=Nk) = dp'+1, q = N(1) = 3q¢+1, soist pg= Nkl =
92 g+ (' - )1, also M%’:'.i = S p g = pl g (mod. D).

Da nun offenbar
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wenn &k und ! irgend zwei primire Zahlen, p und ¢ deren Normen sind und
p=9p +1, ¢g=39¢'+1 ist; und da die nicht primiren Zahlen, welche zu
14 resp. 2—2r relative Primzahlen sind, aus den primédren durch Multi-
plication mit complexen Einheiten hervorgehen, so erhilt man auch das Reci-
procititsgesetz fir die nicht priméren Zahlen aus dem fiir die priméren, ob-
wohl jenes nicht dieselbe Einfachheit hat, wie dieses.

Zu einer vollstindigen Theorie dgr Reste der vierten und sechsten
Polenzen fehlen nur noch die Sitze, welche die Criterien des biquadratischen
Characters der Zahl 1--¢ und die Criterien des Characters der beiden Zahlen
1—r und 2 in Bezug auf sechste Potenzreste enthalten. Diese Silze gehen
als einc sehr einfache Folgerung aus dem verallgemeinerten Reciprocititssatze

hervor, welcher lehrt, wie man (%) in (Z—') ausdriicken kann, wenn 4 und [

irgend zwei nicht durch 1 -7 resp. nicht durch 1—# oder 2 theilbare Zahlen sind.
Um die drei in Rede stehenden Sétze unter eine gemeinschaftliche Betrachtung
zu vereinigen, will ich durch 7 irgend eine der drei Zahlen 1-4-¢, 1—r, 2,
und durch § eine der beiden Zahlen 17, 2 —2r bezeichnen, und zwar in dem
Sinne, dafs n=1-}¢, {=1-}¢ist, wenn alle vorkommenden Zahlen aus vierten
Waurzeln der Einheit zusammengesetzt sind und 9=4 ist, und dafs n=—1—» oder
y=2 und { =2 —2r isl, wenn alle vorkommenden Zahlen aus dritten Wurzeln
der Einheit zusammengeselzt sind und =6 ist. Es sei & irgend eine complexe
Zahl, welche zu { relative Primzahl ist, welche also einer complexen Einheit con-
gruent ist (mod. £) : dann kann man in allen Fillen eine complexe Einheit e fin-

den, von der Art, dafs k- ¢ durch 7 theilbar, aber der Quotient Zt—??_——e zu G relative
Primzahl ist. Es sei k-}e={In, N(k)=p, N(l)=g¢, so ist k= — e (mod.l),

k —e\ . . AYE AN A .
also (7-):(-7—).__(——9,)'7 und {7 =ce (mod. k), also (Tc)(f>““<'/7>:ep'
Da nun ! zu § relative Primzahl ist, so kann man nach dem verallgemeinerten
Reciprocititssatze (715—) in (—lli) ausdriicken. Es sei (Tlc> = e(i—g), wo ¢ eine
complexe Einheit ist, deren Exponent auf sehr einfache Weise von den Elemen-
ten in & und ! abhangt; und da die Elemente von / wegen l:—k—j{——e unmit-
telbar in die von & ausgedriickt werden konnen, so ist jener Exponent eine

sehr einfache Function der Elemente von 4. Da nun schon (%): (—e)" ge-

funden ist, so hat man <,—f)=e(-— e)” und e-(-—e)‘/(-;%):e"’, durch welche
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Formel (%) vollstindig durch die Elemente von % bestimmt ist. Es hat keine

Schwierigkeit, wenn man die verschiedenen Fille von einander trennt und
die kleinen Rechnungen ausfiihrt, welche sie darbieten, um die aus dieser Be-
trachtung hervorgehenden Theoreme, als Ergénzungen des Reciprocitatssatzes,
vollstindig aufzustellen; was ich dem Leser iiberlassen darf. Ubrigens kann
man noch den quadratischen Character der Zahl 1 — 7 und den cubischen
Character der Zahl 2 aus den im Anfange dieses Paragraphen angewandtien
Principien ableiten.

Auf diese Weise hitien wir demnach, als ein Corollar zu der Theorie
der in dieser Abhandlung betrachteten unendlichen Doppelproducte, eine aus-
filhrliche Theorie der Reste der vierten und sechsten Potenzen aufgestellt:
eine Theorie, die bis auf einige leichte, rein mechanische Operationen, welche
noch auszufiihren wiren, aber keine principielle Schwierigkeit darbieten, der
Vollstiandigkeit nach nichts zu wiinschen ibrig lafst. Es kann keinem aufmerk-
samen Leser entgehen, dafs die Theorie der quadratischen Reste fir reelle
Zahlen genau in derselben Weise, nur mit einem weit geringeren Aufwande
von Betrachtungen aus der Theorie der einfachen Producte von der Form

(-2

ahgeleitel werden kann; und da diese Darstellungsweise, welche sehr instructiv
ist und auf das Vorhergehende ein neues Licht wirft, nur wenig Raum ein-
nimmt, so will ich sie der Vollstindigkeit wegen hierher setzen.

Das eben hingeschriebene Doppelproduct werde als Grenze (fir #n = oc)
desjenigen Dbetrachtet, in welchem sich s von —mn bis -+ n ersireckt und
durch f(x, y) bezeichnet. Da bei der Substitution m w>m-1 ein Factor im
Unendlichen hinzugesetzt, ein anderer weggelassen wird, und diese beiden Fac-
toren =1 sind, so ist f(x,y--1)=f(x,y), und allgemein fir ]ede ganze
Zahl % ist hiernach

A)  f@&y+h) = flay)
Da ferner, wenn k irgend eine ganze Zahl ist und % ein vollstandiges Resten-
system mod. k représentirt, bei der Substitution m > km-|-» die hinzutretenden,

so wie die weggelassenen Factoren im Unendlichen sammtlich =1 werden, und
Crelle’s Journal f. d. M. Bd. XXXV, Heft 3. 34
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da aus dieser Substitution z v 7 " 7:1)2'-'7[;— folgt, so ist -

@) f@n = s.r(5, 1),
endlich ist offenbar

@) f&y) = f(—z,—y),
wie sich zeigt, wenn man m »» —m setzt. Das allgemeine Glied des unend-
lichen Products lafst sich, wenn s von O verschieden ist, so schreiben:

mhr=e o (1- 2301~ )

T mty
und fir m=0 so: (z—y):(—y). Setzt man daher m{Iw (1—-%), wo &
statt des sinnlosen Factors 1—% geschrieben wird, = ¢ (&), so erhilt man

plr—y) _ er—x)
A4 A=y = P(—72) ?(y)

Nach der Definition von ¢(x) ist

) 9@ = [—rf(® )] =0
Stellt man die M(k) Zablen » aus der Null und M(k)—1 andern Zahlen '
zusammen, so erhdll man hiernach aus (2.), wenn man diese Gleichung auf

beiden Seiten mit — y =Ic~;7 multiplicirt und y =0 setat,
©) 9@ = kPg(5F): Py (7).

Aus (1. und 4.) folgt 'Pg'(;_f/j;l') == W;a)x), und setzt man y —x wx, so

wird hiernach ¢(x+4) = Cy¢(x), wo C von x unabhingig ist. Aus (8.)
folgt, wenn man auf beiden Seiten mit — » multiplicirt und dann y =0 setzt,
wobei (5.) in Anwendung kommt,

(7))  g(—=x) = —9(x);
und setzt man demnach in ¢(x-+1)= C¢(x), & = —4, so ergiebt sich

9(}) =Co(—})=—Co¢(});, C=—1, folglich p(z41)= —¢(z), und
deshalb allgemein

B) 9@tk = (—1D ()
Aus (6.) erhlt men far den sPeclellen Fall k=2,

0 9@ =20(2)e(E):ew.
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Der Gleichung (6.) kann man eine bequemere Form geben, wenn man z w kx
setzt, und die Constante k:Ptp(%’- durch ¢ bezeichnet, némlich

©)  gke) = cPy(at]);
fir £=—2 wird demnach (9.)

pRz) = 29@)p(x+4):9(3)
Um die Constante ¢ zu bestimmen, verfahre man wie folgt. Man mache in
(6.) nach und nach die drei Substitutionen z vz, xwr{4 und zwx;
dies giebt

pkz) = 0P<p<w—{-T’:), phx+ k) = CPq)(x+ +%)

92kz) = cPp(2z+ 7).
Multiplicirt man die erste dieser drei Gleichungen mit der zweiten und bemerkt
dabei, dafs nach (9.)

o(z4+ Dg(et+2+4) = toDo(2z+ 2
ist, so erhilt man
p(kz)g kot 1h) = Ep()"OPg(22t 25):0m0,

Es sei & ungerade und positiv; dann ist ,
1

M@E) =k, gkotih) = (—1) T glkz|d)
nach (8.), wihrend

pkx)p(kz|1) = o) 9 (Rkx)

ist, nach (9.); hiernach erhalt man
k=1

Bt (—1)T gRka) = o Po(2a+ 2
Da k ungerade ist, so hindert nichts, alle »' gerade anzunehmen; dadurch er-
langt man den Vortheil, dafs die Zahlen 2x nicht blofs dieselben Reste wie
die » (mod. k) lassen, sondern dafs auch die Vielfachen von %, um. welche
sich die Zahlen 2 von den Zahlen » unterscheiden, sammilich gerade sind und

dafs daher nach (8.) das Product Pg (2.1:—[~ Ef) dem Producte P(p (2:1,-_}_%)

geradezu glelch wird, wihrend es sonst und im Allgememen nur = +Prp(2x-+ —)

sein wiirde. Hiernach ist also, wenn alle ' gerade sind,
k—1

B (1) 7 p@REa) = o) Pe(3a+T)s
34 %
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und vergleicht man diese Formel mit der obigen ¢(2kz)=¢c Py (2w+ %) R

welche aus (6.) durch die Substitution 2 «» 22 entsprang, so erhalt man
k=1 2 ;k—l
2

o= 27 (—1)7 g~ = 25

und demnach, wenn man diesen Werth von ¢ in (6.) substituirt:

0)  gka) = Fpt " Po(et),

wo k& positiv und ungerade ist und die Reste x sammtlich als gerade Zahlen
angenommen werden. Diejenigen Formeln, welche fiir den nachfolgenden Ge-
brauch dienen, sind (7., 8. und 10.) ; nimlich, wenn man sie zusammenstellt:

@) p@f24) = ¢(@),

D)  ¢(—1)'x) = (—D'¢(2),
wenn £ irgend eine reelle ganze Zahl ist, und

—_ kx) - «
(L)  ¢ka) = a'P,o(z+7), "’,;(f) d-Pg(z+ ),

wenn k positiv und ungerade ist, wihrend alle , welche ein vollstindiges
Restensystem mod. & bilden, gerade sind, und wo @ eine rein numerische Con-

stante vorstellt, nimlich =23
P(%)

Nun seien % und 7 irgend zwei positive ungerade Primzahlen, ¢ sei
das allgemeine Glied eines Aalben Restensystems mod. &, so dafs die Zahlen o
mit den Zahlen —o und der Null zusammengenommen ein vollstindiges Re-
stensystem (mod. k) bilden; 7 sei das allgemeine Glied eines halben Resten-
systems mod. /; alle 0 und alle © werden gerade angenommen. Fir jedes o
befindet sich der Rest von !o (mod. k) entweder unter den o, oder unter den
—0; es sei daher lo==(—1)"0, (mod. k) wo alle o, alle o erschopfen. Da
vermoge dieser Cdngruenz die Differenz —ll:—’—- (:—17);-0;'- einer ganzen Zahl, und

zwar einer geraden ganzen Zahl gleich ist, weil alle o gerade angenommen

1)k
worden sind, so hat man nach 1) ol lo = cp((———il)‘—d—,‘-), welches nach (IL.)
—-(—D"tp(—) ist. Hieraus folgt, durch Multiplication iber alle o,

9= 0p(3), 0 =Po(R): Po()=Plo(D)io(7).

Wenn man nun die Formel (IIL.) auf den Multlphcator { anwendet und ¢ — %
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setzt, so ist

9(2):9(%) = ' Pop(5 + 1) Poo(3— 1)

(—1)% = qi*-00-0 P P, <k ) P, P;‘P(T(: — ;__)

also

Aus der Congruenz lo = (—1)*q, folgt andrerseits
k= k—1

I P(0) = (—1)*P(o) (mod. §), 1T = (—1%, also (—1)%=(4);
folglich ist, wenn man P,P, ¢ (% + %) =K, P,P.g (—;:— - —;) = K, selzt,

!
<F) — @i¢-D0-VK K,
und wenn man hierin & mit ! vertauscht, so ist in derselben Weise
k k—1)(l— T o\ | T )
(3)=aé2vLL, wo L=PPy(34%), L.=PPp(7—3)-

Da nun-offenbar K, — L, und wenn man auf jeden der }(k—1)}4(!—1) Factoren
von L, die Formel ¢ (—x)= — ¢ («) anwendet, K,=— (—1)}¢-D-3-D[L, jst,

so erhlt man endlich (';i)———‘("‘i)*(k_’)‘%("" (,—lc) Dies ist das Legendresche

Reciprocititsgesetz, welches zuerst von Gaufs bewiesen worden ist. Verall-
gemeinert man dasselbe, so dafs es fiir je zwei positive ungerade Zahlen & und !
ohne gemeinschaftlichen Theiler gilt, so kann man hieraus auch unmittelbar den

Werth von (—,2‘—) bestimmen. Wenn k=1 (mod. 4) ist, so setze man k+41=2I,

und wenn k= —1 (mod. 4) ist, setze man k—1 =27 und in beiden Fillen
k+e=21l, wo e=(—1)}}*-Y; bei dieser Annahme ist ¢ stets positiv ungerade
und zu & relative Primzahl. Aus der vorgelegten Gleichung folgt 2! =« (mod. k),
k= —¢ (mod. 1), also

( ) ( )( ) (“)_Em'” ( ) (— ) = (— &)it=D,

et 1t
Verbindet man mit diesen beiden Formeln die dritte (—I—>—— (-7 7 ( ) S0

k—1 1—1

erhalt man (—) = (—1) % 7 ¢V, (—)-D, Wenn demnach k=1 (mod. 4),
e=1, so ist (—)—(—1)*(”‘" = (—1)}¢D, und wenn & = —1 (mod. 4),

3k=5

e=—1, so ist (—)__(_.1)i(l—l)(__1)i(k-1)_-(._1) T o (— 1),
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8.
Bemerkungen und Zusétze zu dieser Abhandlung.

Es schien mir nicht unpassend, zur Erliuterung und theilweisen Er-
ginzung dieser Arbeit die nachstehenden Bemerkungen hinzuzufiigen.

I. Zu . 1. und §. 2. Es hitte dort ausdriicklich bemerkt werden
missen, dafs es nicht hinreicht, die Convergenz der Reihe (1.) in §. 1., von
ihrem dritten Gliede an, in dem Sinne nachzuweisen, dafs dieselbe als eine

. . . . 1 .
einfache Reihe mit den Coéfficienten 3‘;2';;;, %2’;‘1;, ... aufgefafst wird,

sondern es mufs dargethan werden, dafs dieselbe, als Tripelreihe betrachtet,
unabhéingig von der Anordnung der Glieder convergirt. Dies Letztere ist aber
in der That in §.?2. geschehen, indem dort nicht allein statt der Coéfficienten
selbst, welche Doppelreihen sind, sondern vielmehr stait aller einzelnen Glieder
in diesen Doppelreihen deren analytische Moduln gesetzt worden sind. Diese
Bemerkung dndert also nichts an den dortigen Schlufsfolgen, sondern soll nur
zum besseren Verstindnifs derselben beitragen.

II. Zu g§. 3. Es sei
cee l_zy A_yy A_yy Gy, dyy Gyy dzy ...

eine Reihe, welche zwar convergirt, aber nicht unabhéingig von der Anordnung

n=k
der Glieder, und deren Summe als Grenze der folgenden =X a, fiir k== co bhe-

n=-—k

n=k
trachtet wird. Setzt man n »wn4-1, so erlangt die Summe = a,, welche in
n=k n=k+41 n=—k
=,y = = a, ibergeht, den Zuwachs (a;,,—a_;). Wenn nun ¢
ns=—-k n=—k+41

und @_; fir k= oo beide gegen Null convergiren, so ist dieser Zuwachs == 0
und die Reihe bleibt durch die Substitution m »wn-|1, also auch durch die
Substitution 7 v»» n -, wo v irgend eine constante ganze Zahl ist, unverindert.
Diese Annahme ist jedoch zur Convergenz der Reihe keinesweges nothwendig,
sondern es ist nur nothwendig, dafs a;-}-«_; gegen Null convergirt; es kann
sich also treffen, dafs @; gegen eine von Null verschiedene Constante ¢, und
a_; dann gegen die enigegengesetzte Constante — ¢ convergirt; in diesem
Falle erlangt die Reihe den Zuwachs (a1, — @_3)i=e = ¢ —(—¢€)==2¢, wenn
nwn-|1 gesetzt wird, und hieraus folgt leicht, dafs sie fir die Substitution
nwn-|v den Zuwachs 2»c erlangt; nimlich es ist

VZa,=2vec =2va,, = —2va_,, wenn non-tv.
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Es sei a, von der Form
f@tpm) wi 5 ftpm=Lin 5 flotpfn) = A@);

dann ist z » x}+v3, wenn nwn+v, also A(x-vp3)=A(x), und 4 nach
3 eigentlich periodisch, wenn f(x +k#3) fir k= oo gegen Null convergirt, da-
gegen ist 4 (x 4v ) = (x)-} 2vc, also A blofs uneigentlich periodisch, wenn
f(®+kpB) gegen ¢, f(x—FkfB3) gegen —c convergirt. In §. 3. kommt der

m=w

Fall vor, wenn @, selbst eine einfache Summe nach m, a,—= = ¢(m,n)

m——wm

und ¢(+o0, n) = 0 ist, fir jedlen Werth von n; es bleibt also a, durch
die Substitution m »> m-- « unverandert, folglich bleibt auch die Doppelsumme

_2_7 { ;5 @(m, n)} durch diese Substitution unverindert; und wenn a.;, d. h.

"'E”-q)(m, + k), fir k=oo gegen +c convergirt, so erlangt die Doppelsumme

m= -

durch die Substitution m wwm-+p, nwn-|v den Zuwachs 2ve.

III. Zu §.5. und §.6. Setzt man in der identischen Gleichung

1 1 1 1 2 1 1
@ 5w = Gt ) orr Gt )
p=xtw, g=—x—w,, ptg=w,—w,=—w, so erhalt man durch
Summation iber alle Werthe von w, und w,, mit Ausschlufs von w, = w,,
links (2, x)*—(4, ), ganz eben wie in §. 4. fir die Kreisfunctionen; rechts
giebt die Summation nach «,, wenn man w,=— w, —w seizt, was nach der
Schlufsbemerkung in §. 5. erlaubt ist,

(2, 242, 2 —0)+ 2 (1, 2) —(1, 2 —w));

46ai n .
-— reducirt und, nach
a w3

was sich wegen der Periodicitat auf ;?—,(2, z)+

w summirt, 2(2%,0)(2, :L')—L?i-g%%—o) giebt, so dafs man

20mi 9(2*,0
1) 4 2) = o) —2@%0)2, o)+ 252600

erhalt: eine Formel, welche mit (1) in -§a 4. fir Kreisfunctionen bis auf die

hinzutretende Constante ibereinstimmt. Setzt man in (a.) ‘
pP=2x+tw, ¢g=—w, pt9=ctw—w=ztw

und schliefst die Combinationen w,=w, d. h. w,=0 aus, so erhilt man
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~ durch ein ahnliches Verfahren und analog der Gleichung (2.) in §. 4.
26 5 2,
@) 30,2+ 200 = @07 421, 2) 3, @)
Die identische Glelchung
1 1 1 1 1 1 1 1

b. — — _—— ) (==

®) riq*  prq (p+q)‘(p3 q“')Jr (r+q)’<p‘ q’>
liefert durch dieselben Substitutionen und durch den Procefs der doppelten
Erzeugung nur die eine Gleichung

B) G, x) = B,2){(2, x)— (2% 0)},

welche auch durch Differentiation nach « aus (1.) hervorgeht. Diese Gleichun-
gen kann man mit denen in §. 5. verbinden, um die Elimination, welche
zu der Differentialgleichung erster Ordnung fir (2, ) fihrt, mit grofserer
Leichtigkeit auszufihren. Die Gleichung (2.) dient namentlich, um den Diffe-
rentialquotienten nach (3 der elliptischen Function 1ter Gaitung und die ellip-
tische Function 2ter Gattung in einander auszudriicken.

Setzt man in (a.) und (b)) pwp-+w,, g ¢+w, und fihrt, indem
man iber alle Werthe von w, und w, summirt, w,-}w, rechts als neuen Index
ein (das Wort Index in einer allgemeineren Bedeutung genommen), so erhélt man

4) RpRo9o 2omi 0,
— @,p+ P{@ P+ @O 2@ p ) {d )+, )} — 2228 2824,

98
G) GrRge—QR,p)3,¢q)
= @2+ PGP+ G NG r+ {22+ 9}
Man erhdlt (5.) auch aus (4.) durch Differentiation nach p und ¢, indem
man p- ¢ als constant betrachtet. Durch eine nochmalige Differentiation er-
hilt man aus (5.), indem man wieder p ¢ als constant betrachtet,
6) 34,nR—4B, P39 +32,p)4,9)
= 32+ {4+ & O} 26, r+ {3, 1)+ G35 )}
Die Formeln (5. und 6.), welche unverandert auch fir Kreisfunctionen, gelten,
sind zwei lineare Gleichungen zur Bestimmung von (2,p-¢) und (3, r-+q)
und geben die letzteren rational in (2, p), (3, p), (4,p) und (2,¢), (3, 9), (4,¢)
ausgedriickt, also auch nach (1.) rational in (2, p), (3, p) und (2, ¢), (3, ¢). Die
(4.) in Verbindung mit ) giebt das Additionstheorem fiir die zweite Gattung.
Namlich nach (2.) ist, wenn man der Kirze wegen p+}gq=r seiut,

20wt 0(2,
2D — 334, — (2,7 —2(1, M3, ),
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aus (4.) wird daher
2,229
= @R+ R N+2@, M {Lp)+, ) — 1, r)} 34, 7)— (2, r),
1 (LI’)‘HL?)—(L")
53,7 (PR =34 1) — @R, P12, 9)— 2,1},
d h (4,p)4+1,9)—1, p-}+q) ist gleich einem Ausdruck, welcher nur aus
elliptischen Functionen erster Gattung zusammengesetzt ist.

Die Befugnifs zu dem Verfahren, durch welches die hier gewonnenen
Gleichungen gefunden worden sind, beruht auf ganz andern Grinden, als bei
den in §. 5. abgeleiteten Relationen; namlich nicht wie dort auf der Unabhin-
gigkeit der Summen von der Anordnung ihrer Glieder, welche hier nicht Statt
findet, sondern nur auf der Bemerkung am Schlusse von §. 5. Streng ge-
nommen mufs man daher eigentlich erst simmiliche Summationen nach den
verschiedenen = in den verschiedenen w=— am-| 32, und dann erst alle Sum-
mationen nach den verschiedenen n ausfihren; aber der Algomhmus des Ver-
fahrens bleibt derselbe wie in §. 5.

1 .
Da in der Differenz i m’ wenn man sie nach fallenden Po-

. 1 . .
tenzen von w entwickelt, der Term — nicht vorkommt, so darf man in der Formel

<w+1wl y+w >(w+wz f+iw )
1 i 1 1
= W, —W, I_—“"+'"’1 +-’”‘:wz ——3’+w1 +J’+wz§

1 1 1 1 1. 1
—1_ x—y+w, —w, {w+10, _)"i‘wa; + y—x+w,—w, g)"}'wn _‘_.z'—}—w,:
bei der Summation nach w, und w, die Differenz w, —w,=—1w als neuen
Index einfihren, und man erhélt durch den Procefs der doppelten Erzeugung,
wenn man noch bemerkt, dafs fir den Fall w, — w, statt des ersten Theils

rechts in der Formel

o T g ~
gesetzt werden mufs, das folgende Resultat. Die linke Seite giébt ummttelbar
{1, z)—(1,y)}*; setzt man auf der rechien t,=—w, < w, so ergiebt sich
durch Summation nach w,, -{ —(1, w)+(1 w—-w)—-—(i,y)—{-(i,y—w}}

+ x-—-;'-}»w {dy,2)— A,y —w)}+ y—-.z‘—l-w [dyy)— (1,w—w)( 'Da nun

Crelle’s Journal f. d. M. Bd. XXXV. Heft 3. 35
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26%3 Bw 2dni dw .

(yz—w)=1,2)— ST d,y—w)=1,y)— ~= 3f —— ist, so reducirt
sich dieser Ausdruck auf —é%ﬂ%—z;%—{—m gi x)—(1,y) 2(3:” -giﬁvz
}-,T_%—_I—_To{(i,y) 1, :L)—]—zam g'{;} Im ersten Term ist der Werth w0 — 0
auszuschliefsen, und die Summation nach w giebt
((,2)— (A, Ha—y) —Ay—a) 4 22 S 2o
= 20, 2—y){(1, )— (1, y)} 4 22 2L =),

hierzu tritt noch (2, x)-+(2,y), und man erhdlt demnach schliefslich:
40 ol —
{(1,2)—(Ly) =200, = y){(1,2) — (1, )} + (258) + (2,7) o= - TELED),

und wenn man noch r=p, y=—¢q, —y=g¢, pt¢g=ac—y=r setut:
“) L+ F

= 201, {1, ) (P} 2 ) @y ) 27 2ok

Die Analogie dieser Formel mit dem Additionstheorem fir die Cotangente (§.4.)
ist nicht zu verkennen. Setzt man in ihr ¢ unendlich klein und entwickelt nach
steigenden Potenzen von ¢, so erhilt man eine Reihe von Gleichungen. Die
erste derselben, welche nickt identisch wird, ist die folgende (es wird noch
p » x gesetzt):

8 @a)— 20 — (4, P 328,00 M)

die zweite ist

) G+ 200 — 4,5,

*) Da (1,x)= 9}%%(_{)’ R, x) = —-QM, so lifst sich, wenn man ¢ (x) =

dx?
. . . ek 40ni Oy .
seizt, die Gleichung (8.) auch so schreiben: é’}%‘i‘ '3’3"’3(2*’ 0)y = 0; dieser

partiellen Differentialgleichung geniigt also das unendliche Doppelproduct ¢(x), wihrend
das entsprechende einfache unendliche Product in der Theorie der Kreisfunctionen, wel-

ches den Sinus darstellt, der Gleichung ; ++3(2% 0)y = 0 geniigl. Selzt man cy = z,
40ni
o

wo ¢, als Function von g, durch

40ni 03
xn+ _—0

. 31‘:950 = 3(2*,0) bestimmt wn‘d’ so kommt
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die dritte ist wiederum die Gleichung (2.), welche oben auf anderem Wege
gefunden wurde, u.s. w. Man sieht, dafs diese Gleichungen sich von den in
§. 4. fiir die Cotangente abgeleiteten einfachsten Differentialgleichungen nur durch
40ni dlogp(x) 2oxni (1, x)
g TP ———5p
scheiden. Wenn man in der Gleichung (7.) entweder (2,p) und (2, ¢), oder

.
alc;ggggl durch (8.) ausdriickt, so erhalt man zwei neue Formen der Glei-

den links hinzuiretenden Term —

unter-

chung (7.), némlich:
9) G,pd,9—3(2%,0)

— (1, )+ )+ 2228, {log o () 4 log p(g) -+ log o ()},

(10)  {Lp+ L, —A, ) = (2,p)+ (2, 9)+ (2, ) —3(2%, 0).
Die Gleichung (10.) ist vielleicht eine der elegantesten Darstellungen des Addi-
tionstheorems fiir die zweite Gattung. Differentiirt man die Gleichung (10.), indem
man p und ¢ als variabel, 7 als constant ansieht, so erhilt man, wenn man die

Seite rechts durch 7' bezeichnet, — (2, p)-}+(2,¢) = ?17{ — @3, p)+3,¢)}, also

' _ (B, =B,

(1) @p+@9t+en-3e,0 = [FB=nlf,
als eine der einfachsten Formen des Additionstheorems fir die erste Gattung.
Die Vergleichung von (11.) mit (10.) giebt
_ Byp—G9)

(12') (1’,7)"]"(17 9)—'(197') - (2”')_(2, ") *)?
als eine neue Form des Additionstheorems fir die zweite Gattung, deren charac-
teristische Eigenschaft darin besteht, dafs rechts keine Function von r —=p- ¢,

sondern nur Functionen von p und ¢ vorkommen. Die Gleichung (12.) schreibe
man in den beiden Formen

3, - 3, _
(13) pt+o+dp—g) = (1,2p)+ Ez,’;iZi—Ez,Z—Zia

. _ _GnT6.q,
(14) Lpty) = LM DG =E.9

Durch Addition der beiden Gleichungen (14.) erhalt man noch
(15)  Lp+9+dp—9) = 2(1,p)+9,10g((2, ) — (2, 9>

#) Vor die Seite rechts mifste eigentlich 4 gesetzt werden, aber man findet durch
Entwicklung nach steigenden Potenzen von ¢, dafs das obere Zei¢chen das richtige ist.

35*
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weil —2(3, p) =0,(2, p) ist. Giebt man ¢ einen solchen Werth, dafs (3,¢) =0,

so erhilt man aus (12.) rechts —40,log{(2,p)— (2, ¢)}, also
Splogp(p+¢)— O,logg(p)—(1, ) = 40,log{(2,p)— (2, 9)},
logp(p+q)—logp(p) = +log{(2, p)— 2, ¢)} +(1, ¢)p + Const.,

Al CORCY B

Setzt man hier p unendlich klein, und entwickelt nach steigenden Potenzen

von p, so giebt der erste Term der Entwicklung C = ¢(¢)*. Die Function ¢

hat immer dieselbe Bedeutung, wie in der letzten Halfte von §. 4., und ¢ ist

z.B. = % oder :g oder — i‘gﬁ

Nach der Transformationsformel (A.) des §. 6. ist, mit Beibehaltung der
dortigen Bezeichnungen,
16) sd,y+oe4z8) = A,y)+a—by,
17) . s{,y—oe—zB)y = (1,y)—a—10by.
Die Anzahl der Summanden links ist +&¢=—=/M (). Addirt man (16.) und (17.)
Glied um Glied und benutzt (13.), indem man links p=y, ¢=0e-+}1f,
rechts p=y, ¢=0 (oder besser ¢ unendlich klein) setzt, so ergiebt sich

1. 9y g7 H ot sH— 3y —aa—zpy
18) M-t S Faatea—, r—oa—tA)

— _(39 7+O)_(3, 7’—'0)__

= (1,204 2, 7+0)—(2, r—0) 20y
Benutzt man hingegen (15.) bei der Addition von (16.) und (17.), aber blofs
links, so erhilt man

(19) 2M(e)(1,y)+0,log P{(2,y) — (2, 00478/} = 2(1,y)—2by,

2:::,i ist und das Multiplicationszeichen P sich auf die M(s) —1 Com-

binationen ¢, = mit Ausschlufs von 0, O bezieht. Dies sind die Transformations-
formeln fir die zweite Gattung, in einer Form, welche der zuerst von Jacob:
aufgestellten sehr édhnlich ist. Durch Differentiation nach y erhilt man die Trans-
formationsformeln fir die erste Gattung.

wo b=—27

‘Die Darstellung der Transformationsformeln in Form von Producten
kann man mit Zuziehung von (A.) §. 6. sehr leicht aus der folgenden allge-
meinen Relation ableiten, welche sich ebenfalls durch den Procefs der doppel-
ten Erzeugung ergiebt. Wenn s, #,, #;, .... irgend verschiedene Grofsen
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. . 1 1 1 ~
sind, so giebt das Product TR v e LR durch Zerfallung
B

in Partialbriiche eine Summe von der Form S, R 48 pwl) wo die ver-

schiedenen % und B nur von den Differenzen zwischen den verschiedenen
abhangen. Wenn man daher x, o %, 4w, %, » %, w,, etc. allgemein % w x| w
setzt und die Differenzen zwischen den verschiedenen u als neue Indices ein-
fihrt, so erhdlt man durch Anwendung der oft benutzten Methode:

(20) P,2,x-}x) = S{AQR,x+»}|S{B(,x4=)}+C;

wo die verschiedenen A, die verschiedenen B, so wie C' von & unabhingig
sind, nur von den Differenzen zwischen den verschiedenen » abhangen und
iibrigens leicht vollstindig durch elliptische Functionen ausgedriickt werden
konnen, wenn man die besondere Form der Coéfficienten o und B berick-
sichtigt. Diese Relation (20.), durch welche ein Product von beliebig vielen
elliptischen Functionen linear durch die elliptischen Functionen (erster und zweiter
Gattung) der einzelnen Elemente ausgedriickt wird, erfordert, dafs nicht allein
alle = verschieden sind, sondern auch, dafs keine ihrer Differenzen auf die
Form me--nf3 gebracht werden kann, wo m und n ganze Zahlen sind. Die
Transformationsformeln in Form von Producten gehen hieraus hervor, wenn
man in (20.) statt der urspriinglichen elliptischen Functionen die transformir-
ten mit den Moduln o', 3' setzt, statt der verschiedenen = die M(c) Aus-
dricke o« v3-wihlt, und bericksichtigt, dafs in diesem Falle alle A einander
gleich werden und alle B verschwinden, endlich aber die Gleichung (4.) §. 6.
fir ¢ = 2 anwendet.

Die nachstehenden Folgerungen aus dem Vorhergehenden sind noch von
besonderer Wichtigkeit. Die obige Additionsformel fir die zweite Gattung

—_ B, x)—3, %)
1, z4+y) = (1, )+, Y)—m

lafst sich so schreiben:

Oxlogp(x+y)
= 0.logg(@)+(1,y)+40. log (2, 2)— @ V)l + g5
woraus durch Integration nach =
logp(z+Y)
= logp(®)4-(1,y)z+3log (2, ) — (R, )} + (35 ) / (;—d,aff—(-z—y—) +- Const.
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hervorgeht. Die Constante bestimmt man durch Entwicklung aller Termen nach
Potenzen von z. Man erhalt

logg(w+y) = logg(y)+ ete.,  logy(x) = logz+ etc.,
(2 2)—(2,y) = —x+ |25 0)— @)l + ete. = {1+ ete],
%log}(2, z)—(2,y)} = —logx-} etc., }

3
und das Integral fingt gleich mit -%— an. Das einzige constante Glied, welches

in diesen Entwicklungen vorkommt, ist links log ¢ (y); also ist Const.=log¢(y),
folglich hat man

prty) __ _ , '*  dx
(21') lquo(x)rp(y)_(l’ )x+£‘]0gi(29 ‘7") (23 y)¥+ (3,)’)‘()/(2, x)_(z’y)’

wodurch, wie bei Jacobi, die dritte Gattung durch die Funclion ¢ ausgedriickt
ist; (2,y) ist hier der Parameter. Ein specieller Fall hiervon ist der schon
oben betrachtete, wenn man y einen solchen Werth giebt, dafs (3,y)=0
wird. Es sei (3,¢4)=—0 und y =g¢, dann erhélt man
2

(@2) FEXDL — seo((2,5)— 2, 9).
Durch diese Formel wird der Zusammenhang zwischen den Doppelreihen und
den Quotienten aus den Doppelproducten nachgewiesen. Die Formel (15.) fiir
das Additionstheorem lafst sich so schreiben:
Oclogp(w+ty)+0xlogp(@—y) = 20.logg(@)+ Oxlog (2, ) — (2, y),
und sie giebt, exponentiell integrirt,

p@+y)p@—y) = C-o)|2,2)—R,y)
Da ¢(x+y), entwickelt, mit ¢ (+y), ¢ (&)’ mit 2% (2,2)—(2,y) mit % an-
fangen, so wird ¢(y)p(—y)=C, oder C= —¢(y)’, und folglich hat man
die Formel '

(23) HLEIEID — (2,2)—2,)

Schreibt man in dieser letztern die Seite rechts so:
1Ry 2)— (R, )l — (2, 7) — (25 9)]
und vergleicht sie mit der vorhin abgeleiteten Formel, so findet sich
(24) o e@t+y)e@—y)
= ¢@) e @V oy + I — o () | pll@+ gl
wo ¢ der Gleichung (3,9)=0 genigt; u. s. w.
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In Bezug auf die Transformationsformel fir die zweite Gattung bemerke
man, dafs sie fir einen ungeraden Werth von &, wegen (2, —oa—73) =
(2,0e¢+73), auch so geschrieben werden kann:

M1, 9) = (1, 7)—by—0,logP,|(2,7) — (2, a7},
wo in P, nur } {M(s) —1| Combinationen o, = vorkommen, indem von je zweien,
wie 0, 7; —0, —7, eine ausgeschlossen wird. Durch exponentielle Integra-
tion dieser Gleichung erhélt man

¢ (PO P2, 7) — (2, 00ty = C-9(y).
Da ¢'(y), entwickelt, mit y anfingt, so fingt die M(e)te Potenz davon mit
7™ an, € fingt mit1, (2,y) —(2,0a+473) mit —, folglich das Product
in der Formel mit M;) —, und daher die ganze lmke Seite der Formel mit
4

y an, und da die Entwicklung der Seite Cq(y) rechts mit Cy anfingt, so
ist nothwendig C=1 und demnach

(@5) PR,y —(R,0at1p)} = e tp"(p;'()ﬁ(e) ’
20vnmi ,

wo immer &=="———ist. Die Multiplication P, umfafst nur } {M (¢) —1} Com~

binationen o, 7, und diese Formel gilt nur fir einen ungeraden Werth von .
Im Allgemeinen hat man aber fir jeden Werth (auch wenn ¢ gerade) von e:
: ) \
(R6) P|R,y)—R,0at1h)| = e"br%a
wo das Product M(s) —1 Combinationen o, v umfafst. Diese wichtigen Fun-
damentalformeln sind, wenn auch in etwas anderer, aber nicht wesentlich
verschiedener Form, schon von Juacobi aufgestellt worden (Crelle's Journal
Band 4.).

Setzt man
Pi2,y) —(2,0at7fB)|=V und P,|(2,7)—(2,0a+t8)|=W,

so ist

MU 7) = U, —by—128"

fir einen beliebigen Werth von &, und
M@, y) = ) —by—

fir einen ungeraden Werth von & Differentiirt man diese Glexchungen nach 7,

Blog W
or
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so ergiebt sich
logV
@) @) = MOy — %aa;":’ :

@8) @) = M@y —b—ZPEE,

und bezeichnet man die Differentialquotienten der ganzen Functionen ¥ und W von
(2,7)', nach (2, ») genommen, durch V', V", etc., W', W", etc., so erhalt man

o’ ,8(2 7) 17!
A 7 —2(3,) V',
dy dy ( 7)

B’V w92, 7) ,a 2, 12 g7 B 74
= V() 3‘,,7 = 43,7 V" +6(4,7) V),

dlogV __ 2V q ), 3logV __ V4@, 7) V"+6(4,7) V'|—4(3, 52 V"
Jy v \n7 T 7

Dieselben Formeln gelten in Bezug auf W, und da (3, »)” und (4, )" ganzen

Functionen von (2,y)" gleich sind, so erhalt man auf diese Weise die Dar-

stellung von (2,) durch rationale Functionen von (2, 7)'; ibrigens ist V= W7,

wenn & ungerade.

Ich bemerke hier ausdricklich, um jedem Angriffe zuvorzukommen,
dafs ich keine der hier aufgestellten Formeln als neu beanspruche, wohl aber
die Methode, durch welche die Relationen zwischen elliptischen, so wie zwischen
Kreisfunctionen auf algebraische Relationen zuriickgefihrt werden. Das hier
Gegebene ist als eine Anwendung dieser Methode auf die einfachsten und
leichtesten Probleme anzusehen. Vielleicht finde ich bald Gelegenheit, in einer
besondern Abhandlung theils die hier angestellten Untersuchungen weiter aus-
zufiihren, theils dieselbe Methode auf schwierigere und verborgenere Probleme
anzuwenden.

Es wurde im Vorhergehenden hiufig die Entwicklung von Functionen,
wie (g, ), (¢,«+y) fir einen unendlich kleinen Werth von & nach steigen-

den Potenzen von x verlangt. Diese Entwicklungen geschehen nach den
Formeln

(9, 2) = 5+ (g% 0—g(g+ 14,02+ L2y 1 22, 0)22 — ete.,

@xty) = (9y)—9(g+1,y)z+ l(yz—t—“(ﬁ*%r):v’— etc.,

welche gelten, so lange M(x) kleiner bleibt, als der kleinste (von Null ver-
schiedene) Werth von M(w), resp. M(w-7y); fir einen beliebigen Werth
von & missen im Allgemeinen diejenigen Termen von (g, £+y), fir welche
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Mw-+ty)<<M(x), und deren Anzahl endlich ist, nach absieigenden, alle
iibrigen Termen, fir welche M(w-y) > M(x) ist, nach aufsteigenden Po-
tenzen von = entwickelt werden. Man erhilt auf diese Weise, nach den ver-
schiedenen Intervallen, in welchen sich M («x) befinden kann und welche
durch die Werthe von M(w-}y)=— M(am-|[3n-y) als Grenzwerthe von
einander geschieden sind, unendlich viele verschiedene Entwicklungen von
(9> x+y). Der Kiirze wegen setze ich den speciellen Fall bei Seite, wenn
M(x) mit einem der Werthe von M (w—-y) zusammenfallt; w0 ist immer
1
=oam+fAn und (g,x+4y)= m,u(w_*_ w2

IV. Zu §.7. Bei Gelegenheit der neuen Beweise der Reciprocitits~
sitze fiur die Reste der vierten und sechsten Potemzen, welche ich in §. 7.
gegeben habe, komme ich fiir einen Augenblick auf meine ersten, aus der Theorie
der Kreistheilung gezogenen und im 27ten und 28ten Bande dieses Journals
publicirten Beweise des cubischen und biquadratischen Fundamentaltheorems
zuriick. Nach der Notiz des Hrn. Prof. Jacobi, Seite 172 des 30ten Bandes
dieses Journals, welche sich auf jene ersten Beweise bezieht und wie folgt lautet :
»,Diese aus vielfach verbreiteten Nachschriften der oben erwihnten Vor-
slesungen (an der Konigsberger Universitit) auch den Herren Professoren
nDirichlet und Kummer seit mehreren Jahren bekannten Beweise sind
yneuerdings von Hrn. Dr. Kisenstein im 27ten Bande dieses Journals
»9. 289 und im 28ten Bande desselben Journals S. 53 publicirt worden.
yDer S. 41 des 28ten Bandes von Hrn. Dr. Eisenstein gegebene Beweis
»,des quadratischen Reciprocititssatzes ist der namliche, welchen ich im
pJahre 1827 Legendre mitgetheilt und dieser in die 3te Ausgabe seiner

»Zahlentheorie aufgenommen hat”
konnte auf mich der Verdacht fallen, als seien meine Beweise nichts anderes,
als vielleicht Abschriften oder Ausarbeitungen der erwihnten Collegienhefte. Dem
mufs ich mit der Bemerkung widersprechen, dafs mir, zu der Zeit als ich, nur
mit geringen Hilfsmitteln versehen (wie die Werke von Gau/s und einige Binde
dieses Journals), so wie abgeschnitten von aller miindlichen, so wie schrift-
lichen mathematischen Unterweisung, resp. Correspondenz, jene Beweise fand
und herausgab, die betreffenden Untersuchungen des Hrn. Prof. Jaeobi ginzlich
unbekannt waren, und dafs ich auch bis auf den heutigen Tag keine Gelegenheit
gefunden habe, irgend eines der erwihnten Collegienhefte mit Mufse einer
Durchsicht zu unterwerfen. Ich halte es um so mehr fir aberflissig, mich
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auf nahere Einzelnheiten in dieser Beziehung einzulassen, als meine spitern
Arbeiten iber denselben Gegenstand die Selbststindigkeit meiner Forschungen
zur Geniige darthun mogen, und als ich schon bei der Publication meiner ersten
Beweise auseinandergesetzt habe, wie dieselben aus dem Studium der Werke
Dessen entstanden sind, welcher als der Schopfer und Begrinder der ganzen
Theorie, von welcher diese Beweise einen Theil ausmachen, zu betrachten ist.
Wer den ganzen mathematischen Zustand hier in Berlin zu jener Zeit ge-
kannt hat, wird mir Gerechtigkeit widerfahren lassen ; ich bin @berzeugt, dafs von
den oft angezogenen Collegienheften damals kein einziges hier zu finden gewesen
wire. Jene Bemerkung des Hrn. Prof. Jacobi war mir aber um so schmerz-
licher, als sie mich ganz unerwartet traf, und als ich mich durch das Wohl-
wollen, mit welchem mich der grofse Gelehrte selbst noch lange Zeit nach der
Publication jener meiner ersten Arbeiten beehrte und erfreute, so wie durch
die Bewunderung der unschitzbaren wissenschaftlichen Verdienste des gro-
fsen Mannes, zur Dankbarkeit ihm verpflichtet fahle. Endlich ist der in obiger
Notiz erwiahnte Beweis des quadratischen Reciprocititssatzes vom Jahre 1827,
abgesehen von einer rein dufserlichen Unterschiedenheit, kein anderer als der
sechste Gaufsische Beweis, welchen Gaufs im Jahre 1818 in den Goettin-
ger Commentationes ( recentiores) dargestellt hat; der Unterschied besteht

namlich darin, dafs Geufs zeigt, die Differenz zweier ganzen Functionen ¢ (@)

ii:ip = X theilbar, wihrend in der andern Dar-

stellung desselben Beweises, auf welche sich Hr. Prof. Jacobi bezieht, gezeigt
wird, dafs die ganze Funclion ¢(x)— vy (x) verschwindet fir alle Werthe
von &, die X=0 machen; was offenbar Dasselbe ist.

Berlin im September 1847.

und y(x) von @ sei durch




