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15. Gipel, de theor. transe. Abelian. P

13.

Theoriae transcendentium Abelianarum primi ordinis
adumbratio levis.
(Auctore Dr. 4. Gipel.)

Quum theoria transcendentium Abelianarum jam inde a longo tempore geo-
metras defatigaverit, cujus rei hice annales et praemium anno praeterito ab
Academ. Paris. propositum testes sunt amplissimi, ita et ipse ante hos septem
vel octo annos nonnulla in hac re excogitavi. Etenim quum functionibus
ellipticis operam darem, statim deprehendi eas methodo ab Abeliana illa et
Jacobiana omnino diversa tractari posse. Neque longum fuit quin aninfad-
verterem, hanc methodum quaestiones multo generaliores ainplecti et funda-
mentum esse theoriae transcendentium Abelianarum, imo omnium quae ex
integratione quantitatum algebraicarum oriuntur. Has meas lucubrationes cum
geometris communicare in dies distuli, sperans ut aliquando tempus daretur,
quo dissertationem accurate elaboratam et atlentione doctorum dignam offerre
possem; praesertim quum analystarum neminem talem tractationem ne suspicari
quidem viderem. Verumtamen prodierunt nuperrime in lucem binae epistolae
D' Hermite tribus annis abhinc ad D™ Jacobi datae (cf. T.33 hujns diarii) in
quibus quum plura doctissime de transcendentibus altioribus disputavit, tum non-
nulla e theoria functionum ellipticarum proposuit, quae meis tam similia erant,
ut mihi eandem viam ingredi videretur, quam ipse absolveram. Quamobrem,
ne mea obsolescerent, incomte quam omnino nihil dicere malui; quanquam
doctissimus vir se idem in theoria transcendentium Abelianarum adhuc prae-
stare non posse fassus est. Constitui itaque, editore hujus diarii humanissime
admonente, theoriae novae specimen aliquod tradere, quantulumcunque est; in
quo conscribendo quum magis quam optabam festinandum fuisset, si quid minus
lucide et concinne dictum est, veniam lectoris pro sua benevolentia et illa
rei conditione imprecor. Viam autem, quam hic geometris patefeci, aliis per-
sequendam’ et’ excolendam relinquo, fortunatis, quibus , Deus haec otia fecit.”

Crelle’s Journal f. d. M. Bd. XXXV. Heft 4. 37
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- Praeliminaria.

Constat ex elementis, quamlibet expressionem quadraticam binarum va-
riabilium a et b, qualis est

1) «ad®2Babfyb*-25a-+26b4C,
adjecta idonea constante, transformari posse in summam duorum quadratorum:
(R) (uiaK+bLYH(u'}aK'}bL"2
Quod in theoria sectionum conicarum est problema de reduclione aequationis
ad centrum et diametros. . Excipiendus autem est casus, ubi *=ay quae
aequivalet conditioni KL'— K'L =0, qui talem transformationem non patitur.
Nam quum in universum habeatur
X+qY N G X—pY V?
X2Ly?— (2
+ (;/(r)“rq“) +(V(P’+'l’) ’
expressio (2.) eo casu reduci potest ad formam
(K'u——Ku')2+<Ku—{—K’u'+a(K‘—l—K”)-l—b(KL—}—K'L’))?
VIKEFK'?) Y(K?FK™)
quae manifesto locum habere nequit, nisi est (* = ay, el adjecla idonea
constante revera unum tantum quadratum continet. Hunc itaque casum, ubi
KL'—K'L evanescit, etiam hoc loco excipimus atque e nosiris disquisitionibus
excludimus.

Constantibus, quae sunt in expressione (2.), speciem paulo diversam
tribuere placet. Loco enim ipsorum w, K, L, «', K', L' ponemus uyr, RKyr,
2Lyr, u'yr', 2K'yr', 2L'yr!, et considerabimus formulam

(3) r+2aK+0L}47(u42aK'-L20L'%

Jam patet, quod omnium quae sequuntur fundamentum est, si variabilis a unitate
augeatur, idem esse ac si quantitas u capiat incrementum 2K simulque ' in-
crementum 2K'. Item si variabilis b unitate augeatur, idem esse ac si quantitates
u, u' simul capiant incrementa 2L, 2L'. Quare si formatur complexus terminorum,
qui ex expressione (3.) pro singulis valoribus integris. indicum a et b oriuntur,
manifestum est, hunc complexum, positis % 2K, ' 2K’ pro u, u' (vel
etiam u--2L, u'4-2L' pro u, «'), ipsum in se redire, quoniam quivis ter-
minus in proximum abit. Idem omnino valet de complexu terminorum, qui ex
qualibet functione expressionis (3.) pro singulis valoribus integris indicum a et b
proveniunt.
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Expositio problematis.

Fingatur itaque series bis infinita, cujus termigus generalis sit functio
exponentialis ipsius expressionis (3.), quae denotetur per e+ **P"(u,u'),

eruq_,l,,lap"l (u ul) — Ser(u+2aK+25L)2+ r(u'+2aK+2bL%)
s =

sive explicite
eru?-l-r'u’?PIH ("’ ul) J—
+ o7 (—2K—2L) 47/ (uw'—2K'—2L')? + er(v—2L) 2 +r(w=2L?)? + e (WH2K—=2L)? 47/ (u'+2K'~2L)? +
+ " (u—2K)? + r'(u=2K')? + ereit Tt + (2K +ri(u 12K +
+ " (W—2K+2L) 41/ (w'—2K! +2 L) + o (2L +ri(ui+2LY)? + " (H2KA2L)? (w1 2K/ 42102 +_

...’i" ..... e e ® e« 4 & e s e 8 e e & s & o 2 ® 2 e e + s e 8 o s+ e s e o

Ex antecedentibus constat hanc functionem ipsarum u et v’ esse perio-
dicam, ita ut pro valoribus simultaneis

vu=—u|2K, u{4K, etc, u{2L, u{4L, etc.,
v = u{|2K', vw{4K', etc., 2L, u'| 4L, etc.

in se ipsa redeat. Juvat autem valores, quos illa pro intermediis argumen-
torum u et u' valoribus accipit, peculiaribus notis insignire. Itidem seriebus,
quae ex iisdem terminis, alternantibus tamen signis, compositae sunt, sua signa
dabimus. Hoc modo oriuntur sedecim functiones ipsarum u et u', quas sequenti
modo denotamus:

G P, w) = () I BL KL
et Py u) = S(—1)® X in eundem factorem
et P (u,u') = S(—1)* X in eundem
e P (uu') = 8§ 1 X in eundem
S Qu,u) = S(—1)HP g HDELBLY w2k DKL
| et Q' (u,u') = S(—1)* X in eundem

) e O (u,u') = S(—1)* X in eundem
gt Qi (.u"u') = 8§ 1 X in eundem
ey (u, ﬂ') — S(__i-)a+b @ (#H K+ )L + 1 (w20 K/ 4(2b+1)L )¢
T RY (4, u') I S(_‘l)" X in eundem’
emz—}-rluwRN(u, u') J— S(.._‘l)“ X in eundem

e RY (u, ') S 1 X in eundem

37 #
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et S u) == S(—1)0+ DRI 1 R DK 2L
et 8" (u,u') = S(—1)* X in eundem
1) ety 8" (u,u') = §'(—1)* X in eundem
' et §"(yu') =S 1 X in eundem.

Sed quum argumentorum et periodorum duplicitate major, quam com-
modum est, molestia scribentibus et legentibus creetur, abbreviationibus non-
nunquam utemur. Ila pro P(u, u') simplicius scribemus P vel P (u). Similiter in
quantitatibus exponentialibus eam partem, quae ad secundum argumentum ' spectat,
saepius omitlemus, ita ut e “FeKFWI+.coe gjp pro @rCeH2EFBLI+ri(ui 42K ALY
etoKutiratKi+ ... pro e4raKu+4"a’K2+4r'aK’u’+47"¢?K’2; P('ll + A) pro P(u+ A, u + A')
el cetera.

Hisce positis, oportet proprietates funclionum P, Q, elc. investigare
et relationes algebraicas vel differentiales inter illas invenire *).

. . . y
Periodicitas funchonum P, O, etc. duplex; functionum —, %, etc. quadruplex.

0
Quemadmodum in antecedentibus functionem e™*+“*P" duplici periodo
2K, 2L (cum correspondentibus 2 K’, 2L") gaudere vidimus, ita etiam functio-
nes et Q" egwtrv*R", ¢ tT*§"" eadem gaudere in promptu est.
Reliquae autem, quarum termini alternantia signa habent, applicatis illis periodis
ex parte signum mutant, sicut tabula infra apposita demonstrat. Funetio ex. gr.
ev i@, positis u+ 2K, w'4-2K' pro u, v/, in sequentem abit
er(u+2K)2+. e Q(u + 92 K) J— S(_l)aﬂ er(u+(2a+3)K+25L)'~‘ +aees
sive posito a—1 pro a, unde nihil mulatur, in

e’("+2K)’+""iQ(u+2K) —_ S(—-‘l)““"’l (e DEH2BLY 4 ...
= —ewti (),

Periodo autem iterum applicata, signum iterum mutatur et functio nostra in
pristinum statum revertitur, ita ut sit
PO SLE Q(u—}-4K) — g Q
Functiones itaque e+ P, etc. mututis u, ' in u 4K, v'} 4K,
vel in ut+A4L, u-4L' nihil mutantur. Quod primum est.
Verumtamen etiam functionibus ipsis P, Q, etc. suae sunt periodi, ab
illis diversae. Divisis enim aequationibus (4.) utrimque per ™™+, exponentes

*) Vix necessarium videtur peritos monere, simili modo functiones trium vel plurium
argumentorum considerari posse; quae ad théoriam alliorum transcendentium perducunt.
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singulorum terminordm fiunt expressiones lineares ipsarum u et u'. Erit ex. gr.
S=—=8 (_1 )a+B 2D Kutr/Kiu’) + 22+1)(rLu+r4L*u’) + 1(20+HK+@6+DL)2 + r(Qa+ DE/+2b+DL)?

Quamobrem facile invenientur binae periodi 44 et 4B (cum correspondentibus
4A4' et 4B'"), quibus applicatis quivis terminus in se ipse redeat. Debebit
enim esse I o
4rAK - 4rAK'=ni, 4rAL{-4r'AL =0,
©®) 14rBK14rBK' —0, 4rBLIArBL ——ni,
unde fit

A _ b1 L' i A, . 24 Li
] = Ir(KLU—K'L)’ = T I AL—K'L)’
( -) -B _ )nK'i , B/____: . a Ki .
Ir (KD —K'L) I KL—K'L)

Habentur itaque inter quadranies 4, B, K, L etc. relationes sequentes
AK' — BL/, A'K = B'L.
Functiones itaque P, Q, etc. mutatis simul u, u'in u{ 44, w' |44’
vel in u+-4B, w'4B' nihil mutantur. Quod secundum est *).

Quotientes -g, etc. manifesto habent periodos 44 et 4B, quae singulis
functionibus P, @, etc. conveniunt. Sed est g———-{—:—z:?:z—z, et similes. Unde
quotiens —5— habet etiam periodos, quae singulis e™**"* P, ¢™*+"* (), etc. con-
veniunt ; hasce dico 4K et 4L.

Quotientes itaque binarum e functionibus P, Q, elc. quadrupliciter
periodici sunt et mulatis simul u, u' in ut+44, w44, vel in u{48B,
v AB, vel in u{-4K, o'+ 4K' vel in u-{-4L, v -+4L' nihil mutantur.
Quod tertium est.

Quamvis autem in universum argumenta per integras periodos (44 vel
4B, vel elc.) incedere debeant, ut functiones P, Q, etc. vel e +"“*P, etc.
eosdem valores accipiant, sunt tamen nonnullae, quae post dimidias jam pe-
riodos in se revertuntur; cujus rei supra vidisti exemplum. En tabulam con-
spectum mutationum offerentem, quas illae crescentibus argumentis per dimidias
periodos subeunt. ' S ‘

#) Videtur etiam tertia periodus. 45 (et 40" inveniri posse, siquidem ponitur
. 4rbK+47'V K =pni, 4rbL+44r 0L = vni
existentibus w et ¥ numeris integris. Sed invenitur 40 =4y A—4vB, 4)'=4p A —4vB';
est itaque ex periodis 4.4, 4 B:conflata, ilaque ab illis non diversa. :
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2B 24428

w2
=

2L 2K+2L
P -+
P —
PH
PHI
0
Q'
Q"
(7) Q"
R
Rf
.BH
RHI
S
N —
S + -
S" — — + 4

Hinc ex. gr. facile desumitur esse Q(u+-2B)=Q, Q(u{24-12B)= —Q.
Hoc tamen probe tenendum est, signa sub rubricis 2K, 2L, 2K 2L adnotata
non referri ad ipsas functiones P, Q, etc., sed ad hasce e*+"“* P, etc. In-
venietur itaque ex. gr. non Q(u-+2L) = — Q(u), sed

ey Qu L 2 L) = — e O ()

I
| b ok
e
|+ |
|+

I+ 1+ 1+ |

| -+ |
|
1
ST
| ++ |

R

l
|

|
|
+ 4+ |
+ A

vel si mavis

erivt¥rlit . Q(u1-2L) = — Q(u).

Nexus inter sedecim functiones P, O, etc. quoad argumenta.

Functiones eru’—i—r'u""PNI, eru’+r’u""Q"l’ eru’-}»r’u"’Rll!’ eru?+y~lulzs/ll hOC Hlod()
alteras ex altera deduximus, ut argumenta u, ' quadrantibus periodorum
(K, L, K4+ L cum correspondentibus K', L', K'4-L') augeremus; de quo
retrospicias ad aeqq. (4.). Idem valet de quaternis illis functionibus, quae vel
duabus plagulis, vel una, vel nulla notatae sunt. Prorsus simili modo ex hisce
p', Q", R", 8" deduci possunt aliae, si argumenta quadrantibus 4, B et
A+ B (cum correspondentibus) augeatur. Quod si facis, in ipsas illas func-
tiones P, P', P"; Q, etc. incidis, quas supra definivimus (vid. aeqq. (4.));
unde manifestum fit, non temere nos tales functiones introduxisse, quarum ter-
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mini alternantibus signis affecti sint. Etenim quum habeatur ex. gr.
: Q —_ S ( —1 )a+5 2+ Kut+rK'u) +4b(rLu+r'Lw’) +a,
ubi @ est constans, qua hoc loco non est opus, fit adhibitis aeqq. (5.)
? Q (u + A) iS(———l)" 20+ D(rKutriKu’) +45(,Lu+,,yu.)+a’
iQ(utB)
ergo e notatione nosira
Qut+d) =10, Qu+tB) =7{0Q"
Sequens tabula mutationes ante oculos ponit, quas functiones post quadrantes
periodorum patiuntur:

l

S ( - 1 )a e?(?a-l—l)(rKu—{-r‘K’u’) + 4b(rLu+r/L'u’)+ a’

C

4| B latrn|l k| & |x4L | 4
P P' P" P’" iQ iR S P" P’"
Q Q, Q" Q’" iP — "S —_ R Q" Q'"
R R' ___R" ___R'" __iS ip — Q R" R"’
S
P'

A+B| K | L |K+L
P! i()" RH C‘S"
Q' iPH S" iRH
R' l.S" P" ig"

(8.) -S| s S"—iR|—iQ| P st osm S'|ir" Qv |ip
) P PIH P" Ql iR' iS' P"! P" ! P Q'H RI" SIII

Ql __Q Q!H _Q" P' isl iRI Qm _Q" Q! ___Q P"I S"l RH!

Rr R _RHI ___R" S' C'P’ iQ’ R"! R" R' R S".’ Pl" Ql"
S’ S _S!N S" R! iQI iPI S"I_SN S! S R"! QHI PIN
De columnis, quae titulis K, L, K-|- I inscriptae sunt, idem quod supra mo-
nendum est. Harum tabularum (7.) et (8.) maximus erit in sequentibus usus,
quippe quarum ope ex data aequatione inter quantitates P, (), etc. deducuntur

quindecim aliae, quae inde auclis argumentis oriuntur. Ceterum in medio est,
quomodo tabula (7.) ex (8.) derivari possit.

TR0

Valores argumentorum pro quibus sedecim functiones P, Q, etc. evanescunt.

Inter functiones P, @, etc. decem sunt ordinis paris respectu variabilium
simultanearum , '; videlicet P, P', P", P"; Q', Q"; R", R"; S, 8';
reliquae sex imparis, nimirum Q, Q"; R, R'; S’ S". Ordinis autem paris
ad similitudinem functionum algebraicarum eas dicimus, quae mutatis %, ' in
—u, —u' non mutantur; imparis quae signum mutant. Decem itaque illae evolvi
poterunt in series hujusmodi

ok (B Bt B (ke i ) et

reliquae sex in tales

(eut-o ) (Bu+piwt e 1 run4 Bu) 4 ete. '
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Quod ex ipsa expressionum (4.) forma cognoscere licet. Nam fit ex gr.

et Q(——u, —u) — S(_i)a+5 e (= Q@aDK=2L)2+ ... s
hinc positis —a—1, —b pro a, b, quod salvo valore facere licet,
gt Q(—u, __u') — S(—-i)“‘b e+ et DEBLY ... .,
ergo Q(—u, —u')= —Q(u,v'). Similiter erit de functione Q". Reliquae

autem binae Q', Q"', quum singulis terminis signum (—1)* non sit praefixum,
immutatae manent. :

Hinc intelligitur, istas sex functiones imparis ordinis evanescere pro
u=—0, %'=0; bini enim termini se destruunt. Sed quum quaelibet harum
functionum tabulae (8.) ope in reliquas quinque mutari possit, oportet eam etiam
pro quinque aliis valoribus evanescere. Ita quum ex tabula (8.) habeatur

R'(utA4+B) = —R"(u),
er(u+K+L)2+....Rn(u+K_I_L) —_ e”"+""z'Q”(u)
fit propter Q"(0)=0, etiam
"(K+4+ L) =0, nec non R'(4+B-+ K- L)=0.
Hinc nascitur tabula exhibens valores, pro quibus sedecim functiones P, Q, etc.
evanescunt.

0 Q" R R’ s’ s 4 P

0 0 0 0 0 0 K L

B B A 4 K L L A+K
A+L L A+K K A+K | A+B | A+L | 4+L

K+L | A‘B+L | B}+K | AfB+K | A{L | B+K | B+K | K+L
B+L | BLK+L | K+L | A+L+K | A+B | B+L |A+K+L| A+BLK
A+ K+L{A+B+K+ LB+ K+L| A+ B+ L+K| A+ B+ L{ 4+ B+ K|B+ K+ L| 4+ B+ KL L.

P” ) Q’ [/ R R S s
K A+K | 4 4 B B A 4
B+K B+L L A+B K A+B B B
BIL  |A+B+K| 4+B | 4+L A+B | A4K K | 4+L
K+L  |A+B}IL| K+L | BIL K+L | B+K L | BiK
A+BIL |ALKVL|A+B+L| B+K+L |A+B+K| A+K+L |A+B|A+BLK
A4+ B+ K+L|B+K+L| A+ K+L| A+ B+K-+L| B+ K+L| 44 B4+ K+L| K+L | A+ B+ L

. Monendum autem est primum, alteri argumento valores corresponden- -
tes 0, B', A’ L', et sic porro tribuendos esse; secundum, functiones nostras
propter periodicitatem etiam pro aliis' et infinite multis valoribus evanescere;

+
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eos dico, qui ex illis oriuntur additis semiperiodis 24, 2B, 2K et 2L. Quae
consideratio etiam in construenda illa tabula adjumento fuit. Inveniis enim sex
valoribus argumentorum, qui ipsam ( nihilo aequalem reddant, quum sit
Q" (u+ B) = Q(u), singulis addendus est quadrans B, ut inveniantur va-
lores, pro quibus ipsa Q" .evanescit. Habentur itaque B, 2B, A+ B+ L,
B{+K{ L, 2B4L, A{+B-{K4L, vel simplicus B, 0, A4 B+ L,
Bl K4{-L, L, A+ B+ K+ L, quos in tabula legis. Et sic porro.
Animadvertisti in aequationibus (4.) notas functionales Q, Q" etc., uno

verbo eas, quae pro #=—0, u' =0 annihilantur, factore imaginario ¢ affectas
esse. Quod quum arbitrarium esset, ideo factum est ut analogia functionum
ellipticarum,, quantum fieri posset, conservaretur. Consideratis enim quadran-
tibus K, L, sicut in illa theoria usuvenit, sub specie imaginaria K¢, Li, se~
decim functiones nostrae sub specie reali exhiberi possunt, cujus ecce exempla:

Pu,u) — S(—1) ¢ g3 ¢%" cos(2ax |- 2ba"),

Q(u, u) = S(—1)4 g+ (40 ghesin (20 -H1) 24 262"),
siquidem ponitur

RrKu{2rK' = «, 2rLut2r' L' = &,

e—4rK 2—4r'K'2 —4rKL—4r'K'L* —4rL2—ar'L/2

=49, e == {1, e q:-

Relationes algebraicae inter functiones P, 0, elc.

Evolvantur quadrata ipsarum P, Q, etc. Quo facto invenietur, unum-
quodque lineariter per quatuor novas series exprimi posse. Datur itaque inter
quina quadrata relatio linearis. Calculus autem hunc in modum se habet.

Ponatur '

(10)  ew X = §(—1)prted gutatplt@tnhyt. ...
A . . . . . .
quae forma omnes illas (4.) amplectitur; tribuendo enim literis p, ¢, u, v
omnem ex ordine combinationem valorum O et 1 nascuntur sedecim illae aequa-
tiones. Ponatur iterum, quod idem est, '
eru?+r'u’?X R S(___:l)pal+qb, er(u+(2a,+,u)K+(2bl+v)L)‘2+... .
et instituatur multiplicatio, quod fit multiplicando terminum generalem alterum
per alterum. Hinc posito
a-a, = ¢ b+4b
(11.) —{J 1 9 —l_ 1

a—a = &, b—Bl

9,
1,

I

et advocata formula
@ty = @ —yF i@ty

Crelle’s Journal f. d. M. Bd. XXXV. Heft 4. 38
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prodit
(12.) e?ru?+2r'u’2 X2 — S(_ 1)pe+q3 e’zr(s, K43 L)2+.... e?r(u+(e+,“)"+(3’+v)L)‘~’ Foonn

Literis ¢, 3, &, 9y singuli deinceps valores integri tribuendi sunt, ea tamen
conditione ut, quod aeqq. (11.) sibi postulant, ¢ et ¢, item 9 et 9,, simul vel
pares vel impares valores nanciscantur. Hinc patet, terminos seriei (12.) in
quatuor genera distribui,

prout pares valores ipsius & cum paribus ipsius 4 combinantur

vel impares - - - & cum paribus - -
vel pares - -~ - & cum imparibus - -
vel impares - - - & cum imparibus - -

Manifesto autem summa terminorum, qui ad idem genus pertinent, sub forma
“ducti e duabus seriebus hujusmodi exhiberi potest:
(1 3) ‘Stefzr(sl K+4+HL)2+.... X SeQr(u+(8+/A)K+(3+y)L)'~' R ‘

namque factor (—1)7**%% pro terminis ejusdem generis idem manet.
Dispescitur itaque series (12.) in quatuor summandos ita:
14.) e2ru?+2rlw2X2‘= aoo+(—1)palo‘|‘("1)qam+(-‘1)p+q“uo
ubi a,, denotat valorem expressionis (13.) pro paribus valoribus ipsius ¢ cum
paribus ipsius &, a,, valorem ejusdem expressionis pro imparibus ipsius & cum
paribus ipsius <, et sic porro.
Jam descendimus ad valores particulares ipsarum p, ¢, u, v, et posito

brevitatis causa
e?ru?+2r'u’? T J— Se'lr(u+2£K+2‘9L)? 4 .’

1 5 e2ru?+2r’u"2 U S e‘!r(u,+(25‘-]—1)](—%2\91‘)2 +ees Y
( ) e?ru?+2r'u’? V —_ S e2r(u+2eK+(21?+l)L)? +ae. .
eretru T —  § (et QRe+ DEQ@I+1L) 2+ "y

|

itemque istarum valoribus particularibus pro u =20, ' =0,

t— S e2r(2eK+2v9L)'-‘+....’

(16.) U = Sle((25+l)K+29L)?+.... s
0 — SeQI(2eK+(23+1)L)?+....’
w — S e?r((234-1)x+(2‘9+1)L)?+ S

invenimus aequationes sequentes*®),

D)

#*) Experti facile providebunt, hasce aequationes ad transformationem secundi ordinis
nostrarum funclionum pertinere. Nam si in nostras notationes P(u, ') etc. quantitatem »
introducere volumus, ita ut audiant P(u,w'; »), functiones illae T, U, ¥, W exhibentur
hoc modo P"(u,w';2r), Q" (u,w';2r) etc. De quo infra.



15. Gopel, de theor. transc. Abelian. 287

[P = (T—uU—vV4+wW, R = oT—wU—tU-|LuW,

P? = (T+uU—vV—wW, R* = oT{wlU—iV—uW,

P" = T—uU+vV—wW, R"” = o1 —wU-tV—uW,

. P = tT+uU+oV+wW, R"= oT+4wU-|}tV+ul¥,
(%) O = uT—tU—wV-|+oW, S = wl—ovU—uV4itW,
0" = uTH+tU—wV—ovW, 8"? = wl+oU—uV—iW,

0" = uT—tU-+wV—ovW, S = wl—oU-+4uV—tW,

\ sz: uT_{_tU+wV+vW, sz__ wT+vU+uV+tW

Selectis itaque quatuor quibusvis e quadratis P?, Q7 elc., funcliones
T, U, V, W, ergo etiam reliqua duodecim quadrata poterunt per illa lineariter
exprimi.  Coéfficientes harum relationum pendebunt a valoribus constantibus
?, u, v, w. Praestat autem valores particulares ipsarum P, O, R, etc. intro-
ducere, -quam alienas constantes. Quamobrem inveniendae sunt relationes inter
f,u, v, w et inter valores, quos functiones P, Q, R, etc. pro u=0, ' =0
induunt, quos per correspondenies literas graecas easque minusculas significa-
bimus. Id quod fit, ponendo in aeqq. (17.) =0, «'=0.

Hinc habetur

0 —w— 2—}—11)

@ U4 u—v*—u?,

" = t—ulo—w’,

P L — lQ—f- u2__|_v'z -}-MJQ,
‘ E? = 2tu—2vw, k" = 2tut-2vw,

(19.) 0" 2tv —2uw, " = 2tv}2uw,
l 2Qtw —2uv, " = 2tw-}-2uv.

=2
w
~12

I'. Il

(18.)

I

U’.’.
Valores &, k', ¢, ¢', o/, 0" evanescunt, sicuti fieri debere supra vidimus. Ex
(18. et 19.) deducuntur sequentes:

~2+w’2'} ~N2_|»_ @' = 428,
(20) ~»+ @' — ~"2+ @' = 44,
. & mrz+ w"*—l—w"“ = 4,
o 0" — ™ _+_ " — 4")2,«
krl;2+ K = Atu, K"k — 4vw,

"2

(21') sz + 9112 4tv, ()",2_9 — 4 uw,
_ o' +‘02‘ = Aiw, 0" —¢* = 4uv.
38 %

|
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Eliminatis hinc ipsis ¢, u, v, w restant sex aequationes inter constantes @, @', etc., ’
quarum itaque sex per reliquas quatuor inter se independentes exprimi poterunt.
Verum ho¢ loco sufficiat, insigniores relationes inter ipsas apponere, quarum
in posterum usus erit. '

Ex aeqq. (21.) invenitur

(22.) k"lll___khl p— QIIM__()"-} J— O_IH‘}__OA (= 16““)10).

Ex aeqq. (18.) et (19.) est

@40 = (t+wyp—utoy, @—0 = (—w)—(u—0v),

ergo
W —0* — ot — k" — mm_pm

(23) g(: ttutvtw)(lfu—v—w)f—udv—w)(t—u—v-+w)).
Similiter invenitur
a—,"ﬂ»__ m’l —_ kllll+ Qllll J— k'4+ 97114 (_____ 4 (t? + w2) (uZ __i__ 02)) R
et hinc adhibitis aeqq. (22.) et (23.)
i-ullhl__ wl‘l — ()”’4 _l" OA J— ()114_{__ OJII-’I’

(24‘) g (T)"“—(T)"* — O.!Il4_l_k!-‘} J— OA_I_ kIIM.

Porro est @@ — @@ = 4 w*—4u*v*; dehinc et similiter:

" — aa"” = Fd',

(25) " — @D = K",
@@ — Tt = "™,

w?kfﬂz__ m”fzklg J— 9’”202,

R =g o2 2

(26') '?HZL’" —° Qk' - 9’,2 ()‘",'
" k" — @ K* = o' d""?,
@k — @k = """,

w‘.’ 9"12_ wm?'& — k!l'2 0.'2

- 2

~I12 12 2 N2 12 12

a”""— @ " = k"d"",
"2 1 " . n2 ___ /2 2
@"p"* — @' = k"o,

@1) !

112 11 '
{ wmzp " __ g 0 — L
[ @ —a™e® = ko™,
20" —@" e — k? ()""2,

(28.) *) < wnz OJH2 — w& 0.2 —_— kNIQQHQ’

' e me
[ @M —a'* = k 0"

*) Aequationes (22 —28.), si series dupliciter infinitas respicis, quae literis @, #, g, elc.
denotantur, haud minus memorabiles sunt, quam illa una, quae in theoria functionum ellipti-
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Aequationum (20. et 21.) ope quantitates ¢, », v, w poterunt elimi-
nari ex aeqq. (17.), quo facto eliminatis etiam ipsis T, U, V, W ex quinis,
invenietur relatio cujus coéfficientes per constantes @, @', .... exprimuntur.
Quae methodus nimium molestos calculos poscit. Semel autem cognita aequa-
tionum quaesitarum forma, ex. gr.

P2 J— aP'?+:bSlQ+cPIl2+ dSH‘l,
res multo faciliori negotio per considerationem valorum particularium ipsorum
u, u' absolvitur. Posilis enim ¥=0, #'=0; vel u=K, ' —=K’'; vel simili-
bus, mox habebitur tabulae (8.) ope sufficiens numerus aequationum, ex quibus
coéfficientes a, b, ¢, d determinare liceat. Fit enim

pro u = K, u = K'%); 0 = ak” —do",

pro u = A4+ L, w = AL, 0 = co"+dk'",

pro U — B_l_K’ u! J— Bf_l_KI; 0 J— ak"l2+_69”12’

pro u = O, u = 0; » = ad” ca'”,

pro u = A, u = A 0" = a@’4-bo’ 4 ca"*+ do".
Ex prioribus tribus statim concluditur esse @ = e¢"?¢"?, b= —e"k"",
¢ = —ek”k", d=ek”¢""”; quibus valoribus in quartam substitutis fit

w? — e (wl’l()IﬂpHIQ . w”?kﬂ k"lZ) R

sive propter aeqq. (25.)
w? e(w'z(w’lz wmz —_ w2 wrz) i w"l(w"l w"ﬂ . (T)"Z w?))

—ed*(@" —a'™),

~ 0

unde € = — ———- Quodsi valores ipsarum a, 6, ¢, d in aequationem
quintam substituere mavis, habebis
D = (@ """ — g K" — &R K 0,
sive
@” = e(¢" (@ — k") — K" (@K — " "™,
quae propter primam ipsarum (27.) et ultimam ipsarum (26.) abit in hanc:
a"” = e¢(@ " —a"”k") = ea™(o"—k"*),

carum earum locum tenet, videlicet
(l——2q+2q“—2q’+....)‘+(2q%+2q%+2q7—|—....)“ = 1429+ 2¢*+2¢°+...)"%
Cf. Jacobi, Theoria funct. ellipt. p. 184.

*) Data aequatione homogenea gradus m' inter quantitates P, O, elc., licet eliam
quadrantes K, L, K+ L applicare. Quod manifestum fit multiplicando aequationem per
emru’ + mriu?,
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et haec aeqq. (23.) gratia in sequentem
1l = —e@" —a"),

unde e= — i sicut supra. Functio itaque P? hunc in modum exprimitur

(29-) (~I4 &)—H4)P2 —_— ()"2 @II’2 P’Z_I_ (),72 k"l'l Sl? + kIQICNI‘l PII2 . k"l()l!& Sl!‘_’-
Ex hac deducuntur sequentes ope tabulae (8.) ponendo vicissim u-} K- L,
utA+4+B, ut+- A+ B+ K+ L pro u:

‘(~I+ !!4) S',Z J— _91'2 k"l?P'Z _}_ 9'!2 9"’2 SlZ+ k’Z ne P"Q ’CYZ k'"’l Sll‘l
(30) 1 —~14% ~H4)P!H- J— kL k”’2p/- ___kl2 97112 S',. II') l"”P!I + 9H k!ll S”
( —~4 —-IM-) S"!2 J— k!ipllm Pl‘l ___k'Q kll/2 SVQ _9"2 Ic’”2 S?;:”’{_ ()Il‘) 9’"2 SH”.

Similiter similia:

(mm_ ml!-’&) QI2 J— ~l”' A!" Plﬁ___ ~Il') [ qr’ I') LI‘) Pl!'z __l_ ~2 H" Sll?
(31) ((7)14 _ a-)IM) R!z — ~H‘) H2PM + wl‘)kr'z Sl" + ~m no Pu') ~H°,J’> SH?)
el cetera.

Quoniam hoc modo funcliones P, Q, etc. algebraice ad quaslibet qua-
ternas (dic P', §', P", S") reductae sunt, restat ut relationes inter has qua-
tuor investigentur, quarum manifesto nullainter quadrata P, 8", P, 8"* locum
habere potest; tunc enim aliquis coéfficientium @, b, ¢, d, quos jamjam deter-
minavimus, indeterminatus evadere debuisset. Oportet itaque producta binarum
PQ, PR, etc. considerare. Quem ad finem ilidem multiplicatio terminorum
generalium institui potest. Attamen quum praevidere liceat, hoc modo ad
relationes lineares inter producta binarum perveniri, calculus simplicissimus con-
sideratione sequente perficitur.

Si datur relatio inter producla binarum, talis ex. gr.

pPS = aP'Q—}-A,
ubi A summam reliquorum terminorum denotat, fit etiam ex tabula (7.)
PS = —4P'Q+} 4, ‘
crgo addendo, 2 PS = A4 A, ex qua productum P’'Q eliminatum est. Re-
latio itaque ea, quae ipsum PS' continet, alios terminos continere nequit, nisi
tales, qui adhibitis mutationibus tabulae (7.) immutati maneant. Qui sequentes
esse inveniuntur: P'S’, P"S", P"S", QR, Q'R', Q"R", Q"R"; qua
propter haberi poterit
aPS_{" bPIS'+ CPNSN _+_ dPVHSIN _l_eQR +/~Q!RI :__I‘yQNRN ’I"/‘OIH R/Il J— O.
Hi tamen termini ope tabulae (8.) in dua systemata quaternorum discerpuntur.
Mutato enim # in u4 K-+ L, unde P in S et S in P mutatur, fit
(IPS—bP'AS" ____cpNSVI _}_ dP!IIS!'I+ eQR__fQ'Rf _yQNRH J;__ /‘QIHRU/:______ 0,
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unde addendo et subtrahendo deducitur
aPS 4dP"S"+4-eQR +-hQ"R" = 0,

bP'S'+0P" S —f—fQ'R'-f—_qO"R” — 0.
Et generaliter dato quolibet producto, verbi causa RS, inveniri poterunt tria
alia, e quibus cum illo relatio linearis formare liceat.

Ponatur itaque
aPVSI+bP/IS'!+cQIRI+d0H RII J— O.
Hinc tabulae (8.) beneficio deducuntur sequentes:
(‘PS _!_ bPUI SIII_CQR __I_d QHIRHI —_
aPNI SIH_{_ bPS _{,- CQ”,R”,_ dQR
a QR + bQHI RHI_ CPS + dP’H Sl"
a QIH RH’ + b QR __}_ cp"l SNI_ dPS
unde, posito =0, u'=0,
awo _i_ bwffl G",+ dk"! QNI P O
a w"l OJN bwo. Bk”’p"’ J— O
bkll! ani cwo :l{’_-dw!” 0," J— O,
aklll 9IH_{__ cwHIOJH___ dwo_ J— O
Valoribus ipsarum @ et b ex posterioribus in prioribus substitutis fit
d,cllﬂyﬂf? —_— d(wﬂm 0,"12 —_— w‘l 0.'2) s
ck!!IZ QHI2 J— c(wmz 0!/!2 — w‘l 0.2) R
quae propter aeqq. (28.) identicae sunt, ita ut ¢ et d arbitrariae maneant.
Posito itaque 1) ¢=1, d=0; 2) ¢=0, d=1, inveniuntur binae quae
sequuntur:

-

-

[
O?QO

-

9

~

kIH 9'" Ql RI - w"l O.III P! Sl wO.,PH SII
_ - )
(32') k?ll Q'" Q" RI! J— _wGP! Sl _l_ w"l 0JII P" SN‘
Istae aequationes suppeditant novam, quam quaesivimus, relationem inter

quatuor quantitates P’, 8’, P", §”. Nam quum ipsas @', R’ ex antecedentibus
per illas P', 8, P", S" exprimere liceat, obtinetur

k!HQ()HIQ QIZR& J— (wlﬂ O.HIPI SI — @ O.PH SN)Q
sive e formulis (31.) | -
k!ll2 0!"2 (wu kl2 P!2 _— 65"2 9"2 SI2 — wnz k72 PH2 _l_ wl2 0”2 SU&)
x (___ wl!2()II2PI2+ wl‘l k!QS’Z + wl?,gfﬂ Pll2 — mHQIcI? SHQ)
— (mﬂv — wﬂl})Z (w"l O.IH P’ S' —@a PH Sll)'z,
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unde evolvendo et reducendo ope formularum (22.) — (28.) fit

‘P“"l' S k"”“‘?’" P2S"” — o' +w" (Przpnz_l_swslu)

Illligl"? Ilwlﬂ

’i« 9 2@6@"'0"' ml-l_wﬂll)
(33 + l'j_’(’)2 G sﬁ’ +P"2S’2) pury sy D (mzkmz 5 P'S'P'S", == 0.

+P"4_}_ SIM . '"4+0’" PII"SH?

’I"2 PR

Secunda aequationum (31.) ad alteram relationem inter quantitates P,
S, P, p’ perducere videtur, sed videtur tantum. Namque eliminatis inde
litteris Q", R", ad eandem illam (33.) pervenitur. Quod vel a priori demon-
strari potest. Manifesto enim relatio ex secunda illa aequatione proveniens
eandem formam habebit, quam aeq. (33.), neque nisi respectu coéfficientum ab
ea differre poterit. Quod si revera locum haberet, eliminari posset ex binis
terminus P'S'P"S", unde resullaret relatio secundi gradus inter quadrata
p-, 8*, P, 8. Introductis itaque functionibus T', U, V, W ex aeqq. (17.)
prodiret relatio rationalis secundi gradus inter ipsas 7', U, V, W. At hae
non differunt ab ipsis P, Q", R, 8", nisi quod quantilas r duplicata est,
sicut ibi adnotavimus. Mutato itaque 27 in r prodiret relatio secundi gradus
inter ipsas P, Q"', R", §". Quod absurdum esse supra vidimus.

Eodem fere modo demonsiratur, reliquas aequationes, quae inter pro-
ducta binarum obtinent (quales sunt ¢"0""RS' — @"k"PQ — ak'P"Q",
¢"oRS"=ad'k"P" Q' — &@"k'P'Q" et cetera), ad eandem illam relationem (33)
perducere.

Apponimus hic formulas sequentes, quas vel per methodum valorum par-
ticularium vel multis aliis modis ex formulis jam cognilis eruere licet:

(34) (G’k";: Za )(Pmosnw PSs?)
_ %P“ ]trrr4+grry4p'2s,2J_S,4} {pm_.. Ium_}_g_'_'_'_‘_ y SIIQ+ Su;?

,"12 "2 I!I'? "2

(35) (PS4 Py = Tt R e (PSP

11 S (T4 it e ) ,
+2 woo" " (K 4o )__mw +d’c )P'P"S'S",

w”w"lltﬂg”? m”wﬂz

(@"d"—wg)"

(36) (PWSW_ PS)2 — (PmPHz_i_SIQSW) kn ,“ (Pmsm_i_P/mSh)

M 100 (T4 114) e 2
woa" " (K¢ )+ o i PP S'S"
wnwnzkn ne - pppD A .o
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Quibus magis singularitatis quam utilitatis causa adjungimus hasce:

PHI2SN'2 P2S2 QIHQRHIZZ Q2R2’ PI2S12 _PHSHZ I QQRIQ _ QNQBHL”

PQS!NQ PHI?S" QI”RHQ QN?R&) Pl2Sl!2 _PHQS’?. — Q?RIHZ —_ QIII2R2’

PNZSIHQ_PQS2 J— QHIZRHQ Q2RI2’ P"I?SHQ_P?S& p— Q"2RHI2___ Q!2R2’

P'ZS!& ____PHQS‘z —_ QQRINQ _ Q"2R2’ PZS!Q _PIN2SI2 — Q2RN2 - QHI2R12’
etc. etc.

quae facillime ex relationibus inter producta binarum deducuntur. Adnotetur

etiam, positis =0, #'=0, rursus in aeqq. (25.) — (28.) incidi.

Relationes differentiales inter functiones P, Q, elc.

Quum secunda relatio algebraica inter functiones P’', §', P", 8" inve-
niri nequeat, confugiendum erit ad differentialia. Consideremus itaque expressio-
nem P'0S'—S8'0P'. Et primum quidem manifestum est, illam habere periodos
44, 4B, quum propter P'(u-44) = P’ sit etiam 0 P'(u+{-44) = 0P', elc.
Secundo expressio &t (P'9S'—S"0P') habet periodos 4K, 4L, id
quod hoc modo demonstratur. Est

Ot 8") = et oS + Rrudu-2r' v ou) e S,
0t P) = &P+ Rrudu-2r'v ou)e P,
unde multiplicando per ¢™**™“P' et ¢™*+"“S’ et subtrahendo fit
(eru?-l-r‘u”lpl) 8 (eru?-}-r’u‘?S!) — (eru?-l-r’u’?S’)a(eru9+r’u’2pl)
et (P oS’ — S o).
Qua de re, quum alterum membrum aequationis periodos 4K et 4L habeat,
habebit etiam alterum. Expressio P'08'— S'0P' poterit itaque per functio-
nes P, Q, etc. exprimi; hoc est, lineariter per quadrata P?, @7 eic. et pro-
ducta binarum PQ, PR, etc. Hoc etiam, seriebus in usum vocatis, de-
monstrari 'potest.

Ponatur enim brevitatis causa
]}]1 J— er(u+2a,K+2b,L)2+....’

M — er(u+(2a+l)K+(25+l)L)‘1+..."
erit
eru’+r’u’2pl J— S(_i)
e S — §(—1) M
oM, = {2r(u-]—2alK+2blL)6u-{— JM
oM = {2r(u+(2 -]—1)K+(2b+1)L)8u-[ .M,
'“"+"““[8P' 4 (2ruou - 2r'w’ ow P’ = S(—1)"{2r (20, K- 26, L) 0u+....} M,
+S(—1)"{2rudut...} M

Crelle’s Journal f. d. M. Bd. XXXV. Heft 4. 39
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ergo '
¢ oPp — S (—1)% {2r(2«11(—[—2[»1[1)(911ﬂ}—..‘..}Ml
et similiter
et o8 = S(—1){2r((Ra4-1) K+ (264-1)L)0u+t....} M.
Dehine
e2,~u?+2r’u'?z‘ (P' aSI - S! apl)
= S(—1)"*"Rr(Ra—2a,+1)K{(b—2b,+1)L)ou-|....} MM,.

Posito autem

a-fa =g, b45b, = 9,
A—@qy == &, B_bl = '913
fit
MM, — e+ DEHGADDM oo ErutEHDEHE DL
unde

e?rlﬂ-l-'lr‘u"i(P'aSI . S!apl)
= S{2r(Re+ 1)K+ R%+F1)L)0u-t-....} e CatdEr@itblrt. ...
X 8 (—1 )P 2wt e+ DEAGHDL) 4o

qua in formula, quum & et & simul vel pares vel impares numeri esse debeant
itemque & et &,, distinguendum erit inter valores pares et impares. Quare
designata serie §'e(“+HErDEHEHDL - yor T, U,, V,, W,, prout vel ¢ par,
9 par, vel & impar, 9 par, etc. habebitur

@37) e tryP oS —S'oP') = a,T\4-b0,U,+-¢,V,-+d,W,.
Coéfficientes manifesto sunt valores differentialium functionum 7', U,, V,, W,
pro # =0, ¥'=0. Series autem T\, U,, V,, W, eaedem illae sunt, in quas
producta P'S’, P"S", 'R/, Q""R", etc. evolvi possunt; id quod vel sine calculo
ex formulis supra laudatis intelligitur. Praeter enim signa (—1)°, (—1)% et
factores illos differentiales res omnino eodemmodo se habet. Exprimantur itaque
ipsa Ty, U,, V,, W, per producta PS, P"S", QR, Q" R", elc. et sub-
stituantur valores in aequat. (37.), quo facto habebitur aeq. hujusce formae

(38.') Pl asl — S! ap' p— aPS_I_bP"!SIII_I_ c QR_I__dQNIRIU

"}“ax P’S'—{—bl PIIS!!+ ¢, Q!Rr _+_ dl Q!IRH,

existentibus a, b, ¢, d etc. differentialibus formae fou--f'0w, ubi f et f’
constantes sunt. Vidimus autem singulas Q'R’, Q"R" exprimi posse per P'S'
et P'S", ergo (mutando % in u-}-A) etiam QR, Q"'R" per PS, P"'S", qua-
dere aeq. (88.) mutatur in formam

B9) PoS'—8oP = aPS+bP"S"+a,P'S'+b6,P'S".
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Accuratior determinatio earum facilius fit per valores particulares. Quem
ob finem notandum est, differentialia functionum @', Q", R", cet., scilicet earum,
quae posito u=0, %' =0 valores finitos accipiunt, pro iisdem valoribus eva-
nescere. Invenitur enim

OP' = S(—1)"{2r(20, K425, L) 0u+... JeCaftmbrt ...,
mutatis itaque a,, b, in —a,, —b;, id quod valorem ipsius OP' non afficit,
terminus generalis in oppositum mutatur; bini ergo termini se destruunt. Re-
liquarum autem sex, nempe ipsarum Q, Q”, R, R/, §’, S"” differentialia non'
evanescunt pro #=—0, %' =— 0; quorum valores peculiaribus notis insigniantur
ok, ok", do, 0¢', 0o, Od". Invenitur ex. gr.

ok = fou-|f'ou,
ubi positum est
if — S(_i)a—i—b 2r((2a+ DK +2B L) ¢ atDEFBL +..
,f/" _ S(-——l)““’2r’ ((za_{_ 1)K'+25L') er((2a+1)K+2bL)?+....
et sic porro. Quibus positis, determinatio coéfficientium hoc modo succedit.
Habetur aequatio
39) PoS—N8SOP = aPS+bP"S"+a,P'S'+5,P'S",
unde mutando # in u+ K- L, adjumento tabulae (8.) prodit
P oS —S' 0P = aPS+0P"S" —a, P'S'—b,P"S".
Coéfficientes itaque @, et b, manifesto evanescunt, et restat
(40) P'oS'—S'0P' = «PSH+LP"S".
Hinc autem fit mutando # in u+4 A4 B,
(41) P"OS"—N"0P" = aP"S" +0PS,
unde ponendo #=0, u' =0 coéfficientes a et & determinantur per aeqq.
@00 = awmo +ba'"d",
(42.) gw"aa" = aw"'a"':lf-_bw(r,
quae valores sequentes suppeditant: \
kl"2 ()Ilf2a J— wll wlﬂo.lﬂ 60"‘—' wwlaaql,
(43') ‘ k!"z()"mb —_— wl wl” 0”, aal — ww"oaaﬂ.
Inveniuntur autem alii valores sequenti modo. Mutando % in ic-}-K ex aeqq. (40.)
et (41.) eruitur:
(44) QOR — R'0Q0' = aQR-|bHQ"R",
(45) Q"6R"'—R"6Q" = —aQ"R" — b0R,
. 39 *

\
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unde ponendo w=—0, w' =0 prodeunt hae:

k! BQ J— 6k’" HI’
(46) % !Iak" J— aLIN I"’

quae non solum multo simpliciores sunt, quam aeqq. (42.) vel (43.), sed etiam,
eliminatis @ et b, relationes inter differentialia 0o’, 00", O¢', Ok" praebent,
scilicet:

LHI ()HI n 3'9” J— (T)" m!!l " aO,H w m a
(47') klll Hlkl a()I J— w' I O.l" ao. ww a
Simili modo inveniuntur hae:
(48 ) k' 9" ()H! ak J— (—D-—ml " ao.ll ~H ~HIO. 06
‘ k' Qﬂklﬂ a@ J— ~ ~H O.IH aa w w!llo.oo. i

Plures autem relationes inter differentialia 0k, Jg, etc. non dantur, quum propter
independentia Owu, Ou', bina arbitraria manere debeant. Adhibitis itaque
aeqq. (46.) nacti summus relationes sequentes:

o' k" ; .
P'oS' — S0P = Q’"i’i' PS'+ ;n?é:n prs",
(49‘) "87&"

P'oS" — 8"oP" — ]m - P"'S"'—i— km él’" PS

ita ut tres jam cognitae sint aequationes inter quantitates P’, §', P", 8"
(producta enim PS, P''S"' puta per ipsas P’, §', P", 8" expressa, quod
ex antecedentibus licet), quarum altera (33.) est algebraica quarti gradus,
alterae binae sunt differentiales primi ordinis. Reliquae, quas aeqq. (49.) similes
invenire licet, algebraice ex illis tribus deduci possunt; quod vel a priori
demonstrandum est.

Oportet ilaque quartam aliquam eruere; quam ob rem ad differentialia
secunda ascendendum erit. Dico autem formulam P’ §*P’'— OP" lineariter per
quadrata ipsarum P, 8', P", 8" exprimi posse, siquidem differentialia Ou,
Ou' constantia esse ponuntur. Primo enim intelligitur propter oP'(u--44)
= 0P', 0°P'(u-}4A4)=0"P' habere periodos 44 et 4B. Deinde quum,
. posito brevitatis causa ™+’ = M, sit

O(MP') = MoP'+ 2rudu-t2r'u ou') MP',

O(MP') = MO P’ -2 (2rudu+2r'u' 0w') MOP' -+ (2rudu - 2r'u 0u' MP'
+@Rrow - 2r' 0u*) MP' - (2 rudu-2r'v’ 5*u') MP',
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prodit

(MP"0*(MP') — 0 (MP'}? = M? (P'3°P'— oP") -+ (2r 0w* - 2¢'0u”*)(MP')
+Rrud’u-2+r'v ') (MP'Y,

unde elicitur, formulam &**+*“*(P'§*P' — OP"™) habere periodos 4K et 4L,

siquidem ponitur *u =0, O"u'=0. Potest itaque illud P'&*P' — OP" ex-

pressioni hujus formae aequari:

aP* 1+ 5Q* - cR*+....4+ « PQ-+ PR+ y PS+....

Applicatis autem argumentorum incrementis, quae in tabula (7.) leguntur, ipsum
P'9*P' — OP” non mutatur. Nec magis quadrata P?, Q% etc. Productorum
autem PQ, PR, etc., quodvis unum aliquando oppositum valorem induit; quare
per se evanescere debent. Quadrata denique P?, Q% etc. aeqq. (31.) ope ad
quaterna P?, 8", P"*, 8'" reduci possunt. Restat itaque aequatio hujus formae:

Pl a2P' — apl2 — aprz__l_ bSl2+ cp"2+dsﬂ2-
Coéfficientes more solilo determinantur. Quem ad finem animadvertendum est,
sex differentialia secunda, nimirum 0°Q, 0°Q", 0’R, 0’R’, 0*S', 0*S", eva-
nescere pro valoribus # =0, u'=0. Reliqua finitos valores accipiunt et deno-
tantur per 0’@, 0°@’, etc. Habent autem formam sequentem:

0w = aouw’ +2b0uou' 4 cou”,
ubi @, b, ¢ constantes. Ceterum haec differentialia omnia per unum quodlibet
exprimi possunt. Nam quum habeatur ex. gr. POP'—P'OP = summae ex
productis binarum, differentiando et ponendo # =0, #'=0 prodit & &’®'—'’®@
= quantitati a constantibus et a quantitatibus 0k, J¢, etc. pendentem.
His positis .invenitur aequatio

w!362w7_m"382w" P'2 + 0"281‘:"2__]‘!2 a()lz‘g'2

(50) PP —0P” =

oot oot
k'gak"z—- "’a 2 12 mnzaa"z—wlzad' 11
¥ Pt s,
o — gt o —gt

nec non similes pro expressionibus Po*P — o, Q6°Q—0Q°, etc.; quas ad
secundam speciem nostrarum functionum facere infra videbis. Imprimis autem
notamus formulam

(51 .) (P'PN _{_ SISH) 62(VPIPII + S'Sl') —_— 8(PIP" + S’SH)2
—a (PIPH + SlS!I)Z + b (pusm + PUZSI2) + cPlp"S'S" + d(Pl?SI2 __I__ PII@SH:!)’
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ubi constantes a, b, ¢, d determinatae sunt per aeqq.

av'd" = @' d’a"+a" ’'a’'+200d0",

bkl'l "2 —_— (k' ak"_}__@ll 89!)2’
(52.) dl‘lﬂ’) ()UIZ (k'" 8k ()IH 69) ,

a(w (T)"’+GG"') + b( !H?_{__ ~HI2O.'2)+ d(w202 __I»_ (‘[)"’2 O.IIIZ) _[}_ C('D'wmﬂo
J— (w w!l!_l_ O.OJII) (w 82@"! _+_ ml" a?m __l_ 6820"' _+_ 0."! 320)'

Adnotetur, quod gravissimum est, differentialia 0°@, O’@’, ete. eliminari posse
ex valore ipsius ¢ advocatis aequationibus

H '" (wl 82~ 2~!) J— kIGHI ak BGH __k!HO. ak" 891,

‘ " IH(wH 82~HI ~I" 82~") J— k’aak aol __kH!GIN akﬂ ao.ﬂ,

(53') l " k'"(o,lﬂ 82“‘)" — w!l 820.H!) J— w"lplﬂ aGH ak!l _l_ wk! ao,l 8(),

Q"k’” (0826' — w'aa) J— wl"kl aO_II 8() __l_ wQ’Haal' 8,6"-

Quamvis hoc ad propositum nostrum satis sit aequationum differentialium,
juvat tamen adnotare, posse etiam omnium ordinum inveniri aequationes hujusce-
modi X0"Y —no X0 'Y+ n0*X0" Y —n,’X0" > Y+ ele; = functioni
rationali integrae secundi gradus ipsarum P’, §', P", 8", ubi X et ¥ locum
tenent binarum quarumlibet e functionibus P, @, R, etc. Quod utraque me-
thodo, qua initio hujus capitis usi sumus, demonstrari potest. Immo non da-
tur aequatio differentialis, quin ex talibus composita sit. Eadem illa aequatio
valet etiam, si pro X et Y quaelibet functiones integrae homogeneae ipsarum
P, O, R, etc. ejusdem dimensionis substituuntur. Valet denique etiam, si
argumenta alterius (X) quibuslibet constantibus augeantur, alterius (X) éisdem
constantibus minuantur; ita ut hoc modo audiat
Xu-+te,u'ta)0"Y(u—e,u—d)—noX(u+te, w+o) 0" 'Y (u—a, ' —d)
- ete. = functioni rationali ipsarum P, S, P', 8", etc. Quam infra ad ter-
tiam speciem functionum quadrupliciter periodicarum facere videbis.

Il

Transformalio aequationum differentialium.

Superest nunc, ut aequationes et finitas et differentiales, quas vidimus
inter quatuor quantitates locum habere, paullo accuratius examinemus, ut de-
monstretur, fuhcliones nostras ad transcendentes Abelianas primi ordinis
pertinere. ' ,

Et quidem prae caeteris hoc unum et memorabile observandum est, quod
priores tres aequationes, nimirum (33.) et (49.) quamvis ad determinationem
quatuor quantitatem P', §', P", 8" non sufficiant, tamen quotientes e binis
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’ " S"
omni rigore definiunt, scilicet tres quantitates 3,, i, » Ppis quas functiones qua-

drupliciter periodicas esse supra comperimus. Qua propter in hoc loco con-
sistimus et reliqiam aeqq. (50.) impraesentiarum mittimus.
Aequationes (49.) - ‘

Pos —S'oP = 80 ps | prsy,

!
P"oS" — 8" oP" — [’:ma(!)n PS+/SHBII:V y (NG
addimus et subtrahimus, unde fit
(P'3S'— S'3P)+(P"9S" —S"0P") K 3¢ +o" Ok

PSS PS = g = Ju, _
(54-) (PIaSI_S'aP')_(PHaS"___SHap") . k! agf_gﬂak" . ay

pnS"—_p§ R L

quae posito brevitatis causa
’ " 4 n Qm neQn ___
(55.) z_p, Is)l’zq, —;:"-_—.s, %ﬁgz(p’ P'i)'P"—PE:w’
transformantur in hasce:
1, Ao
s9p+—dq Xop——3q

Valores ipsarum s, ¢, v, per quantitates P’, §', P", 8" vel potius p, ¢ ex-
pressi, ex aeqq. (33.), (35.), (36.) repetendi sunt. Introductis enim deno-
tationibus sequentibus

" | 4 14 14 141 M4
2E = k;‘mj;ngrz 9 F= o'ta RC = Fte

& @® ? - krzgnz »

@0 wl" o-m (wM —_ 13"4)2

2D= @ @ g T g 0
b a" 6"} mg? @oa o (K4 o) R
(57.) =g = o @ " )y G= Wi’
P 25" g __@a"}e’d" d
1= T ghtght == o'ta" » unde .
a__ ona)e 4
B — (k" —")? (@t —aye
= 4R gha™ T g g >

aeqq. (33.) —(36.) mutantur in sequentes:
(58) (1=2Ep*+p")s'=2(E(1+4p¢")—C(p*+¢' )12 Dpg)s’+(1-2Eq*+¢") = 0

©69) 2YE—)(E oAl _ (1 2Ep 4 )t — (1— 2B + ¢
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©0) (D) — ¢t = G+ b A+ ) —a(p+ )+ 2 —epy,

61y (B = v=0—01+r9)— a2t epg.

Ad solutionem aequationis biquadraticae (58.) observo fieri ex aeqq.
(59.) — (61.):
(1—2Epz+p“>32—(1—2'Elf+q"’>% = 2Y(E'—1)-py.
At ex ipsa (58.) fit
A—2Ep*4 p)5*+ (1 =2+ ¢') = 2(F A+ p¢) —C(p*+ )+ 2Dpo,

unde
62) s — PA+P0)—C0'+)+2Dp 4V (E'—1)- 9w

o 1—2Ep*+p*
(63.) 1 _ FA4p*)—C(p*+4)1+2Dpq—vVE* ) -9y
’ st 1—2Eq¢*+q*

His itaque valoribus ex aeqq. (60.) — (64.) in aeqq. (56.) substitutis,
determinatio ipsarum p, q reducta est ad inlegrationem quantitatum alge-
braicarum irrationalium, a duabus aequationibus secundi gradus penden-
tiwm, earumque mixtarum quidem, utpote quum duae variabiles independentes
p et ¢ ingredianiur, tamen algebraicarum. Integratis enim aeqq. (56.) pro-
deunt sequentes:

sap+-:~aq sap——%aq
(64.) ‘/I—-———TP———— = u, — = 1/f

1
sap—l--i—aq sap——?aq
quarum differentialia 7 et ” manifesto sunt differentialia exacla.

Opera nunc danda est, ut variabiles separentur; hoc est, ut loco ipsarum
p et ¢ aliae binae variabiles introducantur, quae integrationem ad simplices
quadraturas secundum singulas variabiles perducant. Arduum sane incoeptum,

. A . 1 .
si complicationem formularum, valores ipsarum ¢, ¥, s, ~ exprimentium,
respicis. Quod tamen feliciter succedit per substitutiones

65) p = ydz-{-zdy __ ydz—zdy

—yz A=y
ubi positum est 4y = y(1—2Ey*+y*), 42 =y(1—2Kz2*4 2*. Etenim in-
stituto calculo fit
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8p Oy 09 __ Oy 0z
+A:z'. dq — dy 4z’
(1 2)2 2
(‘—E D . o C+ELD o
— (648 {1—2 vy {t—2 S P o,

(1 y 2t Y

b S s e

1}(1-—y222)2(s4p+ﬂ’)

— -2 S O,

%(1—y222>*(s4p——1’)
= (Ir"—i){l—- Cc— E—— Hi— c— E+l) ,Jrz}

aequationes (56.) autem sequenti modo repraesentari possunt

(Sdl’_’-isq) aop ) (Ap———%—l-’) op
(67.) P 24p Jrqu + ) 24p 2Aq) = o,

Car—2D o (ar+5D
P 24p )+ Y (23 2Aq) = 0ov,

unde substitutis valoribus ex aeqq. (66.) et sublatis factoribus- communibus in
nominatoribus et denominatoribus et posito brevitatis causa

(66.)

C—E—D C+E—D
_T—-_i "— El’ F.|_'f'_ = Ez,
C+E4+D C—E+D
F4+1 - E:H —Fa = E4,
oriuntur aequationes separatae
1—2E, 5" +5*
/
]/(2 (F+ 1)) V(i 2E}'2+}’4) 1""2E‘J"+}’4
0% 1—2E,2"42*
X : +]/(2(F 1)) }/(1 2Ez.’+z‘) 1_2E3zz+34 - ]/(b+ bl)ﬁ,u,
(68.) 9y 1—2E y*+y*

VR 7= 280 =2k

1—2 Ea 2 4 - .
\ + }/(2 (F+ 1)) V(i—zEz'-}-z‘) 1—2E;¢z‘ == }/(b— bl) ov.
_ Crelle’s Journal f. d. M. Bd. XXXV. Heft 4. 40

~
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Attamen quum illa substitutio non ita primo intuitu liqueat, haud insci-
tum mihi videtur ejus analysin hic apponere; praesertim quum in rebus insolitis,
quas nemo hucusque vel e longinquo addigitavit, operae pretium sit, methodos
cognovisse, e quibus aliquid utilitalis capi possit.

Separatio variabilium.

Respectis et periodicitate quadruplice functionum p et ¢ et reductione
ad bina argumenta independentia et forma algebraica differentialium, facile
conjicitur adhibita idonea substitutione factum iri

1
$P+59 (i proe

(a4 Bat)da’
7= vk T =0

}/Xr i

1
sO0p—-0q Ry .z')8.r+(al+ﬂ( ') '
L4 o 12 VA

ubi X et X' functiones rationales integras quinti vel sexti gradus repraesen-
tant, ut est in transcendentibus Abelianis primi ordinis *). E contrario itaque
oportet etiam a transcendentibus Abelianis, facta idonea substitutione pro varia-
bilibus = et &', ad nostras aeqq. differentiales perveniri posse. Ipsae autem
x et &' spectari possunt, ut radices aequationis quadraticae Uz*—2U'z+4 U"
=0, quarum coéfficientes sunt functiones rationales vel si mavis ,uniformes”
(transcendentes) binorum argumentorum u et v, sive # et . Quamobrem

*) Quae D. Jacobi de functionibus plurium argumentorum multipliciter periodicis,
quas in theoriam transcendentium Abelianarum introducere convenit, acutissime disseruit
(cf. commentt. hujus diarii 324~ T. 9 et 29 T. 13) pro satis et abunde notis habenda
sunt. Omittimus itaque hoc loco et ad aliam occasionem, si qua dabitur, relegamus ea,
quae nosmet ipsi olim de hisce rebus meditati sumus; quamvis multo latius pateant, quippe
quae ex consideratione integralium in universum, neque vero ex singulari casu, ubi radix
quadrata e polynomio in factores reales resolubili tractatur, depromta sint. — Unum tamen
jam nunc adnotare juvat de argumento, quod clarissimus vir ex absurditate periodicitatis
triplicis et a fortiori quadruplicis contra considerationem funclionum unius solius variabilis
petivit. Quod enim omnem functionem tripliciter periodicam dicit habere periodum omni
data quantitate minorem idque absurdum esse, priori quidem parti toto animo assentiendum
esse existimamus, verum quid huic rei absurditatis insit (cum pace tanti viri dicatur)
" plane non intelligimus. Quonam deinde ldco hujus absurditatis causam positam esse cen~
seamus? Num in elementis, an in notione integralis vel functionis? Quibus omnibus *)

. . (e¢+Bx)ox _ ... .
bene perpensis, hoc sane loco functio « = / —vx rejicienda esse videtur, non
tamen propter putatam absurditatem, sed quatenus de relationibus alyebraicis inter ternas
x(u), x(v) et x(u+v) disquiritur, talis autem relatio non datur. Quin immo, si quis rela-
tiones transcendentes inter illas investigare velit (quod vix nostrae aetatis esse videtur),
eum amplissintum laboribus campum inventurum esse arbitramur.

SREIA .
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licet etiam, eas sicut functiones rationales algebraicas ipsarum p et ¢ et reli-
quorum quotientium e binis (—%, —Ilg , etc.) considerare, quippe qui sunt ipsi

functiones uniformes argumentorum = et #'. Huc accedit, quod talis substi-
tutio Uz*—2U'x -+ U" = 0 bellissime cum nostris aequationibus quadrare

U'+'/(U;_UU") radices yX et yX' mani-

videtur, nam quum habeatur £ =

VLS WU
L

festo talem formam induunt » qualem habet ipsum s (cf.

aeq. (62.), ubi productum ¢y radicem quadratam e functione rationali re-
praesentat). Verumtamen huic rei unum obstat, quod gravissimum est. Ei-
enim duo radicalia /(U”—UU") et ¢y, quae algebraice commensurabilia esse
Y —uory
Py
quotientium e binis) naturae valde diversae sunt. Alterum ¢, quod posuimus

pmgmz_ p:§?

opEprT

autem (U”*—UU") sicut functio irrationalis spectandum est, siquidem singulas

variabiles & et 2’ per argumenta u et u' rationaliter exprimi non posse censemus.
Transformandum itaque erit illud s ope formulae

Ylatyp) = Y2 RAE=D g jamyE=D

in aliam, quae sibi propria est, formam. Quod facillime perficitur, respectis
formulis (62.), (63.), unde multiplicando elicitur

(69) {(FU+p'¢)—C(p*+9)+2Dpqf —(E*—1V)¢*y* = dp* 4y
Erit itaque

oportet (scilicet = functioni rationali ipsarum p, ¢, et reliquarum

aequale quantitati , functionem rationalem esse vides, alterum

V(2G+24Mq)+v’(2G—2dpdq)

24p 24p ’
(0) 31 _ yeot2dpaq _ye6—24pdg
s 2dq 24q
ubi brevitatis causa positum est ‘
G = Fi+p¢)—Cp'+q)+2Dpy; 8

quamobrem aequationes differentiales (56.) mutantur in eas quas sub numero (67.)
legis:

Y(RG+2dp dq) 6[) dq V(2G—24pdq) 9o
(71.) ?® (247) )+ (2zlp 244,)

V2G—2dpdq) s dp }/(2(1-}-24;14 )
v q(z ' +2dq)-+ ! (2Ap 24,,) o,
40 *
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quarum forma pulcherrime ad considerationes supra memoratas accommodatur.
Quantitas enim 4p4¢, quae sub radicalibus comparuit, revera est irrationalis,
id quod ex evolutionibus, a quibus initio profecti sumus, satis liquet. Nunc
vero illas considerationes mittimus, quum reliqua sua sponte sese offerant.

Semel enim erutis aeqq. (71.) nihil simplicius, quam differentialibus ellipti-
cis, quae illic conspicienda sunt, hasce substitutiones applicare:

b _ 8 9 3 _ s
(72) 2,47; ‘1’2 = dy’ 54y a4y = s
quae e noto de additione theoremate integralia offerunt, quae sequuntur
J’AZ-{—ZJy _— _‘VJZ—Z.JJI
(@) p= T—,%7 = Tyt
Hinc prodit
_ yr—2t . (v*42?) (1423 —4 Ey?s
(74) P9 = 1__},2%27 P —{—(/ 2 R ,
(4922 —2E(14y*2%) (y*+- 2%+ (2 + 37)°
(75‘) deq o (1—y2z2)2 )

quibus valoribus in expressionibus ipsarum s, %, ¢, ¥ (aeqq. 69., 60., 61.)
substitutis, facillime pervenitur ad aeqq., quas jam sub numero (66.) dedimus,
neque ad resolutionem in factores quicquam aliud opus erit, nisi relationes
inter constantes, quas vocavimus C, D, K, F, a, b, c, b,, ¢, cognovisse.
Quem ob finem aut ad aequationes elementares (25.) — (28.) redeundum, aut
quod multo simplicius est, aequationis (68.) utrumque membrum evolvendum
erit. Instituta comparatione prodeunt aeqq. seqq.

» 1 D—E41__ CF— ;
() Bt = gy =t = S e =
nec non ex ipsis (57.)
ab = E*—1,
unde sine labore eliciuntur sequentes:
a = YO . CF—E . — cD
 Y(E—1) YE—1)Y(C=1)° VE =)y ([ —T) *
(7)) b D . CE—F

L= VEe) @ YE— e
D*{1 = C*4 E*+ F*—2CEF.
Neque vero mirandum est, tres coéfficientes indeterminatas manere, quum
inter ipsas quantitaies @, x, ¢, etc. quatuor algebraice indeterminatae restite-
rint; namque hae nostrae C, D, etc. sunt functiones quotientium e binis et
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aeqq. inter ipsas @, x, g, etc. homogeneae erant. Haec insuper naturae transcen-
dentium Abelianarum omnino consentanea sunt, quippe quae tres modulos ha-
beant. Ceterum ipsum calculum, utpote elementarem, lectoribus relinquimus et
ad separationem variabilium, ut est in aeqq. (68.), perventum esse putamus.

Reductio differentialium ad formam symmetricam et consuelam.

Variabiles jam quidem separatae sunt, neque tamen, quod exspectandum
erat, locum symmetricum in aequationibus (68.) occupant. Hujus rei causa in
eo quaerenda est, quod quum novas variabiles per aequationes differentiales (72.)
introduxerimus, constantem integrationis male elegimus; talem nimirum ut eva-
nescentibus y et 2 etiam ipsa p et ¢ evanescerent. Iniroducenda erit itaque
nova variabilis pro altera illarum ex. gr. pro ipsa 2, per aequationem

Oz ady'

4z — 4y

'4 4y . . .
unde fit z:zi—_e-j,—;,,—’-'-, ubi e est constans arbitraria. Hanc autem omnino

ita determinare oportet, ut facta substitutione differentialia (68.) in similem sui
formam redeant; id quod aperto fieri nequit, nisi ipsum 2* per y" rationaliter
expressum sit. Facimus itaque 4e= 0, unde posito

4¢ = 1—2Ee+é = (1—o’e)(1—f3¢),
fit e=«a (sive #). Hinc nanciscimur substitutionem sequentem
e @=yt BNy 8 o

1—a®y™? 1—ea*y™ 7 Az~ dy’
1 E—2y"+ Ey"
2 . ;
’%(z "I‘;) = 12Ey 1y

2

(78.)

quae ad aeqq. (68.) applicata fit

ag A __ (E—F,)—2(1—EE,)y"+(E—E)y"

T -

1 E)—2(1—EE)y"+ (E—E)y"
%(22—[-—3—2)——E3 1—2Ey*}5'*

Sed quum introductis ipsarum E,, E,, E;, E, valoribus et considerata aequa-
tione (77.) habeatur

' 1—EE+E)|EE, =0,
1—-E((E,+ E,)4 E,E,

E—E, _ FH1
E_E,~~ F-1°

I
e
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erit
1—2E, 2*}2* F+1 1—2E, 54"
1—2 K, 2*+2* = ¥ 1—2E, "+,
" ergo eliam
nl i——2E zt 1_2E 12 14
RE—10)- T2 EEREEE — yew+ ) e,

quo facto reductio aequationum differentialium ad formam symmetricam respectu
variabilium perfecta est, sicut desiderabatur.

Introductis itaque valoribus (78.) in aeqq. (V3.) — (75.) nanciscimur
substitutiones sequentes, quae nostras aequationes differentiales (56.) ad sepa-
rationem variabilium symmetricam transformant:

([ p = Bla'—1)yy't+adydy _ Bl —)yy—adydy
14+y*y" —e*(y*+5")° 14y —a* (" +5)°
pg — yyt—atl+yy")

1+y* " —a*(y ")’

Pt =202 (+y y”)’+(;*’-Iv”)’—2152(y"+27'2)2 1-|-y2 %)+ 8(E*—1)yy
Uty —e* (" o)
B (e —1)* (y*—y") (1—y"y"?)
U+ = o °

(79.)

—

quarum beneﬁcio habebitur
1—2E,y'4y* | & A—2E, "4y VLD, o,
dy 1=2E,y4y* T 4y VT2E,y"+)" = 7RET) ¥
(80) 191 1—2E1y’+y .?.’i 1——2E,y"—|-y“ _ Y(b— bl) o.
| ?2—2E,y fy* ' dy | T2E,y" 15" — YRF—1)
Variabiles y et y’' hoc modo per p et ¢ exprimuntur. Ex aeqq. (79.) fit

2 Ll | ! {1—a?)(1 2,12
p—!——q—_—.—..é(ilv.)yi.’ 1+a2pq=( “)5V+.‘V)’ ),
2 2 (a2 2
14 ppg = E=2N17,

atque hinc

rtq __ —28yy ptq __ —2ayy

14e*pq 1+y%"? e~ 7 Er

unde

(I+ep)(i+taq) (i—yy’)’ = f A+8n1+89 __ (y—y
A—ep)d—aq) — \Tyy > @=Ap—4Fy y+y =
Extractis itaque radicibus invenitur-

1—vf y — 1+79
=T YT T
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unde
1—vf 1+vy 1—vf 1—vy
81. = ” = ey
GL) ¥ =15fF 1, ¥ =19 15
_Hinc elucet, aequationem, cujus radices sunt y et y’, ad octavam gradum
ascendere. Id quod vel per se jam satis indicat, functiones aliquas illarum sicut
novas variabiles introducendas esse, quae ab aequatione secundi tantum gradus

pendeant. Ipsae etiam aeqq. (80.) talem substitulionem suppeditant, quippe

- 1 1 .
quae positis y*4 = y*4 7= z' valde simplificantur. Eadem fere ex

aeqq. (81.) petitur, namque invenimus

1—y* _ Yf—vyg 1—y* __ Vf+vy

1+y* 7 1=V({f9)’ 14y — 1+4(fy)°

quarum quadrata unam tantum radicem y(fg) continent:

(i—y’ P _ft9—2V(fg 1—y\ f+9+2v(f9)
145" 1+f9—2v(f9)’ T+y% = 1Ffg+2V(f9)
Introductis itaque variabilibus & et &' per substitutiones
1—y* — 1—
©2) == (7% +y) G +y,,

et advocatis valoribus ipsarum f et g, inveniuntur formulae sequentes:

__E(d4p*¢)—(p+9))+4p4dq v E(d4p*q)—(p*+qY)—dpdq
(83) == E+DAFpoy » T EFNATFpo?

et propter

Oy 1 ox
dy = 2yRU—E) — x)'/(i__b-l—i

aequationes differentiales:

[ ox V(i——mtx)_l_ ox' .}/(i—m‘zx')
Vaevid—a)Yd—mz) YU—m,2) T Vo ¥(A—2)/(A—ma’) Y(1—m, z')
1—E)(1 —E,
— 2y(b1-b) ‘——((4 - F))((i ! ))a
(84) ¢ o Si—mz) | 6 Al—m,2) !
Yoyd—a)Y(A—mx) YA—m,z) T Ya'y(d—2)Y(I—ma) V(i——m.w')
— 2]/(5—6,)1/ Wﬁ.av,

\
siquidem ponitur

E41 E+1_ EC_F4D E+1__ EC—F4D
(85) m=g—7) M= 3=C¢ITE—1° ™MTE" C—TE

(F—1)(1—
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Praeter aeqq. (83), quae nexum inter variabiles primitivas p, ¢ et
derivatas &, z' exprimunt, notentur etiam sequentes:

V'$+V$' — a}/z V((i—ﬂ?pg)u—'ﬂz 2))

VEHD) 1+pq
Yo —fa = y(ﬂzzﬁ)ﬂ“—“{.ﬂ,‘; a*g)
yd—2)+y(1—o) = V(IZ‘/-ZH) v(dtep) (1+1“J:L(;+ﬂp a+89)
Y—az)—f(1—2') = — Efii) Y((—ep) “—fﬁ),ﬁf, En)d—p)
YA —ma) 4 Y1 —ma') = 1}/.2_ . V(=(A—ap)i -H«;) ;1 +6p)0—p0)
YA —ma)—y(1—ma') = 11(_2_ . V(—(1+ap)u—1r2<;—ﬂpm+ﬂq )

V(Eed—z)l—mz))+y@(1—2)1—mz'")

_ P’—p—Eq(l—pyq)

= 2R @ ya—E) T 2P
Ve(d—z)(1—ma)) —y(@' (1—2)(1—ma'))

_ p’—q—Epd—pq)

= 2‘/2(E+1)»/<1—E>(1+pq>“""’

(86.)

.

1—m, > +l/1——m, b+D)E —1) sdp
l—m o T 1—ma — (F+)(E,—1) "¢ °
1—m£.L 1—m, x' 2l/(b-{—b)(E —1) Aq
1—m x 1—m 2!~ }/ (FH)(E,—1) s¢°
l—max | A—m, ' — 2 b— b‘)(E2 —1) sdp
1—m,x ' J1—m, 2’ (F—1)(E,—1) v °
1I—mx | A—m a2 (b—b)(E,—1) 4dgq
N i=m,z TV 1=m,a = ‘”‘/21/<F——1) E,—1) sy’

Limites integrationis.

Reducto problemate de functionibus quadrupliciter periodicis ad integra-

tionem radicis quadraticae e quantitate algebraica quinti gradus, plenior deter-
minatio considerationem limitam postulat,

Quem ad finem observo primum, mutato  in u--A4-I-B vel in u- KL,
" . . s’ 1" . . . .
quantitates p et ¢ (quas ipsis PP aequales posuimus) vel in se invicem

C . . 1 1 .
mutari vel in valores reciprocos n et T unde - etiam elucet, mutato u in
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u+ A+ B+ K+ L, mutari p in —;1’—, ¢ in -;— Hinc fit, ut variabiles = et 2/,

quae per aeqq. (83.) exprimuntur, factis illis mutationibus sive immutatae ma-
neant, sive in se invicem abeant. Secundum est, quod applicatis ad argumentum
u semiperiodis 24, 2B, 2(A-} B), etc. quantitates p et ¢ aut non mutantur
aut oppositos valores —p, — ¢ induunt, quod e tabula (7.) cognoscitur. Unde
quum ipsis et ' nulla mutatio ingruat, sequitur in universum, variabiles @
et ' mutato % in

utn,(A+4B)+n(A— B)|n,(K+ L)+ n(K—L),

vel in se ipsas vel invicem abire, siquidem literis n,, n,, n;, 7, numeri in-
tegri denotantur. Si itaque argumento u valores A, B, K, L, etc. ex ordine
tribuuntur, quaterni ad eosdem valores ipsarum x et ' perducunt, ita ut in
quatuor classes distribui possint, quarum prima amplectitur valores 0, 44 B,
K+ L, A+ B+ K--L; secunda quadrantes 4, B, A+ K4 L, B+ K+ L;
tertia quadrantes K, L, A+ B-} K, A{+ B-L; quarta quadrantes A-} K,
B+ K, A+L, B+ L. Et in universum, si valor multiplex n,(A44 B)
+ n,(A— B) 4 n,(K+ L) + n,(K— L) brevitatis gratia per H designatur,
omnis summa quollibet quadrantium ad unam aliquam formarum H, A-|} H,
K|+ H, A| K- H revocari polest; quarum singulae ad eosdem valores va-
riabilium @, 2’ perducunt.

Determinatio valorum ipsarum x et z', qui ad singulas classes pertinent,
commodissime ope tabulae (8.) perficitur. Namque invenitur
1) pro u=0, p=0, ¢=0;
GI"

=" 2 3

2) pro u=A41, p:z—';-, g=
3) pro u=K, p=0, g=oo;

4) pro u= A+ K, p indeterminatum, q=?;-§-—::', unde 49 =20,
quibus valoribus .in aeqq. (83.) substitutis et respectis formulis (25.) — (28.),
(57.) et (85.), nanciscimur valores sequentes:

.1

) po u=H, a=1, o/ =1

1 1

2) pro u= A+ H, z=— o a:=”7’;‘

3) pro u=K-+H, r=0, a'=o00;

4) pro u=A+4K{H, x=2a' arbitrariam; :
quorum utroslibet pro limitibus integr ationis correspondentlhus ehgere hcet.

Crelle’s Journal f. d. M. Bd. XXXYV. Heft 4. 411
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Sumantur itaque ex. causa valores u=0, r=1, m’=;:; pro limi-
tibus inferioribus. Unde, quum differentialia d¢’, Ok', ideoque etiam Ou et Ov
habeant formam gou-|-g'ou’ et hou--4' 0w, sicut supra adnotavimus, fit

/ (i——m,.r)ax Q:‘%i_i”'l@f = gu-g'v,

x~2-1
x‘—— -—

/(1_m,x)ax / (—m a)ox" hut b

xl-_... —_
‘m

(87)

ubi positum est
X=z—2)l—mz)1l—mzx)(l—mz),
X'=ad(l—a2)Y1—mz2")1—mz')(1—mz');
ita ut variabiles , 2/, ergo etiam p et ¢, ab omni parte determinatae sint.
Priusquam ad sequentia pergitur, haud abs re esse videtur, objectionem
aliquam praecidere, quae ex applicatione limitum ad quartam classem pertinen-
tium oriri potest. Sumto enim valore u= A+ K pro limite inferiori, et de-
signata per f quantitate arbitraria, inveniuntur aequationes

S emptny [ Ol gu—a—K) 4 g (W—a—K),
88) (> mf
(i—ml.r)a.z' (1—m, 2') oz’ /z u—A—K) -k (u'—A—K'
J. . 1//1" = f( ( TR )s

quae profecto propter llmltem arlntranum aliquid absurdi habere videntur. Ani-
madveriendum est autem, pro #=— A+ K fieri quidem x=2', non tamen
YX=7yX, sed yX= —yX'. Namque ex aeqq. (86.) sequitur, propter
A49¢=0, primum

Y@d—2)1—ma)) — (' A—a)(1—ma)) =
deinde propter s:%: 0,

1—@,.2: 1—m, &'
1—m, + 1—m, o'

unde yX = —yX'. Hinc manifesto habetur

?/‘(1_")2_1')(]@_1-_/‘ (1-——m,x')d.1 = 0,

qua aequatione ad aeqq. (88.) addita, manifestum fit mutato £ in g summam

duorum integralium, quae sunt'in aeq. (88 )y omnmo non mutari. Quae con-
sideratio solutionemi paradoxi praebet. '

= 0
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Solutio problemahs inversi de transcendentibus Abellams

Venimus nunc ad problema inversum, quale. vulgo proponi “solebat : Datls
aequationibus differentialibus

0 oy’
/‘(w-l-ﬂy) y+/‘(a-l;/ﬁg:) Y — v,
! 1) 0 I+ 8'41) Oy’
/(a +6%) J’_}_/‘(a-t/ﬂ}") Y,
ubi Y et Y' significant expressiones integras variabiliom y et y’ quinti vel
sexti gradus, invenire ipsas y et y'. Cujus solutio ex antecedentibus facile
derivatur.
Redigantur enim primum differentialia ope substitutionis idoneae ad for-

mam (87.), quod cum elementare sit hoc loco fusius non exsequendum est,
et ponatur '

- m’ or+ i}/}'f o = gutg'v,
1—- y 1— '
, / %L +/ X T g = hul-&u

E quibus aequatlombus postquam constantes g, %, g', &', et quadrantes K, L,
K', L', A, B, A, B’ inventae fuerint, tota res peracta erit.

Hunc ad finem instituatur integratio inter limites in capite praecedente
traditos et invenietur ‘

— 1— Y ! » \ 3 il
! oz + ——,—,j”'f’.i'ﬁx = (9K +gK")+(gH+gH),
1

‘75—.—"—"-

1— 1— | ’ 'K’ 'y’
—x ozt 1 ,ﬁ, ba’ — (hK+bK>+<bH+hH>,

01

f ot oot f ”;}“t“’”a 2 = (94-+g4)+(gH+gH),

1——m xa +/‘ 1 }/‘1;1' = (hA+HA)+ (’lH-—l—ih’H'),

unde elucet, mtegraha nostra habere velores multiplices, quales per H designavi-
mus (id quod pro casu speciali jam notum erat*)). Hos itaque valores a calculo
integrali postulamus, et facta comparatione valores expressionum g K- g¢'K',
L IR A
41*
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hK+WK', gA+g'A', hA-| K A, nec non reliquarum, e quibus gH-|}g'H' et
hH-{-KH' conflantur, videlicet gL+ g'L', hL4-KL', gB+¢g'B', hB+ /KB,
inventos esse putamus. Sed quum propter AK' — A'K — BL' —B'L (cf.
aeqq. (6.)) habeatur identice
(9A+ gAY RK+EK')— (hA K A)(gK+g'K')
= (9B+g¢'B')(kL+ KL') —(AB + K'B')(gL+-g'L’),
alteruter e septem reliquis sponte sequitur; quapropter ad determinationem
duodecim quantitatum g, &, g%, A, B, K, L, etc. septem tantum aequationes
relinquuntur, quibus accedunt binae illae ex aeqq- (6.) derivatae AK'— BL/'
et AK—=B'L. Tres itaque gnantitatum illarum indeterminatae manent, quod
mirum videri posset, nisi e sequente consideratione eluceret eas omnino arbi-
trarias esse.
Nam quum ab expressionibus hujusmodi profecti simus
eru?+r’u”p'l! —_ Ser(u+2aK+2bL)2+r'(u'+2aK’+2bL')?,

quae sex constantes continent, facile demonstratur, tres earum salvo valore
ipsius P ad arbitrium assumi posse. Fit enim
P — S MCKutrKu)Ha5(rLu+r Liu)+4a2(rK2rK'2) 4 8ab(rK L+ r/K/L)-+4b2 (rL2414L2)

quare selectis sex aliis constantibus ry, K,, L,, r;, K;, L} talibus ut sit
r K} +r K¢ rK* | K",
r K L+r KL rKL+4r K'L,
r L4 r Lf rL? 7 L7,
et introductis insuper variabilibus w, et w], per aequationes
r K u 4 r K u rKu{rK'u,
rLyou 4 riLiv, = rLutv'L'u,
expressio ipsius P in se ipsa redit. Inter sex quantitates r,, K,, L,, 7},
K;, L, autem, quum tres tantum aequationes habeantur, tres arbitrariae sunt.
Rite jam determinatis quadrantibus 4, B, K, etc., formentur quantitates

P, P', P", etc. sicut praescriptum est in aeqq. (4.); quo facto aequationes (83.)
solutionem completam problematis praebent.

(I
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