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2.

Uber Reihenentwicklungen, welche nach den Po-
tenzen eines gegebenen Polynoms fortschreiten,

und zu Coefficienten Polynome eines niedereren
Grades haben.

(Aus den hinterlassenen Papieren von C. G. J. Jacobi mitgetheilt. durch C. W. Borchardt.)

1.
Losung der Aufgabe nach der Methode der Entwicklungs- Coefficienten.

Wenn man eine Function von & nach den Potenzen eines endlichen

Polynoms:

= pt+pxtp2®t - fp,a
entwickelt, so kann diese Entwicklung

1) etoPto,PPta P4 = fla)
wenn o, o,, ¢, ... constante, nicht vieldeutige Coefficienten bedeuten, fir
jeden gegebenen Werth von P nur fir einen der n Werthe von z giltig
sein, welche dem gegebenen Werthe von P entsprechen. Convergirt namlich
die Reihe fir einen gegebenen Werth P =14, so hat sie einen vollkommen
bestimmten Werth; die Function f(x) aber erhilt, wenn man fir 2 die ver-
schiedenen Wurzeln der Gleichung P = b selzt, n verschiedene Werthe, und
es kann nur einer derselben mit dem Werthe der Reihe
ota b+ o, ...

iibereinstimmen.

Wenn aber die Coefficienten keine Constanten, sondern Polynome des
(n—1)ten Grades von x bedeuten, so kann die Gleichung (1.) fir alle
n Werthe von & gelten, welche demselben Werthe von P entsprechen.
Bezeichnet man in diesem Falle mit

X X, X, ... X_,
Polynome vom (n—1)ten Grade, so kann man der Reihe (1.) immer die Form
XS+ X8+ + X8, = f(z)

geben, in welcher S, 8, ... §,_; nach den Potenzen von P fortschreitende
Journal f. d. M. Bd. LIII. Heft 2. 14
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104 2. C. G.J. Jacobi, Entwickl. nach den Potenzen eines ganzen Polynoms.

Reihen mit comstanten Coefficienten bedeuten, und es wird die Gleichung (1.)
fir alle Werthe von @ gelten, fir welche die Grofse P solche Werthe er-
halt, dafs die » Reihen S, S; ... convergiren.

Wenn die Function f(x) ebenfalls ein endliches Polynom ist, so wird
die Reihe (1.) immer abbrechen.

Man findet dann den Coefficienten « als Rest der Division von f(x)
durch P; nennt man den Quotienten dieser Division fi(x), so findet man o,
als Rest der Division von fi(x) durch P, u.s.f. :

Diese Methode, die Coefficienten ¢, «,, etc. zu bestimmen, ist aber
nicht mehr anwendbar, wenn f(x) nach den Potenzen von x ins Unendliche
fortschreitet.

Fiir diesen Fall kann man den Coefficienten des allgemeinen Gliedes «;,
wenn man die Moglichkeit der Entwicklung (1.) voraussetzt, durch folgende
Betrachtungen finden.

Man dividire namlich die Gleichung (1.), in welcher f(x) eine nach
den ganzen positiven Potenzen von z entwickelte Reihe bedeute, durch P+,
und entwickle jeden Term des hierdurch erhaltenen Ausdrucks:

(2) p;-H "I‘ Pi + "l" o +at+l+at+2p+ etc. = fp_(zg

nach den absteigenden Potenzen von z, so erhilt man aus der Entwicklung

der Terme
ai_'_l-l“ OZ;+2P+ s etc-

. . . . [ 4
gar keine negativen Potenzen von x; die aus der Entwicklung von 5 ent-

. . 1 aoas
stehenden negativen Polenzen von x beginnen von - weil die Polynome
o, a,, etc. um einen Grad niedriger als P sein sollen; die aus der Ent-
. ;. . . .
wicklung von —7’,—2—‘ hervorgehenden negativen Potenzen von « beginnen mit

1
W, u.s. f.

In dem Producte
' 1
in welchem der eine Factor f(x) nach den aufsteigenden, der andre -

i
nach den absteigenden Potenzen von 2 eniwickelt ist, kann daher das Aggre-

gat derjenigen Terme, welche in
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multiplicirt sind, nur aus der Entwicklung eines einzigen Terms, des dem

f(®)

Bruche 55 gleichen Ausdrucks (2.), némlich des Terms fpi, hervorgehen,

% . « a; -
weil, wie man gesehen hat, jeder Term P’f_"k nur positive Potenzen von .,

ik

und jeder Term Pirk

1
nur hohere Potenzen von - als %,- giebt
Wenn man demnach dieses Aggregat mit:

4, , 4, Ay

SRR
bezeichnet, so hat man:

a; A A An
B) p=Ft+5E++7+ e

wo die auf %’i folgenden Glieder nur hohere Potenzen von % als die nte
enthalten. Multiplicirt man dahker den Theil der KEntwicklung von %—2,
welcher nur die negativen Potenzen von x enthdlt mit P und behilt in
dem Producte nur die posiliven Polenzen von x bei, so erhilt man den

gesuchten Coefficienten ¢;. Denn dieser Theil der Eniwicklung von j;)(l?l

. weicht, dem Vorstehenden zufolge, von der Entwicklung von % nur in den

Potenzen von %— ab, welche hoher als die mte sind, und diese geben mit P
multiplicirt, keine positive Potenz von .

Wenn F'(x) eine Reihe ist, welche gleichzeitig positive und negative
Potenzen von « enthilt, so kann man den blos die negativen Potenzen von =
enthaltenden Theil dieser Reihe besonders darstellen. Derselbe wird néimlich,
wie ich in den Disquis. Analyt. de fractionibus simplicibus gezeigt habe, der

Coefficient von —:—l— in der Entwicklung des Bruches:

F(h)
a—h "’

wenn man diese Entwicklung nach den aufsteigenden Potenzen von 4, den
absteigenden von z anstellt.

Hiernach wird fir unsern Fall der Theil der Entwicklung von %Q—,

welcher nur die negativen Potenzen von x enthilt, der Coefficient von _;7
14 *
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in der Entwicklung des Bruches:

fiy
PRz =R

Um «; zu erhalten, hat man diesen Ausdruck, zufolge des im Vorste-
henden Bewiesenen, mit P zu multipliciren, und im Producte:

h h*  h®
or = Pttt et o)
nur die positiven Potenzen von z, die Constante mit eingeschlossen, beizu-
behalten. Wenn man:

P, = pi+ px+ps2* oA o - poa
P, = 1’2'{‘]’3“”‘]‘]’4‘”2‘1‘ ‘{‘l’n "

P, =p,
setzt, so folgt hieraus, dafs ¢; der Coefficient von —Z— in der Entwicklung von
{P 4 Poh+ Pl oo P A ) 5 M i Giebt man dempach dem Poly-

{P(k)}z+1
nome (n— 1)ten Grades, welchem der gesuchte Coefficient ¢; gleich ist, die
Form:

il:) {ipt+px+-pa®+ oo Fpaty
+ B pat pse -+ pi - o - paan) |
Jr B {p N . S TTTTPPIR +pa=t e 4 BP =«

wo 3%, SN B Constanten sind, so wird [3}? der Coefficient von

der Entwicklung von

1 .
HE n
_fh

AP
oder, wenn man x fir 4 schreibt gleich dem Coefficienten von —%,; in der

Entwicklung des Bruchs

@)
Pz+1

Wenn f(x) eine unendliche Reihe ist, so wird f(w)-ﬁi—l ein Product,

dessen einer Factor nach den positiven, der andre nach den negativen Poten-
zen von x in’s Unendliche fortschreitet, und daher jeder Coefficient dieses
Productes ebenfalls eine unendliche Reihe. Man kann aber, wenn man die
Factorenzerfillung von P kennt, die Coefficienten der negativen Potenzen in

diesem Producte oder die Grofsen [)“[’ auf folgende Art durch einen endlichen
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Ausdruck darstellen. Zufolge der von mir in den angefihrten Untersuchungen
iber Partialbriiche gegebenen Sitze wird niamlich der Theil der Entwicklung

f(x)

von gy, Welcher blofs die negativen Potenzen von & enthalt, der Coeffi-

. 1. .
cient von - in der Entwicklung der Summe:

h f(xx+,‘)
CHP@ M — 2 —h)°

wenn man diese Summe iiber alle Wurzeln @, der Gleichung P =0 ausdehnt,
und die Entwicklung nach den aufsteigenden Potenzen von %, den-absteigen-

den von z anstellt*). Es wird daher der Coefficient von -;1,; in der Ent-
F(x) )

P
der Entwicklung von

oder die Grofse 3\’ gleich dem Coefficienten von L

wicklung von E

= (4R f (2, 4-h)
P F

Setzt man P=p, (v —2)(x—x,)... (x —x,), so wird [)’ff’ gleich
dem Coefficienten von A’ in der Entwicklung von

! (W1 f(ar, 4 h)
z+1 {(x-{—k——xg)(.r‘—}-/z L) oo (@ F h—z0) T

oder
i k_lf(-z't
o __ 1 = {(o,—x,) (x,—x,) ... (0,— xa) [ H
k AL 1.2...i.02%

wo man wihrend der Differentiationen nach einer der Grofsen z,, @,, ..., x,
immer die andern simmilich als constant anzusehen hat.

§. 2.
Losung der Aufgabe mittelst der Lagrangeschen Reihe.
Man kann zu diesen Resultaten auch durch folgende Betrachtungen mit
Hilfe der Lagrangeschen Reihe gelangen.
Wenn man das Polynom
P=y

-

#) Aehnliche Siize hat Hr. Caucky fast um dieselbe Zeit in seinen Exerceices
d’' Analyse aufgestellt, und ihnen eine sehr grofse Entwicklung gegeben, so dafs er es
fir nothig gehalten hat, dafir neue Benennungen und Zeichen einzufiihren, und daraus
einen eignen Calcul zu machen, den er Calcul des Résidus nennt.
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setzt, so erhélt die vorgelegte Entwicklung von f(x) die Form einer ganzen
Function von & vom (n—1)ten Grade, deren Coefficienten nach den ganzen,
positiven Potenzen von y aufsteigende Reihen sind. Das Eigenthiimliche dieser
Entwicklung besteht darin, dafs sie giiltig bleiben soll, wenn man fir denselben
Werth von y fir die Grofse x jede Wurzel der Gleichung P = y setzt.
Bezeichnet man daher die # Wurzeln der Gleichung P = y mit:

X, X, ... X,

so erfordert die hier vorgelegte Aufgabe, zuerst eine ganze Function von «
vom (n—1)ten Grade zu bestimmen, welche, wenn man fiir & nach einander
die Werthe X,, X,, ... X, setzt, respective die Werthe

[(X), (X)), ... f(X)

annimmt; die Coefficienten dieser Function, welche auf bekannte Art durch
die Grofsen

X, X, ... Xy (X, f(X), ... FX)

ausgedriickt werden, sind dann mittelst der Gleichung P =y nach den ganzen
positiven Potenzen von y zu entwickeln, was, wie ich zeigen will, mit Hilfe
des Lagrangeschen Lehrsatzes geschehen kann.

Aus der Gleichung

P—y=p+p2tpst . +pa"—y=p@—X)z—X).. (r—X,)
folgt:
P—y
r—X,

= p@—X)@—X) ... @—X)

= pl+p2w+ cee +p",1,-"‘1
+ Xi(pat pse+ oo Fpax™)
T Xi(ps 4 oo 1@ ) o L X

. dP .
Setzt man P’(w)=7x—, so wird

P(X,) = p. Xi— X)X —X,) ... (X,—X,).

Mittelst dieser und der ahnlich gebildeten Gleichungen kann die bekannte
Lagrangesche Formel, durch welche eine ganze Function vom (n— 1)ten
Grade ausgedriickt wird, welche fir # = X, X,, ... X, respective die Werthe
(X)), F(Xy), ... f(X,) annimmt,
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. (x—X)(x—X,) ... (r—X,)
f(X) (X —X) (=T ... (X,—X)

—X)(x—X)...(r—X,)
+f(X2) (X — X)X, —AX,) ... (X, —Xp)
+

5 _(r—X)(x—2X,)... (¢ —Xn)
+7(X.) (Xn—AX)) (Xo—AX)) ... (Xoi—Xm1)
folgendermafsen dargestellt werden:

1 X, X, A
(Prtpoz A ernw"—)gg(xl)) + If’s(zl’)) Tt {"((Xz |

] N’ Xi X X X2 Xn X
+(P2+p3w'f‘"°+pn$ 2){ P'{EY,))_l— P”(‘EY)) + P'IZ(X))}

+<p3+'mw+---+m¢"~3>§§ff€§)+‘f3§xi’+ & ,;{j;‘ x

X"“f(X) ‘f( 2) ""’f(X)
( PX) P(X) Tt TPy )

Die » Summen rechier Hand hat man nach den ganzen posmven Potenzen
von y zu entwickeln. Der Coefficient von y* in der Entwicklung der Summe:

XIH(X) | XX N i0.0)
P TR T T ey

ist die im ersten §. mit /355" bezeichnete Grofse.
Setzt man

[ f@de = py() :
und bezeichnet man mit ¥; die Summe:

Y X))+ (X)) + -+ (X)) = Y,

so erhdlt der obige Ausdruck, durch welchen f(x) dargestellt worden ist, die
einfachere Form:

ay,
(Prt Pzt oo+ pa™™) o

+ (Pt pset P Tt et

(4)
k

Es wird daher der Coefficient von y’ in der Entwwklung von 41x

. dy
man erhdlt 3°, wenn man den Coefficienten von y*t' in der Entwicklung
von XY, mit i1 multiplicirt.

, oder
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Um jeden der einzelnen Terme
wk(Xl)9' wi(X) . (X,

deren Aggregai mit Y; bezeichnet worden ist, nach den ganzen positiven
Potenzen von y entwickeln zu konnen, mufs man, wenn man hierzu den La-
grangeschen Lehrsalz benutzen will, die Gleichung P =y auf verschiedene

Arten auf die von Lagrange zu Grunde gelegie Form: ,

c—atyp@ =0 degii [0
bringen. Die Lagrangesche Entwicklung bezieht sich namlich auf diejenige
Waurzel dieser Gleichung, welche fir y =0 den Werth « erhélt oder einen
solchen Werth, fir welchen nicht zugleich die Function ¢(2) unendlich wird.
Setzt man

P =p,(x—uz)(x—a)...(x—x,),
so reduziren sich die Wurzeln der Gleichung P=y fir y=0 auf z,, 25, ... z,,
und ich will X, diejenige nennen, welche fir y =0 den Werth z, erhilt.
Um eine auf diese Wurzel X,, beziigliche Entwicklung mittelst des Lagrange-
schen Lehrsatzes zu erhalten; mufs man der obigen Bemerkung zufolge die
Gleichung P =1y folgendermafsen darstellen:

— Y —_
Tn— & Pr(@—2,) o (F— ) (B — T 1) ove (& — Zn) 0,

so dafs fir die verschiedenen Wurzeln X, X,, ... X, die Grofse o in der
Lagrangeschen Gleichung respective die Werthe z,, #,, ... r, erhilt, und
fir ¢ (x) die Functionen

xr—x, r—, T—&n
p p > 3

zu setzen sind.
Die Lagrangesche Reihe giebt, wenn vy (z) eine beliebige Function

von & und w'(m):—%(ﬂ ist,

) d.(pa)y'a d? 3
yo = yatygoyot y? LEDVE 4 LISV 4 g

. Setzt man hierin:

yo = yy(z) = [ f(@)dz

so erhalt man

pr(@) = Y (o) + yo' ! fopa y* dak—;gz(wa)‘+ Y dla:‘ 1;;0‘(? 2). + ete.
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Setzt man in der Reihe rechts vom Gleichheitszeichen:
1

Pr(r—ux,) (x—a5) ... (x—&n)’

a=x, @r=

so erhilt man die Entwicklung von (X)) und auf ahnliche Art die Ent-
wicklung von ¢ (X,), w(X;) ... yw(X,). Die Summe aller auf diese Art
erhaltenen Reihen giebt die Entwicklung von ¥;. Multiplicirt man den Coef-
ficienten von y’ in dieser letzteren mit é-}-1, so erhilt man:

; x’f"lf(.i‘x) -
. it1 [}
) Pa (@, —x,) (0, —x,) ... (2,— &)}
Bi = 1.2.3...i.0x¢ ’

wenn man wihrend der Differentiation nach 2, die Grofsen x,, a5, ... @,
als constant betrachtet, und die Summation noch auf die » —1 andern Aus-
driicke erstreckt, die aus dem unter dem Summenzeichen befindlichen durch
Vertauschung von x, mit &,, @;, ... x, erhalten werden, welches das im
ersten §. gefundene Resultat ist.

Hat P den Factor (x —a,)* und ist durch keine hohere Potenz von
x — x; theilbar, so erhalten fir y =0 gleichzeitig © Wurzeln der Gleichung
P =1y den Werth ;. Bezeichnet man diese Wurzeln mit:

X, X, ... X

172}
so mufs man, um durch den Lagrangeschen Lehrsatz die Summe

Y(X) 9 (Xe)+ - +y(X)

'nach den ganzen positiven Potenzen von y zu entwickeln, aus der Gleichung
P —y durch Ausziehung der uten Wurzel die Gleichung

1
‘L'l—a’"'!" 1 A 1 = 0
7’:1{('1‘_—*1’2)(‘”_'1'3)'" («T—xn)}#

ableiten, welche fir die verschiedenen Werthe der uten Wurzel u verschie-
1

dene Gleichungen von der Form a-—-x-—{—y?cpw:O giebt, welche sich auf
die verschiedenen Wurzeln X,, X, ... X, beziehen.
Der Lagrangesche Lehrsatz giebt die Entwicklung einer beliebigen
Function von jeder dieser Wurzeln nach den ganzen positiven Potenzen von
1

" y* und man erhdlt aus einer dieser Eniwicklungen sammiliche u, wenn man
1

fir y# seine u Werthe setzt. Die Entwicklung der Summe:

Y(X)+y(X)+ -+ (X
Journal f. d. M. Bd. Liil. Heft 2. 15
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erhalt man daher vermoge der bekannten Eigenschaften der Wurzeln der Ein-
heit, wenn man in der Entwicklung einer der Functionen (X)) etc. die ge-
brochenen Potenzen von y fortlafst und die ganzen Potenzen von y mit w
multiplicirf. Der Coefficient von y**' in der Entwicklung dieser Summe, mit
¢-}1 multiplicirt, wird daher

ouitu—1, _1_.7’:—1 f(xa) _
P (e, — 2,) (2, — ;) -0 (0, — 200) )T
1.2...(uwi+pu—1) guwrite—t s

was mit dem im ersten §. gegebenen Resultate iibereinstimmt. Wenn die
Function f(x) vieldeutig ist, so kann man willkiirlich dariiber bestimmen, wel-
chen ihrer verschiedenen Werthe sie fir jede der Wurzeln der Gleichung
P — 0 annehmen soll, und fiir jede dieser Annahmen werden die Coefficienten
«; der polynomischen Entwicklung verschieden. Wenn » die Zahl der Werthe
ist, die f(«) fir einen gegebenen Werth von & annehmen kann, so erhilt
man so den verschiedenen moglichen Annahmen entsprechend »” verschiedene
Entwicklungen.

S 3.

Anwendung auf rationale gebrochene Functionen.

Wenn die Function, welche nach den Potenzen eines Polynoms P ent-
wickelt werden soll, eine rationale Function ist, so werden die Grofsen /5’?
rationale symmetrische Functionen der Wurzeln der Gleichung P = 0, und
konnen daher durch die Coefficienten des Polynoms P rational dargestellt
werden, so dafs es in diesem Falle der Factorenzerfillung von P nicht bedarf.
Man kann aber in diesem Falle die vorgelegte Entwicklung auch durch die
folgende, ganz verschiedene Methode erhalten.

Es sei die zu entwickelnde Function

wo U und V ganze rationale Functionen von & sind. Jede dieser Functionen
stelle man durch endliche, nach den Potenzen von P forischreitende Aus-
driicke dar, '

v+ u,P40,P - U

Vo+ VP4 V,P*+ ... v,
in' welchen die Coefficienten U,, U,, ... etc.; V,, V,, ... etc. Polynome
von niedererem Grade als P sind. Es seien M und N zwei andere ganze

|

|
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rationale Functionen von & von der Beschaffenheit, dafs
MV —-NP — 1.
Diese Functionen M und N konnen durch die Methode der unbestimmten

Coefficienten oder durch die Verwandlung des Bruches —II,: in einen Ketten-
bruch gefunden werden.

Wenn die Factorenzerfillung von P gegeben ist, findet man M auch

dadurch, dafs man Fif/_ in Partialbriiche zerfallt, und alle Parti.albrﬁche, welche

aus den Factoren von P hervorgehen, in einen Bruch vereinigt. Der Zahler
dieses Bruches wird die Function M. Man hat daher, wenn man die Werthe
von V fir e ==, z,, ... x,, mit

Vi, V, ... V,
bezeichnet,

1
M 1 1

= P‘P’(xl)v,.(x——xi)—}_ P'(xz)Vz.(.zw——x,)_}_"' +P'(x,.)vn.(x-x,,)'
Hat man auf irgend eine Weise die Function M vom (n—1)ten Grade be-
stimmt, so bringe man die Producte MU und MV auf die Form:
u,+u, P+ u,P* 4 ... etec. = MU
14o0,P+o,P*+ ... etc. = MV,
in welcher die sammtlichen Coefficienten 'u(,, U, Uy, ... elc., ¢, 0y, ... etc.

Polynome von niedererem Grade als P sind. Der zu entwickelnde Bruch wird
dann:

Uy u, P+, P’ ..cete. U
14v,P+o, Pt cete. —  V
Entwickelt man den Ausdruck links nach den Potenzen von P, so werden
die Coefficienten ganze rationale Functionen von wu,, u, etc., v;, v, etc., welche
man wieder als Aggregate von Potenzen von P, die in Polynome niedereren
Grades multiplicirt sind, darstellen kann, wodurch man die verlangte Entwick-
lung erhiilt.
Man kann aber auch bei der Bildung der Coefficienten dieser Ent-
wicklung ein recurrirendes Verfahren befolgen. Ist die gesuchte Entwicklung
2 eae ’
fi PP P o ete, = Supbndoge 2,
wo fy, fis etc. Polynome (» —1)ten Grades sind, und kennt man bereits die
Coefficienten [y, fi5 ... fi> 50 findet man aus ihnen den unmittelbar folgenden
15‘22‘
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fis1- Ist namlich a, ; der Rest und 4, , der Quotient der Division von f,, .o,
durch P, so dafs '

fm'vk = am,k"{_bm,kp:
so sind die Functionen

Aoks > - o o g5 bo,k: bl,k) bi,k

gegeben, wenn die Coefficienten f, f;, ... f; bereits bekannt sind, und man
findet aus ihnen (den nichst folgenden Coefficienten

finn = U — {ai,l + ai—1,2+ l’i—2,3+ +“o,i+1}
- {bi—l,l ‘l" bi—2,2 ‘I‘ b;-s,s"l‘ e “I‘ bo,i}v
Mittelst dieser Formel kann man aus dem ersten Coefficienten f, = u, die
iibrigen finden.
Wenn P und V einen gemeinschafilichen Factor haben, kann die
Gleichung
MV —-NP — 1
nicht erfiillt werden, und es kann in der That dann auch die verlangte Ent-
wicklung nicht Statt haben.
Die Aufgabe, einen rationalen Bruch in eine nach den Potenzen eines
Polynoms fortschreitende Reihe zu entwickeln, deren Coefficienten Polynome
niedereren Grades sind, findet eine Anwendung, wenn man einen Bruch:

L
PiQkR!..T°
in welchem L, P, Q, R ... ganze rationale Functionen sind, in eine ganze
Function und in andre Briche zerlegen will, welche die Potenzen von P, Q,
R etc. bis zur iten, kten, /ten etc. zu Nennern und Zahler von respective
niedererer Ordnung als P, Q, R etc. haben. Man erhilt nimlich die aus dem
Factor P’ hervorgehenden Briiche, wenn man die rationale Function

L
in der im Vorigen auseinandergesetzten Weise in eine nach den Potenzen
von P aufsteigende Reihe entwickelt, deren Coefficienten von niedererem Grade
als P sind, diese Entwicklung aber nur bis zur (¢—1)ten Potenz von P fort-
setzt, und durch P! dividirt. Verfahrt man ebenso in Bezug auf Q, R etc.,
so ist das auf diese Weise erhaltene Aggregat von Briichen dem vorgelegten
Bruche gleich, oder, wenn der Zahler des vorgelegten Bruches von hoherem
Grade als der Nenner ist, von demselben nur um eine ganze Function ver-
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schieden, welche der Quotient der Division des Zihlers L durch den Nenner
PQ'R'. .. ist. Ist L' der Rest dieser Division, so werden die Briiche, in
welche der vorgelegie Bruch zerlegt wird, dieselben, wenn man statt des
Zihlers L den einfacheren L' setzt.

Man kann hiervon bei der Integration der rationalen Functionen Ge-
brauch machen, wenn der Nenner imaginire lineire Factoren hat, und man,
um die imaginiren Grofsen zu vermeiden, die reellen trinomischen Factoren
und ihre Potenzen zu Nennern der Partialbriiche nimmt.

S. 4.

Anwendung auf gebrochene Potenzen rationaler Functionen.

Ich will jetzt die im Vorigen gegebene Methode auf die Entwicklung
einer gebrochenen Potenz einer rationalen Function anwenden. Wie man zu-
folge einer oben gemachten Bemerkung voraussehen kann, wird dies nicht
moglich sein, ohne die Wurzeln der Gleichung P =0 zu kennen, indem die
Entwicklung nur dann bestimmt ist, wenn man festgesetzt hat, welchen ihrer
Werthe die zu entwickelnde irrationale Grofse fir jede der verschiedenen
Wurzeln der Gleichung P =0 annehmen soll.

Um der Aufgabe sogleich eine grofsere Allgemeinheit zu geben, werde
ich annehmen, die zu entwickelnde irrationale Function habe die Form:

v
umr—e g g
l/ T == f(.%‘\
vivhiyl ... ”

wo
v, v, U, ... vV, V,, V,
ganze rationale Functionen, und
V, My, My, My o5 O Oy O ...5 3, B1y B2

ganze positive Zahlen und aufserdem o, «,, o, ... kleiner als » sein sollen.
Man suche eine ganze rationale Function M vom (n—1)ten Grade, welche
einer Gleichung von der Form:

muoeosuvy... vtvivh: ... = 1—NP

geniigl, wo N ebenfalls eine ganze rationale Function sein soll und P
das gegebene Polynom ist, nack dessen Potenzen die Entwicklung ange-
stellt werden soll. Vermittelst der vorstehenden Gleichung sind die Werthe
der Function M fir die # Wurzeln der Gleichung P = O gegeben, und da
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diese Function den (n—1)ten Grad nicht iibersteigen soll, ist sie durch diese
Werthe bestimmt, oder hat nur diejenige Unbestimmtheit, die aus der Wahl
der Werthe hervorgeht, welche die gegebene irrationale Function fiir die ver-
schiedenen Wurzeln der Gleichung P = 0 annehmen kann. Umgekehrt ge-
niigt jede der so bestimmten Functionen M, deren Anzahl 2" ist, einer Glei-
chung der angegebenen Art. Denn wenn die Function M auf die angegebene
Art bestimmt ist, so verschwindet die ganze rationale Function:

1—M'U U0 ... VPV L
fir jede der Wurzeln der Gleichung PP =0, und ist daher durch P theilbar,
oder sie erhilt die Form NP, wo N eine ganze rationale Function ist, wie
verlangt wird. Bei dieser Bestimmung von M wird nur vorausgesetzt, dafs
die ganzen Functionen U, U,, ... V, V,, ... mit P keinen gemeinschaft-

lichen Factor haben, welches die Bedingung ist, unter welcher allein die ver-
langte Entwicklung Statt haben kann.

‘Hat man die Function M gefunden, so kann man die gegebene irratio-
nale Function auf die Form:

MUy UMUS-
v(1—NP) :
bringen, in welcher sie sich nun ohne weitere Schwierigkeit auf die verlangte
Art entwickeln lifst. Stellt man namlich den Zshler des vorstehenden Bruches
und die Function IV wieder als Aggregate von Potenzen von P dar, welche

in Polynome (n—1)ten Grades multiplicirt sind, so erhalt f(x) die Form:
f(z) = :¢0+1¢,P+u2P2-|- -+ ele.

Y(l—e¢, P—ov,P*—... etc.)

WO %y, U, ..., U, Dy, ... ganze Functionen (n—1)len Grades sind. Ent-
wickelt man diesen Ausdruck nach den Potenzen von P, so werden die Coef-
ficienten ganze rationale Functionen von #,, %, ... v,, v,, ..., welche man
wieder als Aggregate von Potenzen von P, welche in Polynome (n —1)ten

Grades multiplicirt sind, darzustellen hat, wodurch man schliefslich die verlangte
Entwicklung erhalt. '

9

Wenn P einen Factor (o —a,)* hat, so kann man mittelst der Glei-
chung, durch welche M bestimmt wird, fir & = «, nicht blofs den Werth
von M selber, sondern auch die Werthe seiner ersten u—1 Differenzialquo-
tienten bestimmen. Man kann daher immer die Partialbriche angeben, in
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welche sich der Bruch %‘,’; zerfillen lafst, und erhilt dann durch Multiplication

mit P die Function M selbst.
§. 5.

Anwendung auf irrationale Functionen im Allgemeinen.

Man kann durch die im Vorigen angewandie Methode auch allgemein
jede algebraische Function von « in eine nach den Potenzen eines Polynoms
P fortschreitende Reihe entwickeln, deren Coefficienten Polynome niedereren
Grades sind.

Es sei { durch eine algebraische Gleichung ¢(x, {) = 0 gegeben,
deren Coefficienten ganze rationale Functionen von & sind. Man soll { in
eine Reihe

o+t a, P+ o, P+ ete. = ¢
entwickeln, in welcher , «,, etc. ganze Functionen von & vom (n—1)ten
Grade sind, und welche so beschaffen ist, dafs sie immer gleichzeitig fiir alle
n Werthe von « gillig ist, fir welche P einen gegebenen Werth erhalt.
Wenn P verschwindet, welches geschieht, wenn man der Grofse z die Werthe

Ly Tyy .. T

n

giebt, so wird  respective eine Wurzel der Gleichungen
¢@,8)=0, @@,5)=0, ... ¢,,5)=0.
Es steht ganz in unserm Belieben zu bestimmen, welcher Wurzel £ jedesmal
gleich werden soll. Nennt man {,, §,, ... C, beliebige Wurzeln dieser ver-
schiedenen Gleichungen, so dafs C; eine beliebige Wurzel der Gleichung
¢ (2;,8) =0 ist, so kann die gesuchte Entwicklung von  so bestimmt wer-
den, dafs sie die Werthe C,, §,, ... §, erhilt, wenn = die Werthe z,, «,,
. &, annimmt, wobei wieder, wenn die Gleichung ¢ = O in Bezug auf {
vom »ten Grade ist, »* Combinationen Statt finden konnen, welche verschie-
dene Entwicklungen geben, die immer anderen Werthen der algebraischen
Function entsprechen. Die hier zu findende Entwicklung wird fir die der
Grofse a, benachbarten Werthe von x die der Grofse £, benachbarten Werthe
von G, fir die der Grofse a, benachbarten Werthe von x die der Grofse &,
benachbarten Werthe von  u. s. f. darstellen. Man kann dieselbe auf folgende
Art erhalten.
Es sei a¢ eine ganze rationale Function von & vom (n—1)ten Grade,
welche, wenn x die Werthe «,, ,,... , annimmi, die Werthe &,, £,, ... C,
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erhilt. Substituirt man in ¢(x, $) fir { die Function o, so wird die Function
¢(x, &), die man erhilt, immer durch P theilbar. Denn zufolge der gemachten
Voraussetzungen verschwinden die Grofsen:

-(P("l"ngl)v q’(“ha@)v o e e (P(a"n:Cn)
und da «, wenn z die Werthe x,, x,, ... x, annimmt, gleichzeitig die
Werthe §,, &,, ... C, erhilt, so verschwindet auch ¢(a, o) fir alle diese
Werthe von a, und ist daher durch:

(x—x,)(x—a3)...(x—2x,) = P
theilbar. Man setze jetzi
L= a+tz,
so verwandelt sich die Gleichung ¢(z, {)= 0 in eine andre von der Form:
AP+ Az 4 A,2° - A;3° 4 ete. = 0,
in welcher 4, 4,, A,, etc. endliche ganze Functionen von x sind. Wenn
man die beiden ganzen Functionen K und B, sucht, welche der Gleichung:
KA —BP = 1
geniigen, so erhélt diese Gleichung durch Multiplication mit K die Form:
BP+(1+B,P)z+ B,2*+ B2’} ete. = 0.
Durch Umkehrung erhalt man hieraus:
z = C\P+ C,P*+ C,P? + etc.,
wo C,, C, ete. ganze rationale Functionen von B, B,, B,, etc. und daher
auch ganze rationale Functionen von x sind, worunter ich immer nur solche

Functionen verstehe, in denen a aunf einen endlichen Grad steigt. Man kann
eine solche Reihe leicht in eine andre

{—oa=2=DP+ D,P*+ D,P? elc.

verwandeln, in welcher D,, D, etc. von niedererem Grade als P sind. In
sammtlichen hier betrachteten ganzen Functionen und auch in den zuletzt er-
haltenen I),, D, etc. sind die constanten Coefficienten rationale Ausdriicke
der in den Functionen P, ¢(x,() und o enthaltenen Constanten. Die Be-
9
a¢
§=o mit P keinen gemeinschaftlichen Factor habe, welche Bedingung darauf
hinauskommt, dafs, wenn man in der Gleichung ¢(x,{)=0 fir = die Wur-

zeln der Gleichung P =0 setzt, fir keinen dieser Werthe von & die Glei-

stimmung der Function B, selzl voraus, dafs 4, oder der Werth von fiir
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chungen ¢ (x,l)=20, zwei gleiche Wurzeln { erhalten. Hat P den Factor
(x — x)* so mufs nicht blofs e fir £ =, den Werth einer Wurzel { er-
halten, sondern es miissen auch die ersten w— 1 Differentialquotienten von «

d;  d¥% dr=1g

den diesem Werthe entsprechenden Differentialquotienten o T e

gleich werden, wodurch « in allen Fillen bestimmt wird.

§. 6.
Anwendung auf logarithmische Functionen, exponentielle Functionen und Potenzen
von beliebigem Exponenten.

Die hier gebrauchte Methode bleibt anwendbar, wenn die als endliche
ganze Functionen von x eingefiihrten Ausdricke solche unendliche Reihen
sind, welche in der angegebenen Art nach ganzen positiven Potenzen von P
fortschreiten und ganze rationale Functionen von x zu Coefficienten haben.
So kann die hier fir die Entwicklung einer algebraischen Function gegebene
Methode auch angewandi werden, wenn die zwischen = und { gegebene Glei-
chung die Form

(P'+ (P1P+ (P2P2+ etc. in inf. = 0

hat, wo ¢, ¢, elc. ganze rationale Functionen von « und £ sind. Auch fir
diesen Fall werden die Constanten, welche in den gesuchten Entwicklungs-
coefficienten (n—1)ten Grades enthalten sind, durch die Constanten des ersten
Entwicklungscoefficienten o rational ausgedrickt werden. Dagegen hort im
Allgemeinen die Anwendbarkeit der im vorigen §. fir die Entwicklung alge-
braischer Functionen gegebenen Methode auf, wenn es sich um die Entwick-
lung von franscendenten Functionen handelt. Man wird aber in vielen Fillen
durch ein andres recurrirendes Verfahren aus dem ersten Gliede der Ent-
wicklung alle Polynome nach einander durch algebraische Operationen ableiten
konnen, so dafs auch in diesen wieder die Constanten rationale Functionen
der in dem ersten enthaltenen werden.

Um hiervon ein Beispiel zu geben, will ich die Aufgabe stellen, den
Logarithmus eines gegebenen endlichen oder unendlichen Ausdrucks

ata,P+a, P+ a, P’ ete.
in welchem «, a,, etc. Polynome niedereren Grades als P sind in eine dhnliche
Reihe zu entwickeln. Es sei diese Reihe

oo, P+ o, P* 4 ¢ P* 4 ete. = log(u-}- alP-{—a2P2+a P’ +etc.),
Journal f. d. M. Bd. LIIL Heft 2. 16
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so erhdlt man durch Differentiation:
1) a4 a, P+ a, P> o} P° 1 etc.
+4-P'(a,-+2a, P+-3a, P* |- etc.)
= {a+ a, P+ a, P’ + a, P*-}- etc.}
x o 4oy P+ oy P* 4 o3 P* -} ete.
+ P’ (e;+ 20, P+ 30 P* -+ ete.) )’
wo durch den obern Accent der nach x genommene Differentialquotient be-
zeichnet wird. Es sei
R) &P =b+}e;P; oP' = f3;+y,P,
wo b;, 3; die Reste der Division von @;P’', ¢; P’', durch P und ¢;, y; die
respectiven Quotienten bedeuten; es sei ferner

(B)  ditict (it Db=e; otiyit(@+1)Bn=¢.
Da die Functionen @; gegeben sind, so sind auch die Functionen ¢; gegebene
Polynome vom (n—1)ten Grade. Durch Substitution der Gleichungen (2.)
und (3.) verwandelt sich die Gleichung (1.) in die folgende:
4) efeP+e, Pt e P+ etc
= (a+ a, P+ a, P>+ a; P - etc.) (¢ & P+ & P* | &, P° | etc.).
Setzt man
B)  astasigFas oo ae = L P,
wo §; und 7; ganze Functionen vom (»—1)ten und (n —2)ten Grade sind,
so giebt die Gleichung (4.) zwischen diesen unbekannten Functionen die
Relation
' 6) &= n.,1&.
Ich will jetzt annehmen, dafs die Entwicklungscoefficienten ¢, ¢,, ... o; be-
reits bekannt sind. Man kennt dann auch vermige (2.), (3.) die Functionen
&, &, ... &, und vermoge (5.) die Function 7;,_,. Es ist daher durch die
vorstehende Gleichung (6.) auch ; gegeben; vermoge (2.) ist auch y; ge-
geben. Setzt man daher:

(%) a(a£+”57i)+a18i—1+ a2€i_.z+ --'+a,~e——C,- = 9,
so ist auch J; gegeben. Die Gleichungen (3.), (5.) und (7.) geben
8) (E+Dapy+9 = uP
oder, wenn man den Werth
Bipn = o P'—y;, P
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substituirt,
9) {G+Vay+niP—G+1)aP .oy, = 9,
Setzt man in dieser Gleichung

(10) aP' = Q+f.P, (i+Dayi+n— G+ Uf e = ki,
wo Q den Rest der Division von «P’ durch P, f den Quotienten dieser Di-
vision bedeutet, so verwandelt sie sich in die folgende:

11)  kuP—(i41)e,.0 = 9.
In dieser Gleichung sind die ganzen Functionen P, Q, 9; gegeben, die ganzen
Functionen A;,, und o;,, unbekannt, von denen die letztere der auf die ge-
gebenen zunichst folgende Entwicklungscoefficient ist. Um denselben aus der
Gleichung (11.) zu bestimmen, sucht man ein fir allemal nach den bekannten
Vorschriften die beiden Functionen K und L vom (n —1)ten Grade, fiir welche
KP—LQ =1

ist. Nach gleichfalls bekannten Regeln wird dann (¢-}1)¢;,, der Rest der
Division von LJ9; durch P. }

Auf diese Weise kann man aus o nach und nach alle folgenden Coef-
ficienten «,, o,, ete. finden.

Als zweites Beispiel soll die Entwicklung einer Function dienen, deren
Logarithmus gegeben ist. Sind @, @,, etc. gegebene ganze Functionen (n—1)ten
Grades, und setzt man

eraPraPree — gL o P+t o, P* etc.,
wo a, o, etc. wieder ganze Functionen (n—1)ten Grades sein sollen, so
kann® man aus o die ibrigen Coefficienten ¢,, o,, etc. finden. Man kann
namlich allgemein, wenn e, @,, ... @; gegeben sind, den nichst hoheren
Coefficienten «,,, folgendermafsen bestimmen.

Bedient man sich der Bezeichungen (2.) und (3.), so hat man die
Gleichung

(ey+ e, P4 e, P* +ete.) (a+ oy P+ o, P? etc.) = &6 P+ &, P ete.
Kennt man «, ¢, ... «; und also auch ¢, &, ... ¢_,, so giebt diese Glei-
chung & und daber wegen (3.) auch f(3;,,, wodurch man mittelst (2.) auch
o;,, erhalten kann. Kennt man ndmlich die beiden Functionen M und N
vom (7—1)ten und (» —2)ten Grade, fiir welche

MpP' — NP = 1,
so wird o;,, der Rest der Division von Mp;,, durch P.
16 *
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Dieselben Betrachtungen lassen sich auf die Entwicklung einer belie-
bigen Potenz anwenden, wobei ich der Kiirze wegen wieder von den obigen
Bezeichnungen Gebrauch machen will. Fiir irgend e:nen Exponenten % sei:

(a+a,P+a,P*+ete) = a+e, P+ o, P} ele.,
so erhélt man:
ket e, P+ e, P+ etc.)(a+ o, P+, P? -} etc.)
= (a-ta, P+ a,P*+ etc.)(¢ -+ &, P+ &, P* - etc.).
Kennt man o, o, ... ;, so giebt diese Gleichung den Werth von {;, woraus
man mittelst (7.) den Werth von 9; und dann wieder, wie im ersten Bei-

spiel mittelst der Function L den Werth von (¢4 1)e;,, als Rest der Divi-
sion von LY; durch P findet.

7.

Anwendung auf den Fall einer durch eine Quadratur definirten Function.

Die im Vorstehenden angewandie Methode beruht auf der Benutzung
der Differentialgleichung erster Ordnung, welcher die zu entwickelnde Function
Geniige leistet. Dieselbe Methode kann in allen Fillen angewandt werden,
in welchen man, bei den gewohnlichen nach den Potenzen von a fortschrei-
tenden Reihen durch eine Differentialgleichung, welcher sie geniigen, lineire
Relationen zwischen ihren Coefficienten erhilt. Betrachtet man den einfach-
sten Fall, in welchem eine Reihe von der gegebenen Art zu integriren ist,
und das Integral wieder auf dieselbe Form gebracht werden soll, so kann
man jeden Term derselben auf den unmittelbar vorhergehenden zurickfihren,
so dafs man, wenn der erste Term gegeben ist, nach und nach alle Gbrigen
finden kann. Der erste Term des gesuchten Integrals mufs aber durch andere
Betrachtungen gefunden werden.

Es sei némlich:

ﬁ(m) dz =/<a+ @ PLa,Ptetc)de = A+ A, P+ 4,P* ) otc.

Sind wieder x,, @y, ... x, die Wurzeln der Gleichung P — 0 und ist z,
die untere Grianze, von welcher an das Integral genommen werden soll, so
ist A als eine Function des (#—1)ten Grades zu bestimmen, welche fiir
==&, &, ... T, respective die Werthe

/ “f(@) de, / " f(@) de, /"‘"f(m)dw

erhalt. Es sei OB,- der Rest c'der Division von A;P' durch P und C; der



2. C.G.J. Jacobi, Entwickl. nach den Polenzen eines ganzen Polynoms. 123

Quotient dieser Division, so dafs

A,P' = B;{C,P.
Man hat dann

a; = iC;H A4 (@i+1)B,,,.
Kennt man daher A4; und den Quotienten C; der Division von 4; P’ durch P,
so ist durch die vorstehende Formrel auch B;,; gegeben. Man hat dann auf die
bekannte Art zwei ganze Functionen A4,,, und C;,,, respective vom (n—1)ten
und (» — 2)ten Grade, von der Beschaffenheit zu suchen, dafs
4,.,Pp—-C.,,P =B,

Man findet diese Functionen mittelst der beiden Hiilfsfunctionen M und N
vom (n—1)ten und (n— 2)ten Grade, welche der Gleichung

MP' —NP — 1
geniigen, als die Reste der Division von MB;, , durch P und von NB,,,
durch P'. Es werden daher, wenn man A; und C; kennt, die Functionen
A, und C;, respective die Reste der Division

von lr_l-ii—M(a,-—A;-—iC,-) durch P und
von ?%N(ai—A:-——iCi) durch P'.

Auf diese Weise kann man aus A nach und nach alle folgenden Coefficienien
A,, A,, etc. finden. *)

#) Ich bemerke bei dieser Gelegenheit, dafs, wenn man das Product zweier den
(n—1)ten Grad nicht iibersteigenden Functionen F und G durch eine Function nten Grades

P=p+patp, et tpaa

zu dividiren hat, es vortheilhaft sein kann, dem einen Factor die Form
f(li,-l—m@'-l-"- +pn.%‘"'1)+f;(pz+p3$+ '"+pnxn—2)+'" +f"—2(pn—1+p"‘r)+f"-1p" =F
zu geben, in welcher f, f;, ... f._1 Constanten bedeuten. Man kann dann nimlich den
Rest und den Quotienten der Division unmittelbar hinschreiben. Um die Function F auf
diese Form zu bringen, bedarf es nur der leichten Auflgsung solcher lineirer Gleichungen,
von welcher jede folgende eine Unbekannte weniger enthialt. Wenn fiir mehrere éhnliche
Operationen, wie im Vorhergehenden, der eine Factor derselbe bleibt, wird der erreichte
Vortheil noch wesentlich vermehrt. Es sei

P, = Pm+Pm+1x+°"+pn$"’m:

P = p+p 2+ e pnrxmt,

P = Pmygmp,
F = [P+ f P+ fr1Pa.

so dafs

und
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8.

Modification fiir den Fall, wo die ganze Function P, nach deren Potenzen entwickelt
wird, lineire Factoren in hoherer als der ersten Potenz enthilt.

Das hier gebrauchte Verfahren mufs fir den Fall, dafs P und P’
einen gemeinschaftlichen Factor haben, eine wesentliche Modification erleiden.

Es sei P durch die Factoren o —x,, x—ua,, elc. respective u,, u,, etc.
Mal theilbar, so wird

F = (@—z) (@—z), ...

der gemeinschaftliche Factor von P und P’, und setzt man P=F.Q, so
wird Q durch (x —z,), (x —x,), etc., aber durch jeden dieser linedren
Factoren von F' nur einmal theilbar.

Aus der Gleichung

A, P' = B, C.P,
folgt, dafs auch alle Grofsen B, diesen Factor F' haben. Setzt man daher:
P—F.Q, P =F.Q, B,=F.D,

Ai Ql = Dz+ CzQ
Ist £ der Grad von F, so werden Q und Q, vom (n—f)ten und (n—f—1)ten
Grade; es werden daher A; und C; als Functionen vom (#—1)ten und
(n—2)ten Grade nicht mehr mittelst der vorstehenden Gleichung durch Q, @,
und D; bestimmt, sondern, wenn (4;) und (C};) in der vorsiehenden Gleichung
die Functionen vom (n —f—1)ten und (»n — f— 2)ten Grade bedeuten, welche
dieser Gleichung geniigen, so kann man zu (A4;) und (C;) respective die Aus-
driicke R;Q und R;Q,, wo R; ¢ine beliebige Function vom (f—1)ien Grade

so hat man

Ist der andre Factor
G = y+91x+yzx2+ o +gn—-lwn—l;
so setze man in dhnlicher Weise
G, = gm-}—ym_i_lx.{. +gn-1x"""“,
6™ = gt gt - gmoram,

so dafs
6"+ 2mG,, = G.
Setzt man r &
G
7 = 0tE

so hat man den Quotienten der Division
| 0 = 6,+£,6,+ -+ +fr26.ms
und den Rest

B = f(6'P, — 6, P)+f,(6"P,—G,P")+ -+ fn2(6" " Prsy — Gus P ) 4 £y P, G,
wie sich unmittelbar aus den vorstehenden Formeln ergiebt.
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ist, hinzufigen, und
4; = (Ai)+RiQ: Ci = (Ci)‘l’Rin
setzen. Nach diesen vorausgeschickien Bemerkungen will ich zeigen, wie man
in dem hier betrachteten Falle aus der Grofse 4; die folgende A4; ., finden kann.
Die oben gegebene Gleichung
a; = iC,+ A+ (i 1) By,
zeigt, dafs die bereits gefundene Function A; so beschaffen sein mufs, dafs
der Ausdruck a; —¢C;— A! durch F' theilbar wird, weil alle Functionen B;
durch F theilbar sind. Setzt man in der vorstehenden Glelchung B.=FD,,,
so erhilt man
(1) Dy = 3 fas—iC;— A},
Aus D;,, Q und Q, erhilt man die Functionen (4;,,) und (C,,) vom
(n—f—1)ten und (»n—f—2)ten Grade, welche der Gleichung
(Az+1)Ql = Dl+l+(Cz+l)Q
geniigen, und aus diesen:
z+1 = (Az.+1)"|’RQ; (Ji+1 = (Ci+1)+ RO,,
wo R eine noch zu bestimmende Function des (f—1)ten Grades ist. Die
Bestimmung von R erhilt man daraus, dafs der Ausdruck
a3 — (¢ + 1) Ci+1 - A;+1
durch F' theilbar sein mufs. Setzt man
Giy1— (i+1)(a+1)— (Ai+1), = b,-+1, Q"l‘(i‘l' 1)01 = Qi;

so wird der vorstehende Ausdruck, wenn %:R’,

H = bi+1_‘ QiR"" QR'-

Es kommt daher darauf an, eine Function R vom (f—1)ten Grade so zu bestim-
men, dafs der Ausdruck H durch eine gegebene Function vom f'e Grade
F = @—a) Y oe—a)="1...
theilbar wird, deren linedre Factoren die Function Q einmal und nicht

dfter theilen.

Soll der Ausdruck H durch (z — x,)*~' theilbar sein, so mufs der-
selbe und seine p, —2 ersten Differentialquotienten fir x==, verschwinden.
Aber in jedem Differentialquotienten von H ist der hochsie von B in Q mul-
tiplicirt, welches fir & = @, verschwindet, so dafs fir = x, in dem
(u#, — 2)ten Differentialquotienten von MH die Differentialquotienten von R
ebenfalls nur bis zum (u, — 2)ten steigen. Man erhélt daher, indem man H
und seine u, —2 ersten Differentialquotienten = 0 setzt, nachdem man darin
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den Werth o =ua, substituirt hat, u;, —1 Gleichungen, aus denen man suc-
cessive die Werthe findet, welche R und seine u,—2 ersten Differential-
quotienten fir z = x, annehmen. Umgekehrt wird H durch (@ — )
theilbar, wenn man die Werthe von R und seinen @, — 2 ersten Differential-
quotienten auf die angegebene Art bestimmt hat. Ebenso erhalt man aus der.
Bestimmung, dafs H auch durch (@ — x,)*>~" theilbar sein soll, die Bestimmung
der Werthe, welche R und seine p,—2 ersten Differentialquotienten fiir
& = x, annehmen, und &hnliches in Bezug auf jeden der linedren Factoren,
durch deren hohere Potenzen P theilbar ist, und deren um 1 niedrigere Po-
tenzen die Factorer von F' bilden.

Kennt man auf diese Weise sowohl die Werthe, welche R selbst fiir
£ =&, T=4,, etc. annimmt, als auch die Werthe, welche seine u, —2
ersten Differentialquotienten fir o= x,, seine u, — 2 ersten Differentialquo-
tienten fir x =u,, u. s. f. erbalten, so kennt man auch die Zahler der Partial-
briiche, in welche sich der Bruch

R R

F — (r—ax) N (w—a,)m T,

nach den gewdhnlichen Regeln zerfillen lifst, und erhélt durch Multiplication
mit F' die gesuchte Function B selber. Hat man R gefunden, so ist der
gesuchte Coefficient A4;,,=(4;,,)-- BQ vollkommen bestimmt. Man kann
daher auch in dem Falle, dafs das Polynom P gleiche Factoren hat, jeden
Coefficienten der gesuchten Entwicklung des Integrals aus dem unmittelhar
vorhergehenden ableiten, und so aus dem ersten A nach und nach die ibri-
gen finden. Die Bestimmung von A ergiebt sich aber daraus. dafs A far
&L ==, Iy, etc. die Werthe

/x'f(a:)da:, /.fo(w)dw, etc.

erhilt, und dafs von der Function
A— fadz
die u,—1 ersten Differentialqnotienten fir x=ax,, die u,—1 ersten fir
& == &,, etc. verschwinden.
Auf ganz édhnliche Art ist das in den im §. 6. behandelten Beispiele;l an-
gewandte Verfahren, um aus dem ersten Entwicklungscoefficienten die folgenden

abzuleiten, fir den Fall, wenn P mehrere gleiche Factoren hat, zu modificiren.
(Berlin im Juli 1847.)




