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4,
Sur un théoréme relatif aux séries. %)
- (Par M. G. Lejeune-Dirichlet.)

Le théoréme que je vais établir d’une maniére nouvelle est le méme
qui m’a servi comme lemme dans plusieurs Mémoires précédents. La démon-
stration que j’en ai donnée dans le premier de ces Mémoires **) suppose une
certaine condition qui, bien qu’elle se trouve remplie dans la plupart des appli-
cations qu’on peut faire du lemme, n’est pas indispensable, comme j’en ai déja fait
la remarque ailleurs, et comme on pourra au reste le voir dans ce qui va suivre.

Je commence par un cas particulier trés-simple et qui consiste en ce que, @
et b désignant des constantes positives et ¢ une variable également positive, on a

. i 1 1
me n=0 (b4 na)'*¢ a’

la limite se rapportant au décroissement indéfini de ¢. Pour démontrer ce
cas particulier, considérons Pintégrale
* dx 1

AT

comme 'aire d’une courbe ayant & pour abscisse; cette courbe se rapprochant
de plus en plus de I'axe des x, si 'on meéne des paralleles a cet axe par
les extrémités des ordonnées qui répondent a x =06, b+ a, etc., on aura
des rectangles extérieurs et intérieurs a notre aire, et I'on conclura sur le
champ que la somme dont il s’agit d’avoir la limite, se trouve comprise entre

les deux quantités
1 0 1
P

- o1
dont la limite commune est -

Pour passer maintenant au théoréme général, soient
kyy booy bsy oo Ky onl s,
des constantes posilives rangées par ordre de grandeur croissanle, de sorte
que k, = k.., et supposons que ces constantes soient telles, qu’en désignant

*) Journal de M. Liowville. Année 1836.
##) Tome XIX de ce Journal.
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par ¢ une variable continue el positive, et par 7' le nombre des termes de

notre suite qui ne surpassent pas £, le rapport
T

t
converge vers la limite finie lorsque ¢ croit indéfiniment. Cela supposé, je
dis que cette méme quantité « sera aussi la limite de la somme
1) o3 i
n=1 I,
pour une valeur infiniment petite de g.
D’aprés la condition supposée, on peut, J désignant un nombre aussi
petit que I'on voudra, choisir un terme de la série dont la valeur z soit assez

grande pour que, ¢ étant = =, on ait conslamment
T
o—0<< +<< o 0.

Cela fait, soit N la valeur de 7' qui repond & =7, et ne considérons
d’abord que les termes de notre série ayant un indice » > N. Un pareil
terme £, peut présenter deux cas, selon que I'on aura &, <<k,,, ou k,=k,,,.
Dans le premier cas, la valeur de T' qui répond a ¢===FK, sera n, et I'on aura

o—d<<-<adtd

Dans le second cas, soit, parmi les termes qui suivent k,, &,. le dernier qui
soit encore égal a k,; soit de plus, parmi les termes précédents, &, le premier
dont la valeur soit inférieure a celle de %£,. Si maintenant nous faisons croitre ¢
a partir de £==F,,, T restera invariablement égal a m, tant que ¢ n’atteindra

pas la valeur %&,., et notre rapport —t—T approchant ainsi indéfiniment de kﬂ,,.,’
en méme temps qu’il reste toujours supérieur a.a— J, nous aurons
—,-3’->a——()‘.
Mais comme par le premier cas nous avons aussi —,é"j—n'j<a+d‘, et en outre
m<n<w, k,= k,, nous concluons, comme précédemment,
«— <)‘<—k% < a4,

Cette double inégalité étant mise sous la forme

l [ 1+
(@ —d)H e << ;+e<(“+ J) ",,.ﬂ,a
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. . b ; N q o
si nous sommons depuis n = N-1 jusqu'a n= oo, il viendra

1

1 e 1
(¢ — (5‘)1+9‘@2‘n1+e < 92‘,;:";5' <(a+-d)'*e. QZF‘['

s ; 1 s ..
Or lexpression 9= rentrant dans le cas particulier examiné plus haut,

en supposant b=N-+|1, a=1, et ayant par suite Punité pour limile, on
voit que la partie de notre somme (1.), qui s’étend depuis n==N-}1 jusqu’a
n=—oc, finira par rester comprise entre &« —¢ et a--¢, le nombre ¢ étant
tant soit peu supérieur a J' et par conséquent, comme ce dernier, d’une peti-
tesse arbitraire, el comme en méme temps la premiére partie qui n’a qu’un
nombre fini N de termes, converge évidemment vers zéro, il s’ensuit que la
limite de I’éxpression (1.) est en effet ; C. Q. F. D.




