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7.

De aequationibus quarti et sexti gradus quae in
theoria linearum et superficierum secundi gradus

occurrunt.
(Auctore F. Joachimsthal, Prof. ord.)

Quae olim de normalibus linearum et superficierum secundi gradus
exposui theoremata, ope duarum aequationum, quarum una quarti altera autem
sexti gradus, demonstrari possunt. Cum autem in utraque, quam ea de re
conscripsi, commentatione geometrica, harum aequationum proprietates alge-
braicas consulte praetermiserim, haud inutile fore credo, formulas, quibus antea
usus sum, cum Geomelris nunc communicare. In fine commentationis nonnulla
de aequatione generaliore 2nti gradus adjiciam, quae illas tanquam casus spe-
ciales continet.

l.
Problema de inveniendis normalibus a puncto (&, #) ad conicam ad
coordinatas rectangulares relatam ~

1) Z4% =1

ductis, a resolutione aequationis (1.) atque

§—x _ ,u—y
R) a — —“6—7—

pendet, ubi & et y tanquam incognitae spectandae sunt. Introducendo aliam
incognitam u, valoribus fractionum in (2.) contentarum aequalem, habemus

(2*) T = afu y = b{){?u ?

atque hinc, per aequationem (1.)

B Gt wger = b

sive, si brevitalis causa loco ipsarum a&®, &7’ litterae o, 3 scribuntur

o 8
(4) (aFu)? + (b-l—u)’ = 1?

cujus aequationis hiquadraticae radices signis u,, %,, %;, u, denotentur.
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Ut relationes inter normales inveniantur, quae a coordinaiis §, # non
pendeant, quantitates o et 3 inter aequationes

a B8 _

@y Totay = 1
a 1] o

@) SaFar T aFay =1
o B8 -

@roy togayr — 1

eliminandae sunt. Aequatio, quam nota eliminationis regula obtinemus, more
auctorum recentiorum, qui theoriam determinantium coluerunt, hoc modo ex-
hiberi potest

1 1

@fu)y GFuy |
6. 1 1 — 0.
O ey o !
1 1 1
@fuy 0Fwr

Quum autem haec aequatio factorem supervacaneum (u,— u,)(u,— us)(Uy— ;)
manifesto contineat alia eruenda erit eliminationis methodus cujus ope ad re-
lationem ab hoc incommodo liberam perveniatur.

Designando per ¢ (4) fanctionem primi vel secundi gradus, atque ponendo
(atu)(atu,)(a+u) = A,
(b+ u,) (b+ u,) (b+ u) = B,
habemus formulam notam

@) _ _ ¢(=w) 1, 9l=w) 1+ P(—u,) 1

4 Uy— U, Uy— U, G+ U, Uty Uy — Uy Gty Uy a-+tu,

quae differentiatione respectu quantitatis @ in hanc

¢ (a) A—g/(a) 4
@)

—_ P(—w) 1 + @ (—u,) 1 + P(—u5) 1
uy—ty Uy — vy (at-u,)* L ow— g gty (B w,) 1 — g uy—u, (@)’

transit. Jam multiplicando aequationes (5.) per quantitates

‘P(_‘ “1) ‘P(—'"z) ‘P(‘—“s)
Uy — Uy Uyg— U, T U— Uy Uy — Uy " Uty Uy — U

atque addendo, oblinemus ope aequationis (7.)
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8)  Slp@d—g@d}+L o0 B —yib)B)
_ew) L elew) p(—u,)

WUp— Uy Uy — Uy U — U, s Uy 1, ’Mf’*’t% U, — U,

Sit ¢ (a) functio linearis == @1, ubi 4 quantitatem constantem denotat. Pars
dextra aequalionis praecedentis secundum formulam Eulerianam evanescere
debet, atque habemus

9)  mlp@A—g@A}+ 5 (o) B—¢'B)B) = o.
Sed quantitas arbitraria 4 ita determinari potest, ut sit

(10) g@)A'—q¢'(a)4d=0, sive

at2 A
qua relatione (9.) in hancce transit
. 1 B
(11) (p(b) B'-—- (p'(b)B = O, sive m == 'B" .
Substitutis iterum valoribus functionum 4 et B, loco duarum aequationum prae-
cedentium habentur sequentes

1 1 1 1
ati a+tu, +au-i—u2 +a+u3
1

!

(12)

I

1 1 1
bFa b+u,+b+u,+l)+us‘

His calculis eliminatio duarum quantitatum « et 3 e tribus aequationibus. (5.)
ad eliminationem unius quantitatis 4 e duabus aequationibus (12.) reducta est.
Jam subtrahendo aequationes (12.) obtinemus, suppresso factore a—6,
1 1 1 1

13. = -l

A3 GFeTs = @rwite T et T @ttt
et e combinatione satis obvia aequationum (12.) et (13.) haec aequatio
finalis respectu radicum u,, w,, u; omnino symmetrica

1 1 1
(14 (a+u,)(0+ 1) + (a4 u,)(0+u,) + (a+1,)(b+u,)
1 1 1
T e T ernete T et = 0

derivatur. Calculo praecedenti igitur nacti sumus

1 1
wFa G Fu) T @R G
characteristica (1,2), inter ternas radices u,, w,, w; aequationis biqua-
Journal f. d. M. Bd. LII1, Heft 2. 20

Theorema 1. Designando quantitatem
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draticae

o 8 -
4) (a+u)* + bFur 1

relatio intercedit
14%)  (2,3)+(1,3)+1,2) = o.
Qua ex aequatione tres aliae, illi (14*.) analogae, permutatione radicum
deduci possunt, scilicet
(15') (2, 4)+ (1,4) ‘*‘ (19 2) =0,
15*) @G1LH4+A,3)+3,4) = 0,
(15**) @RH+R,3)+@3,4) = 0.
Formando combinationem (14*.)-} (15.) = (15*.) 4 (15%**.) prodit alia aequatio
haud inelegans
(16.) 1,2) = 3,4)
unde fluit

, . .. @ 6 __
Theorema 11. Inter quatuor radices aequationis @Tur + T =

valet relatio
1 1 1 1

@Fa 0T T @Fatrey — @rgtte T @rgtTe”

Cujus theorematis adjumento sex expressiones
(192)7 (17 3)9 (19 4)’ (2’ 3)9 (27 4)7 (3’ 4)?

quum sit (1,2) =(3,4), (1,3) = (2,4), (1,4) = (2,3) ad tres diversas
1,2), (1,3), (1,4) reducuntur quae tanquam radices aequationis cubicae,
formae

UC4VO0+V = 0
inveniri possunt, ubi 4', A" ipsarum e, 3, @, b sunt functiones algebraicae
facili negotio eruendae. .
Observatio. Aequatio fundamentalis (4.) in formam trigonometricam
redigi potest, ponendo

unde prodit

COsS @ sing
sive
{sing 4 mcosp =singpcosg, ubi l:—a—_—_—b—, me= ———0p:
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Quae igitur de aequatione biquadratica (4.) supra invenimus theoremata, nunc
ita audiunt.

plnter radices ¢, ¢, @3, @, aequationis ¢ smq)—}—mcosrp == singcos ¢
pintercedunt relationes
in (@, ¢2) -+ sin (g1 + ¢s) - sin (g ¢5) = 0
o+t 93+ 9o = @n+41)n; n = num. int.”

Interpretationem geometricam relationis (14.) infra examinabimus.

1L

Perinde problema ducendi lineas normales a puncto (&, 7,) ad superficiem
xi y‘Z z2 .
TTrte =1
a resolutione aequationis sexti gradus

a&?

4% Grortoqer T ere =1

sive

=1

@ 8 4
48 aror T e T etor

pendet, ubi brevitatis gratia «, 3, y loco ipsarum @&’ br?, €L’ scripsimus.
Ut proprietates normalium per idem punctum (§,7,%) transeuntium detegantur,
inter quatuor aequationes

o B r
(“+“1)2+(0+“1)1+(c+“1)2 =1
o B r
(19.) (“+uz)'+(b+uz)2+(c+uz)2 =1
" Nergtotrteny =1
(a+u,)* (b+u3)2 (c-!-u ?
=1

wtor T ot er

quantitates «, f3, y eliminandae sunt, ita quidem ut aequatio finalis a producto
differentiarum w, — u,. %, — ;. U, — W, U, — Uy . U, — U, . U; — u, sit libera.
Scribendo
(ad-u) (@t w)(atu)(atu) = 4
20) {@+u)®+u)(btu)btu) = B

(et u)(c+w)(ctu)(ctu) = C
20%
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atque statuendo ¢ (@)= (a-}4)(a-} u), habetur

Ppa) l(—n) 1 + .-
A T u,—uu,—u u,—u, atu,

unde, differentiatione respectu ipsius « instituta, prodit aequatio

'
(#1.) (P(“)AAz‘p 22— 2'uz——u‘ .:’4;(—_—:2).144—1% (u-]—iui)z'
Cujus formulae ope, si aequationes (19.) ex ordine factoribus
P(—n,) ' P(—1,) P(—u,)
Uy — Uy Uy — U Uy — U, " Uy Uy Uy Uy Uy Uy Uy — Uy Uy — Uy Uy — Uy
@(— 1)

Uy — Uy Uy — U, - Uy — U

multiplicantur, obtinemus addendo

L@ A —o (@ A} Lo B — ¢ BB+ L (p(0)C' — ¢/ (0)C)
@(—u,)

Uy =y Uy — Uy Uy — Uy

Quum functio ¢ secundum gradum non transgrediatur, pars dextra hujus for-
mulae evanescit; habemus itaque

(22.) g {p(@)A'—g' @)A}+ Eﬂs{fp@B’—w’(b)B}Jr &le(©)C—9¢'(0)C} = 0.
Quantitates 4 et u, quae in functione ¢ inveniuntur, quippe quae omnino ar-

bitrariae sint, ita determinari possunt, ut ipsarum B coefficientes eva-
9 82

o
F}
nescant. Quo facto, aequatio (22.) in tres alias discerpitur,

pa)Ad —q¢' (@) 4d=0, ¢b)B' —¢ (b)B=0, ¢)C'—¢'(c)C=0
sive in

1 1 1 1
a4, + a+tu, + a+, + a+tu,

1 1

a+2 + atu

1 1 1 1 1 1

(23) W) T btu =~ btu, +b+uz+b+ua + bFu,
T 1 1 1 1

et Vetp T et +c+u2+c-|—ua +c+u4.

Reduximus itaque eliminationem ipsarum e, (3, ¥ e quatuor aequationibus (19.)
ad eliminationem duarum quantitatum 4 et u e tribus aequationibus® (23.).
Quae eliminatio, quamvis illa, quam supra (I.) tractavimus, multo complicatior,
haud ineleganter hoc modo perficitur.
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Subtrahendo binas aequationes (23.) habemus
1 + 1
(a+2)(b+4) ' (atu)b+p)

1 1 1 1
GTa 0w T @0 T @Fe G T @t et
1 1

24) (b+4)(c+4) T (64w (c4p)
' o 1 1 1 + 1
T (btw) (e ) T (b+u) (et u,) T (btu;)(etu) * (b4u,) (e+u,)

1 + 1
(a+2)(c+4) ! (a+p)(c+un)

1 1 1 1
= (a+u,)(c+u,) + (a4 w,)(c+w,) + (au,)(c+u,) + (a+u,)(c+w,)
et multiplicando aequationes (23.) ex ordine per
1 1 1

b—a.c—a’ a—b.c—0b’ a—c.b—c

atque addendo, habetur
: 1 1 '
@) Grner ey T aFmeraets

1 1
(etu,) (bFw,) (cfu,) ++ (@+u,) (b+u,) (cfu,) )
Jam procul dubio lectorem accuratius examinantem non fugit, calculos,
quorum adjumento ex aeq. (12.) et (13.) quantitatem A eliminavimus, hac
formula concinne exhiberi posse

(26) (§1+§2‘l‘ v +§n> (771"}‘772+ +77,L>*’(§17]1+§2772+ + §n’7n)
_ 2@”7,"}‘ §2171)'

Si m =1, pars laeva in nihilum abit; si autem 22, summa ad dextram
nn—1)
2

summas binarias ut §,7,--&,7, continet.

Est autem formula (26.) prima in serie quadam infinita formularum,
quarum secunda hoc modo scribi potest:

(27.) 2512"]12&— 2’flzhh L — 27712§1C1 - 2?125"71‘{‘2}7&771@1
= 2<§1772C3+§1773C2+ §2773§1+§27]1§3+ &y & + 53"72@1)‘

Summae = in membro primo aequationis (27.) n terminos, summa autem in

nin—1)(n—2)
6

membro secundo —= summas partiales senarias continet; si autem

n=1, aut # =2, primum membrum evanescit.
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Habemus ex. gr. pro n=3
(28.) (§1+ & Jf &) (-t -+ 773)@1‘{‘ §2+ &) — (§1+ §2+ &) ("]1§1+772 €2+ ﬂaCs
— (my + 72 + "73) (51 Zl"l‘ & Cz"l‘ § Cs) - (gl—l_ §2"|‘ Cs) (§1771"|‘ §2"72‘|' §3"73)
+ 2 (§1771§1+ §2772§2+ §37]3§3)
= §1"72§3 'l‘ §1m3 Cz"l‘ §2"71§3+§2773§1+ §3771§2‘l" &7 Cis
unde fluit aequatio identica
(29.) (& + &) (m + 72) (Q + Cz) — (& + &) (m G + ﬂzCz) — (m + 72) (1 () + 55)
- (Zl"l’ §2) (§1’71'|" §2"72)+ 2(§1"71 C1+§2"72 §2) = 0.

Quibus expositis ad eliminationem ipsarum i et u progrediamur. Formetur
hunc ad finem expressio

1
<a-1|—l+ a-?—,u>(b-i}-l+ b—:—u><c-|1—). + c-l—()
1 1 1 1
— (a-|—2.+ a—]—p)((b-l-l) (c+4) + (0+p) (C+M))

1 1 1 1
- <b-{-l+ I)—]—(A)((a-l-l) (c+4) + (a+m(c+n))

1 1 1 1
'(c+l+c+u)((a+k) =) Jr(w+m(b+m>

1 1
+ 2(<a+m<b+l) CEwT) <a+m(b+m<c+m)’

quae secundum formulam (29.) identice evanescit. Substitutis autem valoribus

1 1 1 1 . .
summarum — _H—[— aTa’ BT }.+ PR’ etc., supra inventis (cf. formulas (23.),

(24), (25.)), obtinemus ope formulae (27.) quaesitam aequationem finalem
respectu radicum w,, w,, u;, ¥, omnino symmeliricam, quae brevitatis causa

1
(B0) 0= Eor et

scribi potest. Signum = viginti quatuor terminos continet, e termino primo

permutatione radicum u,, #,, u;, u, deducendos. Quae

(ad1,) (b+u,) (c+uy)
nunc inventa sunt, hoc modo enuntiari possunt.
Theorema III. Designando quantitatem

1 1 1
@l T w ety T aFm GFuefm T @Gt u)ete
+ : + ! 1
@Fa bt etn T @t ttnete T Grnttenere
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characteristica (1,2, 3), inter quaternas radices #,, u,, u;, u, aequationis
o
48) et ot ey
intercedit relatio
(B1)  (2,3,4)+1,3,9+1,2,44(1,2,3) = 0.
Quae propositio illi analoga est quam supra demonstravimus. Similiter, ut sex
quantitates in (L) signis (1,2), (1,3), (1,4), (2,3), (2,4), (3,4) denotatas
ad tres diversas reduci posse docuimus, nunc reductionem viginti gnantitatum
(1,2,3), (1,2,4)...(4,5,6) ad decem explicabimus.
Derivantur mutatione radicum e formula (31.) relationes
(31%) (2,3, 5)‘1"(19 3, 5)"1‘(17 2, 5)+(1v 2,3) =0
G1%)  (2,4,5)41,4,5+1,2,5)+(1,2,4) = 0
(31°) 3,4, 5)"{“(1349 5)"["(17375)+(19 3,4) =0
31Y)  (2,3,4)+(2,3,5)4(2,4,5)+(3,4,5) = 0
31y 1,2,3)+(1,2,6)+(1,3,6)4(2,3,6) = 0.
Formando combinationem (31.)4-(31%) = (31".)} (31%) (31.), habemus
32) 1,2,3) = (1,4,5)4(2,4,5)+(3,4,5), unde
(1,2,3) = (1,4, 6) JI‘ (2,4, 6) —}' 3,4, 6)
(1,2,3) = (1,5, 6) 4 (2, 5, 6)+ (3, 5, 6), aique similiter
4,5,6) = (1,2,4)4(1,2,5)+1,2,6)
4,5,6) = (1,3,4) +1,3,5) +(13 3,6)
4,5,6) = (2,3,4)+(2, 3, 5)+(29 3, 6).
Quarum aequationum ratione habita, summa (31.)4(31%.) 4 (31°) mautatur in
(33) 1,2,3) + (4,5,6) = 0.
Nacti igitur sumus hanc propositionem
Theorema IV. Denotando per wu,, u,, u, tres radices aequationis
sexti gradus

=1

@ B r
4% aroterotere = b

aequatio vigesimi gradus, cui omnes valores diversi expressionis

1 1 1
U= roroetm T atattaete T @ratta et
+ 1 1 + 1
@Ot wete T @retuetn. T @roFwete

satisfaciunt, potestatibus imparibus ipsius U caret.
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o e . 24 o (229
u nerali LI L: e 2 —
Antequam aequationis ge S aFor + TR 4ot ot
proprietates deducemus, nonnulla, ne formularum nexus nimis interrumpatur,
de transformatione summae =, /3,%;... u, addantur. '
Vseeo b

1L
Lemma. ,Datis n seriebus quantitatum
o O ... O
[))1 ﬁ2 * e e ﬂi
T R

T R N 123
summa e, 9 ... M,

»quae ¢(¢—1) (¢—2) ... (¢—mn-1) terminos continet, ope summarum
o, =2 2y ... 2wy

Sl Zewy ... Zhwy
(34) Sy iy Eoufidy ... Zxhuy

o By e Wy
pquarum singulae ¢ terminis compositae sunt, exprimi potest, ita ut sit
35) Zefoys..om, = J,
»ubi J summarum (34.) functionem integram denotat. Dicimus insuper,
sexpressionem J pro ¢ =mn—1 in nihilum abire.
Quod lemma, facile ad inveniendum difficile autem ad explicandum, cum
formula de reductione expressionis =z ;% ... #/» ad summas potestatum ra-

dicum z,, x,, ... @;, si ad modum demonstrandi solum spectas, prorsus con-
gruit. Evolutio casuum =2, =3, =4, quorum priores jam supra indica-
vimus, hic sufficiet (cf. form. 26 et 27). Habetur

26) Zop, ==, —=Ze,f3
unde mutliplicando per =y,

(36) ZopZy = e, Ep 3y — o2y,
Est autem

(36%.) 20‘1[3)2271 = 2“1/3)273‘}‘2“171ﬁz+2a2ﬂ1715
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atque iisdem, quibus formula (26.) demonstratur, ratiociniis
oy, = Sy i — ey
o,y = e — Za, 3,y
His valoribus in formulis (36.) et (36%.) substitutis, derivatar
B7) Zefy; = Ty 2y — e, TPy — 2 Zye— 2y, 2oy
42 Zoy 171
Perinde reductio ipsius =, [3,7;d, peragitur. Nam multiplicando aequalionem
praecedentem per =Jy, obtinemus
B7%) =0, 2oy = 2oy TPy 0, — oy T, 2Py — 2P 202y,

v, 20, ey 3, R0, Za,f3,7,.
Est autem

(B7%*) ZOZaeyfoy; = Zoyfrys 0t Z a0\ Boyst 010y =y, 0 0y By
eademque via, quam ad stabiliendam formulam (37.) secuti sumus, invenitur
2“](}‘1/3273 — 2061()\,2/31271-—- }:(Xl(ylzﬂlyl——-Zﬁlzalyldl—zylzalﬁld‘l

+R2= 0,37,

=B 0y = =0, 20, 2y, —~2p0, ey — e 2By — 2y Zey 3,0,
+R2Za, 3,719,

Ep0 e = 20, 20 2P — 2,0, T f— Zey TRy 0 — 2B, Zeyy,0,
' +RZe, 39,9,

Quibus valoribus in (37%.) atque (37*%*.) substitutis, derivatur
38) oyl = 2o, 2,2y, 20, — e, TP, 2y, 0, — e, Ty, 2B, 0,
— 2, 20, Iy — 2 20 e, — 2P, 20, Zeyy, — 2, 2y, Zay
FR2y, = 3,710, + 2B, Ty 0 4 2y 2oy 3,0, + 229, ey By,
— 620, 7.0,.
Si singulae summae =¢,, =f3,, =y,, 2'J, quatuor continent terminos, ita ut
sit Tty == ey oty o34, ete., pars laeva aequationis (38.), iisdem viginti
quatuor terminis composila. atque determinans systematis
o Oy 05 0
B B B B

Yi Y2 Vs Ya
4, 0, J, 0,

in eo tantum a determinante differt, quod omnes ejus termini sunt positivi.

Unde fluit, partem dextram formulae (38.) evanescere si singulae summae

oy, 2y 2y, 20, tres aut duos contineant terminos, aut modo unum.
Journal d. M. Bd. LIIL. Heft2. 21
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Eodem modo, ope formulae (38.) ad reductionem summae 2oty 3593048
adscenditur, et sic porro.

Formulas speciales (26.), (37.), (38.) ill. Binet in 'diario a schola
Polytechnica Parisiensi edito (Cah. XVI. pag. 285) publici juris fecit.
IV.

Inter (n4- 1) radices diversas w,, #,, ... u,,, aequationis 2n" gradus

(39') (al_l_lu)z + 2 u)t + + u)z

manifesto relatio intercedit a constanhbus 0y, 0y ... @, libera. Quae ut in-

veniatur # quantitates « inter (n4-1) aequationes eliminandae sunt, quarum
prima

=1

40 |Gy T agar Tt afayr =1

brevitatis causa loco totius systematis scribatur. Methodo, quam in art. I. et
II. explicavimus, eliminatio ipsarum ¢;, ¢, ... @, ad eliminationem (n—1)
quantitatum ©,, v,, ... v,_; e systemate n aequationum

1 1 1
afo Vafo T agos
1 1 1 1
ety + a,+u, U a,+u, T _+ @+ Unta
1 1 1
a,+v, + a,+v, T + G,V
(41.) 1 1

“2+“1 + a2+“2 -.l_ “2+“ + + a +“’l+1

1 1 1
1 1 1 1
an+tu, + a,+u, + an+u, et @n+t Ungs

" reduci potest. Quo ex systemate derivantur (» —1) alia, quorum primum
n(n—1)

aequationes continens ita repraesentari potest:

1 1 1
Tt @Tm@tn T T G @ Fo
42) |= 1 1 1
(42 (@ +u,)(ay+u,) + (a,+u,) (a,4-u,) + + (a, +un) (@, +wn) | 5
1
+ (@, tnt1) (6, t4n11)

-




7. Joachimsthal, de quibusd. aequat. quarti ct sexti gradus. 161

n(n—1)(n—2)

secundum autem, — {23 aequationes continens,
1 Tk L
(et + o) (4, + v,) (e, + v;) (0,4 vn—1) (@ + Vni) (@, + vn—i)
1 1
W)= Grma e te T T e @ e
1

t @ty 0@ F 000, T
etc., usque ad ultimum systema pervenitur quod unam tantummodo aequationem
complectitur

Un—l ,1 “n+1 1

T _
Wh Y @ @t — S @FemFe @’

quarum aequationum deductio e systemate primitivo (41.) satis obvia est. Jam
consideremus summam 1.2.3...(n-1) terminorum e termino primo permu-
tatione quantitatum w,, w,, u;, ... w,,, deducendorum
= ! .
(@, 4u,) (@ + w,) - (an+n)

Quae summa secundum lemma in III. expositum tanquam summarum simplicium

un+l i 1 1
f a,+u,’ a,+u, ’ o antu,
“"Z"tl 1 = 1 = 1
(45.) v @tu)@tu) Tlatu)@tu)’ T T (@otu) (@ tu,)
u'n-i—l ‘ 1

f (a4 u,) (@, +u,) ... (an+0,)

functio ralionalis integra J repraesentari potest. Substituendo autem in J
summarum (45.) valores supra inventos, scilicet summas analogas

L |
1 1 = 1

v, @40, ° a,+v, ’ an+v,

n-1 1 1 1
@6) { TaFn@rin)’ S a@tn@rn’ 2 @@t

vn—l ) 1
f(a,-{-v,)(a,-]—v,) oo (antv))

21*
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expressio J in nihilum abit, quum expressiones (46.) (n—1) tantummodo
terminis constent. Hinc prodit

Theorema V. Designando characteristica (1, 2, 3, ... n) summam

1.2.3...n terminorum, qui permutatione quantitatum wu,., w,, %;, ... u,
. 1 . . : . :

e termino A derivantur, inter (n-}-1) radices di-

T 00) (g F 1) - (et )

Versas o, U,, U, ... U, aequalionis 2nt gradus

(89.) (e, —+u)’ U (a, u)‘ ot (atn +u)‘ -

intercedit relatio
(47 (2,3,4,..n4+1)+(1,8,4,..n+1)-}-(1,2,4,..041)-f = 4(1,2,3,..0)==0
quae aequatio una cum reliquis e (47.) permutatione radicum w,, u,,

2u.2n—1.2n—2 ... 042
1. 2. 3...n—1

E magna copia relationum quae a formula (39.) derivantur, nunc unam
tantummodo eligemus, quae demonstratione muniatur, scilicet sequentem

48) (1,2,3,...n)F(n+1,n4+2,n+3,...2n) = 0,

u;. ..., deducendis systema relationum format.

valente signo superiori vel inferiori prout m par est vel impar (cf. casus
speciales (16.) et (33.)). Designemus signo [1,2,3,...n,n4-1], quod n-}1
indices continet partem laevam formulae (47.), ita ut sit

[1,2,3,...0,0-1] = (2,3,4,... n+1)+ (1,3, 4, ... 04 1) 4 -+ (1,2,3, ... n).

Distribuantur indices 1,2,3,...2n—1, 2n in duo systemata, cujus alierum
indices 1, 2, 3, ... n; alterum autem indices n-+1, n+2, n-}3, ... 2n
comprehendat et designetur per A, summa omnium [ ], quae n indices primi
unum autem secundi systematis, per A4, summa omnium [ ], quae »—1 in-
dices primi. duos autem secundi systematis contineat, etc., usque ad A4, per-
venietur. qua littera summam owmnium [ ] designabimus, quae unum indicem
primi, n autem indices secundi systematis comprehendunt. Jam dico expressionem

1 12 1.2.3 n—
(49.) 4,— n—I1 4, -+ n—1. n—-2A3~— n—1.n—2. n—3 e (= 1) A

substitutis valoribus ipsarum 4,, 4,, ... 4, in

(50)  n{(1,2,3,...0)+ (=1 (nt+1,n+2,n+3,...20)}

abire. Manifesto enim expressio (1,2,3,...n) in n terminis solis, quibus 4,
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composita est, invenitur; scilicet in

[1,2,...n—1,n,n+1], [1,2,...n—1,n,n-|2],
[1,2,...a—1,n,n-}+3], ... [1,2,...0—1,n, 2n];
similiter (n++1,n-}+2,n-4-3,...2n) in n terminis ipsius 4, tantum occurrit.
Owmnes alios terminos in (49.) se mutuo destruere, hoc modo probari potest.
Consideremus simplicilatis causa expressionem

b1y 1,2,3,..n—i,nt+1,n--2,043,... ne),

quum eadem ratiocinia pro omni expressione () valeant, quae m—¢ indices
primi alque ¢ indices secundi systematis contineat. Quae expressio (51.), ut
sine negotio vides, invenitur

in [1,2.3...n—in—itl,ntl,nt2, .. nli],

[1,2,3,...n—é,n—i42,nt+1,n42,...nt}7],
[1,2,3,..n—i,n—i+3,nt+1,04+2,...0414],

[1,2,3,...0—i,n,nt 1,0 L2, ...n1i],

atque in [1,2,3,...n—é,nt1,n4+2,n43,...n42,n|if 1],
[1,2,8,...n—é,n+1,n42,n48,.. .08 -Li, nt+it 2],
[1,2,3,...n—2¢,n|1,n42,n+3,...0}¢ ni{id 3],

[1,2,3,...0—i,n-t1, n-b-2, nt3, ... n4i, n+i, 2n].

Jam i expressiones primae seriei ad A; pertinent, itaque in (49.) faciore
+ 1.2.3...i—1
“u—t.n—2.n—3 ... (n—i+1)

secundae ad .4, , pertinent, itaque in factorem ¥,

multiplicatae sunt; alque (n—i) expressiones seriei
1.2.3 ...
— 1. n—2.n—3 ... n—t¢

ductae sunt. Est igitur in (49.) coefficiens expressionis (51.)

1.2...i—1 —(n—i) 1.2...4
n—1.n—2...n—i41 n—A.n—2... n—i

— 4} b =0, ¢ e d

Quum autem omnes quantitates [ ] secundum theorema V. evanescant, summa (49.)
sive summa aequivalens (50.) in nihilum abit. Inde prodit formula (48.) sive

Theorema VI. Designando, ut supra, characteristica (1,2,3,...n)
1

summam 1.2.3...n terminorum X qui permu-

(a1 w,) (@, 11,) - (@n+ )
tatione quantitatum w,, w,, ... », a termino primo derivantur, inter 2n
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radices u,, u,, ... u,, aequationis

o o, o, .
@Y arotete Tt = !
relatio intercedit haecce
48*) (1,2,8,...n) = (—1)y"(n+1,n+2,n43,...2n),

1.2.3.. 2t 1.2.3...2n
ita ut resolutione aequatloms f(i—ﬁ—)—z gradus T.2.3..n

titates (1,2, 3,...n) ipsae aut earum quadrata inveniri possint.

- quan—

V.
Jam methodum a nobis adhibitam cum formula e theoria determinantium
deducta comparemus. Scribendo

(a, +"1> (a,+u).. (“1+“n+l) = 4,
(a2+ ul) (a2+ u2) (a2 + un+l) = A2

(t_a,,+m) (a,4up) .. (a +u,,) = A,

habemus *)

1 1 1 vV
(52.) d"t’{<a.+u)“ @t  (tw 1} — XTAA . A
U=y, == Uy =Wy o =AU,
ubi

(53.) V=det.{(a,-} u)(a;tu)... (a,Fu);... (a;}u)(a+w)...(a, + u?;
(- u) (- uy... (a4 up).
UES Uy, =R Uy Ty e ==,
Peracta multiplicatione habemus
(@t u)(as+uf... (a,+u)} = i0F+1Pu+ .- 2D L
(a,+u)(as+uy... (a,+u) = 4+aPut .. F 28w L

(1 W) (et U (@t = O AP U e AP 0w

(a4, P @+ u) .. (4, Fuf(a,+ v) = w4+ pPud ... ulVu =t u
ubi quantitates 4 et « ipsarum @,, a,, ... @, sunt functionis integrae. Inde
sequitur adjumento notissimi theorematis circa determinantium compositionem;
ut V tanquam summam (21 —1)"(2n-|1) determinantium partialium hujusce
formae

*) Denotatio determinantium, qua utimur, explicatione vix eget.
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wtoowoLL.ut o ut
o . an «,

u,* u,? C e u, u,"?
(54.) wvdet. . )
o «, o (¢4

unil-l unfl-l voe ® unll “n:—}: ' l

exhiberi possit, ubi » ipsarum a,, @,, ... @, functio integra sit. Quum
autem determinans (54.) evanescal, quoties duo exponentium e, a,, ... &,, ¢,
inter se aequales fiunt, determinans V sive (53.) respectu quantitalum u,,
Uy, ... U, altiorem ordinem adipisci nequit, quam determinans partialis

7 VI 7 R T el i

un—l u un+1 .. u?n-—S u?n—2 u?n

det. 2 2 : 2 2 2
-1 1 2n—3 22 2

UpTy Upyy “:il ce e W W ouy,

functio V igitur (”—1)+”+(”+1)"'+(2”—3)—]—(2n—2)+2,,____"(312¢+1)"""
ordinem non transgreditur. Quum autem V¥ productum ex omnibus ipsarum u

differentiis conflatum contineat, scilicet productum
(65.)  d(uy,uy,us, . U, yy) = (u—t,) (Uy—us) ... (U — u,) (U, — U, )
(ug"" u3) cee (ug - un) (u2 - un+l)
(un—l“‘un) (un-—l_un+l.)

(un - un+l)

quod n (n;-i)ti

ordinis est, manifesto poni potest

56) V= Adu,u,us, ... u,,)V,,
denotando per V, functionem, quae n*"™ ordinem non transgrediatur.
Consideremus expressionem supra signo [1, 2, 3, ... n+1] notatam,
scilicet summam 1.2.3...n-1 terminorum qui e termmo

1+u,)(a2+u,)... (@nt1en)

permutatione radicum w,, #,, u;, ... u,,, derivantur. Quae summa manifesto

in —-————— transformari potest, ubi U est funclio, respectu ipsarum
A4, 4,... 4 potest, ) Tesp p

u,, U, ... %,,, non minoris quam n*" ordinis, quae factores w, — u,,

u,—U, ... ¥,—u,,, non contineat. Quum autem eliminatione quantitatum o
e systemate (n--1) aequationum

(40.) (“x+“)2+(a u)2+ + (én +u)2 -1 =0

U, =y, ey = U,
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methodo nota aequatio V' =20, sive 4(u,,u,, ... u,, )V, =0, nostra autem
methodo aequatio U = 0, obtinetur; expressiones ¥, atque U, quum posterior
priorem, quae, ut facile probatur, identice non evanescit, metiri debeat, nisi
factore a solis quantitatibus «,, @,, ... a, dependenti differre nequeunt. Ha-
bemus igitur formulam

1 1 1 [
67)  det {1
WUy Uy eny =0,
= o[1,2.3...n-11] zj‘(u,;-uzg... u,;_‘H)
A, A A,
denotando per ¢ functionem rationalem ipsarum «,, a,, ... a,.

VL.

Quum quinque abhinc annis theoremata eaque demonstrandi methodos,
quae in articulis praecedentibus leguntur, invenissem, a determinatione generali
ipsius @ propter calculorum, in quos incideram, prolixitatem abhorrui; pro
casibus aulem specialibus n=—=2, =3, qui soli in illis applicationibus geome-
tricis occurrunt, de quibus postea disseremus, valores ipsius ¢ sine magno
labore erui potuerunt. Jam ut de novo quaestionem intacte relictam susciperem,
theorema pulcherrimum me commovit, a cl°. Borchardt inventum, atque, cum
luculenta demonstralione, in commentatione de functionibus symmetricis illustri
Academiae Berolinensi praeterito anno tradita publicatum ¥*). Propositio, inter
elegantissimas, quae de determinantibus traduntur, formulas censenda hoc modo
exhiberi potest ‘

det { 1 1 « s .._1* }
(e, Fu)?? (aw)?? (ot u)?
(58.) 1 1 1 %

atu ' aFu’ " TaFu

W=, Uy, ey = U
1
= Z(a,+ul)(a2+ug)...(a,,—{—u,,) == (1,2, 3,...8)
(De vi characteristicae (1,2,3,...n) vide theorema V.).

Permagna hujus formulae atque relationis (57.) similitudo ad novas
disquisitiones instituendas me induxit, et adjumento nonnullorum artificiorum,
quae olim neglexeram, ad formulam illi (58.) omnino analogam perveni. Quas
disquisitiones hic addere non inutile fore credo, ne articuli praecedentis evo-

det.

n

#) Cf. Relat. menstr. Acad. Berol. pro anno 1855.
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lutiones incompletae maneant; solutionis autem merita, si quae adsint, relationis
(58.) sagacissimo auctori sunt attribuenda.
Multiplicando aequationem (57.) per productum (@, u,)* (@, u,)" ...

(a,+u,)’ atque ponendo deinde u,— — @,, 4,— — @y, ... u,— —a, valor
ipsius ¢ facile eruitur. Quibus calculis enim pars laeva aequationis (57.) sive
L 1 R S
(a,+u)*  (a,+u,) (an )
1 1 R S
(“1 + “2)2 ("2'*'“2)2 (a""l'uz)z
det. :
1 R SR
(#, Fun)®  (a,+un)? (@n+un)?
1 r .1
. (“1+ u"+1)2 ("2+"n+1)2 (an""“"+1)‘z
mutatur 1n
1 0 Ce 0 0
0 1 c. 0 0
det. . = 1.
0 0 Ce 1 0
2 1 R S |
(a, +' “"-H)z (@, +u'l+1)2 (“"_}_u'"*‘l)’z

In secundo membro aequationis (57.)

AUy Uy oo W) = (Uy—Up ) (Uy— U, y) o (U — Uy ) A (U Uy, Uy, ..o u,)¥)
n(n—1)

transit in (—1). (@ %, ) (@t %, py). .. (@, Fu, ) (—1) * d(a,ay,...a,);

atque [1,2,3, ... n41] , multiplicatione facta, substitutisque valoribus, quos ipsis
A4, 4, ... 4,

uy, Uy, ... u, tribuimus, mutatur in fractionem, cujus numerator unitas, de-
nominator autem
= (a,— &) (@, — a3) ... (¢,—@a,) (&, +u,,,)
X (ty—a) (a2 —a3) ... (@z—a,) (@ U,y,y)
X (as— a,) (a5 — ay) . e (as — a,)(as + U,11)

X <an— al) (an— a2) . '. . (an_— an—l) (an + un+l)
n (n=1)

—_— 1

—_—  m 2 .
= 1 A(ayyayy ... @n)* () + t4n11) (B + Uni1) =+ (Bn +tni1)

*) In producto differentiarum, quod signo 4 denotamus, singulae differentiae u,— ug
ita sumendae sunt ut o << .

Journal f. d. M. Bd. LIIL Heft 2. 4 22
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Quibus valoribus substitutis aequatio (57.) transit in
1 = gD
A(ag, ayy ... an)°

Hinc prodit denique e (57.)

1 1 1
(59.)  det. {(aﬁru)” o e 1}

w=u, =u,,

unde ¢ = (—1)"4(ay, a,, ... a,).

oo =1I/”+l

g Ay ) AUy 0y, U, ) .
== e 1, 2,8, 0 1]

Simili modo ut supra, videlicet comparatione dimensionum, invenitur esse

1 1 1 (U Uy ee s Unia)
(60.)  det. {ai—{-u’ atu’ T atu’ 1} T 4,4,4,... 4,
U Uy ==Uyy o0 =1l"_|_1

ubi o ipsarum @,, a,, ... a, sit functio rationalis. Multiplicando aequationem

praecedentem per (@, w,)(a,-}u,)...(a,-}u,), atque ponendo u,= — a,,
,— —a,, ... 4,— —a,, obtinemus 6 =9 =(—1)"4(a,, a,, ... a,), unde
1 1 1 \
(61.)  det. {—_—_a,—l—u’ T ade 1y
U==Uy Uy Uy, oo =0,y

— (—1)" Ay Gy Gyyen tn) AUy thyy Uy s oo Wnpy) .
A4,4,4,... 4,

E combinatione aequationum (59.) et (61.) prodit

det { ! ! 1 $
B (O T 7 = L (O i
(62.) Aot {(“1“ - 1*‘“) “i““) 1} = [1,2,3,...”-‘}—“-
et. a+tu’ atu’ T antu’
WSS Uy == Uyy =gy o0 =u”+l

Faciendo u,,, — quantitati infinite magnae, aequatio (62.) in relationem a cl.
Borchardt inventam transit, scilicet in

det% 1
(58) — @t (@t (@’

ot | 1 R
"Catu’ a,fu’ antu f

WU, =Wy, 00 = U,

1 1 }

1
=TT Gt @)
Simili modo ut e formula (62.) relationem (58.) deduximus, a posteriori ad

= (1,2,3,...m)
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priorem calculo persimplici perveniri potest. Insuper relationis (58.) demon-
stratio exstat directa, quae prorsus similibus, atque supra adhibita sunt, nititur
ratiociniis.

VIL

Ad applicationes geometricas transeamus, quae casibus =2 et n=3
respondent. Puncta curvae

1) Z45—-1=0,

quorum normales per datum punctum (§,7) transeunt, ut supra vidimus, for-
mulis data sunt

al by
atu,’ y=b+u1 ’

littera u, denotante radicem aequ‘ntionis

R*) x,=

() (a+u gy = 1
Statuendo porro x, = E—_:i— =3 + , etc., aequatio (14.) sive [1,2,3]==0,

transformari potest in

(63) @ystaytaystayitey.+ay, = 0.
Si igitur puncta (@,y1), (Z.¥2), (@;Y3) conicae (1.) aequationi (63.) satis-
faciunt, normales curvae in his tribus punctis erectae per idem punctum trans-
eunt, sive
puncta conicae (1.), quorum normales cum normalibus punctorum conicae
(Z15Y1)s (#2,Y:) in idem punctum concurrunt, in recta
(64) x(yity)ty@t@)t oyt oy, =0
sita sunt.
Considerationibus geometricis ductus constructionem rectae (64.) hancce
dedimus (cf. Comment. de normalibus ellipsis atque ellipsoidae, t. XXVI hujus
diarii). Sit (p, ¢) polus rectae puncta («,,y1), (€., y:) jungentis; habetur

pE o Xy
a+b——1’ +b—_1’

Eap o, Hifet,

a
ergo
P =y A__ vy
a Xy Ye— E Yy a U St
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unde (65.)
. IV Y VeV
P = — 2 __ 2
LYo &Y, Ya Y
sive (66.)
x:)’z'l'"‘z)’i E X }’2+x2.71
p — 472 T 7271 gatque similiter S 14 0 Wk T N
7 Yit+s 1 7 z, +x,

Hinc prodit theorema sequens, quod in commentatione supra laudata invenitur:

Designando per p et ¢ coordinatas rectangulares poli lineae rectae, quae
2 2
puncta 4, , A, sectionis conicae %—{——”b— —1=0 jungit, recta—;f——}-%—H:O

conicam in duabus aliis punctis A;, A4, (sive realibus, sive imaginariis),
secabit ita ut normales curvae in punctis &,, A,, A;, A, ductae in eodem
puncto concurrant.

Jam ad superficiem ﬁn: -+ Zbi + —i—z- —1 =0 progrediamur.

Supponamus a puncto quodam % ad superficiem sex normales ductas
esse hh,, hhy, hhy, hh,, hh;, hh;. Designando per §, n, T coordinatas
ipsius %, per x, y,, 2, coordinatas puncti 4,, quod in superficie ipsa situm
est, etc. habetur

___a& __ b __
wl_“‘l"“i, Y1—~b+“‘9 zl—c_l_ul»
___aé by ¢
BT ae T BT e 0
ubi #,, u,, ... u, sunt radices aequationis
rg B .
4% Gt opar T wrer =1 =0

Quibus valoribus relatio (31.) transit in

(67) @yt oyt 2y F T3 y2 24 T Y2 25 Tuys 2
: ‘\L -T1Y324+ -7/'1}"423‘}‘ ws}’4z1+$3}’1z4+ &TyY1%3 ‘l‘wa}}’s 2

+ 1Yo 24‘{' 1Y% + Ly Y4y + "’/'2}’124’{" Ty Y1%, ‘}' LyY2%

‘1‘ L1Y2%3 + -'1"1}'3%2"‘ LY z1+ -’5'2}’1z3+ $3Y12‘2+$3y221 = 0,
quae est conditio necesssaria (neutiquam autem sufficiens), si normales in
punctis superficiei (L1, Y1, 21)s (T2 Yoy Za)s (X34Y3y23)s (T4 Yas 24) ductae
per idem punctum /4 transeunt. Formula (67.) etiam hoc modo enuntiari potest:

Si normales in punctis (Z1,Y1,%1), (F25Y2,22), (L3,)34 %) superficiei

xt oyt 2 . s
—t+5 Tt —-1=0in eodem puncto A concurrunt, tria alia puncta,
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quorum normales per % transeunt, in plano

(68.) Ty, %+ Y32+ y1%+ Y2t Y124 ¥ 21}
+yi{zox;+ 250, 2,054 252, 4 2 2 2,24}
+2{myst syt oyt oyt oyt ey
F oyttt oyt oyt oyt 4y.2 = 0

sita sunt.

Sit (p, ¢,7) polus plani, tria puncta (@1, y1s21), (Lay Y2, 22)s (@35 Y35 23)
jungentis, habentur sex aequationes

px qy. r3, x? )3 3
Bt =n ARt =1

a + b + c 1; = + b + . — 1.
Pr | W | TR q. XL Ya R o q.
TRt = PRt =1
unde
1 Y, % 1 y': z?
det.[ 1y, z, det. |1 y2 =2
p__ L%z A1y oAl .
a r,y % a 7y 2| atque dividendo
det. Xy V2 2y i det. x; J’: z:
Ty ¥ % A .
Ty 3 ¥y 3
det.|1 y, =3, det. |x2 y2 =}
! 7, 2 2 yh %
p = T
Y 1 Xy, Y1 %
det. |1 y2 22| det.|x, ¥, =
1 75 % Z, ¥, 3

Generaliter loquendo hic valor ipsius p reductionem non admittit. Substitutis

autem valoribus

af bn e
n=atw NS e °

|

|
3
= [
4
[«]

habetur secundum formulam (62.)



172 7.

Joachkimsthal, de quibusd. aequat. quarti et sexti gradus.

LA
det. [1 y2 =2 1 1
2 2 det‘ 1, 29 2 ;
: Ys %l benl { (b“li‘“) (0"1‘")
Y& det. {1, P }
det.|1 y, =, OFw’ cfw
1 Vs 3 U=, =1U,, =

1 ' 1 1
= benl Z(b—l—u,)(c{—us) + b+ u,) (e+u,) + + (b-}—uz)(c-l-uT)§
= Y223+,Y322+y321+.)’1z3+)”122+y221;
atque secundum (58.),

ctu ;

xy oy o5
det. |22 y2 22 1 1 1
) . det.
r; ¥ f“* = abeént {(“'11'“)” (1)-!1-“)“ (6'-!1-?4)2§
o rn & det. TR
det. &, ¥, z, atu +u
T, Yy % U= Uy, =Y, ==,
- , 1
= abetnt S T e T e

= 371}’223‘1‘ $1y322+w2Y123+$2y3zl+ “'3)"122‘!' T3Y2%;,

itaque

p:_:

perinde ipsarum ¢ et » valores eruendi sunt. Ratlione igitur habita aequationis

xa}’zza'l”xiyazz'i'xzyi Zs+x273z1+xsytzz+xayz 2,

yzza+yaza+7tza+yszt +)’1z2+.72z1

(68.) hanc propositionem nacti sumus:

2 2 2
Sint &,, k,, A, tria puncta superficiei -‘%—]—%——}—%—1 = 0, quorum

normales in eodem puncto % concurrunt; designando per p, ¢ et r co-
ordinatas poli plani %,4,4;, tria alia puncta &,, A;, 4A; superficiei, quorum

normales per /A transeunt, in plano

sita sunt,
Permultas alias propositiones geometricas e formulis praecedentibus deducendas,

4 X
p+q

t-t+1=0

quippe quae a nostro fine alienae sunt, nunc praetereamus.
Carlottae - fontibus, m. Sept. 1856.
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