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8.

Ziwei Natze uiber Gleichungen mit ganzzahligen
Coefficienten.

(Von Herrn L. Kronecker zu Berlin.)

L Wenn die Wurzeln einer ganzzahligen Gleichung, in welcher der
ersie Coefficient Hins ist, alle imagindr und ihre analytischen Moduln sammt-
lich gleich Kins sind, so missen dieselben stets Wurzeln der Einheit sein.

Beweis. Es seien a, b, ¢, ... die Wurzeln der Gleichung:

F(x)=a"— Az"'4 Bxr"* —Cx" 4 ... 4+ N=0,
in welcher 4, B, C, ... N ganze Zahlen bedeuten. Da nun die Wurzeln

a, b, ¢, ... lauter imaginire Grofsen mit dem Modul Eins sein sollen, so
setze man, indem man y—1 mit ¢ bezeichnet:

a=cosa-+tisina, b=cosp-}isinf, ¢=cosy-isiny,
Alsdann erhalt man, wenn die Coefficienten 4, B, C, ... durch die Wurzeln
ausgedriickt werden:

A = cosa+cos34cosy -
= cos(a+ )+ cos(e+y)+ cos(a+J)+ -
C = cos(a-}—[z’—{—y)—{—. cos(o+34d)+ .-

Also mufs A gleich einer Summe von n Grofsen sein, deren jede
grofser als —1 und kleiner als 41 ist. Ebenso mufs B gleich einer Summe

— .. 1 1 -—.1 -
n ——--”(;' Q—Q solchen Grofsen sein, C gleich einer Summe von L, 1 z) (g —2)

solchen Grofsen u.s. w. Da aber A, B, C, ... ganze Zahlen sein sollen,
so sieht man, dafs jeder Coefficient der Gleichung F'(x) =0 nur eine be-
grenzte Anzahl von Werthen haben kann; und das Produkt aller dieser An-
zahlen giebt offenbar die Anzahl aller derjenigen Werthsys/eme an, welche
den Coefficienten 4, B, C, ... iberhaupt zukommen konnen. Hieraus geht
hervor, dafs es fur jeden bestimmien Grad n nur eine endliche Anzahl
von Gleichungen geben kann, welche die im obigen Satze angegebenen
Bedingungen erfiillen.
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Die Anzahl aller dieser Gleichungen nten Grades sei r, und es sei
ferner fiir irgend eine ganze Zahl k:

Fy(2) = (# —d")(z —b")(z—c") ...
Dann geniigt auch die Gleichung F (&) =0 allen in dem obigen Satze ge-
machten Voraussetzungen. Denn erstens sind die Coefficienten dieser Gleichung

als symmetrische Functionen von a, b, ¢, ... offenbar ganze Zahlen, und
zweitens sind die analytischen Moduln ihrer Wurzeln:

a* = cosko +isinke, b*=coskp-FisinkpB, "= cosky-|isinky,
sammtlich gleich Hins. Folglich miissen mindestens zwei unter den Gleichungen:
F(x)=0, F‘g(-’l‘).:(), Fy(x)=0, ... F,,(x)=0

identisch sein, d. h. es mufs zwei von einander verschiedene Zahlen 4 und &
geben, fir welche F),(x)=F) () ist. Die Wurzeln der Gleichung F}, (z)=0,
namlich: ", b, ¢*, ... missen daher mit den Wurzeln der Gleichung F}(x)=0,
namlich mit: af, &, ¢*, ..., abgesehen von der Ordnung, ibereinstimmen.

Fir irgend eine Grofse der ersten Reihe z. B. a* sei nun b* diejenige
aus der zweiten Reihe, welche derselben gleich wird, so dafs a"=b* ist.
Ebenso sei &' =¢*, ¢"=d*, ... Wenn man so forifihrt, mufs man offenbar
auch zu einer Gleichung kommen, in welcher «* auf der rechten Seite steht.
Man erhilt also ein System von Gleichungen von folgender Form:

d=0b, bV=c, =d, ..., m"=d.

Wird die Anzahl dieser Gleichungen mit « bezeichnet, und eliminirt man aus
denselben die (uw—1) Grofsen: b, ¢, d, ... m, so erhdlt man, wie leicht zu
sehen:

&M =1

Da nun, wie oben bemerkt, # und % von einander verschiedene ganze
Zahlen sind, so zeigt diese Gleichung, dafs a in der That eine Wurzel der
Einheit ist; und dieses Resultat gilt offenbar fir alle Wurzeln der Gleichung
F(x)=0, da a ganz beliebig unter denselben gewahlt worden ist.

Il. Wenn eine Gleichung mit ganzzahligen Coefficienten, von denen
der erste gleich Hins ist, lauter reelle Wurzeln hat, die in den Grenzen — 2
und - 2 liegen, die also durch 2cosc, 2cosf3, 2cosy, ... dargestellt werden
konnen, so stehen die Winkel o, 3, y ... sammtlich in commensurablem Ver-
hiltnifs zu einem Rechten.



8. Kronecker, zwei Sitze iiber Gleichungen mit ganzzahligen Coefficienten. 175

Beweis. Es sei ®(y) =0 eine Gleichung von den angegebenen
Eigenschaften, und 2cosa, 2cosf3, 2cosy, ... die Wurzeln derselben. Wenn
man nun den Grad von & (y) mit » bezeichnet, und man setzt:

z”. d—"(.z' —!»—i—-) = F{x)

so ist K'(x) =0 offenbar eine Gleichung, in welcher alle Coefficienten ganze
Zahlen sind und der erste derselben gleich Kins. Ferner sieht man leicht,
dafs die Wurzeln dieser Gleichung:
cosa tisine, cosftiésinf, cosy+isiny,

sind, also lanter imaginire Grofsen mit dem Modul Hins. Somit geniigl die
Gleichung F'(x) =0 allen in dem obigen ersten Satze aufgestellten Bedin-
gungen, und durch Anwendung desselben ergiebt sich, dafs die Wurzeln:
cosatisine, cosB+ising, ... simmtlich Wurzeln der Einheit sein miissen;
ein Resultat, aus welchem die zu beweisende Eigenschaft der Winkelgrofsen
o, (3, ¥, ... unmittelbar hervorgeht. ‘
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