C‘ U q NIEDERSACHSISCHE STAATS- UND
-~ L UNIVERSITATSBIBLIOTHEK GOTTINGEN

Werk

Titel: Journal fir die reine und angewandte Mathematik

Verlag: de Gruyter

Jahr: 1857

Kollektion: Mathematica

Digitalisiert: Niedersachsische Staats- und Universitatsbibliothek Gottingen
Werk Id: PPN243919689_0053

PURL: http://resolver.sub.uni-goettingen.de/purl?PPN243919689_0053

LOG Id: LOG_0015
LOG Titel: Bestimmung der symmetrischen Verbindungen vermittelst ihrer erzeugenden Function.
LOG Typ: article

Ubergeordnetes Werk

Werk Id: PPN243919689
PURL: http://resolver.sub.uni-goettingen.de/purl?PPN243919689

Terms and Conditions

The Goettingen State and University Library provides access to digitized documents strictly for noncommercial educational,
research and private purposes and makes no warranty with regard to their use for other purposes. Some of our collections
are protected by copyright. Publication and/or broadcast in any form (including electronic) requires prior written permission
from the Goettingen State- and University Library.

Each copy of any part of this document must contain there Terms and Conditions. With the usage of the library's online
system to access or download a digitized document you accept the Terms and Conditions.

Reproductions of material on the web site may not be made for or donated to other repositories, nor may be further
reproduced without written permission from the Goettingen State- and University Library.

For reproduction requests and permissions, please contact us. If citing materials, please give proper attribution of the
source.

Contact

Niedersachsische Staats- und Universitatsbibliothek Gottingen
Georg-August-Universitat Gottingen

Platz der Gottinger Sieben 1

37073 Géttingen

Germany

Email: gdz@sub.uni-goettingen.de


mailto:gdz@sub.uni-goettingen.de

193

11.

Bestimmung der symmetrischen Verbindungen ver-
mittelst ihrer erzeugenden Function.
(Yon C. W. Borchardt.)

(Der physikalisch - mathematischen Klasse der Berliner Akademie vorgelegt von Herrn Dirichlet
am 5. Mérz 1853.)

Das von den Mathematikern des vorigen Jahrhunderts bis zur Zeit
Waring’s angewandte Verfahren, nach welchem die symmetrischen Functionen
der Wurzeln einer Gleichung zuerst durch die Potenzsummen der Wurzeln
ausgedriickt wurden und dann diese durch die Coefficienten der Gleichung,
ist in neuerer Zeil durch die von Waring, Gaufs und Cauchy gegebenen
Methoden verdringt worden, und zwar deshalb, weil jenes altere Verfahren
nicht im Stande war, in allen Fillen nachzuweisen, dafs die ganzen Functionen
der Coefficienten, denen die symmetrischen ganzen Verbindungen der Wur-
zeln gleich werden, auch ganzzahlige Functionen sind, d. h. solche, welche
ganze Zahlen zu ihren numerischen Coefficienten haben.

Die neue Methode, welcher ich mich bediene, ist ebenso wie die lelzt=
genannten, geeignet, diesen Nachweis zu fihren, sie unterscheidet sich aber
wesentlich dadurch von ihnen, dafs sie nicht wie jene eine bestimmte Ordnung
unter den Wurzeln festsetzt, sondern dieselben ebenso symmetrisch in die
Rechnung eintreten lifst, wie das éltere unvollstindige Verfahren. Das Prinzip
dieser neuen Methode ist die Zurickfihrung der symmetrischen ganzen Ver-
bindungen auf eine erzeugende Function, aus deren Eniwicklung sie sammtlich
hervorgehen. Die Bestimmung der erzeugenden Function durch die Coeffi-
cienten der Gleichung ist daher das Problem, auf welches die ganze Frage
zuriickkommt. Die Losung dieses Problems hiingt nun, wie eine genauere
Untersuchung zeigt, von der Bestimmung einer bisher nicht betrachteten De-
terminante ab, in deren Werth jene erzeugende Function als Factor enthalten
ist, ein Resultat, welches schon an sich von allgemeinerem Interesse fiir die
Analysis zu sein scheint. Von dieser Determinante ausgehend gelangt man
ohne Schwierigkeit zur Bestimmung der erzeugenden Function, und die Form,
unter welcher sie erscheint, fihrt dann ferner auf eine Eigenschaft derselben,
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aus welcher durch einen einfachen Beweis gefolgert werden kann, dafs die
Ausdricke der ganzen symmetrischen Functionen der Wurzeln durch die
Coefficienten nicht nur ganz sondern auch ganzzahlig sind.

Bildet man den Ausdruck

Ay T =1 1 1

I—a t,—ea, lh—a,

welcher alle Glieder umfassen soll, die aus dem hingeschriebenen dadurch
entstehen, dafs von den beiden Reihen ¢, 7,, ... 7, und «, o, ... o, die
eine unverdndert bleibt, die andere auf alle Arten permutirt wird, einen Aus-
druck, der in Bezug auf jede der beiden Reihen von Grofsen symmetrisch
ist, so filhrt die Entwicklung von 7' nach fallenden Potenzen von ¢, ¢, ... 1,
auf jene einfachsten Typen der ganzen symmetrischen Functionen von o, o4, ... 2,,
welche aus einem Product ganzer Potenzen dieser Grofsen durch Permutation
hervorgehen und bekanntlich fihig sind alle ganzen symmetrischen Functionen
von o, ¢, ... a, additiv zusammenzusetzen. 1' ist daher als die erzeugende
Function der ganzen symmetrischen Verbindungen von o, o,, ... , anzu-
sehen, und die Bestimmung dieser Verbindungen ist auf das eine Problem
ruriickgefihrt, den Ausdruck der erzeugenden Function 7' so zu transformiren,
dafs nicht mehr die einzelnen Grofsen o, o, ... e, darin vorkommen, son-
dern anstalt dessen die Coefficienten derjenigen ganzen Funclion n--1ten Gra-
des [z, welche fir 2 = &, @,, ... @, verschwindet und die Einheit zum
Coefficienten der hochsten Potenz von 2 hat.

Die verlangte Transformation der erzengenden Function T' wirde,
direct angegriffen, eine ihrer Complication wegen schwer loshare Aufgabe
sein. Sie vereinfacht sich aber im hochsten Grade, wenn man sie von der
Betrachtung der Determinante

D— >+ 1 1 1

I—ca) (—a) = (li—a,)’

abhangig macht. Diese Determinante I), welche schon in ihrer Bildung die
grofste Aehnlichkeit mit der in der Analysis durch ihre vielfache Anwendung
so bekannten Determinante

A=+

~l—a t,—ea,

1 1 1

eo e
th— oty

zeigt, steht mit derselben iiberdies in der merkwirdigen Beziehung, dafs sie,
. durch jene dividirt, die erzeugende Function 7' als Quotienten giebt, so dafs

@) D=T.A
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ist. Der Ausdruck (f% ft,,...[t,)' D ist namlich eine ganze Function von
bty .. t,, @ 0, ... c,, welche ebensowohl durch das Product aller Dif-
ferenzen zwischen ¢, ¢,, ... t,, als auch durch das Product aller Differenzen
zwischen ¢, @,, ... o, theilbar ist. Es bleibt daher nach der Division durch
beide Producte wiederum eine ganze Function als Quotient, und es hat keine
Schwierigkeit, die Werthe zu bestimmen, welche dieser Quotient annimmt,
wenn jede der Grofsen 7, ¢ ...¢, mit irgend einer der Grofsen o, ;... a,
zusammenfillt *). Diese (n4-1)"** Werthe des Quotienten sind aber gerade hin-
reichend, seinen allgemeinen Ausdruck vermoge der auf mehrere Variablen
ausgedehnten Lagrange’schen Interpolationsformel zu bilden, und das Ergeb-
nifs hiervon ist von der oben angefiihrten merkwirdigen Gleichung D="1T.A
nur dadurch unterschieden, dafs an der Stelle der Determinante A ihr be-
kannter Werth "
- LU 1) H(ey e, ... )
3By A = (-1) 7t

steht, in welchem I7.¢,t,...1,) das Product aller aus ¢, ¢, ... ¢, gebildeten
Differenzen bedeutet, jede so genommen, dafs ein ¢ mit kleinerem Index von

einem / mit grofserem Index abgezogen wird.

Indem man jetzt noch die Bemerkung hinzufiigt, dafs die Determinante
D aus der Determinante A durch successive Differentiation nach simmtlichen
Variablen 7, ¢, ... #, hervorgeht, leitet man aus den Gleichungen (2, 3) den
folgenden Ausdruck fir 7' her:

tft,...ft., 0 0 o rII(i,1, ... 1,
4) (“1)"“1,1(1’(,;1.:%'5797?“'791—" /'t(]‘,'t1l...f't,,)>
Der Ausdruck (4.), in dem nicht mehr die einzelnen Grofsen o, oy, ... a,,
sondern anstatt dessen die Coefficienten von fz vorkommen, und der zur Un-
terscheidung von dem in Gleichung (1.) gegebenen Ausdruck von 7' mit @
bezeichnet werden moge, leistet die verlangte Transformation der erzeugenden
Function. Diese Transformation kann als die symbolische Zusammenfassung
der Rechnungsoperationen angesehen werden, welche das oben besprochene
dltere Verfahren fir die Bestimmung aller ganzen symmetrischen Functionen

vorschrieb.

*) Fallen nimlich ¢, t, ..., resp. mit e;, @; , ... @;, zusammen, so wird der
non+4l
Quotient = (—1) ?* f'a f', ... f'e, oder =0, jenachdem ¢, i, ... ¢, sammtlich von

einander verschieden sind, oder nicht.

n
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Der in © vorkommende Differentialquotient n -1ter Ordnung enthalt in
seinem Zihler das aus den Differenzen von ¢, ¢, ... 7, gebildete Product als
Factor. Indem man sich dies Product fortgehoben denkt, iiberzeugt man sich
leicht, dafs bei der Entwicklung von O nach fallenden Potenzen der Variablen
I, t, ...t die Entwicklungscoefficienten ganze und ganzzablige Funclionen der
in fz vorkommenden Coefficienten sind.

Aber hiermit ist die Aufgabe noch nicht vollstindig 'gelﬁst. In der
That, betrachtet man die symmetrische Function

b)) = o ol Lol

n 9

wo das Summenzeichen alle diejenigen durch Permutation von ¢, o, ... «,
aus dem hingeschriebenen Gliede hervorgehenden Glieder umfassen soll, welche
fir gegebene Werthe der Exponenten und willkihrliche Werthe von o, ¢, ... e,
von einander verschieden sind, oder mit anderen Worten: betrachtet man
einen jener einfachsten Typen der ganzen symmetrischen Functionen, von
welchen oben die Rede war, so kommt derselbe in der Entwicklung von T
nur dann ohne weileren numerischen Factor als Entwicklungscoefficient vor,
wenn die Exponenten p, p, ... p, simmilich von einander verschieden sind.
Bedeuten dagegen a, b, ... h ganze Zahlen, deren Summe = n--1 ist, und
finden sich unter den Exponenten a welche = p, b welche = ¢, etc. ...
h welche == sind, so kommt in der Entwicklung von 7' die symmetrische
Function (5.) mit dem Factor

N=12...ax1.2...bxX...X1.2... 4

behaftet als Entwicklungscoefficient vor. Unter der Vorausselzung, dafs zwischen
den Exponenten p, p, ... p, die soeben angenommenen Coincidenzen staitfin-
den, ist daher die symmetrische Function (5.) nur dann ein ganzzahliger Aus-
druck der Coefficienten von f'2, wenn in der Entwicklung von O der sie ent-
haltende Entwicklungscoefficient durch NNV theilbar ist. Diese Theilbarkeit bleibt
also zu beweisen iibrig, d. h. es bleibt zu zeigen, dafs, wenn in einem Term
der Entwicklung von O die Variablen ¢, ¢, ... ¢, in irgend einer Ordnung
genommen zu den Exponenten —(p--1), —(p,+1)--- —(p,-}1) erhoben
sind, und diese Exponenten resp. zu a, zu b, ... zu £ coincidiren, dafs dann
der Coefficient dieses Terms durch NV theilbar ist.

Der Beweis dieser Theilbarkeit beruht nun auf folgenden beiden
Punkten:
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I.  Anstait die Exponenten — (p+4-1), — (p,-+1), ---—(p,+1) resp.
zu a, zu b ... zu k coincidiren zu lassen, setze man fest, dafs die Variablen
¢, t,...t, in denselben Anzahlen coincidiren, sodafs @ derselben — a, b der-
selben = y, etc. ... endlich 2 derselben = w werden, und stelle sich die
Aufgabe, den Werth von O unter dieser Hypothese zu bestimmen.

O unterscheidet sich von dem Quotienten PA— nur dadurch, dafs der

constante Factor II(o, ;...c,) im Zihler und Nenner fortgehoben worden
ist. Jede der Determinanten D) und A verschwindet, sobald Coincidenzen
zwischen den Variablen einireten. O erscheint daher in dem vorliegenden
Fall unter der Form §. Aber wihrend bei Functionen von mehreren Varia-
blen § im Allgemeinen unbestimmt ist, hat es hier einen vollig bestimmten
Werth, und dieser Werth kann nach denselben einfachen Regeln ermittelt
werden, welche in der Differentialrechnung in Bezug auf Functionen von einer
Variablen angegeben zu werden pflegen. Durch gehorige Anwendung dieser
Regeln gelangt man zu dem Resultat, dafs unter Annahme der festgesetzten
Coincidenzen der Variablen die erzeugende Function @ dem Nfachen einer
Function von &, y...w gleich wird, welche nach fallenden Potenzen dieser
Variablen entwickelt, lauter ganze und ganzzahlige Ausdricke der Coefficienten
von fz zu Enilwicklungscoefficienten hat. Dies kann man auch so ausdriicken:
Lafst man in der Entwicklung von O nach fallenden Potenzen von ¢, ¢, ...¢,
die Variablen resp. zu @, zu b, ... zu & in die Werthe @, y...w coinci-
diren, so werden in der so reducirten, nach fallenden Potenzen von &, y,... w
geordneten Entwicklung alle Coefficienten durch N—=1.2...a X1.2...0 X ...
... X1.2 ... % theilbar.

II. Auf dieses Resultat sich stiitzend beweist man die oben ausge-
sprochene auf den Fall coincidirender Exponenten bezigliche Theilbarkeit der
Entwicklungscoefficienten von O, und zwar folgendermafsen. Indem man die
Anzabl der Zahlen @, b, ...% mit u bezeichnet, nimmt man an, die behauptete
Theilbarkeit finde statt, so lange u einen der Werthe n+1, n, n—1...7v41
hat, und beweist, dafs unter dieser Annahme die Theilbarkeit auch fir u=»
stattfinden mufs.

Es sei fir einen bestimmten Entwicklungscoefficienten u = ». Man
theile die Variablen ¢, ¢,...¢, in » Gruppen, von welchen die erste die ersten
a Variablen, die zweite die folgenden & Variablen etc., die letzte die letzten
h Variablen in sich begreife. Hierauf theile man die Glieder der Entwicklung
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von O in zwei Klassen. Man selze in die erste Klasse diejenigen Glieder,
in welchen die Variablen je einer Gruppe zu einem und demselben Exponenten
erhoben sind, in die zweite Klasse alle ibrigen Glieder. Lifst man nun die
Variablen der ersten Gruppe in den Werth a, der zweilen in y, etc. der
letzten in w coincidiren, so reducirt sich (in Folge der fir x>>» angenom-
wenen Theilbarkeit) der in der 2weilen Klasse vereinigte Theil der Entwick-
lung von O auf lauter Glieder, deren Coefficienten durch N theilbar sind.
Da aber dasselbe unter I. von der ganzen Entwicklung von © bewiesen wor-
den ist, so gilt es auch von dem in der ersfen Klasse vereinigten Theil fir
sich. Dies Resuliat ist gleichbedeutend damit, dafs die ‘zu beweisende Theil-
barkeil fir w = stalifindet, vorausgesetzt, dafs sie fir u > » wahr ist.
Fir w=n-1 ist sie evident, weil dann N==1 isl, folglich gilt sie auch
fir w=n, folglich auch fir u=n—1, etc. folglich allgemein.

Schliefslich sei noch bemerkt, dafs fir die speciellen symmetrischen
Functionen (5.), in welchen eine gewisse Anzahl von Exponenten, z. B. p,,
Pu-ts -+ Pmyr verschwinden, eine specielle erzeugende Function aufgestellt
werden kann, welche nur sm-+1 Variablen enthalt. Ihr Ausdruck durch die
Coefficienten von [z ist dem Ausdruck O ganz analog, némlich :

mlftfti" flm H(tt
(6) (=1 IOt 1, - ) dt at N T, - )

Man erhilt denselben als die Grenze, welcher s1ch fur unendlich grofse Werthe
VOU Lpyyylpyas- .- I, der Ausdruck 7,,.,.¢,,,...7,.0 nahert. Die Functionen,
welche in diesem Falle die Determinanten D) und A vertreten, sind weniger
einfach als jene Grofsen, sie gehen aus denselben durch Anwendung des so-
genannten Laplace’schen Determinantensatzes hervor.

Fir ;=0 wird der Ausdruck (6.) die bekannte erzeugende Function
3ft

der Potenzensummen von «, ‘@, ...ce,, nimlich — i .




