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12.

Die Reduktion der elliptischen Integrale in ihre
kanonische Korm.
(Von Herrn E. Heine.)

Seit langer Zeit kennt man die Formeln, durch welche das Integral

h dx
n :g/ Vathetrrfor er

in die kanonische Form der elliptischen Integrale verwandelt werden kann,
wenn aufser ¢ und A auch die Constanten «, (3, etc. reell sind. Ein beson-
derer Fall, in dem diese Constanten imaginir waren, — derselbe welcher
§. 26 behandelt ist — wurde Veranlassung zu dieser Abhandlung, in welcher
die Transformationsformeln fir den Fall zusammengestellt sind, dafs o, etec.
beliebige imaginire Grofsen bedeuten, die besonderen Fille eingeschlossen,
dafs die Constanten sé@mmtlich oder theilweise reell oder rein imaginir werden.
Es zeigt sich, dafs dann H in die Form
utiv
M

zerlegt werden kann, wo M eine gewisse, von den gegebenen Constanten
einfach abhingende Grofse bezeichnet, wo ferner w aus der Summe oder
Differenz eines gewissen Vielfachen des ganzen elliptischen Integrals K und
eines zweiten elliptischen Integrals in der kanonischen Form besteht, und »
wie w zusammengesetzt ist, nur dafs die Integrale welche v ausmachen den
complementiren Modulus zu dem in « vorkommenden haben. Die eben er-
wihnten elliptischen Integrale haben simmtlich reelle Grenzen, die positiv und
kleiner als 1 sind, so dafs wenn der Modulus reell ist, unsere Aufgabe gelost
ist. Wird aber der Modulus imaginir, so kann man sie in Abelsche Integrale
zerlegen. Die Formeln hierzu sind im §.18 zusammengestellt; sie sind der
bekannten Abhandlung von Jacohi entlehnt.

Der Gang der Rechnung, welche anzustellen war, ergiebt sich leicht.
Es lafst sich H mit Hilfe bekannter Transformationsformeln in das Product

eines Factors —;7 und eines elliptischen Integrales J in der Haupiform zer-
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200 12. Heine, Reduktion elliptischer Integrale.

legen, dessen Modulus #, (oder wenn x imaginir ist; die Norm von %) kleiner
als 1 ist, dessen Grenzen aber imaginir sind. Man kann die Transformation
so einrichten, dafs x nicht rein imaginér, sondern entweder reell oder complex
ist. Diese Umformungen findet man im zweiten Abschnitt §. 19.

Das Integral J oder

) d=
. / YI—z*y1—x*z*’
auf welches man so gefihrt wird, ist ein vollstindig bestimmles, indem 2z
ein gegebenes Intervall auf gegebene Art durchliuft, und auch die Zeichen
der Quadratwurzeln bekannt sind, wenn nur das der Quadratwurzel, welche
in H vorkommt, gehorig bestimmt ist. Dazu reicht im Allgemeinen aus, dafs
man das Zeichen derselben fiir irgend einen Werth von « kennt.

Die Zerfallnng von J in w-év bildet ausschliefslich den Gegenstand
der ersten Abtheilung. Nachdem im §. 1 die bekannten Additionsformeln der
elliptischen Functionen zusammengestellt, und im §. 2 durch andere ersetzt
sind, welche fiir die Rechnung bequemer zu sein schienen, wird im §. 3 zu-
niichst dariber gehandelt, ob J einen bestimmten Werth hat. Darauf beginnt
die Zerfillung und zwar zunichst fir den Fall, dafs x reell ist. Diese macht
zwei verschiedene Untersuchungen nothig; zwerst ist es nothig, den Werth
von sinam# und siname zu kennen, den bereits Richelot fir ein reelles x
angegeben hat. Man findet ihn §. 6 und §. 10, vereinfacht §. 11. Die An-
zahl von Vielfachen der Perioden, welche hinzuzufiigen sind, die zweilens
bestimmt werden mufs, ist §. 7—9 und §. 12—16 aufgesucht. §. 5 enthilt
eine héufig angewandte Transformationsformel, und §. 27 ihre Verallgemei-
nerung. §. 20—25 ist ein interessanter specieller Fall behandelt, aus dem
die Resultate des §. 26 folgen.

1. Abtheilung.
§. 1.

Das Fundament fir unsere Untersuchungen bilden die bekannten Ad-
ditionsformeln der elliptischen Functionen. Bezeichnet » eine reelle oder ima-
ginire Grofse, deren Modulus kleiner als 1 ist, sind ferner a, 3, 2z reelle
oder imagindre Functionen einer reellen Grofse x, welche durch die drei
Gleichungen
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Mz = eyl— FY1—2F+BY1— "Y1 — £
My1—2* Yl—a*y1— 3 —apyl — 2oyl — 23
M1—%# 2 = Y1—Z2 Y1 —2F — 2oyl — Y1 —

zusammenhangen, in denen man zur Abkiirzung

|

M= 1—-2p
gesetzt hat, so wird
s 3 a8
dx dx dr

YI—=22Y1—x%2? - V1—e*Y1—x*e? + —Fyl—np

Denkt man sich z. B. « und 3, so wie die Zeichen der Quadratwurzeln
auf der rechten Seite gegeben, so bestimmt die erste Gleichung schon voll-
kommen den Werth von 2, wihrend die beiden anderen dazu dienen, déie Zeichen

von ]/_1—12 und 1/1—~/2z festzustellen, welche willkiirlich angenommenen
Zeichen der vier anderen Wurzelgrofsen entsprechen.

Obgleich diese Formeln unter der Voraussetzung bewiesen zu werden
pflegen, dafs «, (3, = reelle Grofsen sind, so gelten sie bekanntlich noch fir
imaginire Werthe derselben. Setzt man 8=—=yi, wo y wieder imaginir sein

kann, und darauf 7-—:-1/—1_5:_52-, wihlt dann fir o und J die Buchstaben @
und b, so erhdlt man den Satz:

Sind @, b, = Functionen von &, und finden zwischen ihnen die drei
Gleichungen

s Nz = ayl—%btibyl— o’ y1— byl — 2 a’
) Nyl—z* = y1—a*y1 - 2——iab;/l ~2a21/1—x§'b’
| NyT=7% — TP T=7 @ T 2T — i aby 1=

Statt, wo zur Abkiirzung
_ N = 1—- V42 a’b
gesetzt ist, so wird
2 14 .
Y e 21/1 wa + e p—
Hier bedeuten &, &', 2’ die leferentmlcoefﬁclenten von a, b,  nach x, ferner
%, eine 1/1_:—:?. Die Zeichen der sechs Quadratwurzeln konnen beliebig ge-
nommen werden, wenn sie nur den Gleichungen (1.) geniigen. Natirlich
26 *
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missen sie in den drei Gleichungen (1.) und in der Differentialgleichung die-
selben Werthe haben.

Um sich von den verschiedenen Methoden, durch welche diese Glei~
chungen hergeleitet werden, unabhédngig zu machen, kann man dieselben veri-
ficiren. Dividirt man die erste Gleichung in (1.) durch N, differentiirt sie
dann nach a, und dividirt durch das Product der beiden anderen, so findet
man ohne grofse Rechnung die Differentialgleichung. Eben so leicht zeigt
sich, dafs wenn die rechte Seite der ersten Gleichung in (1.) gleich Nz ge-
setzt ist, das Quadrat der rechten Seite der zweiten und der dritten resp.
N*(1—2?%) und N*(1—:#*2?) ist.

Aus der Gleichheit zweier Functionen folgt auch die ihrer bestimmten
Integrale zwischen beliebigen reellen Grenzen g und A. Daher lifst sich die
Differentialgleichung auch durch

dx ddx Vdx
@) /1/1 2 YI—x'z? /Vi—aﬁ/i-xa Jr/V — 0 Y1T—%0*
ersetzen.

§. 2.

Fir einen grofsen Theil der folgenden Rechnungen sind die Glei-
chungen (1.) nicht bequem; man kann fiir sie das System von drei anderen,
némlich

(3.) V1—80yY1—2* = y1—a* —iabyl1— 22
4) zyl—0y1—2a ibyl—a'+ayl—i2
GD) Yl—u0* = a+ibyl—a’y1— i<

einfihren, die sich leicht aus den ersten herleiten lassen. Beide Systeme sind
offenbar gleichbedeutend.

|

Anmerk. Ebenso wie die Gleichungen (1.) aus den bekannien For-
meln fir sinam(u--v), cosam(u-v), dam(u-v) folgen, so lassen sich
3, 4, und 5 aus den Formeln

cosam (u -+ v) = cosam#cosamv — sinamusinamv 4 am (u - )
ferner aus '
sinam(u-|-v) Jamv = sinamu cosamv--sinamvcosamu 4am (u-v)

und der Gleichung herleiten, welche aus letzterer nach Vertauschung von u
mit v entsteht.
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§. 3.

/ 2ldr
o YI—=2y1—x*%* i

iber dessen Zerlegung in dleser ersten Abtheilung gehandelt wird, is¢ ein
fest bestimmies, wenn aufser den Grenzen g und h auch die Function
unter dem Integrale gegeben ist. Zu dem Letzteren reicht es aber nicht
hin, wenn aufser dem Modulus » noch der Gang von 2, d. h. die Art bekannt
ist, auf welche 2 von & abhéngt: es mufs auch noch das Zeichen der Qua-
dratwurzeln, oder wenigstens das Zeichen ihres Productes gegeben sein.

Das Integral

Wir nelhmen an, dafs = sich stdtig dndert; alsdann kann das Zei-
chen der Quadratwurzeln in J so bestimmt sein, dafs dieselben sich gleich-
falls stitig dndern, oder so, dafs sie zuweilen endliche Springe machen.
In dem letzten Falle kann man J in eine Summe von Integralen derselben
Form zerlegen, von denen jedes sich in dem ersten Falle befindet. Wir
werden deshalb, ohne die Allgemeinheit zu beschrinken, annehmen, dafs die
Zichen der Quadratwurzeln in J so bestimmt sind, dafs die Quadrar-
wurzeln sich continuirlich dndern.

Die Bestimmung, welche hier getroffen wurde, ist nicht gleichbedeutend
mit der, dafs der reelle Theil der Quadratwurzeln ein bestimmtes Zeichen be-
halten soll. Ganz abgesehen davon, dafs bei der letzteren Festsetzung das
Zeichen unbestimmt bleibt, wenn z. B. in y1— 2 die Grofse = reell und grofser
als 1 wird, so wirde auch bei derselben die Continuitat unterbrochen werden,
wenn 2 von einem Werthe mit positivem imaginiren Theile zu einem anderen
mit negativem durch einen reellen Werth ibergeht, der grofser als 1 ist. Die
Behandlung eines Integrals J bei solcher Bestimmung wiirde daher eine Zer-
legung nothig machen, wie sie oben angedeutet ist.

Kennt man das Zeichen der Wurszeln fiur irgend einen Werth
von x, so ldfst es sich nach unseren Festsetzungen fur jeden anderen Werth

. . . 1 .
vor x ableilen, wenn 2 nicht dazwischen durch +1 oder + —- gegangen ist.

Wir zerlegen deshalb unser Integral noch weiter in eine Summe solcher, in
denen 2z entweder. iiberhaupt nicht, oder nur an der unieren, oder nur an der

. 1 .
oberen, oder an beiden Grenzen den Werth +1, i—z-, — wir figen noch

- aus Grinden, die spéter klar werden, O hinzu — annimmt. Jedes von diesen
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Integralen ist bestimmt, wenn man aufser den Constanten g, 4, » und dem
Gange von 2 noch das Zeichen der Wurzeln fir irgend einen Werth von ,
z. B. fir den Anfangswerth g kennt. Von nun an soll J ein solches Integral
vorstellen.

S 4.

Was oben iiber Continuitit oder Discontinuitit der Wurzeln gesagt
wurde, zeigt sich leicht durch Anwendung der bekannten Formeln, welche
die Ausziehung von Quadratwurzeln aus imagindren Ausdriicken betreffen. Man
kann sich zu diesem Zwecke auch der nachfolgenden Transformation bedienen,
die sich auf die Form ch—(m-kn—z'?— bezieht, wenn ¢, m, n reelle Zahlen
bezeichnen, und ¢ positiv ist.

Man kann aus diesen Grofsen durch die Gleichungen

¢ = gsinf

n = o — m?®. cos 0
die elliptischen Coordinaten ¢ und @ finden, und zwar sind g, sin 6 und cos 6
vollkommen bestimmt, wenn ¢ und }/o®— m® reell und positiv und auch 6 reell
genommen wird. Denn die Gleichung

c’ n®

) '(',T oz_mz =1

hat, da .
@2(92_m2)_n292_02(92__m2)

fir o> gleich oo, m* und O resp. positiv, negativ und positiv wird, nur einen

positiven Werth fir o>, der grofser als m® ist. Man findet dann

V& — (mF-ni = + (Yo — m? —im cosf).

Um diese Formel auf y/1— 2? und y1—:’2® anzuwenden, hat man ¢ =1 und
z oder resp. %% gleich m-}-ni zu setzen.

§. 5.

Man zerlege nun J nach der Formel (2.) in die Summe zweier In-
tegrale und versuche @ und b so zu bestimmen, dafs sie reell und kleiner
(nicht grofser) als 1 werden. Eine Zerlegung von J in die Summe zweier
elliptischen Integrale kann natirlich auf unendlich viele verschiedene Arten

Statt finden; aber die Bedingungen, welche wir so eben hinzufiigten, bestim-
men vollkommen eine Zerlegung.
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Um dieselbe zu bewerkstelligen, ist es nothwendig, erstens die Zahi-
werthe von a und b, dann auch die Zieichen von a, b, ;/1_:7 etc. oder
wenigstens gewisser Combinationen derselben anzugeben. Zu dieser Bestim-
mung reichen die sechs Gleichungen aus, die man aus 3, 4 und 5 erhilt, in-
dem man ihre reellen und imagindren Theile fir sich gleich setzt. Damit dies
bequemer geschehen konne, bezeichnen wir die zu 2, #, #, conjugirten Zahlen*)

mit T, y, 7, ferner die zu y1—2? y1—#*2%, y/1— <4’ elc. conjugirten
Zabhlen mit y1—C°, y1—¢°8, y1—%*a’, etc. und fihren endlich folgende
hiufig vorkommenden Verbindungen ein:

p = I=Z24yT—7T
gi = y1—22—Yy1-0* :
r = y1—2' Y1— 4 Y1 - y1— 2%,
so dafs also p, ¢, r bekannte reelle Grofsen sind.
Da der besondere Fall, dafs x reell also y = wird, von Interesse ist
und eine einfachere Behandlung gestattet, so wollen wir uns zunichst mit ihm
beschiftigen.

Besonderer Fall: « ist reell.
§. 6.
Um den Werth von @ zu finden, setzen wir die imaginiren Theile von
(3.) gleich, ebenso die reellen und erhalten
(¢) abp = —qy1—¥
ap = (248)y1—0y1—id’.
Statt der letzten Gleichung benutzen wir die folgende:
(B). E+HI1—#a = —q¢.
Aus (¢.) und (3.) eliminirt man b, indem man beide zum Quadrat erhebt, und
dann eine von der andern subtrahirt. Dadurch ergiebt sich der gesuchte Werth

2 (x+9*—¢ .
(6°) a4 = x%(z+€)i+p2
Aus (5.) lafst sich 6 finden, indem diese Gleichung wieder in zwei zerfillt
wird, von denen die eine

() (E=0)y1—2A8 = ibpyl—a®

*) Bekanntlich heifst a—b¢ die zu a-}-0i conjugirte Zahl.
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ist, die andere gleichfalls linear nach y1— &’. Eliminirt man diese Grofse, so
findet man '

7. —48F = el :
( ) 1/ ”1 YI— O Ly T—n?z?
Anmerk. Im 45°°" Bande dieses Journals giebt Rechelot p. 227 For-

meln fir « und 1/1~—z_}7: die in anderer Gestalt auftreten. Wenn wir unsere
Bezeichnung beibehalten, so sind seine Ausdriicke

. I U oy pempp
(6%) a + Vi 2z Y1fait y1—xz Y1—=xC
vy TR — 4 VTRV T

(7 pi=wd + Vifzy 1+ i/ 1—=V1-¢
Die Uebereinstimmung dieser Werthe mit den obigen ergiebt sich leicht. Multi-
plicirt man némlich Zahler und Nenner in (6.) mit 2, so sind dieselben un-
mittelbar die Quadrate der Zahler und Nenner von (6*). Die Gleichheit
der andern Formeln zeigt sich, wenn man Zahler und Nenner in (7.) mit
1/1-—x222——1/1—-22C2 multiplicirt, und die Identitat

(Y14 2z Y14 28— yl—a2yl— 2L} = 2(14 #2L —y1— 22" y1 —20)
benutzt.

§. 7

Die gefundenen Werthe von a und b sind offenbar reell, man sieht
ferner leicht ein, dafs sie kleiner als 1 sind. Zunichst folgt namlich aus
(), dafs VT:—F reell, d.h. dafs 6 <1 ist. Ferner sieht man aus (7,
dafs y1— @ reell, d. h. a<<1 ist.

Ferner sind a* und b* continuirlicke Functionen von x. Es konnte a’
nur discontinuirlich werden, wenn der Nenner in (6.) verschwindet, d. h. wenn
zugleich 2+4C und p gleich O sind. Es ist aber 2-+{==0, wenn z rein
imagindr == n¢ ist; dann wird p=2]/m§—: also gewifs nicht 0. Aus (/3.)
folgt die Continuitit von 4*; selbst wenn 24§ =0 ist, mufs * continuirlich
bleiben, indem selbst in ‘diesem Falle, d. h. fir ein rein imagindres 2 der

gi__ Y1=2—y1=F ¢tz - .
Ausdruck L P =T/ continuirlich bleibt, und

y1—#'a® nie verschwindet.
Einfache Combinationen der Gleichungen des vorigen Paragraphen lehren,
far welche z die Grifsen @ und b* ihren grifsten und kleinsten Werth
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1 und 0 erreichen. Es wird
@’ = (0; wenn =z rein imaginir ist,
@ =1; wenn 2 reell ist, und dabei zwischen 1 und % liegt,
6= 0; wenn 2 reell und << 1,

b*=1; wenn 2 reell und >—1—

Die Grenzfille sind hier dberall eingeschlossen; z. B. wird @ noch gleich O
fir 2 =0.
Stellt man die imagindren Griofsen auf bekannte

Art geometrisch dar, nimmt die Achse der X als Fig. 1.

Achse des Reellen (Fig. 1.), die der ¥ als Achse Y

des rein Imaginiren, sind ferner AX und AY die oz

positiven Seiten, so kann man die Werthe 1 und —1—

durch M und N reprisentiren (indem man x die 5, x
N ™M A M N

. 1
positive Wurzel aus x* nennt), —1 und ——

durch M' und N'. Es wird dann ¢ =0 fir alle
Puncte, die in Y'Y liegen; ¢*=1 fiir die Linien
MNund M' N'; es wird b =0 fiir das Stiick M'M; o
=1 fir NX und N'X".

§. 8.

Indem wir nun zur Zeichenbestimmung iibergehen, bemerken wir vor-
laufig, dafs es nur nothiy ist, die Vorzeichen der beiden Ausdricke
ayl—a*yl —x'a* = A4
by1—6y1—#6* = B
zu kennen; die Zeichen der sechs Factoren von 4 und B bleiben der Natur
der Sache nach unbestimmt. Nachdem §. 7. gezeigt wurde, dafs «* und &
continuirliche Functionen von ax sind, wird sich zunéchst beweisen lassen,
dafs auch A und B continuirlich sind, ihv Zeichen also nur fir ¢ =0,
b=0, @’=1, b =1 andern konnen.
Zur Abkirzung soll [Z] entweder 41, —1 oder Null vorstellen, je
nachdem Z positiv, negativ oder Null ist.

Multiplicirt man die reellen Theile der ersien und zweiten Gleichung von (1.)
mit einander, und dividirt durch den reellen Theil der dritten, so findet man
20/1—a® _ N@a+y)(I—2"4+y1=0)

V1—=*d? p
Journal f. d. M. Bd. LIIL Heft 3. \ 27
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und auf éhnliche Art:
W A—PA—ah(1—xa) = N25 P
Lt At P Yl C
Da p nur verschwindet, wenn y1— %°2* rein imaginar, d.h. = reell und > %
ist, und in diesem Falle auch y1—2*+y/1—*=0, der Quotient

T
Yi—#2? Y1 —%*8?

1 12—y 1—

2 e —l—x'C
ist, und gewifs nicht verschwindet, so ist die rechte also auch die linke Seite
der ersten von den vorstehenden Gleichungen continuirlich. Auf dhnliche Art
folgt die Continuitit beider Seiten der zweiten Gleichung. Da ferner 1— x’a’
nie verschwindet, so sind 4 und B continuirlich, und ihre Zeichen sind durch

die Gleichungen
—=*41-C

A] = Y

4] = [t

' 2—¢ Yl—a** L Y1—=L?

B] = - o

8 — | 2 T
gegeben. Will man also den Zeichen von A4 fir den ganzen Lauf von 2
folgen, so wird man zunichst aus den Anfangswerthen von 2 das Anfangs-
zeichen von A berechnen; dasselbe Zeichen von A bleibt sicher so lange,
bis @ gleich O oder +1 wird, d. b. (§. 7.) bis 2 rein imaginir oder reell,

aber gleich

grofser als 1 und kleiner als —i— ist- Erst dann hat man eine neue Rechnung

fir [A] anzustellen. Ahnlich ist es mit [B].

Diese neue Rechnung, oder vielmehr die jedesmalige Wiederholung
derselben Rechnung an den kritischen Stellen kann man jedoch ersparen. Wird z
wie oben gleich m -} né gesetzt, so sind jene kritischen Stellen die, an denen
m oder » verschwindet; je nachdem die verschwindende Grofse ihr Zeichen
behilt oder wechselt, wird auch 4 oder B sein Zeichen behalten oder wechseln.

Um dies zu zeigen, kann man auf die Formeln des §. 4. zurdckgehen.
Verschwindet zundichst m an einer Stelle, so wird Vl_—-_z‘.) eine reelle Grofse,
die dasselbe Zeichen hat wie der reelle Theil dieser Wurzel fir das unmittel-
bar vorhergehende oder folgende 2. Es folgt ferner daraus, dafs der imaginire
Theil der Wurzel sein Zeichen behilt oder wechselt, je nachdem m es behilt
oder wechselt. Das Gleiche gilt von y1— #*2*
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Verschwindet n an einer Stelle, so sind bei Betrachtung von y1— 22
zwei Fille zu unterscheiden. Ist erstens m<<Z1, so wird der reelle Theil
der Wurzel sein Zeichen behalten, der iméginire es mit n zugleich wechseln.
Ist zweitens m > 1, so wird der imagindre Theil sein Zeichen behalten, der

reelle es mit » wechseln. Hieraus folgt ferner fiir y1— »*2?%, dafs wenn m < —};
ist, der reelle Theil sein Zeichen behélt, der imaginire es mit » wechselt;
wenn m > ——1—, so behilt es der imaginire, wahrend der reelle es mit » wechselt.

Unter Anfangswerth von [A] und [B] verstehen wir den, welcher zu-
erst nicht Null ist.

Es lafst sich nun leicht erkennen, ob an einer kritischen Stelle 4 und
B ihr Zeichen dndern. Wird @ =0 d. h. geht 2 durch das rein Imaginire,
so wird 4§ =2m sein Zeichen mit s wechseln. Die itbrigen Grofsen in
[A] behalten ihr Zeichen; also wechselt A sein Zeichen mit m. Wird a*=1

so geht 2 durch den reellen Werth m, der grofser als 1 und kleiner als —;—
ist. Also behalt 24 = 2m sein Zeichen, ebenso y1—:*2*-y1— 2,
wihrend y1—2*4-y1—C* es mit n wechselt; also wechselt A sein Zeichen

mit n. Ist 6=—=0 so erhilt = einen Werth m, der kleiner als 1 ist; z';g

ist 2n und wechselt daher sein Zeichen mit n. Es wechselt also B sein Zei-
chen mit . Wird =1, so ist = und x2z grofser als 1; es wechselt also
B sein Zeichen mit n. Wir haben also folgende Resultate: Wechselt der
reelle Theil von 2 sein Zeichen, oder wechselt der imaginire Theil von

sein Zeichen, wihrend hierbei der reelle zwischen 1 und —1— liegt, so wechselt

es auch, und nur in diesen Fillen, 4; es ist dann der Werth von «* resp. 0
oder 1. Wechselt der imagindre Theil von 2 sein Zeichen, und ist der reelle

dabei <<1 oder > %, und nur dann wechselt B Fig- 1.

sein Zeichen; es ist dann 4* resp. O oder 1. Geo-
metrisch genommen wechselt 4 sein Zeichen, wenn
die Curve 2 die stirker gezogenen, B wenn sie die
schwicheren Theile der Achsen in Fig. 1. durch- X —_ 1 - -x
schneidet, und zwar bedeulen der Reihe nach die_z
obigen vier Fille, dafs die Curve 2 die Achse Y'Y,
das Stiick MN oder M'N’, drittens M'M und vier-
tens NX oder N'X’ durchschneidet. v
Y
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Solange [A]=0 oder [B] =0 behilt @ und resp. & denselben Werth;
2 bleibt dann auf einer der Achsen.

Wir folgen nun dem Laufe von 2 und bezeichnen der Reihe nach die
Werthe von @ und &, bei denen eine solche Zeichendnderung Statt findet,
oder vielmehr ihre Zablwerthe mit ¢,, a,, ... o,, resp. mit 3,, B, ... B..
Die o und /3 sind also O und 4 1. Es seien ferner «,, %, 3), B die Zahl-
werthe von den Anfangs- und Endwerthen von @ und &, die also aus (6.)
und (7.) berechnet werden, indem man in diese Formeln das = einsetzt,
welches =g und & =4/ entspricht. Die Anfangswerthe von [A4] und [B)]
seien endlich [A,] und [B,].

§. 9.

Nach diesen Vorbereitungen hat die Zerlegung von J, d. h. also von

S
ViI—2*yT—#*=*’

wo 2z auf gegebenem Wege von einem gegebnen Anfangswerthe zu einem
gleichfalls gegebnen Endwerthe wichst, keine Schwierigkeiten. In die For-
mel (2.) hat man fir @ und & die Werthe zu setzen, die ihnen nach §. 6. zu-
kommen. Sind nun o und 3 die Zahlenwerthe von @ und &, und verstehen
wir unter y1—e?, yl1—x'’, y1— /3, y1—x%3* die positiven Wurzeln, so
wird fir das Glied

a Y

N e

in (2,) jetat
! d

/| P S § ) (S —

A == WBly=iss
selbst an den Stellen zu setzen sein, an welchen [A] und [B] Null sind (weil
fir diese @ und b constant sind). Zerlegen wir die beiden Integrale auf der
rechten Seite in eine Summe solcher, in denen A und B ihre Zeichen nicht
andern, so wird schliefslich

) S A

+t[Bo] :\ﬂ{m]/-i_:-?’]/———i——xfﬂz “{ ++('—1)’:4. }

Die Function, welche unter dem Integrale steht, ist in der ersten Zeile
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de . . dg
, in der zweiten

V1I—a*Y1—xa? VI— V1= %8
Integrales, mit Ausnahme des ersten und letzten jeder Zeile, in der ersten 0
oder K, in der zweiten 0 oder K'. Man wird also die Zerlegung leicht vor-
nehmen konnen, es mag 2 analytisch gegeben oder als Curve gezeichnet sein.

Als Beispiel wihlen wir einen besonders wichtigen Fall, namlich den,
wo 2 in J von O zu einem gegebnen Werthe Z geht, ohne jemals rein reell

-, und der Werth eines jeden

oder imaginir zu werden. Fir 2 = 0 mogen y1—2* und y1—#*2* gleich
41 sein. Es ist also 2 eine beliebige Curve oder Gerade, die 4 mit Z ver-
bindet, ohne die Achsen zu schneiden. Es ist dann [4,] offenbar 41, wenn
Z im ersten oder vierten Quadranten liegt, sonst —1; [B,] gleich -1, fir
ein Z/ im ersten oder zweiten Quadranten, sonst —1. Ferner ist o)== 3,=0.
A und B werden nach (6.) und (7.) fir 2 = Z berechnet, und dann ist J
die Summe der zwei Integra]e

0]/ = 21/1 o 2' [B“J/ V1i—p§° ﬂ‘]/[j ﬂ

Man wird ibrigens leicht bemerken, dafs durch (8.) die Eigenschaft der
Periodicitdt fiir die elliptischen Integrale streng bewiesen ist.

Alligemeiner Fall: » ist imaginar.
§. 10.

Die Untersuchungen der vorigen Paragraphen lassen sich leicht auf den
Fall ausdehnen, dafs x eine imagindre Zahl ist; der Fall, dafs » rein imaginar
wird, der sich auf den eines reellen x ohne Mihe zuriickfiihren lafst, soll hier
ausgeschlossen werden. Den reellen Theil von » denken wir uns positiv, zy
wie friher (§.1.) kleiner als 1.

Entsprechend dem §. 6. werden hier die Formeln fir @ und & ent-
wickelt. Dazu bedienen wir uns der Gleichung

d) abp = —g/1—=0
und einer zweiten, die aus Gleichsetzung der reellen Theile von (3.) entsteht;
dlese geht mit Hilfe von (d.) in
() abr = —gy1—&
iber. Die Elimination von @ oder 4 aus (J.) und (&) giebt
9) p204_a2<p2_q2___r2)__q2 — 0
(10) #o—-0@Er—p—¢)—¢ 0,

I
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so dafs @ und b aus bekannten Sticken p, ¢ und » gefunden werden konnen.
Es ergeben sich namlich fir «* und & die zwei Werthe

(11.) @ — 7”“’]2;;):'2_}_‘1/3

. rz__pz___qziw
(12)  # ="
wenn D gleich (¢*+7*—p*) 4-4p°¢* gesetzt ist. Es lafst sich ibrigens D
auch als Product

(r+pte)rtp—qi)(r—p-+qi)(r—p —¢i)

darstelien.

§. 11.

Die gefundenen Werthe geniigen zwar den urspriinglichen Gleichungen,
losen unsere Aufgabe aber nur dann, wenn « und & reell und kleiner als 1
werden. Man wird deshalb in (11.) und (12.) nur die oberen Zeichen neh-
men dirfen; die zweite Losung ist zu verwerfen. In der That wird die linke
Seite von (9.) fir @’=1, 0, — oo resp. positiv, negativ, positiv, also liegt
eine und nur eine Wurzel ¢ zwischen O und 1, die andre ist negativ. Ebenso
verhilt es sich mit >. Wenn wir von nun an iiber die Wurzeln &* und
der Gleichungen (9.) und (10.) handeln, so sind diese allein hierher gehori-
gen mit den oberen Zeichen gemeint. Zur bequemeren Berechnung derselben
kann man nach Anleitung des §. 4.

r = gsinf

g = V& —pieost

setzen, wodurch man
4 = ~+cosf

(13.) b— + 02__"",—2
I 4
erhalt. Die Vorzeichen bleiben natiirlich unbestimmt.

Im Folgenden werden « und & fir besondere Werthe von £ zu be-
trachten sein; dabei wird man oft bequemer auf (9.) und (10.) als auf die
aufygelosten Gleichungen zuriickgehen. In einem Fall ist besondere Vorsicht
hierbei anzuwenden, ndmlich wenn man findet, einem 2 entspreche « =0 oder
b= 0. In diesem Falle ist namlich zu untersuchen, ob die zweite Wurzel
fir @ resp. & positiv, Null oder negaliv ist, und nur in den letzten beiden
Fallen ist O wirklich die hierher gehorige Wurzel, wihrend sie im ersten Falle
nur die Grenze der negativen Wurzel a* oder * ist.
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§. 12.

Die gefundenen Werthe von o’ und b® sind continuirlich. Fir
keinen Werth von 2 konnen p und ¢ zugleich verschwinden, da p =0 vor-
aussetzt dafs x2z reell und grofser als 1, ¢ =0 dafs 2 reell und kleiner als 1
ist. Ist p =0, so kann im Allgemeinen nicht » =0 sein; denn fir p =20
wird

r= —yl—#2*(y1—2"—y1-0)
= —ygi.1—22%
Da aber ¢ mit p nicht zugleich verschwindet, so mufs 2z =1 sein, ein Fall,
der nur am Anfang oder Ende des Laufes von 2 vorkommen kann.
Es kann «® nach (11.) nur discontinuirlich sein, wenn es fir p =0
unendlich wird. Aus (9.) ergiebt sich aber fir p =20

2 7

9+
also ein endlicher Werth, der auch positiv ist (da, wie wir eben zeigten, ¢
nicht Null sein kann), also hierher gehort. Auch &* ist continuirlich; eine

Discontinuitdt kann némlich nur fir =0 eintreten, fir welchen Fall nach (10.)

a

2

—
R s
wird, also positiv und endlich bleibt, wenn nicht auch ¢ verschwindet, d. h.
wenn nicht = gerade gleich +1 wird. Fir diesen Fall wird p sicher nicht
Null, also der obige Ausdruck fiir 4° gleich Null. Dieser Werth gehort aber
wirklich der positiven Wurzel als Grenzfall an, indem fir »r =0 und ¢ =0
aus (9.) unser a® gleich 1, daher aus (d.) das hierzugehorige b =0 folgt.
Auch hier mufs man untersuchen, an welchen Stellen a* und b*
thre grifsten und kleinsten Werthe 1 und 0 annehmen. Damit «* =0
sei, mufs nach (9.) zunichst g =0 werden. Dann reducirt sich diese Glei-
chung auf &*(a’p*—p*+r*)=0, so dafs, wenn O der Werth der hierher
gehorigen Wurzel sein soll, p* — #* negaliv sein mufs. Fir ¢ =20 ist aber
r = p.y1—=2, und daher mufs — p2* negativ, d. h. = rein imaginir sein.
Die Bedingung ¢ =0 wird dann von selbst erfillt.
Auch wenn b=0 sein soll, mufs ¢ verschwinden, aufserdem aber

2 . . . o . e .
= — —— negaliv sein. Es wird aber ¢ nur Null fiir ein rein imagi-
r? 1—=z

nires 2, und dann wire jener Ausdruck positiv; oder wenn 2 reell und <1,
und dann wird er wirklich negativ. Es wird also 6 =0 fir 2 <1.
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Soll #*=1 sein, so mufs nach (9.) nothwendig »* == 0 sein; 4 wird
1 far p=0. Wir haben demnach folgende Resuliate: Es ist
a’=0; wenn 2 rein imaginir wird. Dann ist ¢ =0.
b*=0; wenn 2 <Z1. Auch dann ist ¢ =0.
a@=1; wenn r=20.
b’=1; wemn p=0.
§. 13.

Diese Resultate lassen sich leicht geometrisch
deuten (Fig. 2.). Es wird «* = 0 auf der ganzen
Achse des Imaginiren Y'Y; 6*=0 anf dem
T Sticke M'M der reellen Achse, wenn M und M’

wieder die Reprasentanten von + 1 sind. Es mo-

gen N und N’ wieder i% vorstellen, dann wird

b*=1 fir die Geraden NS und N'S’, d. h. fir die
Verlangerung der Geraden IN'AN in’s Unendliche,
indem fir alle Puncte dieser Geraden xz reell und
> 1 ist. Es wird endlich ¢®=1 fiir ein Curven-
stiick, welches in der Figur M mit N und M' mit N’
verbindel, und welches einer Lemniscate angehort.

Dafs die Bedingung r =0 wirklich eine Lemniscate giebt, léfst sich
leicht auf folgende Art darthun. Setzt man

s = Y1-C0yl— 2 —y1—2*y1—4°C

und bezeichnet die rechiwinkligen Coordinaten eines Punctes 2, auf die Achsen
X'X und Y'Y bezogen mit m und n, so dafs g = m--ni und £ = m — ni,
macht man ferner »* = g- hi, so wird

rs — z?_g’l__’_y?‘gl__x?z?_i_z??(x?__y?)

also
Rmn(1—yg)-+ h((m*+-n*) — (m* —n*)) = 0.
Fihrt man Polarcoordinaten ein

h = ¢ cos2py
1—g = ¢ sin2y
m = g cosf
‘n = gsiné,
so entsteht die bekannte Polargleichung der Lemniscate
cos2(nt0)
=V oom
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Da der reclle Theil von 2 positiv ist, so liegt » im ersten oder vier-
ten Quadranten. Im ersten Falle ist 4 positiv, also sin 2y und cos 27 positiv.

Es ist daher die Lénge des grofsten Radius- Vector = 1. Daferner
Vceos 2y

n < %, so durchschneidet diese Achse den 2ten und 4ten Quadranten und
bildet mit der Achse der X im vierten Quadranten einen Winkel, der kleiner

als %— ist. Lag x im zweiten Quadranten, so ist jene Linge der halben Achse

1 . . . .
‘-/———-——2——; sie geht durch den ersten und dritten Quadranten; 7 liegt zwischen
—cos 2y

% und g—, und die Achse bildet mit der Achse der X im ersten Quadranten
den Winkel 2 —1.

Diese Lemniscate geniigt aber nicht der Gleichung r=—0 sondern rs=0;
es bleibt daher zu untersuchen, auf welchem Stiicke » = 0 ist, indem nur fir
die vier Puncte M, N, M', N' zugleich r=0 und s=0 wird, weil fir r=0
und s =0 auch »+s=0 wire. Soll » =0 sein, so mufs y1—*y1—»*2*
rein imaginir sein; macht man daher fir den Augenblick

V1—C = a-|bi
=72 — et fi,
so folgt daraus e — bf =0, oder e:f=~b:a. Bezeichnet m eine reelle Zahl,

so hat ]/lwz? die Form b+m; es ist aber y1—2’=a— bi, also

m
1—22 = — {1 —#2")m?,
folglich
gt — tm
14 5*m®

Setzt man umgekehrt 2* gleich diesem Werthe, so wird fir jedes reelle
m auch »=0. Waihrend m von 0 bis oc wichst, geht offenbar 2* von 1
continuirlich zu %, ohne je gleich O zu werden: es wird daher » =0 fiir
jene Sticke der Lemniscate, die M mit N und M’ mit N' verbinden, ohne
dazwischen durch den Anfangspunct zu gehen.

Ein ahnlicher Ausdruck, den man im Folgenden finden wird, namlich

u = LYy1—#2F 2yl -y =0

slellt gleichfalls ein Lemniscatenstick dar. Behandelt man ihn wie den friihe-
ren, setzt also

v = C}/1—~2222 2]/1—7222,
Journal f. d. M. Bd. LIIl. Heft 3. 28
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so findet man

%’.— = 2mn+4h(m* L) = 0

oder die Polargleichung

Lag » im ersten Quadranten, so durchschneidet die Hauptaxe den zweiten
und vierten Quadranten, sonst den ersten und dritten. Sie bildel mit einer

Richtung der X Axe den Winkel —2 Die = desjenigen Theiles der Lem-

niscate, welcher v =0 entspricht, werden durch die Gleichung

2 == ;é“y—’
gegeben, wo w irgend eine reelle Grofse vorstellt, so dafs wieder zwei Lem-
niscaten-Stiicke hierhergehoren, welche in dem Punkte —:— und ——-% endigen,
die aber in A beginnen. Es ist auch leicht zu sehen, welche von diesen
Sticken zu nehmen sind. Es ist klar, dafs nicht fir dasselbe = zugleich

und r verschwinden, weil nicht ein reelles m und w existirt, fir welche
1 4m? 1

T+ 2m® = =
ist, weil sonst x* gleich der reellen Grofse 1--u*(14m®) wire.

§. 14

Wird an einer Stelle p, ¢ oder r gleich 0, so konnen sie dann ihr
Zeichen &ndern. Offenbar dndert ¢ sein Zeichen unter denselben Bedingungen
wie im §. 8, namlich wenn z die Achse Y'Y
schneidet, d. h. wenn 2 rein imaginar wird, und
der reelle Theil von 2 sein Zeichen é#ndert; ferner
auch wenn 2 das Stick M'M durchschneidet, d. h.
reell und <1 wird, und dabei sein imaginérer Theil
das Zeichen wechselt. Es éndert p sein Zeichen,
wenn 2z die Linien NS oder N'S’ durchschneidet,
d. h. wenn der imaginére Theil von %2 das Zeichen
wechselt, und dabei xz reell und =1 wird. End-
lich wird » sein Zeichen andern, wenn 2 eines der
v Lemniscaten-Sticke MN oder M'N' durchschnei-
det, was man vermittelst der Polargleichung des

§. 13 analytisch ausdriicken kann.

Fig. 2.

4
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Die letztere Behauptung erweist man durch Betrachtung des Productes
— izi’— = 2mn(1—g)+h((’+n*)’ — (m* —n?)),

das fir = und n gleich ~, also auch fir jeden Punct aufserhalb der Lem-
niscale das Zeichen von A hat; fir jeden Punct der Linie selbst O ist; fiir
den Punct im Innern m =4, n=20, also fir alle innern Puncie das Zeichen
von — /4 hat. Es éndert also rs sein Zeichen, wenn 2 die Sticke MN und
M’ N’ durchschneidet und zwar dadurch, dafs » durch Null geht, nicht da-
durch dafs s verschwindet. Es hat also r das Zeichen geéndert.

§. 15.
Auf ganz dhnliche Art wie im §.8. untersuchen wir hier die Zeichen von

A = ayl —&d(Yl—2a*+y1—y*a’)

B — by1 — 0 (y1— 4 0° 4 y1— 916
und bilden deshalb Ausdriicke, die mit 4 und B gleiche Zeichen haben; die
Gleichungen (d.) und (&) des §. 10 werden hierzu jedoch nicht ausreichen,
da in ihnen y1—:*&® und ;/mT nicht vorkommen. Man gehe deshalb
auf (4.) zuriick, dividire beide Seiten durch 2, und nehme die reellen Theile.
Benutzt man dann die Gleichung

=

die aus (J.) und (&) folgt, so wird

Azg — "i(z~§)(11“2)+a2r(§]/1*‘%232+z]/1~%2€’)
p
erhalten. Eine zweite Formel, die wir hier anwenden, folgt aus (3.) und

(4.) durch Elimination von ]/1—7,"22_; daraus entsteht

b)/T—_Z?(? _ iV1—z* __t]/l_:—u’]/i_;—?
‘ z z
Der reelle Theil der vorstehenden Gleichung giebt
bf(Y1—#a*+Y1—y'¢*a
y1—a

= — L G T —2yT— T yI—@ TP (z—L)).

_ Die obere Formel lebrt, dafs, da &* continuirlich ist, dasselbe fir 4
gilt, vielleicht mit Ausnahme des Werthes p =0, fir den (s. oben) & nicht
Null ist. Da fir keinen Werth, der im Laufe von 2 vorkommt, 7 zugleich

Null wird, so sieht man aus der letzten Formel, dafs A auch dann noch con-
28 *
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tinuirlich bleibt; es bleibt sogar noch continuirlich fir p =#»=20; d. h. fir
#»z=1. HKs kann daher A wiederum sein Zeichen nur bei «* =1 oder
O dndern. Da nun & eine continuirliche Function von =m-}ni, oder
von m und » ist, und O und 1 ihre kleinsten und grofsten Werthe sind, so
ist, auch ohne dafs die Rechnung ausgefihrt wird, klar, dafs eine unendlich
kleine Aenderung der ersten Ordnung von £ — sie sei ¢ — an den betref-
fenden Stellen, eine Aenderung zweiter Ordnung, also von der Ordnung &
far a* giebt. Ks ist nun ¢ =0 wenn 2 rein imaginiar = ni wird; fir die-
sen Fall hat man 4 = 0. Aendert sich = dann um &, so é#ndert sich ¢
um ein Glied der Ordnung &; 2 —C und 1—a® sind endliche Grofsen, d. h.
%:—D das

nicht 0; «* ist von der Ordnung &, so dafs Zeichen des neuen

A bestimmt. Es andert daher (§.14.) A sein Zeichen, wenn 2 die Achse
des Imagindren durchschneidet. Wird a*=1 also r =0, so ist 1 —a*> =0,
aber weder ¢ noch 2 — verschwindet. Da nun die Lemniscate » =0 die zweite
El—#2* 21— 0 = 0
(s. §. 13.) nicht schneidet, der letzte Ausdruck daher fir »= 0 nicht ver-
schwindet, so bestimmt das Zeichen von
a’r(GV1—#*2' +2Y1—y"L?)
14
das Zeichen von A, so dafs A sein Zeichen wechselt, wenn 2 die Lemniscaten-
Sticke MN und M'N' durchschneidet.
Um das Zeichen von B zu finden, dividire man (5.) durch 2, und

multiplicire mit —L_.—; die Gleichsetzung der reellen Theile giebt dann

1—04°
1—x2 ) 1— 28 2 i b
22.5.7 Z’VTJ—FT‘L AT by ey T,
und nach Multiplication mit 1 —4* = a,z:pg einen zweiten Ausdruck:

2B = "’b,zp (— g3+ 0 +ibrEyl—#2* —2yI—yTY)-

(
Es bleibt daher auch B conlinuirlich, édndert folglich sein Zeichen nur fiir
’=0 und /=1, und zwar nur und immer, wenn 2 die Sticke M'M
oder NS' oder V'S’ durchschneidet.

§. 16.
Wie im §.9. seien jetzt [A4,] und [B,] die Anfangszeichen von A
und B; wir folgen dem Laufe von 2 und nennen den Zahlwerth des an-
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fanglichen @ wieder o, des letzten @ gleichfalls U, Fig. 2.
die entsprechenden Stiicke fir &, 3, und 8. Die
Zahlenwerthe der « an den Stellen, an welchen die
Curve 2 die in der Figur stirker gezogenen Linien """
schneidet, heifsen der Reihe nach o, @y, ... ¢,, 5|
so dafs beim Durchschnitt mit der Achse Y'Y immer ai\“\,\:’\ e
a=0, wenn MN oder M'N' durchschnitten wird, * M’""‘%\ R
a=1 gesetzt wird. Ahnlich setzen wir 3==0 beim \ ,
Durchschnitt mit M'M, 3= 1 beim Durchschnitt mit \ /
NS oder N'S’, und haben dann wieder fir J die
Formel (8.), in der y1—¢’, y1—/3* die positiven
Wurzeln, y1—x'a?, y1—x3* die mit positivem
reellen Theile vorstellen.

Dem besondern, am Ende des §.9. angegebenen Falle entspricht das

Resultat, welches bereits im Monatsbericht der Berliner Akademie 1855 p. 306
mitgetheilt wurde.

4

§. 17
Wird x reell, so mafs (9.) und (10.) dieselben Werthe fiir @ und & geben,
welche man §. 6. findet. Da es einige Mithe zu machen scheint, dieses zu zeigen,
so soll die Rechnung wenigstens fir die eine Formel hier ausgefiibrt werden.
Es ist offenbar 2p das Product der beiden Factoren

[ = V1tzeyl4yldyl—nayl—yL
fi = Yl—zzyl4 L4+l 22 y1—)L

und
21— —Y1-0) = g9
wenn
g = yl+sy14C—y1—2y1—¢(
9 = VI=yTF T—yTF2yT &
endlich

4(P'— g —1) = [Gi+[ig — 42T (x— )
so dafs (9.) in

Ff2a — @ (fgi+ 9 — 485 — y) + g9t = 0
also fiir x=1y in
@f'—9) (@[ —g) =0
ibergeht. Es ist daher @*= %,— oder @’= %, von welchen Werthen aus

naheliegenden Griinden jedoch nur der erste zu nehmen ist.
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§. 18.

Wir schliefsen diesen Theil mit einer Stelle aus™ einer Arbeit von
Jacobi, Bd. 8, p. 416 und 417 dieses Journals, die wir der Vollstandigkeit
halber, mit ganz unwesentlichen Verinderungen hinzufiigen.

Die elliptischen Integrale mit reellen Grenzen, welche kleiner als 1
sind, auf die wir im allgemeinen Falle J zuriickgefiihrt haben, enthalten einen
imaginaren Modulus . Jacobi hat die Substitution angegeben, durch welche
ein solches Integral sich in die Form M- Ni zerlegen lifst, wenn M und N
reelle Abelsche Integrale bezeichnen. Nach dem Obigen ist J auf eine Summe
oder Differenz von Integralen

L -—/” dx
T 1= 1=

zuriickgefithrt, wo 7, y1—a® und der reelle Theil von y1—:*2* so wie von
# posiliv sind.  Setzt man

14) = (X "1771

15. —_ _(*=2Y

(15) & GTE)>

so dafs sowohl A als u positiv sind, ferner x=e-fi, so ist u <<1. Wen-
det man némlich die Substitution des §. 4. an, macht also

1 = ¢sind
[ = 1/@ — €’ cosl,
so wird
z = e-+icosfyo’— €
% = ¢’ —é€ —iecosh,
also
(,2
A= ——s5 @ = cos*8

d. h. © <<1. Fuhrt man durch die Substition

(d+4Hd—p)z

(14 2z) (1—pz)

statt  die Grofse = ein, indem man die Wurzel positiv nimmt, so wird =
reell und <1 sein. Man findet namlich fir ¢ die Gleichung

st — s (i —p — GOy

T
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fir 2=0 und =1 ist aber die linke Seite resp. — 1 und posiliv, weil
sie selbst im schlimmsten Falle, d. h. fir @ =1 nicht negativ wird. Ein
Werth von z ist also positiv und kleiner als 1; es mag fir @ =17 der Werth
von 2 gleich ¢ sein.

Es wird nun

T= ¢ = U=z (44
=2 = VT d—um)
— 1Fizviu
1—2a* =

/ VUF4) (1 —pz)

wo die oberen oder die unteren Zeichen zu nehmen sind, je nachdem f, der
imagindre Theil von x, positiv oder negativ ist. Ferner ist

de = T ayT—p—— 02
e e e

L = M+ Nz,

also

wenn
AT i
M = {y1+ayl P"/ VaVT—z Y1+ Az YI—pz V1T Aps
V1 — — = z.dz
N = ITE =g yie f° =i Ve i

gesetzt wird.

’ 1L. Abtheilung.

§. 19.
Nach den Untersuchungen im ersten Theile ist es leicht, das Integral

H —
/ V(x—aywm_a) +&

in die Summe eines reellen und imagindren Theiles zu zerlegen. Es bezeichnen
hier a, b, o, (3 reelle oder imaginidre Constante; unter g und 4 sollen reelle
Grenzen versianden werden, zwischen denen x sich reell bewegt. Wirde «x
auf gegebne Art zwischen irgend welchen Grenzen sich bewegen, ohne dafs
es fortwéhrend reell zu sein brauchte, so wiirde unsere Methode sich unmittel-
bar auf diesen Fall iberiragen lassen. Wir denken uns, dafs die Quadrat-
wurzeln sich continuirlich &ndern, und dafs die Zeichen derselben fir eine
Anzahl von Werthen von = gegeben sind, die hinreichend ist, um sie fir
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jedes x zu bestimmen. Verschwindet z. B. keine Wourzel, so geniigt die
Angabe der Zeichen fir e¢in @. (M. vergl. §.3.)
Man setze nun

(e—a)*+(b—p)*

(¢ —a)+(0+5)

indem man unter & und /3 solche Wurzeln aus 4* und 3* versteht, welche den
Modulus von x kleiner als 1 machen, und die Wurzel so nimmt, dafs ihr reeller
Theil positiv ist. Ferner selze man

M = y(a—ea+(b+p),
das Zeichen der Wurzel beliebig genommen, und fihre durch die Gleichung

1—xs b (x—a)’+f

142z = g (x—a)+b*
oder, was dasselbe ist, durch
B(x—a)*+ 1) —b((x—a)*+6")
A=+ T (e —a)+A)
eine neue Verianderliche 2 ein. Hierdurch ist 2, ebenso 1— 2* und 1— x*2?
bestimmt; unter den Wurzeln aus den letzten Grofsen sollen folgende Aus-
dricke mit bekanntem Zeichen verstanden werden:

e — 208 ((x—a) +ﬂ?)(x~u>—((x—a> +0)(x—a)
&M (=" + ) Fb((x —a)*+ )

T 21/bﬂlfx—a) A (i
V1—x'z Bl@x—a)F o) Fo(w—a)y+p)°

wenn /63 eine willkirliche, aber feste Quadratwurzel aus &3 ist, und die
iibrigen Quadratwurzeln die friher beslimmten Zeichen haben. Dann wird

h dar 1
M/ =eyimee 1

Sollte » eine rein imaginire Grofse geworden sein, so kann man durch die
Substitution

7z =

nY =

= y1—2*
J auf ein dhnliches Integral mit einem neuen Modulus » zurickfihren, der
reell und <1 ist; natirlich ist es nicht nothig, zweimal zu substituiren; man

kann gleich fir o die Grofse y einfihren. J zerlegt man nun nach den Re-
geln des ersten Abschnittes.
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§. 20.

So lange u, b, o, (3, allgemein bleiben, gelang es uns nicht, in den
Endformeln wesentliche Vereinfachungen vorzunehmen; die Berechnung aller
hierher gehorigen Werthe bietet offenbar keine anderen Schwierigkeiten dar,
als die Lange der Rechnung. Ein besonderer Fall, auf den ich bei der Lo-
sung einer Aufgabe aus der Theorie der Anziehung gefiihrt wurde, léfst eine
wesentliche Vereinfachung zu, und soll hier als Beispiel behandelt werden; es
ist dies der Fall

dr
a8) H = [ e

wenn m, n, «, v reelle, n und » positive Grofsen bezeichnen. Die Wurzeln
sollen sich continuirlich dndern, und so beschaffen sein, dafs ihr reeller Theil,
wo ein solcher zuerst auftritt, positiv ist, woraus zugleich folgt, dafs der reelle
Theil fir jedes = aufser O positiv bleibt.

In Folge des §. 19. setzen wir .

= Y(m—p)+ @+,

die Wurzel positiv genommen, und M=i, ferner die positive, reelle Grofse x

_ of/im—p)'+ m—v)*
(7). x = (m—up)*+ (nt9)*°

dann .
e V((x—mi)—n") —n((x —pi)*—*")
(18.) 2 = v((w—mi)*—n®) + n((x—pi)*— v*)

— 2iyny (& —mi)*—n?) (x—pi) — (& — pi)*—v*) (r —mi)
(19-) ]/1-—-22 = M v((@—mi) —n2) Fn((x —pi) —*)

s o Vie—mi) —n®Y(r—ui)*—»*
(20.) Y1—#2* = 2ynv T —mi ) T (@— g =)

wo die ynv positiv genommen wird. Wir fagen noch die zwei Formeln

1—xz  n (x—pi)’—o*
(1) 142z = v (@—mi)y—n*

und

- (w2 —mi)*—n®) (x—pi) — ((x—pi)* ") (& — mi)
(22) 22’ = —dny v((x —mi)*—n®)+n((x—pi)*—v?)

hinzu. Es wird dann endlich

2z i
(3) H= "sm/ ey = oY

Journal f. d. M. Bd. LIII. Heft3. 29
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§. 21.

Um J zu zerlegen, fiilhre man nach §.4. Polarcoordinaten o, o, 7, 6
durch die Gleichungen

m=o*—1cosy  wu=1y0c*—1cosl
n—=gsiny v == osind
ein; der Kiirze halber sollen jedoch neben ¢, o, etc. auch m, n, etc. in den

Formeln gebraucht werden. Ferner sollen ¢ und ¢ gleich 4-1 oder —1 sein,
je nachdem resp. m oder w positiv oder negativ sind. Dann wird

YA —im)*—n® = e(cosn —iyo"—1)
Y(d—iu) —v* = Z(cosf—iy/a* —1).
Die ziemlich miihsame Berechnung von ¥ und ¥ soll hier nicht ausgefihrt

werden (§.9.); wir driickten zunéchst 1—58%, durch die bekannten Grofsen

nach §. 6. aus, und fiihrien in dem Zahler erst an einer gewissen Stelle,
nachdem ein Factor desselben sich gehoben haite, die Polarcoordinaten ein.
Ist B gefunden, so ergiebt sich A ohne Wiederholung der Rechnung indem

T . e gleich dem Werthe von

A YiFe Y1 — Yi—uzyI—4¢
% Yltasyl+#l+Y1—xzY1—=L

fir ¢ = 1 ist. So findet man

(4) =AU

( osinf — gsiny
osing 4 osiny

__ Vim—p)*4 ()
@5) B= 06} sin Osiny

oder

B — V(im—u)* 4 (n+v) .
VI—8" Vo™ —1ye™—1+cosfcosy

Endlich ist

(26.) zoc(, v.n. (:g:zi:z;;:((;:zi:z} 5 ﬂU = 0.

Die Buchstaben v.n. bedeuten hier, dafs der Zahlwerth des betreffenden Aus-
drucks genommen werden soll.
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§. 22
Um die Anfangszeichen [A4,] und [B,] zu finden, selzen wir in die be-
treflenden Formeln des §. 8. den Werth 2 =0. Fiir [4,] hat diese Rech-
nung keine Schwierighkeit, wiahrend die Untersuchung fir [B,] die Kenntnifs

z—¢&
i

des Anfangszeichens von erfordert, das man jedoch leicht mit Benutzung

der Formel (22.) fir 2' erkennt. Setzt man zur Abkirzung
R = p(m*+ n*)—m(u*+-°)
S = vim+nd) — n(fo,
so wird
[4)] = «J[RS]
[B)] = —¢

§. 23.
Es smd endlich die Stellen aufzusuchen, an denen 2 reell oder rein
unagindgr wird, um zu erfahren, wo A oder B sein Zeichen éndert.

Es ist 2 mit E—:—: also nach (21.) mit
(x—pi)*—v*
(r—mi)*—nt
zugleich reell. Selzi man den letzten Ausdruck = v, so findet man zwei
Gleichungen, die statifinden miissen, wenn v reell sein soll, von denen die eine

den Werth von v, die andere den entsprechenden von x liefert, namlich
R
2

x————.——_—-

p—m

Ist also ”fm positiv und <1, so wird, wéhrend x von O bis 1 wichst, =

fir einen und nur einen Werth von x reell sein. Man weifs aus §. 8, dafs
es nothwendig ist zu untersuchen, ob dieses reelle 2 zwischen O und 1,

zwischen 1 und % oder uber —:— hinaus liegt. Man findet aber fiir dasselbe
die Gleichung

my — un
my4-un ’
so dafs .
2 4mnuy
1=2%" = Gty
29*
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e . . . 1
also positiv wird, wenn & = ¢, sonst negativ; d. h. es ist & > — Wenn

e= —¢. Man wird unten sehen, dafs fir e = — { immer R grofser als
M—.——

1 ist, so dafs niemals z>71€— werden kann. Ist e=¢, so wird jedenfalls

2 > 1, weil nach (19.)

T __ 2iYnvxr(m—u)
y1—2" = M (mv+np)
also imaginar ist.

Soll zweitens = rein imaginir sein, so mufs die rechte Seite von (21.)

. P B 5 72 .
durch Vertauschung von ¢ mit —é in 1+W iibergehen, woraus sich der be-

treffende Werth von «, namlich
= S
n—uv
berechnen lafst. Denkt man sich n v, so wird also « reell, wenn S po-

sitiv ist, und = wird innerhalb der Integrationsgrenzen rein imaginir, wenn

s
Uber die Zeichen und Werthe der hier vorkommenden Grofsen kann
man noch Folgendes bemerken:

1. Da #>v sein sollte, so ist [;—57] =[S].
. R
2. Ist 6= —¢, so ist [7_—_—"-'-]=—{—1; [R]-—_—_f.

3. Fiibrt man die Polarcoordinaten ein, so ist

_B Yo*—1cosy—yo*—1cos6 —_— T |
p—m +V —1cosy—ya' —1cos0 (Y¢* —1y/0* —14-cosmcos 6)

also sicher grofser als 1, wenn &= —¢ ist.

4, Ebenso findet man

___S__ . 1+ gsinf—gsiny

n—v osiny—asinG

(00 — sin@sinn);

wird der Ausdruck, dessen Zahlwerth ¥ ist, positiv, so ist also sicher zu-

gleich _;‘_3_9_7 >1 und positiv; soll n_s_” <1 sein, so ist jene Grofse negativ.

5. Jene Grofse, deren Zahlwerth o, ist, hat das Zeichen von S.
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§. 25.
Man kann nun J = u +-iv setzen, und findet nach (8.) folgende Aus-
driicke fir « und v, die sich tbrigens durch die Bemerkungen des vorigen
Paragraphen noch eiwas vereinfachen lassen'

~ 85/ = np

Zweitens geht u, je nach den verschiedenen unten aufgezeichneten Fillen,
in nachstehende Ausdricke iber, in denen die Function unter dem Integral-
zeichen immer

do
Vi1—e*Y1—x*e’

ist.

1. Es sei ”_i, nicht zugleich positiv und <1, ;—f—; ebenso, so wird
u = |RS][".
sitiv und < 1; E_ w ad 1.
po 7‘—‘ pou ie

= <BSI( /"= /")

fm positiv und << 1, (also auch ¢={¢)

I
u = sg[ﬂ.s'](/‘_/’).

4. _‘iv sowohl wie “fm positiv und << 1, (also auch & ={¢)
. ———- ist kleiner als
“= sétRSK/ —/ /)
B. _S_v ist grofser als pry R

= <RSI /" -f /"

v iu
H e

m M

Es ist endlich
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§. 26.
Im Monatsberichte der Berliner Akademie 1854 S. 570 war die Auf-

gabe zu losen,
H —
' fZVP]/1._

in die kanonische Form der -elliptischen Integrale zu bringen, wenn

N = (& —im)

P = (r—iun)
ist, und die Quadratwurzeln so genommen werden, dafs ihr reeller Theil po-
sitiv bleibt. Zunéchst ist klar, dafs dies Integral gleich dem doppelien reellen
Theile des Integrales ist, welches sich von H, nur dadurch unterscheidet, dafs

seine Grenzen O und 1 sind. Um dieses auf die Form von H in §. 20. zu
bringen, hal man zu untersuchen, ob

N1— 2 = YN,

wenn hier wie in dem ganzen Paragraphen'di‘e Wurzelzeichen so zu versiehen
sind, dafs der reelle Theil positiv ist. Macht man fiir diese Untersuchung
m = Vmcosn
n = gsiny
(wo also ¢ und 7 fir jedes # andere werden), und setzt e = +1, je nach-
dem m posiliv oder negativ ist, so wird

YN? —n* = &(xcosy—iye* — z?).

Ferner ist
1 .z‘-}-t]/g —atcosn
xr—mi xtsin*n4-o*
. ]/N
also der reelle Theil von ~——- glelch
£0*cos
x*sin*n -0

also positiv, folglich ' — _‘/ 1-—-——-; Es wird daher H, gleich dem

doppelten reellen ']‘hexle von H, also

2e§
/ VT:“ w——x‘ﬂ'
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wenn &, &, M, » dieselben Grofsen wie im §. 21 sind; d. h. es ist
m = /o> —1 cosy w=yo* —1cosf
n==gsiny v == asinf
e.m=—v.n.(m) Su=v.n.(u)
M = y(m—up)+ @ +»)
x = Yn—p)'+(n—v)"*
m

—_—_———m — @
~ po+}sin@siny
- §. 27

In den allgemeinen Ausdriicken des §.19. kommen Quadratwurzeln aus
Grofsen wie (z—a)*+-b* vor, wo @ und b selbst imaginir sind, wihrend
eine reelle Grofse bezeichnet. Durch eine Transformationsformel, welche den
im Vorhergehenden angewandten éhnlich ist, kann man auch solche Quadrat-
wurzeln darstellen. Denkt man sich namlich @ und & in die Form

a = etfi
zerlegt, so setze man

e = gocosgcosy-}-yo*—x’yo* —1singsiny
0y — a*sinycos p — @ —1singpcosy
019> — &sing cos Y — @ /o' —1 siny cos ¢
oo singsiny -+ o> — 2*y/0> —1 cos g cosy

|

r
g
h

und findet dann

Y@ —ay+ 8 = +{ocosy—oxcospti(yo— a*siny -+ xyo*—1sing)}.
Nimmt man ¢, 0, yo*—a*, yo°—1 positiv, ¢ >, 6>>1, so sind alle Grofsen
bestimmt. Man hat némlich:

eth = (eo+ Yo" — Yo" —1)cos(y — @)
e—h = (e0—y¢"— Yo' —1)cos (y+ ¢)
+9 = (oy"—a"—¢yo*—1)sin(y + )
f—g = (6y¢"— '+ oyo* —1)sin(y —¢),
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woraus z. B. fir cos(y —¢) und cos(y + ¢) die Bestimmung

Ceth® =9 _ -
cos* (Y—g)  sn*(Y—q)
(e—h)* f+y*

cos*(w+¢)  sin*(ytg)
folgt, so dafs sich xcos(w—¢) und xcos(y-} ¢) geomelrisch als Achsen
von Hyperbeln ergeben. Ihre Zeichen findet man aus den vorsiehenden Be-
ziehungen zu e+ /A ete., indem go-| yo*— x*ya*—1, oyp’ — 2’} ¢y/0® —1
positiv zu nehmen sind." Auf dhnliche Weise sind ¢ und o Achsen von Ellipsen.

Bonn, im December 1855.




